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1. ВВЕДЕНИЕ
Теория дифференциальных уравнений и 

уравнений в частных производных на стратифи-
цированных множествах является относительно 
новым направлением современной математики. 
Систематические исследования дифференци-
альных уравнений на геометрических графах, 
представляющих собой одномерные стратифи-
цированные множества, были начаты в конце 
80-х годов и в настоящее время им посвяще-
на огромная литература (см., например, [1, 2]). 
Уравнения в частных производных на страти-
фицированных множествах более высокой раз-
мерности изучены гораздо хуже. Началом иссле-
дований в этой области можно считать работу 
Р.  Куранта [3], в которой рассмотрены колеба-
ния мембраны с приклеенным многоугольником 
из струн. Однако систематические исследования 
начались значительно позже и прогресс был до-
стигнут благодаря введению понятия стратифи-
цированной меры и дифференциальных опера-
торов, связанных с ней (см. [1, 4]).

Многие факты теории эллиптических урав-
нений получили свои аналоги для уравнений на 
стратифицированных множествах. Среди них 
лемма о нормальной производной [1], принцип 
максимума [5, 6, 7], оценки нормы Гельдера [8], 
неравенство Харнака [9], теорема о среднем [10] 
и т.д.

Описание устранимых особенностей реше-
ний дифференциальных уравнений с частными 
производными в заданном функциональном 
классе традиционно привлекает внимание боль-
шого числа исследователей. Классическим ре-
зультатом в этом направлении является теорема 
Карлесона об устранимости относительно зам-
кнутого множества нулевой 2-емкости, в частно-
сти, относительно замкнутого множества конеч-
ной ( 2)n − -меры Хаусдорфа, для ограниченных 
гармонических функций на области эвклидова 
пространства Rn (см., например, [11]).

В данной работе приводится аналог этой 
теоремы для ограниченных гармонических 
функций в смысле “мягкого лапласиана” на 
стратифицированном множестве с плоскими 
внутренними стратами.

Основной результат утверждает, что относитель
но замкнутое множество конечной ( 2)n − -меры 
Хаусдорфа является устранимым для ограничен-
ных гармонических функций на n-мерном стра-
тифицированном множестве, удовлетворяюще-
му условию “усиленной прочности”. Для n = 2 
ранее в работе [12] была установлена устрани-
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мость 0 -мерных страт (вершин) для гармониче-
ских функций на 2 -мерном стратифицирован-
ном множестве.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ
Под стратифицированным множеством Ω  

мы понимаем связное подмножество эвклидо-
ва пространства RN , состоящее из конечного 
числа попарно непересекающихся связных под-
многообразий (без края), называемых страта-
ми. Множество всех страт обозначим через Σ , а 
сами страты через σkj : 

�
�

= .
�

�
kj

kj
�
∪

Первый индекс показывает размерность страты, 
а второй является номером страты данной раз-
мерности. Предполагаются выполненными сле-
дующие требования на взаимные примыкания 
страт: 

•	 замыкание σkj  каждой страты компактно, 
а ее граница ∂σ σ σkj kj kj= \  является объедине-
нием некоторых страт в Σ ; 

•	 для любых двух страт � �kj mi, � �  пересече-
ние замыканий σ σkj mi∩  либо пусто, либо со-
стоит из некоторых страт набора Σ . 

Всюду далее соотношение σ σkj mi≺  означает 
� �kj mi� � . В этом случае мы говорим, что стра-
ты примыкают друг к другу.

Множество Ω , как подмножество RN , насле-
дует его стандартную топологию; все топологи-
ческие понятия, встречающиеся далее, предпо-
лагаются отнесенными к данной топологии.

Множество Ω  предполагается представлен-
ным в виде объединения � �� �� �  (“внутрен-
ности” и “границы”), в котором Ω�  — связное 
открытое подмножество Ω , состоящее из неко-
торых страт из Σ  и удовлетворяющее равенству 
Ω Ω� = , а оставшаяся часть �� � �� �= \  ока-
зывается тогда топологической границей мно-
жества Ω� .

Определения стратифицированного множе-
ства и относящихся к нему понятий в более об-
щей ситуации можно найти в [1]. Эти определе-
ния, в значительной степени, инспирированы 
работой [13].

В данной статье все внутренние страты пред-
полагаются плоскими в следующем смысле: ка-
ждая страта �kj � ��  является подобластью 

некоторого k -мерного аффинного подпро-
странства RN .

Множество � � �  назовем µ -измеримым, 
если каждое пересечение � �kj �  измеримо в 
смысле k -мерной меры Лебега на σkj . Нетрудно 
заметить, что множество MΩ  всех µ -измеримых 
множеств является σ -алгеброй на Ω . Страти-
фицированная мера ��  на Ω  (точнее на MΩ ) 
определяется формулой: 

� � � �
�

�
�

( ) = ( ),

kj

k
kj

�
�

в которой � �k
kj( )  обозначает k -мерную меру 

Лебега множества � � �kj kj= � . Измеримость 
функции f : � � R  определяется стандартно: f  
является µ -измеримой, если лебеговы множе-
ства L c X f X cf ( ) = { : ( ) }� ��  принадлежат MΩ  
при всех c ∈ R . Нетрудно заметить, что интеграл 
Лебега µ -измеримой функции по µ -измеримо-
му множеству ω  сводится к сумме 

� � �

� �� � �
�

f d f d

kj kj

k
�

�

= .

Мы часто будем опускать Ω  в обозначении ��,  
надеясь, что стратифицированное множество 
однозначно определяется контекстом.

Обозначение 
�

�C1( )Ω  далее применяется к 
пространству касательных векторных полей F  
на Ω�, сужения 

�
F

ki
|σ  которых на каждую страту 

�ki � ��  принадлежат пространству C kj
1( )σ .

Дивергенция векторного поля 
� �

F C� 1( )�  в точ-
ке X kj� �� ��  задается формулой: 

� � � � � � � �
�

�
� � � � �

�

F X F X F Xk

k i kj

i i( ) = ( ) ( 0 ) ,

1� �

� �

где суммирование проводится по всем ( 1)k + - 
мерным стратам �k i�1 , примыкающим к σkj.  
Здесь ∇k  в правой части обозначает оператор 
обычной, k -мерной, дивергенции, применен-
ный к сужению 

�
F kj|  на страту σkj , �νi  — единич-

ная внутренняя нормаль к σkj  в �k j�1  в точке 
X , а 

� �
F X i( 0 )� � �  — предел 

�
F Y( )  при Y k i� �� 1 , 

стремящемся к X  изнутри страты � �k i kj�1 � .
Так определенная дивергенция является точ-

ным аналогом классической. Можно показать, 
что, как и в обычной ситуации, дивергенция 
� �
�

F X( ), является плотностью потока векторно-
го поля 

�
F  в точке X , отнесенной к стратифици-

рованной мере.
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Для достаточно гладкой скалярной функции 
u  градиент ∇u  является касательным векторным 
полем (в этом случае ∇u  представляет собой про-
сто набор градиентов сужений u  на страты), поэ-
тому естественно определить лапласиан на страти-
фицированном множестве посредством формулы 
�u u= ( )� � � . Так определенный лапласиан часто 
называют “жестким”. В данной работе мы рассма-
триваем только так называемый “мягкий” лапла-
сиан, определяемый следующим образом.

Страта σkj  называется свободной, если она 
не примыкает ни к какой страте большей раз-
мерности. Мягкий лапласиан функции u  на Ω� 
определяется равенством 

��u p u= ( ),� � �

где p = 1  на свободных стратах, p = 0  на осталь-
ных стратах.

Явное выражение мягкого лапласиана в точ-
ках свободных страт совпадает с обычным ла-
пласианом.

Если же страта σkj  не является свободной, 
но существуют свободные страты � �k i kj�1 � , то 
тогда в точке X kj� �  выражение для мягкого ла-
пласиана имеет следующий вид: 

��
� �

�

u X u X

k i kj

i i( ) = ( 0 ) ,

1� �

� �
�

� � � � �

в котором суммирование распространяется на 
все свободные страты � �k i kj�1 � .

Наконец, если страта не является свободной 
и не примыкает ни к каким свободным стратам 
на единицу большей размерности, то на такой 
страте ∆�u = 0  автоматически.
Определение 1. Для открытого множества 
U � ��  обозначим через C U�

loc
2

( )  множество 
функций u U: → R , удовлетворяющих следующим 
условиям: 

•	 u  непрерывна на U , 
•	 для каждой свободной страты σni  сужение 

u U ni
| ��  дважды непрерывно дифференцируемо, 

а градиент ∇u  этого сужения имеет непрерывное 
продолжение в каждую точку X U n j� � �� 1  любой 
внутренней страты �n j�1 , примыкающей к σni. 

Функция u U: → R  называется гармониче-

ской на U , если u C U∈ � loc
2

( )  и u  удовлетворяет 
уравнению 

∆�u X( ) = 0

для всех X U∈ . 

Как отмечалось во введении, для эллиптиче-
ских уравнений на стратифицированных мно-
жествах получены аналоги многих результатов 
из теории таких уравнений на областях эвкли-
дова пространства. Для результатов настоящей 
работы ключевую роль играют аналоги теоремы 
о среднем и неравенства Харнака.

Шар B X X d X X rr ( ) = { : ( , ) < }0 0�� , относи-
тельно внутренней метрики d( , )⋅ ⋅  на Ω, называ-
ется допустимым, или, подробнее, открытым ша-
ром допустимого радиуса r > 0  с центром в точке 
X 0 ���, если r  меньше расстояния от X 0  до всех 
страт, замыкания которых не содержат X 0. В этом 
случае множество S X X d X X rr ( ) = { : ( , ) = }0 0��  
называется допустимой сферой. Допустимые 
шары и сферы наследуют естественную страти-
фикацию из Ω . Например, для допустимой сфе-
ры S  все непустые пересечения �kj S� , �kj � �, 
являются ее ( 1)k − -мерными стратами. Страти-
фицированная мера µS  на стратифицированной 
сфере S  определяется также, как на произволь-
ном стратифицированном множестве.

Пусть Ω  — стратифицированное множество, 
у которого все свободные страты имеют одну и 
ту же размерность n . В этом случае p = 1  на всех 
n-мерных стратах и обращается в нуль на всех 
других стратах из Σ .

Для X 0 ���  и допустимой сферы S Xr ( )0  рас-
смотрим среднее значение по сфере: 

M S X u
S X

pudr
r p

Sr X
S( ) =

1
( )

,0
0 ( 0 )

� � � �

где S X pdr p Sr X
S( ) =0

( 0 )� � .
Теорема А (о среднем [10]). Пусть Ω  — страти-
фицированное множество, у которого все свободные 
страты имеют одну и ту же размерность, u  —  
гармоническая функция на Ω�, X 0 ���  и S Xr ( )0  — 
допустимая сфера. Тогда 

M S X u u Xr ( ) = ( ).0 0� �
Замечание 1. Аналогичное утверждение верно, если 
вместо средних по допустимым сферам рассмо-
треть средние по допустимым шарам. 

Следующее утверждение является точным 
аналогом классического неравенства Харнака.
Теорема B ([9]). Пусть Ω  — стратифицированное 
множество, а K  — произвольный компакт в Ω�. 
Тогда для каждой неотрицательной гармонической 
в Ω�  функции u  выполняется неравенство 

X K X K
u X C u X

� �
�sup inf( ) ( )

с константой C C K= ( , )Ω� , не зависящей от u. 
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3. ТЕОРЕМА ОБ УСТРАНИМОЙ 
ОСОБЕННОСТИ

Для стратифицированного множества Ω  обо-
значим через Σk  объединение всех внутренних 
страт размерности k  и обозначим через Σk  объ-
единение всех внутренних страт размерности, не 
превосходящей k : 

� � �k

j
kj k

l

k
l= , = .

=0
∪ ∪�

Назовем Ω  усиленно прочным (размерности n),  
если все свободные страты имеют одну и ту же 
размерность n  и для любой точки X n� �� 2 суще-
ствует такой допустимый радиус r > 0, что мно-
жество B Xr n( ) 2\ � �  связно.

Следующая теорема является основным ре-
зультатом данной статьи.
Теорема 1 (об устранимой особенности). Пусть 
Ω — усиленно прочное стратифицированное мно-
жество размерности n , S � ��  — относительно 
замкнутое подмножество конечной ( 2)n − -меры 
Хаусдорфа и u S: �� \ � R  — ограниченная гар-
моническая функция. Тогда u  можно продолжить 
до гармонической функции на всем Ω�. 

Условие усиленной прочности существенно. 
Рассмотрим, для примера, стратифицированное 
множество Ω  составленное из двух плоских тре-
угольников, имеющих одну общую вершину σ01 
и не имеющих других общих точек (см. рис. 1).  
Положим � ��� = , т. е., Ω Ω� = . Функция u, 
равная 0  на одном треугольнике и 1  на другом, 
является гармонической на � \ �01, но не имеет 
продолжения до гармонической функции на Ω.

Теорема 1 является прямым следствием сле-
дующих двух лемм.
Лемма 1. В условиях теоремы 1 функцию u  можно 
продолжить до ограниченной гармонической функ-
ции на � �� \ n�2. 

Лемма 2. Пусть Ω  — усиленно прочное стра-
тифицированное множество размерности n, а 
u n: 2� �� \ � � R — ограниченная гармоническая 
функция. Тогда u  можно продолжить до гармони-
ческой функции на всeм Ω�. 

Для двумерных стратифицированных мно-
жеств утверждение леммы 2 было ранее установ-
лено в [12].

Лемма 1 выводится из стандартной теоремы 
об устранимых особенностях для ограниченных 
гармонических функций на областях эвклидо-
ва пространства. Доказательство леммы 2 более 
сложно и опирается на вышеприведенные тео-
ремы 1 и 2.
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ON REMOVABLE SINGULARITIES OF HARMONIC FUNCTIONS  
ON A STRATIFIED SET
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We consider sets removable for bounded harmonic functions on a stratified set with flat interior strata. 
We establish that relatively closed sets of finite Hausdorff ( 2)n − -measure are removable for bounded harmonic 
functions on an n-dimensional stratified set satisfying the “strong sturdiness” condition. 
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