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1. ВВЕДЕНИЕ И ФОРМУЛИРОВКА 
РЕЗУЛЬТАТОВ

В работах автора и А.Г. Мясникова была раз-
вита алгебраическая геометрия над так назы-
ваемыми жёсткими группами, а затем и теория 
моделей этих групп (см. обзор автора – глава 5 
монографии [1]). Примерами жёстких групп яв-
ляются свободные разрешимые группы, а также 
итерированные сплетения нескольких абелевых 
групп без кручения. Всякая m -жёсткая (ступени 
разрешимости m ) группа вкладывается в дели-
мую m -жёсткую группу. Оказалось, что теория 
делимых m -жёстких групп похожа на классиче-
скую теорию алгебраически замкнутых полей, 
она полна, разрешима, ω -стабильна и обладает 
другими хорошими свойствами. Имеется также 
обобщение понятия жёсткой группы: в [2] были 
определены обобщённо жёсткие или r -группы. 
Для них, однако, многие вопросы алгебраиче-
ской геометрии и теории моделей оказались бо-
лее сложными, чем для жёстких групп.

В [3]–[4] изучались 2-ступенно разрешимые r - 
группы. Поскольку и в настоящей работе речь 
пойдёт в основном о 2-ступенно разрешимых 
группах, то удобно будет рассмотреть подкласс 
класса 2-ступенно разрешимых обобщённо 
жёстких групп, который в [4] обозначался через 

R2 . Прежде, чем его определить, напомним, что 
если в группе G  есть абелева нормальная под-
группа C , то на C  можно смотреть как на пра-
вый модуль над групповым кольцом Z[ / ]G C , 
действие элемента 

u g C g C G Cn n i= ( ) ( ) [ / ]( )1 1� � �� � � �… Z Z

на c C∈  определяется формулой 
c c cu g gn n= ( ) ( ) ,1 1� �

� �…  здесь c g cg
gi

i i= 1− .
Говорят, что 2-ступенно разрешимая группа 

G  является жёсткой (2-жёсткой), если в ней 
есть нормальный ряд 

	 G G G G= ( ) > ( ) > ( ) = 1,1 2 3ρ ρ ρ 	 (1)

с абелевыми факторами A G G G= / ( ), ( )2 2ρ ρ , 
причём группа A  не имеет Z -кручения, а мо-
дуль ρ2( )G  не имеет ZA -кручения.

Откажемся теперь от последнего ограниче-
ния и предполагаем, что модуль ρ2( )G  может 
иметь ZA -кручение. Возьмём тогда аннулятор 
An( ( ))2ρ G  модуля ρ2( )G  в ZA  и рассмотрим фак-
тор-кольцо R A G= / ( ( ))2Z An ρ . Понятно, что 
ρ2( )G  можно рассматривать как R -модуль. Если 
в определении 2-жёсткой группы заменить ус-
ловие “ρ2( )G  не имеет ZA -кручения” на “ρ2( )G  
не имеет R -кручения и группа A  канонически 
вкладывается в мультипликативную группу об-
ратимых элементов R*  кольца R ,” то получим 
определение группы класса R2 . В такой группе 
ряд (1), если вообще существует, определяет-
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ся однозначно и называется жёстким. Поэтому 
для его членов используется обозначение ρi G( ).  
Легко видеть, что кольцо R  является областью 
целостности, а централизатор любого нетри-
виального элемента из ρ2( )G  совпадает с ρ2( )G .  
В частности, подгруппа ρ2( )G  равняется цен-
трализатору любого неединичного коммутатора 
двух элементов и поэтому может быть определе-
на в сигнатуре теории групп как ∃ -формулой, 
так и ∀ -формулой. В рассматриваемой ситуа-
ции будем говорить, что пара ( , )A R  ассоции-
руется с группой G . В ней по построению R  –  
коммутативная область целостности, A  – под-
группа без кручения из R* , порождающая всё R  
как кольцо.

Разрешимая группа Баумслага–Солитера 

BS(1, ) = , | = ( > 1)1n a b a ba b nn−

не будет жёсткой, но принадлежит классу R2 . 
Для неё R n= Q  – кольцо рациональных чисел, 
знаменатели которых являются степенями n ,  
A n= Z  – бесконечная циклическая группа с по-

рождающим n , сама группа отождествляется с 
группой матриц 
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Группа G ∈R2  называется делимой, если A  –  
делимая абелева группа (она тогда представля-
ется в виде прямой суммы копий Q), и модуль 
ρ2( )G  является делимым R -модулем, тогда на 
ρ2( )G  можно смотреть как на векторное про-
странство над полем частных кольца R. Пусть 
D2  обозначает класс делимых групп из R2 . Из 
[2] и [3] можно извлечь следующие факты.

Предложение 1. Всякая группа из класса R2  
вкладывается в делимую. 

Предложение 2. Всякая группа G ∈D2  расще-
пляется в полупрямое произведение A G� �2( ) . 

Предложение 3. Существуют рекурсивные си-
стемы аксиом в сигнатуре теории групп, определя-
ющие каждый из классов R2  и D2 . 

Непосредственно проверяется полезное для 
реализации каких-то условий в виде формул

Предложение 4. Пусть G ∈R2  и ( , )A R  – ас-
социированная с G  пара. По определению всякий 
элемент из R  может быть выражен через каки-
е-то элементы x xs1, ,…  из A , то есть представ-
лен в виде линейной комбинации � �1 1u uq q� �…  
мономов u uq1, ,…  от x xs1

1 1, ,± ±…  с целыми коэффи-

циентами α α1, ,… q . Тогда формула от перемен-
ных x xs1, ,…  

i
i q qx A u u� � � � �( ) ( = 0)1 1� �…

интерпретируется над G  в сигнатуре теории 
групп как ∀ -формула 

� � �
�
�

�
�
�z z z z z z

u uq q
1 2 1 2

1 1
1 2([ , ] ) ([ , ] ) = 1 ,

� �
…

или как ∃ -формула 
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Имеется ввиду, что первоначальная формула вы-
полняется на наборе ( , , )1a as…  элементов из A  
тогда и только тогда, когда интерпретация вы-
полняется на любом наборе ( , , )1g gs… , состоящем 
из прообразов элементов ai  в G . 

Группа Баумслага–Солитера BS(1, )( > 1)n n  
вкладывается в делимую группу 

BSd(1, ) =
0

( ) 1
,n

n

n

Q

QQ









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представленную матрицами над полем Q Q( )n .
Легко доказывается
Предложение 5. Если группа G ∈D2  содержит 

в качестве подгруппы BS(1, )( > 1)n n , то она содер-
жит группу BSd(1, )n , которая будет наименьшей 
делимой подгруппой в G , содержащей BS(1, )n . 

Поэтому мы можем назвать BSd(1, )n  делимым 
пополнением группы Баумслага–Солитера BS(1, )n .  
Отметим, что эта группа будет полной в терми-
нологии теории групп, то есть в ней из любого 
элемента (однозначно) извлекается корень лю-
бой натуральной степени.

Известная теорема Носкова [5] утверждает, 
что элементарная теория конечно порождённой 
разрешимой группы алгоритмически разрешима 
тогда и только тогда, когда группа почти абеле-
ва (является расширением абелевой группы с 
помощью конечной). В частности, теория груп-
пы BS(1, )n  неразрешима. Иная картина для де-
лимого пополнения BSd(1, )n . Сформулируем 
полученные нами результаты, которые, правда, 
доказаны не для любого n > 1 , а при условии � : 
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найдётся простое число p  такое,что p  делит n  и 
p2  не делит n . Это условие позволяет использо-

вать признак Эйзенштейна неприводимости над 
Q  для любого многочлена x n mm � �( )N .

Сначала обозначим через Bn  класс групп 
G ∈D2 , содержащих в качестве подгруппы 
BSd(1, )n  и удовлетворяющих требованию: если 
( , )A R  – ассоциированная с G  пара и множество 
{ }n Y∪  составляет базу A  как Q -группы, тогда 
элементы из Y  алгебраически независимы (над 
Z  в R ). В этой ситуации R  можно отождествить 
с групповой алгеброй над кольцом Qn  свобод-
ной абелевой Q -группы с базой Y . Группа G  

отождествляется с группой матриц 
A

V

0

1
,

�

�
�

�

�
�  где 

V  – некоторое векторное пространство над по-
лем частных кольца R .
Теорема 1. При ограничении � , если группа G  
элементарно эквивалентна группе BSd(1, )n , то 
G n∈ B . 

Из доказательства извлекается рекурсивная 
система аксиом Σ , которая определяет класс 
групп Bn .
Теорема 2 При ограничении �  теория класса Bn, 
то есть определённая аксиомами Σ, является пол-
ной и разрешимой, она совпадает с теорией группы 
BSd n(1, ). 

Мы планируем в дальнейшем показать, что 
изучаемая теория будет ω -стабильной, а также 
исследовать другие аспекты этой теории.

2. О ДОКАЗАТЕЛЬСТВАХ ТЕОРЕМ 1 И 2
В доказательстве теоремы 1 существенно ис-

пользуются идеи из работы [6], а в доказатель-
стве теоремы 2 идеи из работы [7].

Пусть согласно условию теоремы 1 группа G  
элементарно эквивалентна BSd(1, )n . Тогда по 
предложению 3 G ∈D2 . Если ( , )A R  – ассоции-
рованная с G  пара, то по предложению 2 имеет-
ся расщепление G A G= ( )2� � . Легко понять, что 
кольцо R  содержит Qn  и n A∈ , откуда группа 
BS(1, )n  содержится в качестве подгруппы в G , 
а тогда и группа BSd(1, )n  содержится в G  (пред-
ложение 5). Группа A  является делимой абеле-
вой группой без кручения, пусть { }n Y∪  – её 
база как Q -группы. Надо доказать, что элемен-
ты из Y  алгебраически независимы.

Допустим противное, найдётся набор 
( , , )1y ys…  различных элементов из Y  и нетри-
виальный многочлен f x xs( , , )1 …  с целыми коэф-

фициентами, для которого f y ys( , , ) = 01 … . По 
многочлену f  мы строим некоторую ∃ -формулу 
σ f  без свободных переменных, это построение 
является наиболее принципиальным моментом 
в доказательстве теоремы 1. Затем доказывается, 
что формула σ f  истинна на группе G , но ложна 
на BSd(1, )n , в результате получается противоре-
чие с элементарной эквивалентностью групп G  
и BSd(1, )n .

Из доказательства теоремы 1 вытекает, что 
если группа G ∈D2  содержит BSd(1, )n  и не при-
надлежит классу Bn , то на ней истинна одна из 
формул вида σ f , в то время как все такие фор-
мулы ложны на BSd(1, )n . По предложению 3 су-
ществует рекурсивная система аксиом Σ1  в сиг-
натуре теории групп, которая определяет класс 
групп D2 . Несложно определить систему аксиом 
Σ2 , которая для группы G ∈D2  реализует усло-
вие: G  содержит в качестве подгруппы BS(1, )n  
(тогда она содержит и BSd(1, )n ). Обозначим 
также через Σ3  – множество аксиом �� f  по 
всем нетривиальным целочисленным многоч-
ленам f  от любого конечного числа перемен-
ных. Система аксиом � � �1 2 3� �  эквивалентна 
некоторой рекурсивной системе аксиом, кото-
рую обозначим через Σ . По построению группа 
BSd n(1, )  удовлетворяет аксиомам Σ . Доказыва-
ется, что система аксиом Σ  в точности опреде-
ляет класс Bn .

Назовём размерностью группы G n∈ B  с соот-
ветствующей парой ( , )A R  набор d G d d( ) = ( , )1 2 ,  
где d1  – размерность A  над Q , d2  – размер-
ность векторного пространства ρ2( )G  над полем 
частных кольца R . Несложно доказывается

Предложение 6. Две группы из класса Bn  изо-
морфны тогда и только тогда, когда их размерно-
сти совпадают. 

Теорема 2 выводится из следующего утвержде-
ния.

Предложение 7. Пусть U  – неглавный ультра-
фильтр на множестве натуральных чисел N , H  –  
счётная группа из класса Bn , G H U= /N  – соот-
ветствующая ультрастепень, число n  удовлетво-
ряет условию � . Тогда d G( ) = (2 ,2 )ω ω . 

Из предложений 6 и 7 вытекает, что ультрас-
тепени по неглавному ультрафильтру на счётном 
множестве любых двух счётных моделей теории 
класса Bn  изоморфны, а тогда по теореме Кей-
слера–Шелаха эта теория полна и совпадает с 
теорией группы BSd(1, )n . Так как теория имеет 
рекурсивную аксиоматику, то она разрешима.
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OF SOLVABLE BAUMSLAG–SOLITAR GROUP
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We define a divisible completion of the solvable Baumslag–Solitar group BS n(1, )  and prove that under certain 
restrictions on n  the elementary theory of this completion is decidable. 
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