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Согласно Березину–Фаддееву под оператором Шрёдингера с точечными взаимодействиями  
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понимают любое самосопряжённое расширение сужения −∆X  оператора Лапласа −∆  на подмноже-
ство { ( ) : ( ) = 0,1 }2 3f H f x j mj∈ ≤ ≤R  соболевского пространства H 2 3( )R . В настоящей замет-
ке изучаются расширения (реализации), инвариантные относительно группы симметрий множества 
X x j

m= { }1  вершин правильного m -угольника. Такие реализации HB  параметризуются специальны-
ми циркулянтными матрицами B m m∈ ×C . Мы описываем все такие реализации с нетривиальными 
ядрами. Решена задача Гриневича–Новикова о простоте нулевого собственного значения реализации 
HB  со скалярной матрицей B I= α  и четным m . Показано, что при нечётном m  нетривиальные 
ядра всех реализаций HB  со скалярными B I= α  двумерны.
Кроме того, для произвольных реализаций ( = )B Iα  доказана оценка dim ker( ) 1HB m≤ −  и опи-
саны все инвариантные реализации с максимальной размерностью dim ker( ) = 1HB m− . Одна из 
них – расширение Крейна – минимальное положительное расширение оператора −∆X . 
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1. ВВЕДЕНИЕ  
И ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ

Хорошо известно (см. [1, 2]), что положи-
тельный спектр оператора Шрёдингера − +∆ q  
в L n2( )R , n = 2,3 , с убывающим потенциалом 
q x O x( ) = (1 | |) 1+ − −ε , ε > 0 , чисто абсолютно 
непрерывен. Однако, оператор − +∆ q  может 
иметь (вложенное) нулевое собственное зна-
чение. Этот эффект для случая рациональных 

потенциалов q x x( , )1 2  обнаружен Таймановым и 
Царевым в [3] и [4], использовавшим для этого 
преобразование Мутара.

Для оператора Шрёдингера с точечными вза-
имодействиями, 

	 − + −( )∑∆
j

m

j jx x
=1

,α δ 	 (1)

этот эффект обнаружен Гриневичем и Новико-
вым в [5].

Напомним, что согласно [6] под оператором 
Шрёдингера с точечными взаимодействиями 
X x j

m= { } ( )1
3⊂ R  понимают любую реализацию 

(самосопряжённое расширение) HB  трёхмерно-
го оператора Лапласа в H = ( )2 3L R , суженного на 
область: 
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Оператор (2) является замкнутым неотри-
цательным симметрическим оператором в H  с 
индексами дефекта n m±( ) =H . Изучению спек-
тральных свойств расширений H HB B= *  (реа-
лизаций) таких операторов посвящено большое 
число работ (см., например, [7, 8, 9, 10] и цити-
руемую там литературу). Так, хорошо известно, 
(см. [8, 9]), что положительный спектр каждой 
реализации H HB B= *  чисто абсолютно непре-
рывен, а отрицательный – конечен. В частности, 
положительные собственные значения отсут-
ствуют. Считая, что X x j

m= { } ( )1
3⊂ R  – множество 

вершин правильного многоугольника или мно-
гогранника, мы описали в [11] все реализации, 
инвариантные относительно группы симметрий 
множества X , включая все такие неотрицатель-
ные реализации.

В этой заметке мы продолжаем начатые в [11] 
исследования и описываем инвариантные реа-
лизации HB  выражения (1) с нетривиальными 
ядрами ker HB = {0} .

Впервые такие реализации HB  для случая 
правильного m -угольника построены в [5]. 
Именно, в [5] доказано, что ker HB = {0} , если m  

чётное, B I= 0α , и α0
=2 1

=
( 1)

| |
−

−
−∑

j

m j

jx x
. Более 

того, в [5] высказана и проверена для чётных 
m ≤ 96  гипотеза о том, что кратность нулевого 
собственного значения оператора HB  равна 
единице.

Здесь мы исследуем эту задачу в рамках тео-
рии расширений оператора H , применяя аппа-
рат граничных троек и соответствующих функ-
ций Вейля (см. определения в §  1). При этом 
даётся полное решение задачи, поставленной 
в [5]. Кроме того, мы дополняем результаты из 
[5], описав при чётном m  все B I= α , для кото-
рых ker HB = {0} , и доказав, что dim ker( ) = 2HB  
при α α= 0  (теорема 1). При нечётном m  также 
описаны все α , для которых реализации HB  с 
B I= α  имеют нетривиальные ядра, и показано, 
что эти ядра двумерны (теорема 2).

Нами также описаны инвариантные реали-
зации HB  с ненулевым ker HB  и матрицей B  
общего вида (теорема 3). Любопытно, что рас-

смотрение таких реализаций приводит к но-
вым эффектам. Так, мы описываем все реали-
зации с максимально возможной кратностью: 
dim ker( ) = 1HB m− . При этом среди них обяза-
тельно содержатся неотрицательные, HB ≥ 0, и, 
в частности, наименьшая из них – крейновская 
H�K ( 0)≥ . Кроме того, при B I= α  возникают 
несамосопряжённые реализации HB B B( = )*⇔  
с нетривиальными ядрами ker HB = {0} .

2. ГРАНИЧНЫЕ ТРОЙКИ  
И ФУНКЦИИ ВЕЙЛЯ

Здесь мы, следуя [12, 13, 9, 14, 30], приво-
дим основные понятия и факты теории гра-
ничных троек. Пусть A  – симметрический 
оператор в сепарабельном гильбертовом про-
странстве H , имеющий равные дефектные чис-
ла n A n A+ − ≤ ∞( ) = ( ) .

Определение 1. Совокупность Π Γ Γ= { , , }0 1H ,  
в которой H  – вспомогательное гильбертово 
пространство, а Γ Γ0 1

*, : ( )dom A → H  – линейные 
отображения, называют граничной тройкой опе-
ратора A* , если

( )i  имеет место следующая абстрактная фор-
мула Грина: 

	

A f g f A g

f g f g

f g A

* *

1 0 0 1

*

, , =

, , ,

, ;

( ) − ( )
= ( ) − ( )

∈ ( )

H H

Γ Γ Γ Γ
H H

dom

	 (3)

( )ii  отображение Γ Γ Γ:= ( , ) : ( )0 1
*Τ → ⊕dom A H H 

сюръективно. 

Определение 2. Расширение �A A⊃  называют 
собственным, если A A A⊂ ⊂� * . 

Предложение 1. [13] Пусть A  – симметриче-
ский оператор в гильбертовом пространстве H  с 
индексами дефекта n A m±( ) = ,  Π Γ Γ= { , , }0 1H  –  
граничная тройка оператора A* . Тогда отображе-
ние 

	 B A A BB→ −= ( )*
1 0� ker Γ Γ 	 (4)

задаёт биективное соответствие между мно-
жеством C( )H  замкнутых линейных операторов 
B  в H  и множеством замкнутых собствен-
ных расширений AB  оператора A , дизъюн-
ктных с A A0

*
0:= ( )� ker Γ , т. е. таких, что 

dom dom domA A AB ∩ 0 = . 
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Определение 3. [13] Пусть Π Γ Γ= { , , }0 1H  –  
граничная тройка для A*.  Оператор-функцию 
M( ),⋅  определяемую равенством 

	 M z f f f A zIz( ) = , = ,0 1
*Γ Γ где ∈ −( )N ker  (5)

называют функцией Вейля, соответствующей 
тройке Π.  

3. ТРЁХМЕРНЫЕ ОПЕРАТОРЫ 
ШРЁДИНГЕРА С ТОЧЕЧНЫМИ 

ВЗАИМОДЕЙСТВИЯМИ

Предложение 2. [9] Пусть H  – мини-
мальный оператор Шрёдингера (2) и пусть 
ξ ξ ξ ξ0 0 =1 1 1 =1:= { } , := { } .j j

m
j j

m m∈ C  Тогда верны следу-
ющие утверждения.

( )i  Оператор H  – замкнутый и симметриче-
ский с индексами дефекта n m±( ) =H .

( )ii  Сопряжённый оператор H*  задаётся соот-
ношениями 
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( )iii  Совокупность Π Γ Γ= { , , }0 1H , в которой 
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образует граничную тройку для оператора H*.

( )iv  соответствующая функция Вейля M( )⋅  
имеет вид 

	 M z G x x zi z
jk z j k

j k

m

( ) + −( )( ) ∈ += , ,
4

, =1
π δ

� C  (10)

где G x
e

x
x

x

z

i z x

� ( ) = 4 | |
, 0,

0, = 0.

| |

π
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
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
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 Здесь δ jk  – символ 

Кронекера, а ⋅  – ветвь корня, определённая в 
C R\ +  условием 1 = 1;

( )v  существует сильный предел 
M s M z

z
(0) := ( )

0
−
↑

lim  в Cm  и M M(0) = (0)* ;

( )vi  H H H0
*

0:= = =� kerΓ ∆�
F −  совпада-

ет с фридрихсовым (наибольшим положитель-
ным) расширением оператора H . Кроме того, 
H H HM KM(0)

*
1 0= (0) =� ker Γ Γ−( ) �  – крейнов-

ское (наименьшее положительное) расширение H . 

Замечание 1. Реализация HB , соответствую-
щая выражению (1), в граничной тройке (8)–(9) 
задаётся равенством (4) с диагональной матрицей 
B diag m= , ,1α α…( ) . 

4. ИНВАРИАНТНЫЕ РАСШИРЕНИЯ 
ОПЕРАТОРА ШРЁДИНГЕРА

Определение 4. Пусть u : R R3 3→  – некото-
рое движение пространства R3 , сохраняющее 
множество X x xm= { , , }1

3… ⊂ R . Будем называть 
его симметрией множества X . Пусть оператор 
U L L: 2 3 2 3( ) ( )R R→  определён равенством 

	 Uf x f u x( ) ( )( )= , 	 (11)

Оператор A : R R3 3→  называют инвари-
антным относительно симметрии u , если 
U A Adom dom( ) = ( )  и выполнено равенство 
AU UA= .

Если это равенство выполнено для всех сим-
метрий u  множества X , то говорят, что A  ин-
вариантен относительно группы SX  всех симме-
трий множества X . 

Легко видеть, что H  инвариантен относи-
тельно любой симметрии множества X .

5. ИНВАРИАНТНЫЕ РЕАЛИЗАЦИИ  
ДЛЯ ПРАВИЛЬНЫХ МНОГОУГОЛЬНИКОВ

В случае если X  – множество вершин пра-
вильного m -угольника, множество реализаций 
HB  оператора H , инвариантных относительно 
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группы Dm  всех симметрий X , параметризуется 
(см. [11]) циркулянтными матрицами B  вида 

	 B

a a a a a

a a a a a

a a a a a

a a a a a

=

1 2 3 3 2

2 1 2 4 3

3 2 1 5 4

2 3 4 2 1
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∈ ×Cm m. 	 (12)

Матрица (12) является тёплицевой и симме-
трической, а элементы a a am1 2, , ,…  её первой стро-
ки связаны соотношениями a aj m j+ − +1 1=  для 
всех j m∈ −{1, , 1}… .

В случае правильного m -угольника функция 
Вейля M( )⋅  имеет ту же структуру, что и матри-
ца (12): 
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−+, = .1 1r x xj j 	 (13)

Здесь мы изучаем реализации оператора 
Шрёдингера с точечными взаимодействиями 
(1) H HB B(= )* , задаваемые в граничной тройке  
(8) – (9), равенством (4) с граничными скаляр-
ными матрицами вида B I m m= α ∈ ×R . Наш пер-
вый результат дополняет результат Гриневича – 
Новикова из [5].

Теорема 1. Пусть m l= 2  и HB  – реализация, 
задаваемая матрицей B I m m= α ∈ ×R . Тогда:

( )i  HB  имеет нулевое собственное значение в 
точности тогда, когда α  равно одному из чисел 

α
π

α

π

k
j

m
ij k
m

j
k

e
r

k l=
1

4
= , 1, , ;

=1

1
2

−

∑ ∈ { }…

( )ii  При этом для B Ik k= α  выполнено: 
dim ker( ) = 2HBk

 при k l≠  и dim ker( ) = 1HBl
;

( )iii  Соответствующие собственные функции 
имеют вид 

	 ψ
π

π

k
j

m
ij k
m

j

x
e

x x
k l±

±

( )
−

∈ { }∑=
1

4
, 1, , .

=1

2

… 	 (14)

Замечание 2. В работе [5] (пример 2) рассма-
тривается случай правильного m -угольника в слу-
чае чётного m  c вершинами в точках { }1x j

m . Имен-
но, там изучается реализация HB  с матрицей 

B I= 0β  при β0
=2 1

=
( 1)

| |
−

−
−∑

j

m j

jx x
 и доказано, что 

ker HB = {0} . Там же высказана гипотеза о том, 
что dim ker HB = 1  при всех m ≥ 2 , и указано, что 
она проверена при 2 96≤ ≤m . Так как β α0 = l,  
то при k l

m
= =

2
 теорема 1 подтверждает спра-

ведливость указанной гипотезы.

Более того, теорема 1, показывая, что для 
остальных реализаций HBk

 с нетривиальным 
ядром dim ker HBk

= 2 , демонстрирует исключи-
тельность реализации HBl

, исследованной в [5]. 

Теорема 2. Пусть m l= 2 1+  и реализация HB  
определяется матрицей B I m m= α ∈ ×R . Тогда:

( )i  HB  имеет нулевое собственное значение в 
точности тогда, когда α  равно одному из чисел 

α
π

α

π

k
j

m
ij k
m

j
k

e
r

k l=
1

4
= , 1, , .

=1

1
2

−

∑ ∈ { }…

( )ii  При этом dim ker( ) = 2,HBk
 а соответству-

ющие собственные функции равны 

	 ψ
π

π

k
j

m
ij k
m

j

x
e

x x
k l±

±

( )
−

∈ { }∑=
1

4
, 1, , .

=1

2

… 	 (15)

Укажем зависящий от k  порядок убывания на 
бесконечности собственных функций (14), (15).
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Предложение 3. Пусть l
m

=
2

 при чётном m  и  

l
m

=
1

2
−  при нечётном m . При каждом k l∈ {1, , }…  

для собственные функций (14) и (15) имеет место 
оценка 

	 ψk k
x O

x
x±

+( )











→ +∞=

1
, .

1 	 (16)

Это предложение обобщает формулу (20) из 

[5] и совпадает с ней при k l
m

= =
2

.

6. ОБЩИЕ ИНВАРИАНТНЫЕ 
РЕАЛИЗАЦИИ

Здесь мы приведем описание всех инвариант-
ных реализаций HB, имеющих ненулевое ядро 
ker HB = {0} . Подчеркнем, что граничные ма-
трицы B  здесь пробегают совокупность всех ма-
триц вида (12), а не только скалярных B Im= α . 

Теорема 3. Пусть HB  – реализация, определяе-
мая матрицей B  вида (12). Тогда:

( )i  ker HB = {0}  в точности тогда, когда вы-
полнено одно из условий: 

	 a a
r

e k l
j

m

j
j

ij k
m

1
=1

1

1

2

=
1

4
, 1, , ,− −











∈ { }
−

+∑ π

π

…  (17)

в которых числа a am1, ,…  связаны соотношениями 

a a j mm j j− + ∈ −{ }= 0, , 2 .2 где …

( )ii  При этом подпространство ker HB  по-
рождено собственными функциями вида (14), 
(15) (в зависимости от четности) и удовлетворя-
ющими оценке (16).

( )iii  Нулевое собственное значение оператора 
HB  имеет максимальную кратность, если и толь-
ко если выполнены все l  условий (17). Это име-

ет место в точности тогда, когда a a
rj

j
+ +1 1=

1
4π

 
для всех j m∈ −{1, , 1}… . 

В следующей теореме приводится явное опи-
сание всех инвариантных реализаций HB , име-
ющих максимальную кратность нулевого соб-
ственного значения. 

Теорема 4. Пусть m ∈ N \ {1} , M( )⋅  – соответ-
ствующая функция Вейля вида (13). Пусть также 

Em
m m( )∈ ×R  – матрица, все элементы которой 

равны 1. Тогда:
( )i  Размерность ядра ker HB  каждой инва-

риантной реализации HB , определяемой ма-
трицей B  вида (12), не превосходит m−1 , т. е. 
dim ker( ) 1HB m≤ − ;

( )ii  Кратность нулевого собственного значе-
ния реализации HB  максимальна, т. е. 

	 dim ker HB m( ) −= 1, 	 (18)

тогда и только тогда, когда матрица B  имеет вид 

B B a aE M am= := 0 , ;( ) + ( ) ∈ C

( )iii  H HB a B a( ) ( )
*=  и обладает свойством (18) в 

точности тогда, когда a ∈ R ;

( )iv  HB a( ) 0≥  и обладает свойством (18) в точ-
ности тогда, когда a ≥ 0 ;

( )v  В частности, при a = 0  расширение 
H H HB M K(0) (0)= = ( 0)� ≥  является крейновским 
(наименьшим положительным) и обладает свой-
ством (18). 

7. ОБЩИЕ ИНВАРИАНТНЫЕ 
РЕАЛИЗАЦИИ ДЛЯ ТРЕУГОЛЬНИКА.

В случаях m = 3 , m = 4  для инвариантных ре-
ализаций HB  мы описываем все возможные раз-
мерности ядер ker HB .

Пусть m = 3 , а B  – произвольная граничная 
матрица вида (12), порождающая инвариантное 
относительно D3  расширение HB, т. е. 

	 B

a b b

b a b

b b a

= .3 3












∈ ×C 	 (19)

Теорема 5. Реализация HB  c граничной матри-
цей B  вида (19) имеет ненулевое ядро ker HB = {0}  

в точности тогда, когда a b
r

− −=
1

4
,

π
 где r  – 

сторона треугольника.

При этом dim ker( ) = 2HB , а соответствую-
щие собственные функции равны 

ψ
π

ψ
π

1
1 2

2
1 3

=
1

4
1 1
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=
1

4
1 1
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x x x x

x
x x x x
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





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−

−
−





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

.
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8. ОБЩИЕ ИНВАРИАНТНЫЕ 
РЕАЛИЗАЦИИ ДЛЯ КВАДРАТА.

Рассмотрим случай m = 4 . Матрица B , опре-
деляющая инвариантное относительно D4  рас-
ширение HB , имеет вид: 

	 B

a b c b

b a b c

c b a b

b c b a

= .4 4













∈ ×C 	 (20)

Теорема 6. Реализация HB  c граничной матри-
цей B  вида (20) имеет ненулевое ядро ker HB = {0}  
в точности тогда, когда выполнено хотя бы одно 
из следующих условий: 

( ) =
1

4
,

( ) 2 =
1

4
2 1

,

2

1 2

i a c
r

ii a b c
r r

− −

− + − +










π

π

где r1  – сторона, а r2  – диагональ квадрата. При 
этом 

dim ker( ) =

1, ;

2,HB

если выполнено но нарушено

если выполне

( ), ( )ii i

нно но нарушено

и

( ), ( )

( ) ( )

i ii

если выполнены оба условия i ii

;

3, ..










Cоответствующие собственные функции рав-
ны 
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π

1
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2
2 4

=
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4
1 1

,

=
1

4
1 1
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x x x x

x
x x x x
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
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,
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1
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1 1

1 13
1 2

3 4
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π

x
x x x x

x x x x 



.

Замечание 3. Подчеркнем, что элементы ма-
триц B  в теоремах 5 и 6 комплексны. Поэтому ма-
трицы B  и, значит, порождаемые ими реализации 
HB  со свойством ker HB = {0}  не обязательно са-
мосопряжённые. Но для скалярных матриц B I= α ,  
условие α ∈ R , т. е. условие B B= * , необходимо 
для свойства ker HB = {0} . 

Из-за недостатка места мы опускаем описа-
ние аналогичных результатов для правильных 
многогранников в R3 . Эти результаты планиру-
ется опубликовать в другой работе.
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ON KERNELS OF INVARIANT SCHRÖDINGER OPERATORS  
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According to Berezin and Faddeev, a Schrödinger operator with point interactions 

	 − + −( ) { } ⊂ { } ⊂∑∆
j

m

j j j
m

j
m

x x X x
=1

1
3

1
, = , ,α δ αR R 	

is any self-adjoint extension of the restriction −∆X  of the Laplace operator −∆  to the subset 
{ ( ) : ( ) = 0,1 }2 3f H f x j mj∈ ≤ ≤R  of the Sobolev space H 2 3( )R . The present paper studies the 
extensions (realizations) invariant under the symmetry group of the vertex set X x j

m= { }1  of a regular m -gon. 
Such realizations HB  are parametrized by special circulant matrices B m m∈ ×C . We describe all such 
realizations with non-trivial kernels. А Grinevich–Novikov conjecture on simplicity of a zero eigenvalue of the 
realization HB  with a scalar matrix B I= α  and an even m  is proved. It is shown that for an odd m  non-
trivial kernels of all the realizations HB  with scalar B I= α  are two-dimensional. Besides, for arbitrary 
realizations ( = )B Iα  the estimate dim ker( ) 1HB m≤ −  is proved, and all the invariant realizations of the 
maximal dimension dim ker( ) = 1HB m−  are described. One of them is the Krein realization, which is the 
minimal positive extension of the operator −∆X .

Keywords: Schrödinger operators with point interactions, invariant operators, Krein realization, multiplicity of 
zero eigenvalue 


