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Мы доказали, что для любого ε > 0  и n p o
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, максимальный размер индуцированного 

дерева в биномиальном случайном графе G n p( , )  сконцентрирован в двух последовательных значени-
ях с вероятностью, стремящейся к 1, при n→ ∞ .
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В этой статье мы обсудим некоторые характе-
ристики биномиального случайного графа 
G n p( , )  (см. [1]–[6]), где p p n= ( )  является функ-
цией от n . Pассмотрим набор помеченных вер-

шин [ ] := {1, , }n n… . В G n p( , )  каждая из 
n
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вершин соединяется ребром независимо с веро-
ятностью p  (более формально, G n p( , )  – это слу-
чайный элемент, принимающий значения во 
множестве всех графов на {1, , }… n , с распределе-

нием P( ( , ) = ) = (1 )( ) 2G n p H p pe H

n
e H

−
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, где e H( ) – 
количество ребер в H ). 

Напомним, что множество U n⊂ [ ]  вершин 
графа, в котором никакие две вершины не 
смежны, называется независимым множеством. 
Размер наибольшего независимого множества 
называется числом независимости графа. Распре-
деление размера самого большого независимого 
множества в случайном графе тщательно изу-
чено. В [7]–[8] было доказано, что число неза-
висимости G n p( , = )const  с вероятностью, стре-

мящейся к 1, принимает одно из двух значений, 
f n0( )  и f n0( ) 1+ , где 

f n n n
e

b p

b b b b0 = 2 2 2
2

0.9 ,

= 1 1 .

( ) − + +












−( )

log log log log

Некоторые уточнения этого результата можно 
найти в [9]. В таких случаях говорят, что число 
независимости сконцентрировано в двух точках.

В дальнейшем концентрация в двух точках 
была доказана и для других характеристик слу-
чайного графа. Естественным обобщением зада-
чи о числе независимости является следующий 
вопрос: каков максимальный размер индуциро-
ванного подграфа (множество A V G⊂ ( )  вершин 
графа G  индуцирует в нем подграф G A| , мно-
жество вершин которого равно A , а множество 
ребер образовано всеми ребрами графа G , оба 
конца которых принадлежат A ) в G n p( , ) , об-
ладающего заданным свойством? В частности, 
верна ли концентрация в двух точках при неко-
тором более слабом ограничении на число ребер 
индуцированного подграфа?

Пусть t : 0 0Z Z≥ ≥→  – некоторая функция. 
Пусть X tn[ ]  – максимальный размер k  множе-
ства вершин в G n p( , ) , индуцирующего подграф 
с не более t k( )  ребрами, а Y tn[ ]  – максимальный 
размер k  множества вершин в G n p( , ) , индуци-
рующего подграф с ровно t k( )  ребрами. В [10] 
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доказано, что при некоторых ограничениях на t  
величина X tn[ ]  сконцентрирована в двух точках. 

Теорема 1 (N. Fountoulakis, R.J. Kang, C. McDiar-

mid, 2014). Пусть t t k o
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Тогда с вероятностью, стремящейся к 1, 
X t f n f nn t t[ ] { ( ), ( ) 1}∈ + . 

С другой стороны, в [11] было доказано, что для 

случайной величины Y tn[ ]  при t , близких к p
k
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концентрации в конечном множестве точек нет. 

Теорема 2 (J. Balogh, M. Zhukovskii, 2019). 
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1.	 Найдется такое число µ > 0 , что для любых 
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Тогда для любого ε > 0  найдутся такие c C, , 
что 
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Наконец, в [12] была доказана концентрация 
случайной величины Y tn[ ]  при малых t . 

Теорема 3 (D. Kamaldinov, A. Skorkin, M. Zhu-
kovskii, 2021). Пусть R > 0 . Найдется ε > 0  та-
кое, что для любой последовательности неотри-
цательных целых чисел t k( ) , удовлетворяющей 
следующим ограничениям: 

•	 | ( 1) / ( ) 1 |t k t k
R
k

+ − ≤  при всех достаточно 

больших k , 

•	 t k k( ) < 2ε  при всех достаточно больших k , 

найдется f n( ) , для которого справедливо 
| ( ) 2 | (3 (1 / ))1/(1 )f n n np− ≤−log ln lnε ε , и с вероятно-
стью, стремящейся к 1, Y t f n f nn[ ] { ( ), ( ) 1}∈ + .

Кроме того, вопрос ставился и при заданных 
стуктурных свойствах индуцированного подгра-
фа. Так, в [12] изучен максимальный размер ин-
дуцированного дерева в G n p( , = )const  и доказа-
на концентрация в двух точках. 

Теорема 4 (D. Kamaldinov, A. Skorkin, M. Zhu
kovskii, 2021). Пусть f n enppε ε( ) = 2 ( ) 21/(1 ) + + −log .  
Тогда найдется ε > 0 , при котором с вероятно-
стью, стремящейся к 1, максимальный размер ин-
дуцированного дерева в G n p( , = )const  принимает 
одно из двух значений, f nε( )  и f nε( ) 1+ . 

В [13] аналогичный размер получен для мак-
симального размера индуцированного леса. 

Теорема 5 (M. Krivoshapko, M. Zhukovskii, 
2021). Найдется ε > 0 , при котором с вероят-
ностью, стремящейся к 1, максимальный размер 
индуцированного леса в G n p( , = )const  принимает 
одно из двух значений,  + + −2 ( ) 21/(1 )p enplog ε  и 
 + + −2 ( ) 31/(1 )p enplog ε . 

Все предыдущие результаты применимы к 
модели случайного графа, где вероятность по-
явления ребра является постоянной величи-
ной. Некоторые из этих результатов были рас-
ширены для случая p n o( ) = (1) . Так, в [14] было 
доказано, что число независимости G n p( , ) , где 
n p n− +2/3 2< < 1 / [ ( )]ε log , сконцентрировано в 
двух точках. 

Теорема 6 (T. Bohman, J. Hofstad, 2023). Пусть 
ε > 0  и n p n− +2/3 2< < 1 / [ ( )]ε log . Тогда найдется  
k k nz z= ( ) ∈ Z , при котором с вероятностью, 
стремящейся к 1, число независимости случайного 
графа G n p( , )  принимает одно из двух значений, kz  
и kz + 1 . 

Следующим естественным шагом служит по-
лучение результата о концентрации для других 
изученных ранее величин при p o= (1) . Отметим, 
что доказательства всех предыдущих результатов 
легко обобщаются на медленно убывающую p , а 
именно p n o= (1)− .

В настоящей работе нам удалось доказать, 
что результат теоремы 4 о максимальном раз-
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мере индуцированного дерева в G n p( , )  можно 
расширить для достаточно широкого диапазона 
p o= (1) .

Теорема 7. Пусть ε > 0 , n p o
e
e

−
−
−
+
≤

2
3 2 = (1)

ε
. 

Тогда найдется такое δ > 0 , что с вероятностью, 
стремящейся к 1, максимальный размер индуциро-
ванного дерева в G n p( , )  принимает одно из двух 
значений, g n( )  и g n( ) 1+ , где 

g n enpp( ) ( ) +−= 2 .1/(1 ) log δ

Несмотря на то, что в основе доказательства 
теоремы 7 лежит стандартная техника – при-
менение неравенства Маркова для получения 
верхней оценки на случайную величину и нера-
венства Чебышева для получения нижней – до-
казательство из статьи [12] для случая p = const  
на рассмотренный нами случай непосредственно 
не переносится. Проблема, как обычно, заклю-
чается в необходимости достаточно точного оце-
нивания второго момента случайной величины 
X k , равной количество индуцированных деревь-
ев размера k . Эту величину можно представить 
как сумму индикаторов IB U( )  по всем k -эле-
ментным множествам U n⊂ [ ], где B U( )  – собы-
тие заключающееся в том, что U  индуцирует де-
рево в G n p( , ) . Тогда E PX B U B Uk U U

2
,

= ( ( ) ( ))′∑ ∩ ′ . 
Заметим, что EX k
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где N k r( , , )�  – количество способов построить 
два помеченных дерева на k  вершинах на задан-
ном множестве 2k − �  вершин, пересекающихся 
по заданному множеству �  вершин так, что в их 
пересечении находится ровно r  ребер. В [12] был 
предложен метод оценивания N k r( , , )� , который 
работает достаточно успешно при p = const . Как 
только вероятность p n= −α  становится доста-
точно маленькой, этот метод перестает давать 
достаточную оценку. Тем не менее, нам удалось 
доказать, что концентрация в двух точках оста-
ется верна в достаточно широком диапазоне ве-

роятностей p , вплоть до n
e
e

−
−
−

2
3 2 , посредством 

уточнения оценки величины N k r( , , )� . А имен-
но, пусть logk enp Op

� = 2 ( ) (1)1/(1 )− +  – наибольшее 
k, при котором EX k ≥ 1 . Мы доказали, что g n( )  
из формулировки теоремы совпадает с k�−1. Для 
этого достаточно доказать, что 1) EX

k�+
→

1
0 ,  

2) ( )X oVar Xk k� �− −1 1
2= ( )E . Первое утверждение не 

составляет труда, так как математическое ожи-
дание вычисляется явно: 
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Для доказательства второго утверждения до-
статочно показать, что 
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где k k= 1�− . Нетрудно заметить, что слагаемое 
при � = 0  уже имеет необходимую асимпотитку. 
Таким образом, остается доказать, что оставшаяся 
часть суммы асимптотически меньше, чем EX k

2 .  
Мы разбили эту сумму на две части: � �< 0  и 
� �≥ 0 , где � 0 = (1 )k O p− , и, воспользовав-
шись методом из работы [12], мы доказали, что 
первая часть суммы достаточно мала. Для ис-
следования второй части суммы, мы уточнили 
оценку величины N k r( , , )�  с помощью формулы 
для числа укорененных лесов на заданном мно-
жестве размеченных вершин (см. [15]).

Sah и Sawney заметили, что после того, как 
p  переступает пороговое значение n o− +2/3 (1),  

число независимости перестает быть настолько 
хорошо сконцентрированным (см. [14, 16]). В 
дальнейшем было бы интересно изучить опти-
мальность нашего результата и установить, в 
какой момент максимальный размер индуциро-
ванного дерева также перестает быть сконцен-
трированным.
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We prove that a.a.s. for any ε > 0  and n p o
e
e

−
−
−
+
≤

2
3 2 = (1)

ε
 the maximum size of an induced subtree of the 

binomial random graph G n p( , )  is concentrated in 2 consecutive points.
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