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В данной работе рассматривается экстремальная задача для положительно определенных функций на 
Rn  с фиксированным носителем и фиксированным значением в начале координат (класс Fr

n( )R ).  
Требуется найти точную верхнюю грань функционала специального вида на множестве Fr

n( )R . Дан-
ная задача является обобщением задачи Турана для функций с носителем в шаре. Нами получено 
общее решение данной задачи при n ≠ 2 . Как следствие, получены новые точные неравенства для 
производных целых функций экспоненциального сферического типа. 
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Фиксируем некоторые обозначения: | |⋅  –  
евклидова норма в Rn , B Rr

nx x r:= { :| |< }∈  – 
открытый шар радиуса r > 0  с центром в нуле, 
Br  – его замыкание, f x f x�( ) := ( )−  и 
( )( ) = ( ) ( )f g x f x t g t dt

n

∗ −∫
R

, Lloc n
∞ ( )R  – простран-

ство локально ограниченных п. в. на Rn функций.
Комплекснозначная функция f n: R C→  на-

зывается положительно определённой на Rn  (
f n∈ Φ( )R ), если для любого m ∈ N , и для любых 

элементов { } =1xi i
m n⊂ R , а также для любого набо-

ра комплексных чисел { } =1ci i
m ⊂ C  выполняется 

неравенство 

	 c c
i j

m

i j i jf x x
, =1

0.∑ −( ) ≥ 	 (1)

Если f n∈ Φ( )R , то из неравенства (1) при 
m = 2  вытекает, что | ( ) | (0)f x f� , x n∈ R  и функ-
ция f  является эрмитовой, т. е. f f= � .

Пусть r > 0 . Символом Fr
n( )R  обозначим 

множество функций � ∈ ∩�( ) ( )R Rn nC  таких, 

что ϕ(0) = 1  и supp ϕ ⊂ Br . Очевидно, что класс 
функций Fr

n( )R  не пуст. Например, если взять 
функцию u L n∈ 2( )R  такую, что u x( ) = 0  при 
| | / 2x r�  и � �u 2= 1 , то следующая функция 
принадлежит Fr

n( )R : 

	 ϕ x u u x u x t u t dt x
n

n( ) ∗( )( ) −( ) ( ) ∈∫= = , .� �

R

R  (2)

Отметим, что при n = 1  из теоремы Боаса- 
Каца, Крейна (см., например, [1, theorem 3.10.2]) 
следует, что любая функция ϕ ∈ Fr

n( )R  предста-
вима в виде (2). При n� 2, это вообще говоря, 
не верно. Также стоит отметить, что в работе 
[2] найдены необходимые и достаточные усло-
вия предстовимости функции из класса Fr

n( )R  в 
виде самосвёртки.

Рассмотрим следующую экстремальную за-
дачу для положительно определённых функций 
ϕ ∈ Fr

n( )R .

Задача 1. Пусть r > 0  и функция ρ ∈ ∞Lloc n( )R  
является радиальной и вещественнозначной. Тре-
буется найти следующую величину: 

M n r x x dx
n

r
n, , := : .� � � �( ) ( ) ( ) ∈ ( )




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
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Если ρ( ) 1x ≡ , то величина M n r( , , )ρ  была най-
дена Зигелем [3] в 1935 году и независимо Боа-
сом и Кацом (см. [4, theorem 5]) в 1945 году при 
n = 1 . В этом случае, 

M n r
r

n
r

n n

n
, , = =

2 / 2 1
,/2

/2

ρ π( ) ( )
+( )

vol B
Γ

где vol( )⋅  – мера Лебега в Rn . В этом случае, экс-
тремальной функцией является свёртка характе-
ристической функции шара Br /2  с собой: 

ϕ χ χx x x
r

r r

n( )
( )

∗






( ) ∈=

1
, .

/2
/2 /2vol B

RB B

Результат Зигеля также был переоткрыт Д. В. 
Горбачевым [5] в 2001 году, другими методами.

Отметим, что в случае ρ( ) 1x ≡ , задача 1 отно-
сится к классу экстремальных задач типа Тура-
на. В данном типе задач требуется найти точную 
верхнюю грань значений интеграла 

Rn x dx∫ ϕ( )  
по всем функциям � ∈ ∩�( ) ( )R Rn nC  с фикси-
рованным значением в нуле, носитель которых 
содержится в фиксированном центрально сим-
метричном выпуклом теле. На данный момент, 
помимо решения задачи Турана для случая 
шара, известны решения только для многогран-
ников заполняющих пространство (см. рабо-
ту В.В. Арестова, Е.Е. Бердышевой [6]), а так-
же спектральных тел (см. работу Колунцакиса,  
Ревеса [7]). Отметим также работу А.В. Ефимова 
[9], в которой рассматривается один из вариан-
тов задачи Турана для шара.

При n = 1  и более слабых условиях на функ-
цию ρ  аналог задачи 1 был рассмотрен автором 
в [10]. Нами доказана следующая теорема, кото-
рая даёт решение задачи 1 при n ≠ 2 .

Теорема 1. Пусть n ≠ 2, r > 0 и функция  
ρ ∈ ∞Lloc n( )R  является радиальной и вещественнознач-
ной. Определим оператор A L Lr rρ : ( ) ( )2 /2 2 /2B B→  
следующим образом: 

A u t t x u x dx u x L

r

rρ ρ( )( ) −( ) ( ) ( ) ∈ ( )∫:= , .

/2

2 /2

B

B

Тогда Aρ  – компактный самосопряжённый 
оператор в L r2 /2( )B  и справедливо равенство: 

	 M n r A, , = ,ρ ρ( ) 	 (3)

где � �Aρ  – норма оператора Aρ  в L r2 /2( )B . 

Из теоремы 1 следует, что решение зада-
чи 1 сводится к нахождению наибольшего по 

модулю собственного значения оператора Aρ.  
В частности, экстремальной функцией будет 
нормированная самосвёртка функции u , кото-
рая отвечает наибольшему по модулю собствен-
ному значению оператора. Отметим также, что 
теорема 1 является аналогом теоремы Сасса для 
неотрицательных тригонометрических многоч-
ленов (см. [11, Satz IV]).

Доказательство равенства (3) в теореме 1 про-
водится через оценки экстремальной величины 
в задаче 1 сверху и снизу. Основная сложность 
заключается в оценке сверху, которая преодоле-
вается сведением задачи 1 к случаю радиальных 
положительно определённых функций и исполь-
зованием следующей теоремы.

Теорема A (Рудин [12], Ефимов [13]). Пусть 
n ≠ 2 , r > 0  и функция ϕ ∈ Fr

n( )R  является ради-
альной. Тогда функция ϕ  представима в виде рав-
номерно сходящегося ряда: 

ϕ x u u x x
k

k k
n( ) ∗( )( ) ∈

∞

∑= , ,
=1

� R

где u Lk
n∈ 2( )R  и u xk ( ) = 0  при | | / 2x r� . 

Замечание 1. При n = 1  теорема выше вытека-
ет из теоремы Боаса–Каца, Крейна. Рудин доказал 
теорему 1 при n ∈ N  в предположении, что функ-
ция ϕ  бесконечно дифференцируемая (см. [12] и [1, 
theorem 3.10.4]). В работе Эма, Гнайтинга, Ри-
чардса [14] без доказательства отмечается, что в 
теореме Рудина достаточно предполагать только 
непрерывность функции ϕ . В работе А.В. Ефимо-
ва [13] содержится доказательство теоремы 1 при 
n�3. 

Если ρ( )x  – многочлен, то задача 1 связа-
на с задачей о точечных оценках производных 
целых функций экспоненциального сфериче-
ского типа � r. Напомним, что целая функция 
f n: C C→  называется экспоненциальной сфе-

рического типа � r, если для любого ε > 0  най-
дётся константа Aε > 0  такая, что 

f z A e

z z z

r z

n

k

n

k

( ) ,

, = .

( )| |

=1

2
1/2

≤

∈











+

∑

ε
ε

C где

Символом W p r
n

, ( )R  обозначим множество 
целых функций экспоненциального сфериче-
ского типа � r  таких, что их сужение на Rn  при-
надлежит Lp

n( )R , p�1, а символом W p r
n

, ( )+ R  – 
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подмножество неотрицательных на Rn  функций 
из W p r

n
, ( )R . Нами доказана следующая теорема.

Теорема 2. Пусть n m, ∈ N , r > 0 , ∆  – опера-
тор Лапласа, L  – линейный дифференциальный 
оператор вида 

L a a x a x

x

k

m

k
k

k
k

m
k

k
k

n

:= , ( ) := 1 ,

.

=0 =0

2∑ ∑∈ −( )

∈

� где иR

R

�

Тогда для любой функции f W r
n∈ +

1, ( )R  имеет 
место следующее точное неравенство: 

Lf
M n r

f
n∞

( )
( )

�
, ,

2
.

1

�

�

Рассмотрим некоторые примеры, когда мож-
но выписать решения задачи 1 в явном виде.

Пример 1. Пусть n ≠ 2 , r > 0  и ρ( ) =| |2x x , 
x n∈ R . В этом случае,

	
M n r

r

n n

n n

n n

n n

n
, , =

2 / 2

1
2

4

4

2 /2

1
�

�( )
( ) +

+
+( )
+( )












+

+ � 

≠

,

2, > 0.n r

 (4)

Пример 2. Пусть n = 1 , r > 0  и ρ( ) = 2x x m , где 
m ∈ N . В этом случае, 

	 M r
r

m

amax1, , =
2

,
2 1

� �( )







+

	 (5)

где λamax  – наибольшее по модулю собственное 
значение матрицы: 

A
C

m i jm

i
m

i i j

i

:=
1 1 1

2 1

1
2

1−( ) + −( )( )
+ − +













+ − −

,, =1

2 1

.

j

m+

Следствие 1. Из теоремы 2 и примера 1 вытека-
ет, что при n ≠ 2  для любой функции f W r

n∈ +
1, ( )R  

имеет место точное неравенство: 

	 �f
M n r

f
n∞ ≤

( )
( )

, ,

2
,

1

�

�
	 (6)

где M n r( , , )ρ  определяется равенством (4). 
Следствие 2. Из теоремы 2 и примера 2 вытека-

ет, что при m ∈ N  для любой функции f W r∈ +
1, ( )R  

имеет место точное неравенство: 

	 f
M r

fm(2 )
1

1, ,

2
,

∞
≤

( )�
� 	 (7)

где M r(1, , )ρ  определяется равенством (5). 

Замечание 2. В работе автора [10] было доказа-
но, что для функций f W r∈ +

1, ( )R  справедливы сле-
дующие точные неравенства: 

	 − ≤− ′′( ) ≤
+( )

∈
r

f f t
r

f t
3

1

3

112

5 3 5

120
, .

π π
R  (8)

Очевидно, что из (8) вытекает неравенство (6) 
при n = 1 , а также неравенство (7) при m = 1 . 

Замечание 3. Также стоит отметить,  
что И. И. Ибрагимовым в 1959 было доказано  
(см. [15, следствие 2]), что для функций f W r∈ 1, ( )R ,  
не обязательно неотрицательных, выполняются 
следующие неравенства: 

	 f
r
m

f mm
m

( )
1

11
, .

∞

+
≤

+( )
∈

π
N 	 (9)

Неравенство (9) при m = 1  с константой r 2 / π  
было доказано Кореваром в 1949 (см. [16]). 

Неравенства вида (6), (7), (9) относятся к не-
равенствам типа Бернштейна–Никольского. 
Более подробную информацию о данном типе 
неравенств можно найти в статье Д. В. Горбаче-
ва [17].

Замечание 4. Экстремальные задачи подобного 
типа имеют приложения в различных разделах ма-
тематики, см. например [18, 19]. 
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This article considers an extremal problem for positive definite functions on Rn  with a fixed support and a fixed 
value at the origin (the class Fr

n( )R ). It is required to find the least upper bound of a special form functional 
over Fr

n( )R . This problem is a generalization of the Turán problem for functions with support in a ball. We 
have obtained a general solution to this problem for n ≠ 2 . As a consequence, new sharp inequalities are 
obtained for derivatives of entire functions of exponential spherical type. 

Keywords: positive-definite functions, extremal problems, Fourier transform, entire functions of exponential 
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