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1. ВВЕДЕНИЕ И ФОРМУЛИРОВКА 
РЕЗУЛЬТАТОВ

Супералгеброй Ли g  будем называть ком-
плексное (вещественное) векторное простран-
ство g g g= 0 1⊕ , разложенное в прямую сумму 
двух своих подпространств g0  (подпростран-
ство четных элементов) и g1  (подпространство 
нечетных элементов), снабженное билинейным 
умножением [,] : g g g� � , называемым супер-
коммутатором и удовлетворяющим свойствам 
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Ограничив суперкоммутатор на четную часть 
g0  супералгебры Ли, мы получим обычную ал-
гебру Ли.

В данной статье мы рассматриваем свойства 
двух важных примеров бесконечномерных гра-
дуированных супералгебр Ли, играющих фун-
даментальную роль в физической теории супер-
симметрий: мы говорим об алгебрах Рамона R  
и Невё–Шварца NS , которые являются супера-
налогами алгебры Вирасоро. Обе эти суперал-
гебры Ли могут быть определены как линейные 
оболочки четных базисных элементов L ii, ,∈   
и  нечетных Gr , а также четного центрального 
элемента C , удовлетворяющих коммутацион-
ным соотношениям 
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1.	 Алгебра Рамона R  отвечает случаю, когда 
индексы s  элементов Gs  являются целыми чис-
лами  , , , , , ,2 1 0 1 2G G G G G− − .

2.	Алгебра Невё–Шварца NS  соответству-
ет случаю, когда индексы s  нечетных элемен-
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тов Gs  являются т.н. полуцелыми числами: 
 , , , , ,3

2
1
2

1
2

3
2

G G G G
− −

.

Четные части R0  и NS0  этих двух супералгебр 
Ли изоморфны алгебре Вирасоро Vir .

(Супер)алгебра Ли g  называется  -градуи-
рованной, если существует ее разложение в пря-
мую сумму линейных подпространств gi , таких, 
что 

g g g g g= ,[ , ] , , .
i

i i j i j i j
�

�� � �




Мы в случае супералгебры Ли g g g= 0 1⊕  будем 
предполагать, что каждое однородное подпро-
странство gi  раскладывается в прямую сумму 
четного и нечетного подпространств 

g g g g g g g g gi i i i i i i i= , = , = , .(0, ) ( 1, ) (0, ) 0 ( 1, ) 1� � � � � 

g g g g g g g g gi i i i i i i i= , = , = , .(0, ) ( 1, ) (0, ) 0 ( 1, ) 1� � � � � 

Положительно градуированная (супер)алге-
бра Ли g g= � �i i  называется (супер)алгеброй Ли 
ширины d , если найдется такое d  (наименьшее 
с таким свойством), что dim gi d i� � �,   [9].

Приведем три примера бесконечномерных 
алгебр Ли ширины один. 
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Алгебра W +  является положительной частью 
алгебры Витта W . В 1995 г. Бенуа, отвечая на 
вопрос Милнора [8] о существовании полной 
инвариантной аффинной структуры на нильпо-
тентной группе Ли, в качестве промежуточного 
результата доказал интересную теорему, харак-
теризующую жесткость положительной части 
алгебры Витта W +  и алгебры m2 . Этот результат 
также близок к теоремам Зельманова и Шалева 
[9] и Фиаловски [2]. Следуя Зельманову и Шале-
ву [9], мы будем называть узкими (супер)алгебры 
Ли ширины один или два.

Теорема 1 (Бенуа [1]).  Рассмотрим однопара-
метрическое семейство алгебр Ли ar , заданных 
двумя образующими e1  и e2  и двумя соотноше
ниями 

	
e e e e e e e

e e e e r e e
2 1 2 1 1 1 2

2 2 1 2 1 1

,[ , ] = ,[ ,[ , ]] ,

, ,[ , ] = ,[

� � � �
� ��� �� ,,[ ,[ ,[ , ]]]] ,1 1 1 2e e e e� � 	 (4)

где r  обозначает произвольное комплексное 
(вещественное) число.

Если r ≠
9

10
,1 , то ar  является  -градуиро-

ванной конечномерной алгеброй Ли.

1.	 Пусть r =
9

10
, тогда ar  изоморфна положи-

тельной части W +  алгебры Витта.

2.	Пусть r = 1 , тогда a mr ≅ 2 .

3.	Пусть r ≠ 0,
9

10
,1,2,3 , тогда ar  является 

11-мерной положительно градуированной фи-
лиформной алгеброй Ли ширины один. 

Филиформными называются нильпотентные 
конечномерные алгебры Ли g , имеющие макси-
мально возможный для их размерности индекс 
нильпотентности s = 1dim g − . Позднее было 
установлено, что случай r = 3  ведет к восьми-
мерной филиформной алгебре Ли, а случаи 
r = 0,2  соответствуют двум различным 10 -мер-
ным филиформным алгебрам Ли [7].

 -градуированная (супер)алгебра Ли 
g g= =1���

i i  называется естественно градуиро-
ванной, если [ , ] = , .1 1g g gi i i� �   В частности, 
естественно градуированная (супер)алгебра Ли 
g g= =1���

i i  порождается своей первой однород-
ной компонентой g1 , которая, тем самым, не 
менее чем двумерна (если dim g > 2 ). Градуиров-
ка называется естественной, т.к. g  изоморфна 
своей ассоциированной градуированной (супер)
алгебре Ли grg  относительно фильтрации идеа-
лами gk  нижнего центрального ряда. Несложно 
видеть, что W +  и m2  не допускают естествен-
ных градуировок, в отличие от m0 .

Определим  бесконечномерную  суперал-
гебру Ли M2  c помощью бесконечного базиса 
e e e1 2 3, , ,  четной части ( )2 0M , базиса f f f1 2 3, , ,  
нечетной части ( )2 1M  и коммутационных соот-
ношений: 
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Ее четная часть ( )2 0M  совпадает с алгеброй 
Ли m2 , а градуировка при помощи индексов су-
пералгебры Ли M2 =1= ,� � ���

i i ie f  является есте-
ственной градуировкой постоянной ширины 
два.

Теорема 1. Рассмотрим супералгебру Ли rx , по-
рожденную одной четной образующей e1  и одной 
нечетной образующей f1 , удовлетворяющими двум 
соотношениям 

	
e e f f x f e e f

e e e f f
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

,[ ,[ , ]] = ,[ ,[ , ]] ,

,[ ,[ , ]] = [

� � � �
� � ,, ],[ , ] ,1 1 1f e f� � 	 (6)

где x  обозначает произвольное комплексное 
число.

Если x ≠
3
8

,
1
2

, то супералгебра Ли rx  является 

конечномерной. При этом:

1)	если x =
3
8

, то rx  изоморфна положитель-

ной части R+  алгебры Рамона;

2)	если x =
1
2

, то rx  изоморфна супералгебре 
Ли M2  (5);

3)	если x � �
3
8

,
1
2

,
1
2

,0,
1
6

,  то rx  является 16-мер-
ной естественно градуированной супералгеброй 
Ли ширины два. Ее четная часть ( )0rx  восьмимер-
на и изоморфна фактор-алгебре Ли a ar r/ ( )8  , 

где r
x x

x x
=

1
2

60 20 3
(2 1)(6 1)

2 � �
� �

, а ar  – алгебра Ли из од-

нопараметрического семейства (4) теоремы 1. 

Заметим также, что конечномерные есте-
ственно градуированные так называемые фили-
формные супералгебры Ли исследовались в [4].

Определим еще одну бесконечномерную су-
пералгебру Ли ′M 2  c помощью бесконечного 
базиса e e e k2 4 2, , , ,   четной части ( )2 0′M , бази-
са f f f p1 3 2 1, , , , +  ее нечетной части ( )2 1M −  и 
коммутационных соотношений 
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(7)

Легко видеть, что четная часть ( )2 0′M  
изоморфна алгебре Ли m2 , а градуировка 

′ 〈 〉 ⊕ 〈 〉 ⊕ 〈 〉 ⊕ 〈 〉 ⊕M 2 1 2 3 4= f e f e   имеет ширину 
один. 

Теорема 2. Супералгебра Ли n y , заданная двумя 
нечетными образующими f f1 3,  и двумя соотноше-
ниями 

	
f f f f f f

f f f f f f y
1 1 1 3 3 3

1 1 3 1 1 3

,[ ,[ , ]] = [ , ],

,[ , ] , ,[ , ] =

� � �

� � � ��� �� ff f f f f f f f y1 1 1 1 1 1 1 3,[ ,[ ,[ ,[ ,[ ,[ , ]]]]]] , ,� � �
	 (8)

является положительно градуированной супер
алгеброй Ли ширины один. При этом ее градуиров-
ка не является естественной, а также:

1)	если y =
1
6

− , то супералгебра Ли n y  беско-
нечномерна и изоморфна положительной части 
NS +  алгебры Невё–Шварца,

2)	если y = 0 , то n y  бесконечномерна и изомор-
фна супералгебре Ли ′M2 ;

3)	если y � � � �
1
6

,0,1, 1,
1
2

, то n y  являет-

ся 14-мерной супералгеброй Ли. Ее четная часть 
( )0n y  изоморфна семимерной фактор-алгебре Ли 
a ar r/ ( )7 , где ar  – это алгебра Ли из однопара-
метрического семейства (4) теоремы 1, с пара

метром r
y y

y y y
=

3 3 1
(1 )(2 1)(1 )

2 � �
� � �

. 

2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО РЕЗУЛЬТАТОВ

Доказательства теорем 1, 2 однотипны, и они 
могут быть проведены как при помощи техники 
центральных расширений [5, 7], так и напря-
мую, в духе доказательства теоремы 1, основан-
ного на последовательном применении (супер)
тождества Якоби [1]. Поясним последний тезис 
на примере теоремы 2. Рассмотрим суперал-
гебру Ли g , порожденную двумя нечетными  
образующими  f f1 3, .   Определим  элемен-
ты g ii, 1≥  по следующему правилу (заметим, 
что из (супер)тождества Якоби следует, что 
[ ,[ , ]] = 01 1 1f f f ): 

g f g f f g f g f f kk k1 1 2 1 1 3 3 1 1= , = [ , ], = , = [ , ], 3.� �
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Определим вес элемента gi  как значение его 
индекса i  для всех i ≥ 1 . Соотношения (8) можно 
переписать в виде [ , ] = ,[ , ] =3 3 6 5 5 10g g g g g yg− , и 
они будут связывать между собой элементы оди-
накового веса. Так же как и в [1], будем последо-
вательно выписывать всевозможные (супер)тож-
дества Якоби J g g gi j k( , , ) = 0  суммарного веса 
6 17� � � �i j k . Анализ полученных соотно-
шений и приводит к ответу. Отметим отдельно, 
что при y =

1
6

−  изоморфизм с положительной 
частью NS +  алгебры Невё–Шварца NS  может 
быть задан на образующих f G f G1 1

2
3 3

2

,→ → .
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Presented by Academician of the RAS S. P. Novikov

Two one-parameter families of positively graded Lie superalgebras generated by two elements and two relations 
that are narrow in the sense of Zelmanov and Shalev are considered. The first family contains the positive part 
R+  of the Ramon algebra, the second one contains the positive part NS +  of the Neveu-Schwarz algebra. The 
results of the article are super analogues of Benoist’s theorem on defining the positive part of the Witt algebra 
by generators and relations. 

Keywords: Lie superalgebra, positive grading, narrow algebras, central extension, Ramond algebra, Neveu-
Schwarz algebra 


	_GoBack
	GrindEQpgref65f16f6f4
	_GoBack
	_GoBack
	ConvCompact
	_Hlk158805936
	_GoBack
	GrindEQpgref65f171723
	_Hlk156474089
	_Hlk156482269
	_Hlk156482375
	_Hlk156510904
	_GoBack
	_Hlk156483179
	_Hlk156485069
	_Hlk156489907
	_Hlk156644161
	_GoBack
	_GoBack
	_Hlk158723008
	_Hlk158726517

