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В предыдущих работах авторов [1, 2, 3] были 
получены структурные теоремы, описывающие 
свойства числа остовных деревьев, корневых 
остовных лесов и индекса Кирхгофа для семей-
ства циркулянтных графов. Все эти величины 
являются спектральными инвариантами, т.е. 
зависят от собственных значений характери-
стического полинома матрицы Лапласа. Струк-
тура самого полинома оставалась неизвестной. 
В недавних работах [4, 5] было обнаружено, что 
характеристической полином для ряда извест-
ных семейств графов, таких как тета-граф, ган-
тельный граф и граф пропеллера, эффективно 
выражается через полиномы Чебышева. Эти ре-
зультаты дали ключ к пониманию структуры ха-
рактеристического полинома для циркулянтных 
графов, которая и описывается в данном сооб-
щении.

Более точно в теоремах 1 и 2 характеристиче-
ский полином представляется в виде конечного 
произведения алгебраических функций, вычис-

ленных в корнях линейной комбинации поли-
номов Чебышева. Это позволяет установить пе-
риодичность таких полиномов в предписанных 
целых точках, что представляет интерес с точки 
зрения дискретной топологической динамики 
[6]. Теоремы 3 и 4 устанавливают, что с точно-
стью до явно указанных линейных множителей 
характеристические полиномы циркулянтных 
графов всегда являются полными квадратами. 
Это дает возможность получить новое доказа-
тельство теорем о числе корневых остовных ле-
сов в циркулянтном графе (следствия 1 и 2).

1. ВВЕДЕНИЕ

Под графом G  будем понимать конечный, 
связный граф, допускающий кратные ребра, но 
не имеющий петель. Через V G� �  и E G� �  обозна-
чим множества вершин и ребер графа G  соот-
ветственно. Матрица A A G au v u v V G

= = ,, ,
� � � � � � �

 
где au v,  – число ребер между u  и v,  называется 
матрицей смежности графа G.  Обозначим через 
d v� �  степень вершины v V G� � �  и рассмотрим 
диагональную матрицу D D G= � �  с элементами 
d d vv v, = .� �  Матрица L L G D G A G= =� � � � � � �  
называется матрицей Лапласа, или лапласи-
аном графа G.  Характеристическим полино-
мом Лапласа графа G  называется полином 
� � �G L G I� � � � �� �= ,det  где I  – единичная ма-
трица, имеющая порядок, совпадающий с чис-
лом вершин графа G.
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Граф G  на n  вершинах называется цирку-
лянтным, если существует последовательность 
целых чисел 1 < < <

21 2≤ ≤s s s
n

k , такая, что 
вершина с номером j  смежна с вершинами 
j s j s j sk± ± ±1 2, , , ,  где номера вершин бе-

рутся по модулю n.  Если s nk < / 2,  то все вер-
шины графа имеют четную валентность 2 .k  В 
случае, когда n  четно и s nk = / 2,  все верши-
ны графа имеют нечетную валентность 2 1.k −  
Циркулянтный граф C s s sn k1 2, , ,� �  связен, если 
gcd s s s nk1 2, , , , = 1.� �  Это условие всегда пред-
полагаем выполненным.

С каждым циркулянтным графом C s s sn k1 2, , ,� � 
мы свяжем ассоциированный полином Лорана. Он 
имеет вид P z k z z

k s s� � � ��
�
�

�
�
��

�
= 2 .

=1

 

2. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЙ ПОЛИНОМ 
ДЛЯ ЦИРКУЛЯНТНЫХ ГРАФОВ 

С ЧЕТНОЙ ВАЛЕНТНОСТЬЮ

В текущем разделе приведены явные фор-
мулы, выражающие характеристический по-
лином матрицы Лапласа для циркулянтных 
графов с четной валентностью C s s s s s s nn k k1 2 1 2, , , ,1 < < < < / 2. � � �  

C s s s s s s nn k k1 2 1 2, , , ,1 < < < < / 2. � � �  Данные формулы 
представляются в виде конечного произведения 
sk  членов. Каждый из сомножителей выражает-
ся через линейную функцию от полинома Чебы-
шева порядка n  и вычисляется в корнях задан-
ного полинома степени sk .

Собственные значения циркулянтного графа 
C s s sn k1 2, , ,� �  с четной валентностью вычисля-
ются с помощью ассоциированного полинома 
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�
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� � … 3

ii
n .  Справедлива следу-

ющая теорема.

Теорема 1. Пусть G C s s sn n k= , , ,1 2 � �  – цирку-
лянтный граф четной валентности. Тогда харак-
теристический полином � �n � �  матрицы Лапласа 
графа Gn  с точностью до знака вычисляется по 
формуле 





=1

2 2 ,

s
k

nT w� � � �� �

где T wn � �  — полином Чебышева первого рода 
степени n,  а величины w sk� � …, = 1,2, ,  – корни 

полинома Q w k T w
k

s� �� � � � � ��= 2 2 .
=1



Наметим  схему  доказательства.  Прежде 
всего  заметим,  что  алгебраическая  функция 



=1
2 2

s
k

nT w� � � �� �   является  целочисленным 
полиномом. Это следует из теоремы Виета, 
примененной к корням полинома Q w� �.  Далее 
напомним базовые свойства результантов двух 
полиномов. Пусть f x a x x x xl� � �� � �� �= 0 1   и 
g y b y y y ym� � �� � �� �= ,0 1   где a b0 0 0.≠  Имеют 
место следующие соотношения (см. [7], т. 1.3.1): 
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Положим f w T wn� � � � �= 2 2  и g w Q w� � � �= .�  

Тогда a n
0 = 2  и b

s
k

0 = 2 .  Полагая �
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n
ne= ,
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 за-
пишем характеристический полином с точно-
стью до знака 
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Фактически, � � � �n
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Пример  1  (циклический  граф  C n =C n (1)). 
Изложенная теория приводит к необходимости 
нахождения корней уравнения � � � � �2 2 = 01T w  
или   � � �2 2 = 0.w   Таким   корнем   является 

w =
2

2
.

� �  Подставляя полученное значение в фор-
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мулу для характеристического полинома, получим 

� �
�

n nT� � ��
�
�

�
�
� �= 2

2
2

2.  

Используя представление полинома Че- 
бышева  в  тригонометрической  форме 
T w n wn � � � �� �= ,cos arccos  можно показать, что 
последовательности χ χ χn n n(1), (2), (3) и χn(4)  
являются периодическими с периодами 6,4,3  и 
2  соответственно.

Пример  2  (циркулянтный  граф  C n (1,2)).  
Как и ранее, ищем корни соответствующего урав-
нения   � �� � � � � � � � � �2 2 2 = 4 2 6.1 2

2T w T w w w  

Это величины w1 =
1
4

1 25 4� � �� ��  и 

w2 =
1
4

1 25 4 .� � �� ��  Соответственно, � �n � �  

имеет вид (2 2)(2 2).1 2T w T wn n� � � � � �  

Заметим, что последовательности χ χn n(4), (5)  
и χn(6)  – периодичны с периодами 6,5  и 12  со-
ответственно.

3. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЙ ПОЛИНОМ 
ДЛЯ ЦИРКУЛЯНТНЫХ ГРАФОВ 
С НЕЧЕТНОЙ ВАЛЕНТНОСТЬЮ

В случае циркулянтных графов 
C s s s nn k2 1 2, , , ,� �  с нечетной валентностью вер- 
шин,  равной  2 1,k +   удобно  ввести  сле-
дующий ассоциированный полином Лорана 

P z k z z
k s s� � � � ��

�
�

�
�
��

�
= 2 1 .

=1

   Тогда спектр 

матрицы Лапласа имеет вид � �j n
j j

P j n= 1 , = 0,1, ,2 1,2� � � �� � � 

� �j n
j j

P j n= 1 , = 0,1, ,2 1,2� � � �� � �  где ε2

2
2= .n

ne
i

 Справедлива сле-
дующая теорема.

Теорема 2. Пусть G C s s s nn n k= , , , ,2 1 2 � �  – цир- 
кулянтный граф нечетной валентности. Тогда ха-
рактеристический полином � �n � �  матрицы Ла-
пласа графа Gn  вычисляется по формуле  
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 
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Приведем  схему  доказательства.  Оно 
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В  конце  мы  используем  следующее  тож-
дество между полиномами Чебышева 
T w T w T wn n n2 1 = 2 1 1 .� � � � � �� � � � �� �

Пример  3  (циркулянтный  граф  C 2n = 
=C 2n (1,n). Лестница Мёбиуса). Решаем два 
у р а в н е н и я   � �� � � � � �2 2 = 2 2 = 01T u u   и 
� �� � � � � �4 2 = 4 2 = 0.1T v v  Их решения – это 
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Заметим, что последовательности χ χn n(2), (3)  
и χn(4)  периодичны с периодами 4, 3 и 2 соот-
ветственно.

Пример  4  (циркулянтный  граф  C 2n (1,2,n)) 

Имеем  следующие  полиномы:  Q u T u T u u u� � �� � � � � � � � � � � �= 4 2 2 = 4 2 61 2
2  

Q u T u T u u u� � �� � � � � � � � � � � �= 4 2 2 = 4 2 61 2
2  и R v T v T v v v� � �� � � � � � � � � � � �= 6 2 2 = 4 2 8.1 2

2 

R v T v T v v v� � �� � � � � � � � � � � �= 6 2 2 = 4 2 8.1 2
2  Их корни –  

это u1,2 =
1
4

( 1 25 4 )� � � �  и v1,2 =
1
4

( 1 33 4 ).� � � � 

v1,2 =
1
4

( 1 33 4 ).� � � �  Отсюда характеристический поли- 

ном � �n � �  имеет вид (2 2)(2 2)(2 2)(2 2).1 2 1 2T u T u T v T vn n n n� � � � � � � � � � � � 
(2 2)(2 2)(2 2)(2 2).1 2 1 2T u T u T v T vn n n n� � � � � � � � � � � �

Можно  показать,  что  последовательность 
χn(6)  – периодична с периодом 12.

4. ВЫДЕЛЕНИЕ ЦЕЛОЧИСЛЕННОГО 
КВАДРАТА ИЗ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОГО 

ПОЛИНОМА

Нижеизложенные теоремы описывают це-
лочисленное разложение характеристического 
полинома циркулянтного графа на малое число 
линейных множителей и квадрат подходящего 
целочисленного полинома.

Теорема 3. Рассмотрим циркулянтный граф 
G C s s sn n k= , , ,1 2 � �  четной валентности. По-
ложим p  равным числу нечетных элементов по-
следовательности s s sk1 2, , , .  Тогда существует 
последовательность целочисленных полиномов 
an �� � , такая, что характеристический поли-
ном матрицы Лапласа графа Gn  задается фор-

мулами: � � � � �n np a� � �� � � �= 4
2  при четном n  и 

�� � � �� �an
2  при нечетном n.  

Доказательство основано на следующих рас-
суждениях. Прежде всего заметим, что число 
p   нечетных  элементов  последовательности 
s s sk1 2, , ,  может быть вычислено по формуле 

p
l

k
s
l

=
1 1

2
.

=1�
� �� �

Собственные значения матрицы Лапласа гра-
фа C s s sn k1 2, , ,� �  задаются как � �j n

jP j n= , = 0,1, , 1,� � � 

� �j n
jP j n= , = 0,1, , 1,� � �

 где P z k z z
l

k s
l

s
l� � � ��

�
�

�
�
��

�
= 2 ,

=1
 а 

�
�

n
ne= .

2 i

 Имеем λ0 = 0  и λ j > 0  для j n= 1,2,..., 1.−  
j n= 1,2,..., 1.−  Заметим, что � �n j j� = .  Пусть n  – нечет-

но. Тогда 

� � � �

� � � � � �

n
n

j

n
j

j

n
j j

n

� � �� � �� �
� �� � � �

�

� �� �

�

� �

= 1 =

= =

=0

1

=1

1

=1

1 /2
jj

j n

n
j

j

n
j

� � �
� �� �
� �� �

�� �
�

�� �

�

�

= 1 /2

1

=1

1 /2 2

=

= .

� �

� � �

Пусть теперь n  – четно. Имеем �n i

k s
i

s
i

i

k s
ik p

2
=1 =1

= 2 1 1 = 2 1 1 = 4 .� �� � � �� �� � � �� �� �� �� 

�n i

k s
i

s
i

i

k s
ik p

2
=1 =1

= 2 1 1 = 2 1 1 = 4 .� �� � � �� �� � � �� �� �� ��
 Отсюда

χ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ

n
n

j

n

j
j

n

j

j

n

j

( ) −( ) −( ) −( )

−( ) ×

− −

−

∏ ∏

∏

= 1 =

=

=0

1

=1

1

=1

/2 1

−−








 ×

× −( ) −( ) −( )
+

− −

∏ ∏

λ

λ λ λ λ λ λ

n

j n

n

j
j

n

jp

2

= /2 1

1

=1

/2 1 2
= 4 .

Заметим, что каждое алгебраическое число 
λ j  входит в обозначенные выше произведения 
вместе со всеми сопряженными по Галуа эле-
ментами. Следовательно, соответствующие про-
изведения – целочисленные полиномы. Пола-
гая an j

n
j� � �� � �� ��� ��=

=1

1 /2  при нечетном n  и 

an j

n
jλ λ λ( ) −( )−∏=

=1

/2 1  при четном n , мы завер-
шим доказательство.

Следующая теорема описывает структуру ха-
рактеристического полинома матрицы Лапласа 
циркулянтного графа с нечетной валентностью 
вершин.

Теорема  4.  Рассмотрим  циркулянтный  граф 
G C s s s nn n k= , , , ,2 1 2 � �  с нечетной валентностью 
вершин. Положим число p  равным числу нечетных 
элементов последовательности s s sk1 2, , , .  Тогда 
существует  последовательность  целочисленных 
полиномоов an �� � , такая, что характеристиче-
ский полином матрицы Лапласа графа Gn  задается 
следующими формулами: � � � � �n np a� � �� � � �= 4

2  
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при четном n  и � � � � �n np a� � � �� � � �= 4 2
2  при 

нечетном n.  

Приведем схему доказательства. Ненулевые 
собственные значения графа C s s s nn k2 1 2, , , ,� �  

задаются формулой � �j n
j j

P j n= 1 , = 1,2, ,2 1,2� � � �� � � 

� �j n
j j

P j n= 1 , = 1,2, ,2 1,2� � � �� � �  где P z k z z
l

k s
l

s
l� � � � ��

�
�

�
�
��

�
= 2 1

=1  

P z k z z
l

k s
l

s
l� � � � ��

�
�

�
�
��

�
= 2 1

=1  и �
�

2 = .n
ne
i

 Заметим, что � �2 =n j j�   

и �n
n

P= 1 1 .�� � � �� �  Отсюда �n
n

l
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l

n

l

k
s
l n

k= 2 1 1 2 1 = 1 1 4
1 1

2
= 1 1

=1 =1
� � �� � � �� � � �� � �
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l
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k= 2 1 1 2 1 = 1 1 4
1 1

2
= 1 1

=1 =1
� � �� � � �� � � �� � �
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� �� �� � �� 4 .p
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n
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k
s
l n

k= 2 1 1 2 1 = 1 1 4
1 1

2
= 1 1

=1 =1
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� �� �
� �� �� � �� 4 .p

То есть λn p= 4  при четном n  и �n p= 4 2�  
при нечетном n.  В итоге получим 

� � � �

� � � � � �

n
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n
j

j

n
j j
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2 1
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n j n

n
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n j

n
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= 1

2 1

=1

1 2

=

= .

Как и в доказательстве теоремы 3, каждое 
алгебраическое число λ j  входит в вышеобозна-
ченные произведения со всеми своими сопря-
женными по Галуа элементами. Следовательно, 
эти произведения – целочисленные полиномы. 
Полагая an j

n
j� � �� � �� ���= ,

=1

1  мы можем завер-
шить доказательство.

В работах [2, 8, 9, 10] было отмечено, что ве-
личина �n nI L G�� � � � �� �1 = det  является важ-
ным комбинаторным инвариантом и отвечает за 
подсчет числа корневых остовных лесов графов. 
Следующие результаты являются следствиями 
вышеприведенных теорем.

С л е д с т в и е  1. Обозначим через f n� �  число 
корневых остовных лесов в графе C s s sn k1 2, , , .� �  
Тогда существует целочисленная последователь-
ность � n� � , такая, что f n p n� � �� � � �= 4 1 ,

2�  
если n  – четно, и f n n� � � �= ,

2�  если n  – нечетно. 

С л е д с т в и е  2. Обозначим через f n� �  число 
корневых остовных лесов в графе C s s s nn k2 1 2, , , ,� �  
с нечетной валентностью вершин. Тогда суще-

ствует целочисленная последовательность � n� � , 
такая, что f n p n� � �� � � �= 4 1 ,

2�  если n  – четно, 
и f n p n� � �� � � �= 4 3 ,

2�  если n  – нечетно. 

Эти результаты получены ранее в теоремах 5.1 
и 5.2 из работы [2].
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ON THE STRUCTURE OF LAPLACIAN CHARACTERISTIC POLYNOMIAL 
OF CIRCULANT GRAPHS

Y. S. Kwona, A. D. Mednykhb, c, I. A. Mednykhb, c

aYeungnam University, Gyeongsan, South Korea 
bSobolev Institute of Mathematics, Novosibirsk, Russian Federation 

cNovosibirsk State University, Novosibirsk, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS V. G. Romanov

The present work deals with the characteristic polynomial of Laplacian matrix for circulant graphs. We 
show that it can be decomposed into a finite product of algebraic function evaluated at the roots of a linear 
combination of Chebyshev polynomials. As an important consequence of this result we get the periodicity 
of characteristic polynomials evaluated at the prescribed integer values. Moreover, we can show that the 
characteristic polynomials of circulant graphs are always perfect squares up to explicitly given linear factors.

Keywords: circulant graph, Laplacian matrix, eigenvalues, rooted spanning tree
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