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Рассматривается так называемая модель из четырех уравнений динамики гетерогенных сжимаемых
бинарных смесей при уравнениях состояния “сжатого” газа Ноубла-Абеля. Используется ее квази-
гомогенная форма, возникающая после исключения объемных концентраций из искомых функций
и основанная на квадратном уравнении для общего давления компонент. Приводятся новые свой-
ства этого уравнения и простая формула для квадрата скорости звука, предлагается альтернативный
вывод формулы, связывающей ее с квадратом скорости звука Вуда, и формулируется уравнение ба-
ланса давления. Впервые дается регуляризация квазигазодинамического типа гетерогенной модели
(в квазигомогенной форме), строится реализующая ее явная двухслойная по времени и симметрич-
ная трехточечная по пространству разностная схема без лимитеров в 1D случае и приводятся чис-
ленные результаты.
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Существует иерархия моделей, описывающих
динамику гетерогенных сжимаемых бинарных
смесей, см. [1, 2] и ссылки в них. Уравнения ба-
ланса массы компонент, полного импульса и пол-
ной энергии смеси в простейшей из них односко-
ростной и однотемпературной модели из четырех
уравнений имеют вид

(1)

(2)

(3)

Здесь основные искомые функции – плотность
 и объемная доля  для k-й компо-
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ненты смеси, k = 1, 2, общие скорость u =
=  и абсолютная температура  сме-
си. Они зависят от  и , где

 – область в , . Операторы  и
 берутся по x,  и .

Символы  и  обозначают тензорное и скалярное
произведения векторов, дивергенция тензора бе-
рется по его первому индексу, и ниже  – опера-
ция суммирования по индексу k = 1, 2. Дополни-
тельные соотношения таковы

(4)

где участвуют плотность  и удельная внутренняя
энергия  смеси, а также общее давление компо-
нент смеси p, давление  и удельная внут-
ренняя энергия  k-й компоненты, k =
= 1, 2. Дополнительно к уравнениям (1)–(3), пер-
вое и последнее алгебраические уравнения в (4)
позволяют найти все искомые функции.
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Берется уравнение состояния “сжатого” газа
Ноубла-Абеля (СГНА) [3] в виде

(5)

где . Также , , ,
 и  – заданные физические постоянные,

. Напомним, что , где  –
показатель адиабаты -й компоненты, и поло-
жим . При  охватывается более
простое уравнение “сжатого” газа (СГ).

Слагаемые, связанные с фазовым переходом,
опущены, но добавлен тепловой поток Фурье

 с  (следуя [4]). Напомним, что  и
Q отвечают заданным внешней силе и источнику
тепла.

В [4, 5] для уравнений состояния СГ и СГНА
было предложено перейти к другой форме модели
из четырех уравнений, включающей только аль-
тернативные плотности компонент  и 
и  как искомые функции, но не  и , ,
и с этой целью были даны нетривиальные выра-
жения  и . Поэтому эту
форму можно назвать квазигомогенной, и она ока-
зывается предпочтительнее для построения неко-
торых новых численных методов компьютерного
моделирования течений, в частности, см. [4–7].

В данном сообщении приводятся новые свой-
ства квадратного уравнения для p и простая фор-
мула для квадрата скорости звука , предлагается
новый вывод формулы, связывающей его с квад-
ратом скорости звука Вуда и формулируется урав-
нение баланса давления. Впервые выполняется
регуляризация квазигазодинамического (КГД)
типа [8, 9] гетерогенной модели (в квазигомоген-
ной форме), для ее реализации строятся явная
двухслойная по времени и симметричная трехто-
чечная по пространству схема без лимитеров в 1D
случае и приводятся численные результаты. Для
упрощенной квазигидродинамической (КГидД)
регуляризации дается уравнение баланса энтро-
пии смеси с неотрицательным ее производством.

1. Напомним переход к квазигомогенной фор-
ме и выведем некоторые существенные вспомо-
гательные формулы. Из уравнений состояния (5)
последовательно получим

(6)

(7)
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Пусть  и ρb =  =
= , тогда  и .
Так как  и , получим далее

(8)

(9)

где  и появляются соответствующие
функции-коэффициенты такие, что

(10)

Из равенств (6), (7) и  выводим также
формулы

Умножив вторую формулу на , ис-
пользовав первую и разделив результат на

, выводим следующее рациональное
уравнение для :

(11)

(12)

Из этого уравнения следует квадратное урав-
нение

(13)

(14)

Пусть  – дискриминант уравнения
(13). При  свойство d > 0 и правильный
выбор физического корня не очевидны и требуют
анализа.

Заметим, что уравнения (11) и (13) не полно-
стью эквивалентны. В частности, в случае

 единственный корень первого урав-
нения есть p = , тогда
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ЗЛОТНИК, ЛОМОНОСОВ

как второе имеет дополнительный паразитиче-
ский корень .

Утверждение 1. Пусть . Верны
формулы ,  с

Как следствие, d > 0, , и эти  –
стандартные корни .

В силу этого утверждения  – физический ко-
рень, а  – паразитический. Но формула и для 
нужна для вывода ряда дополнительных свойств,
см. утверждение 3 ниже.

Теперь можно перейти к квазигомогенной фор-
ме модели из четырех уравнений, состоящей из
уравнений баланса массы компонент в виде

(15)

и полного импульса и полной энергии смеси (2),
(3). Основными искомыми функциями становят-
ся альтернативные плотности , скорость u и
удельная внутренняя энергия  смеси. Уравнения
состояния (5) не используются, и теперь p и  за-
даются как

(16)

см. формулу (9); напомним, что здесь 
(или см. альтернативную формулу в [5]), с

 и , введенными в (14),
см. также (10) и (12). Подчеркнем, что эта новая
система не содержит  и , хотя в соответствии с
формулами (6),  и  их можно вы-
числить апостериори. В простейшем случае иде-
альных газов, т.е. при , k = 1, 2, имеем

 и , k = 1,
2, и гетерогенная модель становится эквивалент-
ной гомогенной модели смеси с разными давле-
ниями компонент  и , зани-
мающих общий объем, что и объясняет успех по-
следней в [10] и связанных с ней работах.

Стандартным образом можно последователь-
но вывести уравнения баланса полной массы, ки-
нетической и внутренней энергий компонент

(17)

(18)

Утверждение 2. Верны следующие формула для
квадрата скорости звука и уравнение баланса для 

(19)

(20)

где производные  и  берутся при постоянных ,

,  в (14) как в [1, 4] и cp = γcV .

Доказательство выполняется дифференциро-
ванием уравнения (13) и с использованием утвер-
ждения 1, уравнения (18) и следующего уравне-
ния

для произвольных постоянных  и , k = 1, 2
(кроме ), при условии , по-
скольку  в силу уравнения
баланса массы компонент (15).

Сопоставим два определения квадрата скоро-
сти звука в смесях.

Утверждение 3. Верна следующая формула

(21)

где  – квадрат хорошо известной скорости зву-
ка в смесях по Вуду и

с  и k = 1, 2.

Эта формула следует из утверждения 6 в [1],
но, важно, что имеется другое замкнутое в себе и
прямое доказательство, основанное лишь на дан-
ных выше рассуждениях и двух утверждениях.
Оно состоит в последовательных преобразовани-
ях правой части  в (21):
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Детали преобразований опускаем.

Из утверждения 3 следует, что . Отме-

тим простое неравенство  для

произвольных , k = 1, 2, где равенство до-
стигается только в случае .

2. Применим к квазигомогенной модели фор-
мальную процедуру регуляризации, данную в [11]
для однокомпонентного газа и где было показано,
что она легко приводит к КГД регуляризации из
[9]. Эта процедура была недавно применена в [10]
к системе уравнений типа Эйлера динамики одно-
скоростной и однотемпературной гомогенной га-
зовой смеси. В уравнениях баланса (15), (2) и (3)
заменим соответственно  и

где  – полная энергия смеси и
 – параметр регуляризации, который может

зависеть от всех искомых функций. Также доба-
вим слагаемые  и  в правые части
уравнений (2) и (3) с тензором вязкости типа На-
вье–Стокса

с коэффициентами вязкости ,  (воз-
можно, искусственными) и единичным тензором

-го порядка .
В совокупности все эти замены ведут от исход-

ной системы типа Эйлера-Фурье (15), (2) и (3) к ее
следующей КГД регуляризации

(22)

(23)

(24)

с теми же неизвестными функциями. Эта система
содержит регуляризующие скорости

(25)

(26)

слагаемое  и регуляризующие вяз-
кое напряжение и поток тепла

где можно переписать  =  –

‒ . Вывод повторяет рассуждения из
Приложения А в [10] и отличается лишь исполь-
зованием более общего уравнения баланса давле-
ния (20) (при ) и общего слагаемого  в
выражении для .

Регуляризованная КГД-система уравнений
влечет дополнительные уравнения баланса мас-
сы, кинетической и внутренней энергий смеси

(27)

(28)

(29)

которые выводятся аналогично соответствую-
щим исходным уравнениям (17), (18).
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Также остановимся на упрощенной регуляри-
зованной КГидД системе уравнений

с упрощенной регуляризущей скоростью  вме-
сто  во всех слагаемых, вязким напряжением

 вместо  и без регуляризующих
слагаемых  и . Верны и уравнения ба-
ланса типа (27)–(29) с теми же перечисленными
упрощениями.

Для k-й компоненты удельная энтропия
 определяется термодинамическими урав-

нениями  и , k = 1, 2; яв-
ное выражение для  опускаем. Удельная энтро-
пия смеси  такова, что .

Утверждение 4. Пусть . Для регуляризо-
ванной КГидД системы уравнений верно уравнение
баланса энтропии смеси с ее неотрицательным про-
изводством

где конкретные СГНА-уравнения состояния неваж-
ны и  – норма Фробениуса.

3. Обратимся к 1D случаю и введем равномер-
ные основную  и
вспомогательную  = {xi + 1/2 = –X + (i + 0.5)h;

 – 1} сетки на , с шагом
, а также неравномерную сетку

 по времени с ша-
гами . Пусть  и

.

Пусть  – пространство функций, задан-
ных на сетке . Для ,  и

, введем разностные операторы
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где ,  и . Пусть

далее .

Пусть для краткости f = 0. Дискретизируем на
 регуляризованные КГД-уравнения балан-

са (22)–(24) в 1D случае следующей явной двух-
слойной по времени и трехточечной симметрич-
ной по пространству схемой

(30)

(31)

(32)

Основные искомые функции , ,  и 
(фактически ) вместе с функциями p и  опре-
делены на основной сетке . Здесь p и 
определяются формулами (16), см. также выраже-
ния (12) и (14) для их коэффициентов; напомним,
что .

Возьмем следующие дискретизации регуляри-
зующих скоростей (25), (26) в виде

а также дискретизации вязкого напряжения и
теплового потока в виде
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Напомним, что  задается второй форму-
лой (19). Функции , , , , , ,

 и  определены на сетке , а функция 
определена на . Возьмем регуляризующий
параметр τ = , зависящий от , и ис-
кусственные коэффициенты  и

, формально как в случае одно-
компонентного газа [9], где  – параметр,

 и  – числа Шмидта и Прандтля для
смеси, используемые как настраиваемые числен-
ные параметры, и  или 1. Ниже .

Начальные значения , ,  (или эквива-
лентные им) при t = 0 задаются на . Можно
найти  и  из уравнения (30),  и затем  из
уравнения (31),  и затем  из уравне-
ния (32), все на . В вычислениях ниже берем
также граничные значения  и 
для  и .

Построенная пространственная дискретиза-
ция заметно проще энтропийно корректной в
случае гомогенной смеси идеальных газов в [10]
(она базируется на [12]). Но дискретизация урав-
нения баланса (24) в [10] основана на регуляризо-
ванной КГД многоскоростной и многотемпера-
турной модели, пока не разработанной для гете-
рогенных смесей. Также здесь используются
только стандартные усреднения .

В уравнении (32) нестандартные слагаемые c
 (близкое к среднему геометрическому для u2)

и  позволяют обеспечить более есте-
ственную форму важного дискретного уравнения
баланса внутренней энергии смеси как в [12].

Утверждение 5. Верны следующие дискретные
аналоги уравнений баланса массы, кинетической и
внутренней энергий смеси (27)–(29):

2
sc

kw ŵ w Π ν μ + λ= (4/3) q
û Q ω × ω* th

h τ
ω × ω th

h

τ+/( | |)sah c i u h
ν τ= [ ][ ]Sa p
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ϕ ρ ρ1 2ˆ ˆ ˆ= , ,u ρε

ρ ρ ε1 2, ,

− +u u
− δ δ20.25 ( )h p u

на .
Применяется автоматический выбор шага по

времени , 
(при  равенство становится неравен-
ством) с параметром  типа Куранта. Отме-
тим, что условия -диссипативности построен-
ной схемы в случае однокомпонентного идеаль-
ного газа следуют из результатов [13].

4. По построенной схеме было выполнено
большое количество успешных тестовых расче-
тов. Здесь приведем результаты только двух из
них, для краткости опустив единицы измерения
величин. Во-первых, возьмем задачу об ударной
трубе с течением воды в воздух, см. тест 4.4 в [14].
Рассматривается смесь идеального газа и воды
как СГ, с постоянными идеального газа  =
= (1.4, 288, 0) и постоянными СГ  =
= (2.8, 4186, 8.5 × 108); здесь , k = 1, 2.
Начальные данные таковы:  = (0.25, 0.2 ×
× 107, 308.15) при  и 
при . Взяты численные параметры

. Функции 
и u, p при  в качестве результатов пока-
заны на рис. 1. Кроме того, массовая концентра-
ция  кусочно-постоянна и равна примерно
0.6682 и 0.1193 слева и справа от разрыва. В дан-
ном тесте возможен и выбор , что лишь не-
много ухудшает качество вычисления . Ре-
зультаты для упрощенной схемы, отвечающей

δ ρ + δ ρ −* = 0, := [ ]([ ] ),t j j u w

− +

δ ρ − ρ δ +
+ δ + δ δ Π
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= 0Sa
ρ α1,

Рис. 1. Результаты расчета течения воды в воздух на основе КГД регуляризации.
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описанной выше КГидД регуляризации, суще-
ственно хуже, хотя числа Маха малы (меньше
0.065); в целом сфера ее успешной применимости
заметно уже.

Во-вторых, промоделируем начальную стадию
течения с кавитацией в трубе, см. тест 8.2.1 в [7].
Берутся две фазы воды, а именно, 1% водяного
пара и 99% жидкой воды, и для них применяются
соответственно уравнения состояния СГ и СГНА
с параметрами  = (1.467, 0,

 и  = (1.187,

, 3610, 6.61 × 10–4). Началь-
ные данные имеют вид ,
105, 353) при . Выбраны численные пара-
метры . В дан-
ной задаче числа Маха снова малы (меньше 0.07),
и применение не только КГД, но и КГидД регуля-
ризации было успешным. Результаты при  =
= 0.003 продемонстрированы на рис. 2. На нем
функции  являются четными, а u – нечет-
ной. Кроме того, массовая концентрация 
приближенно постоянна и равна 0.6416 × 10–5.
В обоих тестах результаты хорошо согласуются с
приведенными в указанных работах.

Более подробно результаты для смесей “сжа-
тых” газов даны в [15]. Хорошо известно, что дан-
ная модель смесей довольно легко расширяется
на важный случай с фазовыми переходами [4–7];
его вычислительный анализ на основе построен-
ных регуляризаций должен стать предметом по-
следующих статей.
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Рис. 2. Результаты расчета течения с кавитацией на основе КГидД регуляризации.
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We consider the so-called four-equation model for dynamics of the heterogeneous compressible binary mix-
tures with the Noble-Abel stiffened-gas equations of state. We exploit its quasi-homogeneous form arising af-
ter excluding the volume concentrations from the sought functions and based on a quadratic equation for the
common pressure of the components. We present new properties of this equation and a simple formula for
the squared speed of sound, suggest an alternative derivation for a formula relating it to the squared Wood
speed of sound and state the pressure balance equation. For the first time, we give quasi-gasdynamic-type
regularization of the heterogeneous model (in the quasi-homogeneous form), construct explicit two-level in
time and symmetric three point in space finite-difference scheme without limiters to implement it in the 1D
case and present numerical results.

Keywords: gas dynamics, heterogeneous binary gas mixture, four-equation model, Noble-Abel stiffened-gas,
quasi-gasdynamic regularization, explicit in time and symmetric in space scheme


