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Аннотация: В публикуемой статье предложены экономико-математические модели предприятия, 
учитывающие влияние его инновационного потенциала на динамику роста выпуска продукции и 
производственных факторов. Модели представляют собой систему дифференциальных уравнений 
относительно ресурсов предприятия и функции его инновационного потенциала. Рассмотрены три 
варианта формирования инновационного потенциала предприятия из внедряемых в производство 
продуктовых, процессных технологических инноваций смешанных технологических инноваций. В 
первом случае инновационный потенциал образуется из продуктовых технологических инноваций, 
выводящих на рынок новые или усовершенствованные товары. Во втором случае инновационный 
потенциал формируется на базе, обеспечивающей новый или значительно улучшенный способ 
производства продукции. В третьем случае инновационный потенциал является результатом 
одновременного сочетания продуктовых и процессных технологических инноваций. Построены 
сценарии развития предприятия, соответствующие отсутствию инновационного потенциала, 
продуктовому инновационному потенциалу, процессному инновационному потенциалу, смешанному 
инновационному потенциалу и случаю полной реализации инновационного потенциала. 
Представлены вариант сценариев развития предприятия, при котором инновационный потенциал 
внедряется с самого начала, и вариант сценариев развития предприятия, при котором инновационный 
потенциал внедряется с некоторого момента времени. 
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Abstract: In the published article, economic and mathematical models of an enterprise are proposed, taking into 
account the influence of its innovative potential on the dynamics of growth in output and production factors. 
Models are a system of differential equations regarding the resources of the enterprise and the function of its 
innovative potential. Three options for the formation of the innovative potential of an enterprise from the product, 
process technological innovations of mixed technological innovations introduced into production are considered. 
In the first case, innovative potential is formed from product technological innovations that bring new or 
improved products to the market. In the second case, the innovative potential is formed on the basis of providing a 
new or significantly improved way of producing products. In the third case, the innovative potential is the result of 
a simultaneous combination of product and process technological innovations. Scenarios for the development of 
an enterprise are constructed that correspond to the absence of innovation potential, product innovation potential, 
process innovation potential, mixed innovation potential and the case of full implementation of innovation 
potential. A variant of scenarios for the development of an enterprise is presented, in which the innovative 
potential is introduced from the very beginning, and a variant of scenarios for the development of an enterprise, in 
which the innovative potential is introduced from a certain point in time. 
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Введение 
Важнейшим приоритетным направлением развития национальной экономики является инновационная 

трансформация ее производственных предприятий [1]. 
Ресурсные, цифровые, финансовые, кадровые, научные, патентные и лицензионные компоненты 

инновационной трансформации предприятия образуют его инновационный потенциал. 
Он образует технологическую основу инновационной деятельности предприятия, выпускающего но-

вые виды продукции и осваивающие новые методы их производства, и существенно влияет на сценарии 
его динамического развития [2–7]. 

Технологические инновации предприятия представляют собой результаты его инновационной дея-
тельности, которая обеспечивает внедрение в производство [8–18]: 

 комплексной автоматизации технологических процессов производства;  
 новых материалов;  
 высококвалифицированного персонала; 
 робототехники, манипуляторов и гибких производственных систем;  
 элементов искусственного интеллекта; 
 промышленного интернета вещей; 
 цифровых технологий и т. д.  
С помощью технологических инноваций инновационный потенциал предприятия может быть реали-

зован либо в виде принципиально нового выпускаемого продукта, либо в виде нового бизнес-процесса 
или способа производства.  

В первом случае технологическая инновация является продуктовой инновацией, выводящей на рынок 
нового товара, либо значительное усовершенствование существующих товаров. 

Во втором случае технологическая инновация представляется в виде процессной инновации, внедря-
ющей новый или значительно улучшенный производственный способ производства продукции. 

Очевидно, что на практике возможно сочетание таких вариантов применения инновационного потен-
циала, при которых продуктовые инновации и процессные инновации реализуются одновременно, гене-
рируя и новый продукт, и новый процесс производства [19–24]. 

Различные способы применения инновационного потенциала могут формировать различные сце-
нарии развития предприятия. 

Применение определенных инновационных технологий в производстве способно существенно 
повысить выручку предприятия, выпуская большее количество изделий той же номенклатуры. 

Используя другие инновационные технологии, предприятие может увеличить свою выручку, вы-
пуская то же число изделий, но более высокого качества и более высокой цене. 

Наконец, продвинутые инновационные технологии могут помочь предприятию решить одновре-
менно обе вышеуказанные задачи, и выпускать большее число новых качественных и более дорогих 
изделий [25–29]. 

Таким образом, математическое моделирование подобных сценариев является актуальной зада-
чей современной экономической теории, успешное решение которой может помочь экономическим 
системам и предприятиям правильно выбирать свой инновационный вектор развития, эффективно 
управляя инновационными процессами и инновационным потенциалом.  

Целью предлагаемой работы является построение математической модели формирования и 
функционирования инновационного потенциала и его применения для разработки сценариев разви-
тия предприятия. 

 

1. Постановка задачи 
Выпуск готовой продукции производственного предприятия обеспечивается ресурсами в виде основ-

ного и оборотного капиталов, привлекаемых трудовых ресурсов, используемых материалов, технологий 
и т. д. Ограничимся здесь однофакторной моделью, согласно которой все вышеперечисленные факторы 
производства представляются в денежном выражении и сведены в один общий ресурс объемом Q . 

Переменная величина объема этого фактора производства предполагается непрерывной, непрерывно 
дифференцируемой и ограниченной на числовой полуоси ( )0 t≤ < ∞  функцией ( )Q Q t= . Единицей 

измерения непрерывного аргумента времени t  служит соответствующий обстоятельствам рыночный пе-
риод (месяц, квартал, год). 
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Рассматриваемое предприятие, внедряет в структуру своего производства определенные техноло-
гические инновации, совокупность которых образует инновационный потенциал предприятия U , 
модернизирующий его производственные мощности и трансформирующий его бизнес-процессы.  

Переменная величина объема этого инновационного потенциала также предполагается непрерыв-
ной, непрерывно дифференцируемой и ограниченной на числовой полуоси ( )0 t≤ < ∞  функцией 

( )U U t= . 

Объем инновационного потенциала U  представляются в денежном выражении и формируется из 
определенной части выручки предприятия по решению руководства. 

Технологические инновации потенциала ( )U t  трансформируют производственные мощности 

предприятия и его бизнес-процессы, непрерывно изменяя значения экономических показателей.  
Поэтому объемы выручки предприятия следует описывать определенными вариантами однофактор-

ных производственных функций Кобба–Дугласа, соответствующими различным сценариям трансформа-
ции производственных мощностей 
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Здесь объем выручки ( )N
V t  – соответствует варианту, при котором внедрения технологических 

инноваций не вообще происходит, объем выручки ( )P
V t  – соответствует варианту, при котором в 

производство внедряются продуктовые технологические инновации, объем выручки ( )B
V t  соответ-

ствует варианту, при котором в производство внедряются процессные технологические инновации, 

объем выручки ( )S
V t  – соответствует варианту, при котором в производство одновременно внедря-

ются как продуктовые так и процессные технологические инновации, объем выручки ( )FV t  – соот-

ветствует варианту, при котором все технологические инновации были полностью внедрены с самого 
начала. 

Введем общие обозначения функций выручки, производственных факторов и инновационных по-
тенциалов для различных сценариев инновационной трансформации предприятия 

( ) ( ) ( ), ,
Z Z Z

V t Q t U t , где индекс Z  принимает последовательно значения ( ), , , ,Z N P B S F= . 

Области изменений функций ( )Z Z
Q Q t=  и функций потенциалов ( )Z Z

U U t=  имеют вид 

( )0
Z Z ZQ Q t Q

∞< < . 

( )0
Z Z Z

U U t U
∞< < . 

Здесь ( )0 0Z ZQ Q=  – известные заданные начальные значения факторов производства 

( )Z ZQ Q t= , ( )lim
Z Z

t
Q Q t∞

→∞
=  – их предельные значения, которые подлежат вычислению, 

( )0 0Z ZU U=  – заданные начальные значения инновационных потенциалов, ( )lim
Z Z

t
U U t

∞

→∞
=  – их 

предельные значения, которые подлежат вычислению, показатели степени 
0 ,a a∞

 – представляют со-

бой начальную и предельную эластичности выпусков продукции по ресурсам ( )ZQ t , 
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( )00 1a a∞≤ < ≤ , коэффициенты 0 ,P P∞
 – представляют собой начальную и предельную стоимости 

продукции произведенной на единичные объемы ресурсов ( )ZQ t , ( )0P P∞< . 

Выражения для производственных функций (1.1) описывает плавный переход от начальной про-

изводственной функции 0
0

a

N NV P Q= ⋅ , соответствующей полному отсутствию объема инновацион-

ного потенциала ( )( )0
N

U t ≡ , до предельной производственной функции a

F FV P Q ∞

∞= ⋅ , соответ-

ствующей предельному значению объема инновационного потенциала ( )( )F
U t U∞≡ . 

 

2. Модели вариантов развития предприятия, учитывающие динамику его инновацион-
ного потенциала 

Для оценки динамики вариантов сценариев развития рассматриваемого предприятия необходимо 
составить уравнения балансов для объемов фактора производства ( )Z

Q t  и инновационного потен-

циала ( )Z
U t .  

Рассмотрим некоторый малый отрезок времени [ ],t t t+ ∆ . Приращения объемов ресурса 

( ) ( )Z Z Z
Q Q t t Q t∆ = + ∆ −  и инновационного потенциала ( ) ( )Z Z Z

U U t t U t∆ = + ∆ −  за время 

t∆  могут быть представлены в виде 
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Здесь ( ) ( ),A A

Z ZQ t U t∆ ∆  – частичные амортизации факторов производства ( )ZQ t  и инноваци-

онных потенциалов ( )ZU t  за время t∆ , ( ) ( ),I I

Z ZQ t U t∆ ∆  – частичные восстановления факторов 

производства ( )ZQ t  и инновационных потенциалов ( )ZU t  за счет внутренних инвестиций за вре-

мя t∆ . 

Приращения частичных амортизаций ( ) ( ),A A
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

,

.

A

Z Q Z

A

Z U Z

Q t A Q t t

U t H t A U t t

∆ = − ⋅ ⋅ ∆


∆ = − ⋅ ⋅ ⋅ ∆

                                    (1.3) 

Приращения частичных восстановлений фактора производства ( )ZQ t  и инновационного потен-

циала ( )ZU t  за счет внутренних инвестиций за время t∆  можно определить соотношениями 
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навливающие ресурс ( )Z
Q t  и инновационного потенциала ( )ZU t  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

,

,

Q

Z Q Z

U

Z U Z

I t B V t

I t H t B V t

 = ⋅


= ⋅ ⋅

                                           (1.5) 

,
Q U

B B  – нормы накопления внутренних инвестиций для факторов производства ( )Z
Q t  и инно-

вационных потенциалов ( )Z
U t , ( )H t  – функция, описывающая особенности формирования ин-

новационного потенциала. 
Подстановка формул (1.1), (1.3) – (1.5) в уравнения (1.2) дает 
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( )

( )

,

.

Q Q Z

U U Z

Q A Q B V t

U H A U B V t

∆ = − ⋅ + ⋅ ⋅ ∆


∆ = ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ ∆

                                   (1.6) 

Предельный переход в соотношениях (1.6) при условии 0t∆ → , приводит к системе связанных 
нелинейных дифференциальных уравнений 

( )

,

.

Q Q Z

U U Z

dQ
A Q B V

dt

dU
H A U B V

dt


= − ⋅ + ⋅


 = ⋅ − ⋅ + ⋅


                                          (1.7) 

Начальные условия для системы уравнений (1.7) имеют вид 

( )

( )

0

0

0

0

0 ,

0 .

Z Z Zt

Z Z Zt

Q Q Q

U U U

=

=

 = =


= =

                                                 (1.8) 

Решение системы уравнений (1.6) существенным образом зависит от вида функции ( )H t , которая 

задает особенности формирования инновационного потенциала. Если эта функция принимает значения 
близкие к нулю, то система уравнений (1.6) будет описывать начальный вариант развития предприятия, 
при котором отсутствует любое внедрение в структуру производства любых технологических инно-
ваций. Если функция ( )H t  принимает значения близкие к единице, то система уравнений (1.6) будет 

описывать вариант развития предприятия, при котором все технологические инновации практически 
внедряются в структуру производства с самого начала. Все остальные варианты развития предприя-
тия, соответствующие поэтапному внедрению в производство технологических инноваций, будут соот-
ветствовать изменениям значений функции ( )H t  от нуля до единицы. 

Сроки начала и конца процесса внедрения инноваций устанавливается руководством пред-
приятия.  

Если процесс внедрения инноваций выполняется строго на отрезке времени [ ],C Ct tσ σ− + , то 

в качестве функции ( )H t  следует выбрать кусочно-линейную функцию [29]. 

( )

0, ,

, ,
2

1, .

C

C
C C

C

t t

t t
H t t t t

t t

σ

σ
σ σ

σ
σ

< −


− +
= − ≤ ≤ +

⋅
> +

.                                    (1.9) 

Следует отметить, что в центре отрезка [ ],C Ct tσ σ− +  при 
C

t t=  функция (1.9) принимает 

значение ( )
1

2C
H t = . 

Если на предприятии до момента времени 
C

t σ−  уже имели место элементы внедрения инно-

ваций, а после момента времени 
C

t σ+  еще оставались фрагменты производства не подвержен-

ные инновациям, то в этом случае качестве функции ( )H t  следует выбрать логистическую 

функцию, являющуюся решением дифференциального уравнения [30].  

( )
( ) ( )( )

2
1

dH t
H t H t

dt σ
= ⋅ ⋅ − ,                                       (1.10) 

с начальным условием 

( )
1

2C
Ct t

H H t
=

= = .                                                  (1.11) 

Решение задачи Коши (1.10), (1.11) имеет вид 
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( )
exp 2

exp 2 1

C

C

t t

H t
t t

σ

σ

− 
⋅ 

 =
− 

⋅ + 
 

.                                               (1.12) 

На рисунке 1 представлены графики функции ( )H t , построенные по формулам (1.9) и (1.12). 

 
Рисунок 1 – Графики функции ( )H t , построенные по формулам (1.9) и (1.12)  

Figure 1 – Graphs of the function ( )H t  constructed by formulas (1.9) and (1.12) 

 

Расчетные значения: 6Ct = ; 1σ = . Штриховая линия соответствует формуле (1.9), сплошная 

линия соответствует формуле (1.12). 
Структура уравнений системы (1.7) показывает, что предприятие будет поступательно разви-

ваться до тех пор, пока объем внутренних инвестиций будет превосходить амортизационные от-
числения. Процесс развития предприятия выйдет на свою предельную мощность, как только 
значения этих объемов сравняются. При этом объемы инновационных потенциалов достигнут 
своих предельных значений.  

Таким образом, предельные значения 
Z

Q
∞  объемов производственных факторов ( )Z

Q t  нахо-

дятся из уравнений 
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( ) ( )
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                                   (1.13) 

и равны 
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1 1

1 1
0
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   ⋅ ⋅ = =       
   


   ⋅ ⋅

= =       
    

  ⋅
 = =     


                                                  (1.14) 

( )H t
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0
0

t
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Предельные значения 
ZU
∞  объемов инновационных потенциалов ( )ZU t  находятся из уравне-

ний 

( ) ( )

( ) ( )
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,
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

                       (1.15) 

и равны 
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
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    ⋅ ⋅⋅ ⋅ = ⋅ = = ⋅          

  (1.16) 

Рассмотрим различные численные реализации построенных моделей внедрения технологических 

инноваций для объемов инновационных потенциалов ( )N
U t , ( )P

U t , ( )BU t , ( )S
U t , ( )F

U t , объе-

мов производственных факторов ( )N
Q t , ( )P

Q t , ( )B
Q t , ( )S

Q t , ( )F
Q t  и объемов выручки ( )N

V t , 

( )P
V t , ( )B

V t , ( )S
V t , ( )F

V t . Ограничимся здесь вариантом, при котором все технологические ин-

новации практически внедряются в структуру производства с самого начала ( ) 1H t ≡ , и вариан-

том, при котором все технологические инновации внедряются в структуру производства во вре-
менном интервале ( )C Ct t tσ σ− ≤ ≤ + , а функция ( )H t  описывается формулой (1.12). 

 
Рисунок 2 – Сравнение графиков функций объемов инновационных потенциалов ( )ZU t , по-

строенных по численным решениям задач Коши (1.7), (1.8) и формул (1.14) и (1.16), для слу-
чая при котором все технологические инновации практически внедряются в структуру произ-
водства с самого начала ( ) 1H t ≡  

Figure 2 – Comparison of graphs of the volume functions of innovative potentials ( )ZU t constructed 

from numerical solutions of Cauchy problems (1.7), (1.8) and formulas (1.14) and (1.16), for the case in 
which all technological innovations are practically introduced into the production structure from the very 
beginning ( ) 1H t ≡  

 
На рисунке 2 представлено сравнение графиков функций объемов инновационных потенциалов 

( )ZU t , построенных по численным решениям задач Коши (1.7), (1.8) и формул (1.14) и (1.16), 
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для случая при котором все технологические инновации практически внедряются в структуру 
производства с самого начала ( ) 1H t ≡ . 

На рисунке 3 представлено сравнение графиков функций объемов производственных факторов 

( )ZQ t , построенных по численным решениям задач Коши (1.7), (1.8) и формул (1.14) и (1.16), 

для случая при котором все технологические инновации практически внедряются в структуру 
производства с самого начала ( ) 1H t ≡ . 

 
Рисунок 3 – Сравнение графиков функций объемов производственных факторов ( )Z

Q t , постро-
енных по численным решениям задач Коши (1.7), (1.8) и формул (1.14) и (1.16), для случая 
при котором все технологические инновации практически внедряются в структуру производ-
ства с самого начала ( ) 1H t ≡  

Figure 3 – Comparison of graphs of production factors ( )Z
Q t  volume functions based on numerical 

solutions of Cauchy problems (1.7), (1.8) and formulas (1.14) and (1.16), for the case in which all 
technological innovations are practically introduced into the production structure from the very be-
ginning ( ) 1H t ≡  

 
Рисунок 4 – Сравнение графиков функций объемов производственных факторов ( )Z

V t , постро-
енных по численным решениям задач Коши (1.7), (1.8) и формул (1.1), (1.14) и (1.16), для слу-
чая при котором все технологические инновации практически внедряются в структуру произ-
водства с самого начала ( ) 1H t ≡  

Figure 4 – Comparison of graphs of production factors ( )Z
V t  volume functions based on numerical solutions 

of Cauchy problems (1.7), (1.8) and formulas (1.1), (1.14) and (1.16), for the case in which all technological 
innovations are practically introduced into the production structure from the very beginning ( ) 1H t ≡  
 
На рисунке 4 представлено сравнение графиков функций объемов выручки ( )ZV t , построенных 

по численным решениям задач Коши (1.7), (1.8) и формул (1.1), (1.14) и (1.16), для случая при 
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котором все технологические инновации практически внедряются в структуру производства с 
самого начала ( ) 1H t ≡ . 

 
 

Рисунок 5 – Сравнение графиков функций объемов инновационных потенциалов ( )ZU t , построен-

ных по численным решениям задач Коши (1.7), (1.8) и формул (1.14) и (1.16), для случая при ко-
тором все технологические инновации практически внедряются в структуру производства во 
временном интервале ( )C Ct t tσ σ− ≤ ≤ + . Функция ( )H t  задается формулой (1.12) с параметра-

ми 4
C

t = ; 0,5σ =  

Figure 5 – Comparison of graphs of the volume functions of innovative potentials ( )ZU t constructed from 

numerical solutions of Cauchy problems (1.7), (1.8) and formulas (1.14) and (1.16), for the case in which all 
technological innovations are practically introduced into the production structure in a time interval

( )C C
t t tσ σ− ≤ ≤ + . The function ( )H t  is given by the formula (1.12) with parameters: 4Ct = ; 0,5σ =  

 
Рисунок 6 – Сравнение графиков функций объемов производственных факторов ( )Z

Q t , постро-

енных по численным решениям задач Коши (1.7), (1.8) и формул (1.14) и (1.16), для случая 
при котором все технологические инновации практически внедряются в структуру производ-
ства во временном интервале ( )C Ct t tσ σ− ≤ ≤ + . Функция ( )H t  задается формулой (1.12) с 

параметрами 4
C

t = ; 0,5σ =  

Figure 6 – Comparison of graphs of production factors ( )Z
Q t volume functions based on numerical solu-

tions of Cauchy problems (1.7), (1.8) and formulas (1.14) and (1.16), for the case in which all technologi-
cal innovations are practically introduced into the production structure in a time interval 
( )C Ct t tσ σ− ≤ ≤ + . The function ( )H t is given by the formula (1.12) with parameters: 4

C
t = ; 

0,5σ =   
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На рисунке 5 представлено сравнение графиков функций объемов инновационных потенциалов 

( )ZU t , построенных по численным решениям задач Коши (1.7), (1.8) и формул (1.14) и (1.16), для 

случая при котором все технологические инновации практически внедряются в структуру производ-
ства во временном интервале ( )C Ct t tσ σ− ≤ ≤ + , а функция ( )H t  описывается формулой (1.12). 

На рисунке 6 представлено сравнение графиков функций объемов производственных факторов 

( )ZQ t , построенных по численным решениям задач Коши (1.7), (1.8) и формул (1.14) и (1.16), для 

случая при котором все технологические инновации практически внедряются в структуру производ-
ства во временном интервале ( )C Ct t tσ σ− ≤ ≤ + , а функция ( )H t  описывается формулой (1.12). 

На рисунке 7 представлено сравнение графиков функций объемов выручки ( )ZV t , построенных по 

численным решениям задач Коши (1.7), (1.8) и формул (1.1), (1.14) и (1.16), для случая при котором 
все технологические инновации практически внедряются в структуру производства во временном 
интервале ( )C Ct t tσ σ− ≤ ≤ + , а функция ( )H t  описывается формулой (1.12) 

При выполнении численных расчетов и построении графиков функций на рисунках 2 – 7 были 
использованы значения: 0,1
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Рисунок 7 – Сравнение графиков функций объемов производственных факторов ( )ZV t , постро-

енных по численным решениям задач Коши (1.7), (1.8) и формул (1.1), (1.14) и (1.16), для слу-
чая при котором все технологические инновации практически внедряются в структуру произ-
водства во временном интервале ( )C Ct t tσ σ− ≤ ≤ + . Функция ( )H t  задается формулой 

(1.12) с параметрами 4
C

t = ; 0,5σ =  

Figure 7 – Comparison of graphs of production factors ( )ZV t  volume functions based on numerical solu-

tions of Cauchy problems (1.7), (1.8) and formulas (1.1), (1.14) and (1.16), for the case in which all tech-
nological innovations are practically introduced into the production structure in a time interval 

( )C Ct t tσ σ− ≤ ≤ + . The function is given by the formula (1.12) with parameters: 4
C

t = ; 0,5σ =  

 
Заключение. 
1. Разработаны экономико-математические модели предприятия, описывающие влияние его 

инновационного потенциала на динамику роста выручки и ресурсов. 
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2. Модели представляют собой систему дифференциальных уравнений относительно ресур-
сов предприятия и функции его инновационного потенциала. 

3. Рассмотрены три случая формирования инновационного потенциала предприятия из внед-
ряемых в производство продуктовых технологических инноваций, процессных технологических 
инноваций и смешанных технологических инноваций. 

4. Построены сценарии развития предприятия, соответствующие отсутствию инновационного 
потенциала, продуктовому инновационному потенциалу, процессному инновационному потен-
циалу, смешанному инновационному потенциалу и случаю полной реализации инновационного 
потенциала. 

5. Представлены вариант сценариев развития предприятия, при котором инновационный по-
тенциал внедряется с самого начала, и вариант сценариев развития предприятия, при котором 
инновационный потенциал внедряется с некоторого момента времени. 
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