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ПАМЯТИ ВЛАДИМИРА ИВАНОВИЧА АСТАФЬЕВА
(30.11.1948–08.02.2024)

АННОТАЦИЯ
Статья посвящена памяти доктора физико-математических наук, профессора, заслуженного

деятеля науки РФ Владимира Ивановича Астафьева, профессиональная деятельность которого
более 35 лет связана с Самарским университетом. Научная, педагогическая и организаторская
деятельность В.И. Астафьева во многом определяла и будет определять образовательную деятельность
и научные направления, развиваемые на механико-математическом факультете. Его безграничная
преданность университету, широкое и глубокое образование, высокая математическая культура
позволили В.И. Астафьеву воспитать целую плеяду ученых и профессоров, работающих сейчас в
университете.

Цитирование. Степанова Л.В., Осипов М.Н., Федина М.Е., Воропаева Н.В., Крутов А.Н.,
Бондаренко В.В. Памяти Владимира Ивановича Астафьева (30.11.1948 – 08.02.2024) // Вестник
Самарского университета. Естественнонаучная серия / Vestnik of Samara University. Natural Science
Series. 2024. Т. 30, № 1. С. 7–22. DOI: http://doi.org/10.18287/2541-7525-2024-30-1-7-22.

Информация о конфликте интересов: авторы и рецензенты заявляют об отсутствии конфликта
интересов.
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c⃝ Степанова Л.В., Осипов М.Н., Федина М.Е., Воропаева Н.В., Крутов А.Н., 2024
Лариса Валентиновна Степанова — доктор физико-математических наук, заведующий кафедрой
математического моделирования в механике, Самарский национальный исследовательский университет
имени академика С.П. Королева, 443086, Российская Федерация, г. Самара, Московское шоссе, 34.
Михаил Николаевич Осипов — кандидат физико-математических наук, заведующий кафедрой
безопасности информационных систем, Самарский национальный исследовательский университет
имени академика С.П. Королева, 443086, Российская Федерация, г. Самара, Московское шоссе, 34.
Мария Ефимовна Федина — кандидат физико-математических наук, доцент кафедры безопасности
информационных систем, Самарский национальный исследовательский университет имени академика
С.П. Королева, 443086, Российская Федерация, г. Самара, Московское шоссе, 34.
Наталия Владимировна Воропаева — кандидат физико-математических наук, доцент кафедры
дифференциальных уравнений и теории управления, Самарский национальный исследовательский
университет имени академика С.П. Королева, 443086, Российская Федерация, г. Самара, Московское
шоссе, 34.
Алексей Николаевич Крутов — кандидат физико-математических наук, доцент кафедры безопасности
информационных систем, Самарский национальный исследовательский университет имени академика
С.П. Королева, 443086, Российская Федерация, г. Самара, Московское шоссе, 34.
Владимир Владимирович Бондаренко — доцент кафедры безопасности информационных систем,
Самарский национальный исследовательский университет имени академика С.П. Королева, 443086,
Российская Федерация, г. Самара, Московское шоссе, 34.

Астафьев Владимир Иванович родился 30 ноября 1948 года в поселке Важская Запань
Вельского района Архангельской области. После окончания школы решил поступить в МГУ
имени М.В. Ломоносова на физический факультет. Но в поступлении было отказано из-за плохого
зрения, поэтому подал документы на механико-математический. В 1966 году поступил и в 1972



Вестник Самарского университета. Естественнонаучная серия. 2024. Том 30, №1. С. 7–22
Vestnik of Samara University. Natural Science Series. 2024, vol. 30, no. 1, pp. 7–22 9

году закончил механико-математический факультет Московского государственного университета
имени М.В. Ломоносова, в 1975 году поступил в аспирантуру того же факультета по кафедре теории
пластичности отделения механики. С 1975 по 2010 гг. работал в Куйбышевском (затем Самарском)
государственном университете: ассистентом, старшим преподавателем, доцентом, заведующим кафедрой,
проректором по научной работе, деканом. Ученая степень кандидата физико-математических наук
присуждена в 1977 году, тема кандидатской диссертации «Применение смешанной формы метода
конечных элементов к расчету на изгиб перфорированных пластин с учетом физической нелинейности»,
научный руководитель — проф. С.А. Шестериков. Ученое звание доцента присвоено в 1982 году.
В 1987 году защитил диссертацию «Разрушение металлов в условиях ползучести» на соискание
степени доктора физико-математических наук. В период 1987–2002 гг. — профессор и заведующий
кафедрой механики деформируемого твердого тела, с 1994 по 2000 гг. — проректор по научной работе
Самарского государственного университета. С 2000 г. по 2010 г. Владимир Иванович являлся деканом
механико-математического факультета. В период 2002–2010 гг. — профессор и заведующий кафедрой
безопасности информационных систем СамГУ. Имеет почетное звание «Заслуженный деятель науки
Российской Федерации». С 2010 по 2023 гг. — профессор кафедры разработки и эксплуатации нефтяных
и газовых месторождений Самарского государственного технического университета и профессор
кафедры сопротивления материалов Самарского национального исследовательского университета имени
академика С.П. Королева.

Рис. 1. Владимир Астафьев. 1967 г.
Fig. 1. Vladimir Astafyev. 1967

Область научных интересов: механика неупругого деформирования (пластичность, ползучесть),
механика накопления поврежденности и разрушения, подземная гидромеханика, задачи фильтрации
нелинейной жидкости.

Научная деятельность: член международного научного общества ESIS (European Structural
Integrity Society), член международного научного общества EUROMECH (European Mechanics Society),
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Рис. 2. В строительном отряде, 1967 г.
Fig. 2. In the construction brigade, 1967

Рис. 3. Красноярск, 1969 г.
Fig. 3. Krasnoyarsk, 1969
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член международного научного общества EAGE (European Association of Geoscientists and Engineers),
имеет более 200 публикаций, в т. ч. 4 монографии, 10 учебно-методических пособий, 2 авторских
свидетельства.

За этими скупыми сведениями стоят жизнь и судьба человека и ученого, неразрывно связанного с
Куйбышевским государственным, а потом Самарским государственным университетом на протяжении
35 лет. Сам Владимир Иванович Астафьев называл этот период жизни самарским, когда он, выпускник
аспирантуры Московского государственного университета им. М.В. Ломоносова, по приглашению
д.ф.-м.н., проф., ректора Куйбышевского государственного университета (1973–1977 гг.) С.И. Мешкова
пришел на кафедру механики деформируемого твердого тела. С 1 декабря 1975 года начинается научная,
педагогическая и общественная деятельность В.И. Астафьева сначала в Куйбышевском государственном
университете, а потом, после переименования города, в Самарском государственном университете, в
котором он прошел весь путь от ассистента кафедры до проректора по научно-исследовательской работе
университета. В 1977 году В.И. Астафьев защищает диссертацию на соискание степени кандидата
физико-математических наук по теме «Применение смешанной формы метода конечных элементов к
расчету на изгиб перфорированных пластин с учетом физической нелинейности». Следует обратить
внимание на применение метода конечных элементов в диссертации уже далекого от нас 1977 года,
а кандидатская диссертация готовилась в период 1972–1975 гг., когда только зарождались современные
расчетные комплексы, реализующие метод конечного элемента, ставший распространенным рабочим
инструментом моделирования в механике только два десятилетия спустя. Более того, диссертационное
исследование было посвящено изучению изгиба перфорированных пластин с учетом физической
нелинейности, что представляет собой актуальную задачу и в настоящее время, поскольку сложные
нелинейные определяющие соотношения, описывающие поведение деформируемых твердых тел, поныне
являются предметом интенсивного научного поиска.

В это же время регистрируются два авторских свидетельства, остающихся современными в наши
дни: 1) авторское свидетельство № 446084 A1 СССР, МПК G06J 3/00. Преобразователь дискретной
и аналоговой информации в световой поток: № 1893235/18-24: заявл. 13.03.1973: опубл. 05.10.1974 /
В.И. Астафьев, И.П. Гамкрелидзе, П.Я. Даниленко, Э.С. Тодрия и 2) авторское свидетельство № 489041
A1 СССР, МПК G01P 21/00. Устройство для тарировки приборов приемника воздушного давления на
мерной базе: № 2037754: заявл. 05.05.1974: опубл. 25.10.1975 / В.И. Астафьев, В.Я. Декуш.

С 1978 по 1987 гг. В.И. Астафьев работает над своей докторской диссертацией, открывая
тем самым новое научное направление, нацеленное на математическое моделирование и анализ
процессов роста трещины в условиях ползучести. Анализ влияния процесса накопления повреждений
у вершины трещины и сейчас является одним из основных направлений научных исследований
кафедры математического моделирования в механике Самарского университета. Данное направление
является развитием и обобщением идей, предложенных школой академика Ю.Н. Работнова и
член-корр. С.А. Шестерикова в Московском государственном университете им. М.В. Ломоносова.
Основное внимание уделяется анализу зоны у вершины трещины, в которой возникают пластические
деформации и деформации ползучести с позиций механики поврежденности. Подробно исследованы
критерии разрушения при ползучести. Сформулирован диссипативный критерий разрушения для
металлов, проявляющих механизм хрупкого разрушения при ползучести, предложена методика
определения критериальных параметров, представлены их значения и кривые ползучести для ряда
металлов. С 1978 по 2005 гг. В.И. Астафьев со своими учениками предложил математические
модели для нестационарного поля напряжений у вершины трещины в условиях ползучести с
привлечением параметра поврежденности материала с учетом перераспределения напряжений от
исходного упругого состояния до режима установившейся ползучести. В.И. Астафьевым в 1986 году
предложен тензорный параметр поврежденности, связанный с изменением площади элементарной
площадки в процессе роста дефектов. В.И. Астафьев показал, что использование тензорной меры
поврежденности позволяет качественно правильно описать процесс развития поврежденности в теле, а
именно процесс развития пор и их слияние, образование микротрещины, расположенной на площадках,
ортогональных направлению максимального главного напряжения. В.И. Астафьевым установлены
важные закономерности подрастания трещин в режиме ползучести. Руководствуясь энергетическим
критерием разрушения, он установил, что «эффективная» энергия формоизменения с учетом накопления
поврежденности в момент разрушения принимает свое предельное значение. Им описаны неустойчивый
рост трещины при достижении С*-интегралом своего критического значения, неподвижность трещины
в течение некоторого времени с последующим переходом либо к процессу неустойчивого роста, либо к
стадии медленного докритического подрастания вплоть до достижения трещиной ее критической длины,
мгновенное подрастание трещины при увеличении нагрузки и ее остановка на некоторое время после
уменьшения нагрузки.
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Большой цикл работ и исследования, выполненные в данное время, завершились написанием
докторской диссертации, перечисление официальных оппонентов которой вызывает восхищение.
Официальными оппонентами диссертации на соискание степени доктора физико-математических наук
В.И. Астафьева были д.ф.-м.н. Г.П. Черепанов, д.ф.-м.н. О.В. Соснин и д.ф.-м.н. Д.Д. Ивлев.
Дюис Данилович Ивлев — выдающийся советский и российский ученый в области механики
деформируемого твердого тела, доктор физико-математических наук, заслуженный деятель науки
Российской Федерации, работы которого в теории пластичности стали фундаментальным вкладом в
механику деформируемого твердого тела. Олег Васильевич Соснин – российский механик, доктор
физико-математических наук, заслуженный деятель науки Российской Федерации, которым разработаны
и экспериментально обоснованы математическая теория ползучести и ее приложения. Геннадий
Петрович Черепанов — советский и американский ученый, занимавшийся вопросами механики
разрушения, доктор физико-математических наук, профессор, почетный академик Нью-Йоркской
Академии наук, почетный член Международного конгресса по разрушению, автор более чем трехсот
работ по механике разрушения, прикладной математики и физики, механики и физики твердого
тела. В честь Г.П. Черепанова назван инвариантный (не зависящий от пути) интеграл Эшелби —
Черепанова — Райса, известный как J-интеграл и Г-интеграл.

По воспоминаниям самого В.И. Астафьева, ему запомнилось участие в работе II Всесоюзной
конференции «Ползучесть в конструкциях» (Новосибирск, 1984 г.), где впервые из уст
Ю.В. Немировского прозвучало, что работу можно представлять как докторскую. Юрий Владимирович
Немировский — доктор физико-математических наук, профессор, главный научный сотрудник
лаборатории «Физика быстропротекающих процессов» Института теоретической и прикладной
механики им. С. А. Христановича Сибирского отделения РАН, г. Новосибирск; профессор кафедры
«Прочность летательных аппаратов» Новосибирского государственного технического университета
(НГТУ). Знаковым для В.И. Астафьева стало участие в работе VI Всесоюзного съезда по теоретической
и прикладной механике (Ташкент, 1986 г.), где определился один из оппонентов — Г.П. Черепанов, и
представление диссертации к защите в Новосибирске (1987), а именно доклад на семинаре в Институте
горного дела СО АН СССР (рук. семинара — д.ф.-м.н. Е.И. Шемякин), на семинаре в ИТПМ
СО АН СССР (Ю.В. Немировский) и на семинаре в ИГ СО АН СССР (О.В. Соснин). В итоге
работа была принята к защите и (с некоторыми проблемами) единогласно защищена. В день защиты
официальный оппонент О.В. Соснин был госпитализирован из-за проблемы с сердцем и пришлось
ехать в кардиологию и упрашивать главврача отпустить Олега Васильевича хотя бы на час, чтобы
в явочном листе были отмечены его явка как члена совета и его выступление как оппонента. После
защиты докторской диссертации В.И. Астафьев с 1988 по 1993 гг. работает заведующим кафедрой
механики деформируемого твердого тела и активно продолжает исследования в области взаимного
воздействия поля повреждений и эволюции напряженно-деформированного состояния вблизи вершины
трещины в режиме установившейся ползучести.

Совместно с В.А. Пастуховым проведен критический анализ как экспериментальных, так и
теоретических данных о скорости роста трещины предкритической ползучести, который позволяет
описать процесс. Представлена модель трещины отрыва (трещины типа I) в упругом нелинейно-вязком
материале, основанная на применении скалярного параметра повреждения, имеющего соответствующие
кинетические уравнения. Предполагалось, что длина трещины непрерывно растет из-за того, что
параметр поврежденности (сплошности) достигает своей критической величины в зоне предварительного
разрушения вблизи вершины трещины. Поле напряжений вблизи вершины трещины характеризуется
асимптотикой установившейся ползучести, в то время как в областях за пределами этой области
используется асимптотика упругого решения. Также совместно с В.А. Пастуховым представлена
модель, позволяющая описать широкий спектр явлений, связанных с ростом трещины в режиме
ползучести, которые наблюдались экспериментально. Впервые была получена двухпараметрическая
зависимость для скорости роста трещины в условиях ползучести и описано изменение управляющего
параметра. Представлен структурный параметр, характеризующий способность материала противостоять
развитию крупных трещин в условиях высокотемпературной ползучести. В.И. Астафьевым
совместно с Т.В. Григоровой и В.А. Пастуховым определены асимптотические поля напряжений
и повреждений вблизи вершины растущей трещины в материале, поврежденном ползучестью, с
помощью определяющего уравнения Работнова — Хейхерста — Леки. Было показано, что вблизи
вершины растущей трещины суммарное напряжение σ/ψ ограничено, напряжение σ и сплошность ψ
падают до нуля у вершины трещины. Асимптотические поля напряжений и повреждений полностью
определяются текущей скоростью роста трещины, не зависимым от траектории интегралом теории
стационарной ползучести, константами материала ползучести и повреждения. Реальную скорость роста
трещины можно оценить, сравнив поля вблизи и на удалении от вершины трещины. Количественно
выведенный механизм роста трещин объясняет особенности процесса в нержавеющей стали.
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Полученные решения данного класса стали основой диссертации на соискание степени кандидата
физико-математических наук В.А. Пастухова «Модель роста трещины в условиях ползучести»
(1987 г.). Впоследствии были рассмотрены задачи отыскания асимптотического решения вблизи
вершины трещины в среде с поврежденностью. Решение задачи моделирования роста трещины
антиплоского (продольного) сдвига в связанной постановке (когда параметр поврежденности входит в
конституциональные уравнения) для случая ползучести с учетом накопления повреждений позволяет
сформулировать следующие выводы. Во-первых, в близлежащей окрестности дефекта не формируется
классическое поле напряжений, обладающее сингулярностью, типичное для теории трещин, в ближайшей
окрестности вершины трещины: эквивалентные напряжения σ/ψ в непосредственной близости вершины
трещины являются ограниченными функциями, в то время как сами компоненты напряжений σij и
функция сплошности ψ по линейному закону убывают до нуля у вершины трещины, что полностью
согласуется с результатами, полученными посредством конечно-элементного анализа для трещин отрыва.
Во-вторых, продемонстрировано, что свободные от поверхностных усилий берега трещины (φ = ±π)
примыкают вблизи вершины трещины к области полностью разрушенного (поврежденного) материала
(π/2 < φ < π), в которой выполняются равенства σij = 0 и ψ = 0 (т. е. материал не несет нагрузки).
В-третьих, искомая скорость роста трещины в связанной формулировке задачи является ее внутренним
параметром и находится в ходе решения задачи. Результирующий закон роста трещин качественно
отражает особенности этого процесса в коррозионно-стойких сталях при постоянной нагрузке. Наконец,
в-четвертых, в результате связанной постановки задачи сингулярность вершины трещины исчезает, и
это приводит к относительно более низким значениям скорости роста трещины. Именно полученные
результаты дали возможность В.И. Астафьеву и коллективу кафедры механики деформируемого
твердого тела выиграть гранты Российского фонда фундаментальных исследований (проект 93-01-17652
«Механика разрушения при влиянии различных сред с учетом эффектов накопления поврежденности»).
В работе В.И. Астафьева и Т.В. Григоровой «Распределение напряжений и поврежденности у вершины
растущей в процессе ползучести трещины» (Астафьев В.И., Григорова Т.В. // Известия РАН. Механика
твердого тела. 1995. № 3. С. 160–166) показано, что берега движущейся в процессе установившейся
ползучести трещины охвачены зоной полностью поврежденного материала, в которой все компоненты
тензора напряжений и сплошность обращаются в нуль. Полученное не обладающее сингулярностью
поле напряжений существенным образом разнится с аналогичным (сингулярным) представлением
поля напряжений в несвязанной формулировке задачи (в рамках которой избранное эволюционное
уравнение, описывающее процесс накопления повреждений, интегрируется после определения
напряженно-деформированного состояния и, следовательно, изменение функции сплошности не
оказывает влияния на радиальное поведение полей напряжений и деформаций, оставляя данные
поля сингулярными в близлежащей окрестности вершины дефекта) и является результатом влияния
процесса накопления поврежденности на ползучесть материала. Формирование области полностью
поврежденного (разрушенного) материала вблизи поверхности медленно (докритически) растущей
трещины может быть объяснено микроветвлением и микрорастрескиванием, при котором вдоль
всей траектории развития макроскопической трещины образуются ортогонально ориентированные к
ней микротрещины. Работа была выполнена при поддержке Министерства науки, высшей школы
и технической политики (проект 2-41-8-27). Следует отметить, что гипотеза о существовании
области полностью поврежденного материала впоследствии была использована многими механиками,
занимающимися вопросами накопления повреждений у вершины трещины. Однако впервые данная
терминология и сама область полностью поврежденного материала были введены В.И. Астафьевым в
1991 году, намного ранее других авторов: Astafyev,V.I.,Grigorova, T.V., Pastukhov, V.A., 1991. Influence
of continuum damage on stress distribution near a tip of a growing crack under creep conditions. In:
Cocks, A.C.F., Ponter, A.R.S. (Eds.), Mechanics of Creep and Brittle Materials, vol. 2. Elsevier, London,
pp. 49–61.

Параллельно с пионерскими исследованиями поля напряжений у вершины трещины в поврежденной
среде в условиях ползучести у В.И. Астафьева формируется интерес к проблеме сульфидного
растрескивания под напряжением (КРН). Им совместно с С.В. Артамошкиным и Т.В. Тетеюевой
была проведена оценка стойкости некоторых низколегированных трубчатых сталей к сульфидному
коррозионному растрескиванию под напряжением. Было исследовано влияние микроструктуры и
неметаллических включений на восприимчивость к коррозионному растрескиванию. Были использованы
три группы по-разному термообработанных низколегированных сталей с различной микроструктурой и
формой неметаллических включений. Были определены пороговые значения. Для анализа конкретных
микроструктурных механизмов накопления повреждений в процессах КРН были использованы
фрактографический и металлографический методы. Интерес к процессам развития трещины в
охрупчивающейся упругопластической среде привел к циклу совместных работ с Л.К. Ширяевой,
связавшей свою профессиональную деятельность с Самарским университетом и успешно работающей
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в настоящее время в Самарском университете в Институте информатики и кибернетики. В работе
предложена математическая модель растущей трещины в охрупчивающейся упругопластической среде.
Моделирование проведено с привлечением внутренней скалярной переменной (параметра сплошности
или поврежденности). Предполагалось, что область, в которой накапливается водород и идут процессы
охрупчивания, является отрезком, лежащим на продолжении трещины, таким образом, использовалась
модель Леонова — Панасюка — Дайгдейла. Разработанная модель была применена к задаче о росте
полубесконечной трещины в среде, охрупчивающейся под воздействием водородсодержащей среды.
Результаты моделирования охрупчивания в процессе воздействия водородсодержащей среды были
поддержаны Российским фондом фундаментальных исследований, проект 96-01-01064 «Накопление
поврежденности и разрушение металлов в условиях коррозионного растрескивания под напряжением».
В рамках данного проекта РФФИ сформулирована и развита целая серия математических моделей и
методов, позволяющих описать явление накопления повреждений в идеально пластических материалах,
охрупчивающихся при КРН. Процесс накопления повреждений в условиях КРН изучается путем
введения внутренней скалярной переменной состояния (посредством параметра поврежденности) и
формулируется соответствующее кинетическое уравнение накопления повреждений, описывающее
изменение параметра поврежденности как функции времени. Для нахождения параметров КРН
материала, вводимых предлагаемой моделью, необходимо знать результаты механических испытаний
на растяжение предварительно нагруженных образцов без нагрузки и на растяжение образцов
под нагрузкой в водородсодержащей среде. Проанализирован процесс аккумуляции повреждений в
металлах в условиях КРН для образца, подвергнутого статической нагрузке, растяжению с постоянной
скоростью деформации и для случая сложного напряженного состояния с постоянным тензором
напряжений. Результаты данных исследований легли в основу диссертации Ширяевой Людмилы
Константиновны «Моделирование процесса накопления поврежденности в металлах в условиях
коррозионного растрескивания под напряжением», научный руководитель В.И. Астафьев. Следующий
цикл работ связан с анализом напряженно-деформированного состояния вблизи наклонной трещины
в материале со степенными определяющими уравнениями. В.И. Астафьевым и А.Н. Крутовым
решена задача определения напряженного состояния вблизи вершины наклонной трещины в среде со
степенными конституциональными уравнениями. Для асимптотического решения задачи используется
условие совместности в напряжениях, в которое вводится функция напряжений Эри, для которой,
в свою очередь, метод разделения переменных редуцирует задачу к двухточечной краевой задаче.
Полученная краевая задача решается численно с использованием нового оригинального алгоритма,
разработанного специально для решения задач смешанного нагружения. Решение получено для случаев
плоского напряженного состояния (ПНС) и плоской деформации (ПД).

Данное направление исследований получило поддержку РФФИ, проект 99-01-01246 «Влияние
поврежденности и структуры материала на характер докритического развития трещины». А.Н. Крутов
представил и успешно защитил диссертацию «Математическое моделирование докритического развития
наклонных трещин в условиях ползучести» по специальности 01.02.04 «Механика деформируемого
твердого тела». Весь цикл работ, выполненных за 1985–1999 гг. на кафедре механики деформируемого
твердого тела, нашел свое отражение в двух монографиях, опубликованных в 1999 году «Прикладные
задачи механики разрушения» и в 2001 году «Нелинейная механика разрушения». Издание
монографии «Прикладные задачи механики разрушения» было поддержано РФФИ, проект 00-01-14029.
Научную и преподавательскую деятельность В.И. Астафьев сочетал с работой проректора по
научно-исследовательской работе в 1994–1999 гг., председателя диссертационного совета по механике
деформируемого твердого тела, декана механико-математического факультета 2000–2009 гг.

Приоритетным направлением деятельности В.И. Астафьева на должности проректора по научной
рабооте стало создание компьютерной сети в университете и обеспечение доступа к международной
сети INTERNET. В 1994 году в рамках проекта международной ассоциации ИНТАС был создан
канал, связавший Москву и Самару. В.И. Астафьев фактически возглавил, организовал вместе с
сотрудниками Самарского университета включение информационных ресурсов Самарского университета
во Всемирную компьютерную сеть. Для реализации данного проекта в 1994 году был организован
семинар (https://ngip.ru/istoriia-internet-v-samare.html), где впервые были собраны непосредственные
участники проекта (А.Л. Санников, А.М. Сухов, Л.В. Чумаков и др.). Более подробно с идеями
проекта можно познакомиться в статье: Астафьев В.И., Зинченко В.Н., Соловов А.В., Камаев В.П.,
Фридман Л.М., Сухов А.М., Санников А.Л, Чумаков Л.В. Проект создания единого информационного
пространства Самарской области в сфере науки, образования, культуры, здравоохранения и социального
обеспечения // Вестник Самарского государственного университета 1995. с. 198–204.

При поддержке В.И. Астафьева проект был успешно реализован и в аудитории 411
механико-математического факультета на кафедре В.И. Астафьева впервые был осуществлен доступ
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к сети Internet. В настоящее время здесь находится созданная в то время кафедра безопасности
информационных систем.

С именем В.И. Астафьева связано рождение научного журнала «Вестник Самарского университета.
Естественнонаучная серия», первый специальный выпуск которого вышел в свет в 1995 году и содержал
работы сотрудников Самарского университета, получивших поддержку РФФИ.

Работая проректором по научной работе Самарского университета, В.И. Астафьев занимался не
только научной деятельностью, но и был инициатором развития новых направлений подготовки
специалистов в Самарском университете. По его непосредственной инициативе в 1999 году было
открыто направление подготовки по специальности «Компьютерная безопасность», а в 2000 году
открыто направление подготовки по специальности «Организация и технология защиты информации».
В связи с открытием новых специальностей в 2002 году была создана новая кафедра «Безопасность
информационных систем», которую он и возглавил. Это показывает, что В.И. Астафьев имел широкий
кругозор, что позволяло рассматривать научную и учебную деятельность с перспективой на будущее.

В.И. Астафьев был вовлечен в организацию и проведение Всероссийской сессии научного совета
РАН по механике деформируемого твердого тела «Фундаментальные и прикладные проблемы
современной механики деформируемого твердого тела», Самара, 2007 г. В 2005 и 2007 гг.
Владимир Иванович совместно с д.ф.-м.н., проф. Л.С. Пулькиной активно участвует в организации
и проведении Всероссийской конференции «Дифференциальные уравнения и их приложения».
В 2008 г. тематика исследований В.И. Астафьева была снова поддержана грантом РФФИ (проект
08-01-99023) «Теоретическое и экспериментальное исследование зон необратимых деформаций вблизи
концентраторов напряжений». C 8 по 13 сентября 2008 г. Математический институт им. В.А. Стеклова
Российской академии наук и Самарский государственный университет провели Первую международную
конференцию «Математическая физика и ее приложения», которая явилась большим событием для всего
математического сообщества нашей страны. Одним из организаторов конференции был В.И. Астафьев.

Рис. 4. Нижний Новгород, 2006 год. Владимир Иванович Астафьев на IX Всероссийском съезде по
теоретической и прикладной механике. Слева с к.ф.-м.н. М.В. Юмашевым, Московский

государственный университет им. М.В. Ломоносова)
Fig. 4. Nizhny Novgorod, 2006. Vladimir Ivanovich Astafyev at the IX All-Russian Congress on Theoretical and

Applied Mechanics. On the left with Candidate of Physical and Mathematical Sciences M.V. Yumashev,
Lomonosov Moscow State University

В сентябре 2008 года самарская пресса писала: «Сегодня, 8 сентября, в Самарской области
начинается международная конференция по математической физике и ее приложениям, сообщили
корреспонденту ИА REGNUM-ВолгаИнформ в департаменте информационной политики и
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взаимодействия с институтами гражданского общества аппарата Правительства Самарской области.
В конференции примут участие профессор, директор Центра Вито Вольтера Римского университета
«Тор Вергата» Луиджи Аккарди (Италия), профессор, декан факультета естественных наук и
технологий Университета Токио Масанори Ойя (Япония), профессор, директор междисциплинарного
центра математического моделирования Университета Вексио Андрей Хренников (Швеция) и др.
На конференции будут заслушаны доклады «Математическая физика и квантовая теория поля»,
«Квантовая теория и неколмогоровская вероятность», «Квантовая биоинформатика», «Математическое
моделирование в квантовой физике, психологии и экономике». Кроме того, будет рассмотрен вопрос
о подготовке специалистов по математике, механике и физике в Самарской области». В рамках
сложившегося сотрудничества механико-математического факультета с Математическим институтом
им. В.А. Стеклова 5 ноября 2009 года в Самарском государственном университете состоялись лекции
заведующего отделом математической физики Математического института им. В.А. Стеклова РАН
д.ф.-м.н. Игоря Васильевича Воловича.

Рис. 5. Аделаида, Австралия, 24–30 августа 2008 г., 22-й Международный конгресс по теоретической
и прикладной механике (ICTAM 2008), Михаил Николаевич Осипов, Татьяна Константиновна

и Владимир Иванович Астафьевы
Fig. 5. Adelaide, Australia, August 24–30, 2008, 22nd International Congress on Theoretical and Applied

Mechanics (ICTAM 2008), Mikhail Nikolaevich Osipov, Tatyana Konstantinovna and Vladimir Ivanovich Astafyev

Параллельно с организацией международной конференции В.И. Астафьев проводит большую работу,
нацеленную на создание первой на механико-математическом факультете магистерской программы
«Механика деформируемого твердого тела», которая была открыта в 2009 году, и первый выпуск
магистров состоялся в 2011 году. С тех пор образовательная программа по механике деформируемого
твердого тела успешно ведет подготовку по направлению 01.04.03 «Механика и математическое
моделирование» и уже насчитывает 13 выпусков.

Несмотря на большой объем организационной работы, В.И. Астафьев активно занимается научными
исследованиями и его интересы фокусируются на задачах математического моделирования фильтрации
жидкости при наличии трещины гидравлического разрыва пласта, когда трещина представляется в
виде тонкого эллипса, пересекающего скважину. Математический аппарат ТФКП позволяет найти
точное решение для величины скин-фактора, отражающего влияние трещины ГРП на продуктивность
скважины. Тогда же выходит целая серия публикаций, предметом которых является исследование
фильтрации вязкой жидкости в системе периодически расположенных скважин. Система скважин
моделируется с помощью плоской бесконечной двоякопериодической решетки точечных стоков
одинаковой мощности. Создана и развита математическая модель, описывающая зависимость течения
жидкости от структуры решетки. В.И. Астафьев и его ученик П.В. Ротерс рассмотрели проблему
продуктивности двоякопериодических систем добывающих скважин. На основании математической
модели работы скважины с постоянной скоростью притока было получено аналитическое представление
для коэффициента продуктивности скважины и проведен анализ его значений в зависимости от формы
контура питания. Дополнительно было получено аналитическое представление для факторов формы
Дитца, которое хорошо согласуется с результатами численного расчета методом мнимых источников.
Анализ продуктивности многоскважинных двоякопериодических систем вертикальных добывающих
скважин лег в основу диссертации П.С. Ротерса «Моделирование разработки нефтяных месторождений
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Рис. 6. 10 июня 2011 года. Владимир Иванович Астафьев на защите магистерских диссертаций
первого выпуска магистратуры «Механика деформируемого твердого тела», Самарский университет)

Fig. 6. June 10, 2011. Vladimir Ivanovich Astafyev at the defense of Master’s theses of the first graduating class
of the Master’s Degree program «Mechanics of Deformable Solids», Samara University

с использованием функций Вейерштрасса» на соискание степени кандидата физико-математических наук
по специальности 01.02.05 «Механика жидкости, газа и плазмы». В.И. Астафьевым и П.С. Ротерсом
получено аналитическое решение уравнения пьезопроводности, которое описывает процесс фильтрации
жидкости в двоякопериодических системах добывающих скважин. Решение может быть использовано
для математического моделирования первичной разработки нефтяных месторождений. В этом же цикле
работ проведен анализ оптимального размещения скважин нефтяного месторождения, разрабатываемого
с помощью двоякопериодической схемы расположения скважин. Получено точное выражение для
вычисления коэффициента формы питания скважины, связывающего продуктивность скважины с
геометрической формой ее области питания.

С 2014 года Владимир Иванович Астафьев начинает работать в Самарском государственном
техническом университете на кафедре разработки и эксплуатации нефтяных и газовых месторождений,
где продолжает исследования задач с неизвестной границей (границей водонефтяного контакта),
которые имеют принципиальное значение в проектировании разработки нефтяных месторождений
методом заводнения. Владимир Иванович занимается математическим моделированием процессов
нелинейной фильтрации флюидов нефтяных и газовых месторождений. В это время В.И. Астафьевым
и А.Е. Касаткиным предложены новые оригинальные модели и техники решения плоских
квазистационарных задач параболического типа с подвижной границей, разработан новый метод
решения плоских задач заводнения в двоякопериодической области. Математическая модель зиждется
на системе двух связанных уравнений: сингулярного интегрального и дифференциального. Сингулярное
интегральное уравнение служит для отыскания скорости фильтрации на подвижной границе.
Результат решения сингулярного интегрального уравнения используется для построения правой части
дифференциального уравнения. Прогнозирование перемещения границы «нефть-вода» имеет большое
значение для задач проектирования разработки нефтяных месторождений методом заводнения: знание
характера взаимосвязанного движения вытесняемой нефти и вытесняющей воды в пласте позволяет
оптимизировать систему разработки нефтяных месторождений. Простейшей моделью совместной
фильтрации нефти и воды является модель «разноцветных» жидкостей, которая предполагает, что
нефть и вода обладают одинаковыми или сходными физическими свойствами (плотностью и вязкостью).
В.И. Астафьев и А.Е. Касаткин рассмотрели более сложную модель «поршневого» вытеснения нефти
и воды, которая учитывает различия в вязкости и плотности двух жидкостей. Предполагается, что
нефтяной пласт однороден и бесконечен, имеет фиксированную толщину и постоянные значения
коэффициентов пористости и проницаемости. Пласт разрабатывается группой из конечного числа
добывающих и нагнетательных скважин, повторяющихся в двух направлениях (дважды периодический
кластер). Фильтрация жидкостей описывается законом Дарси. Предполагается, что жидкости слабо
сжимаемы, а давление в пласте удовлетворяет квазистационарному уравнению диффузии. Модель
поршневого перемещения приводит к разрыву тангенциальной составляющей вектора скорости
на границе контакта «нефть-вода». Использование теории эллиптических функций в сочетании с
обобщенными интегралами Коши сводит задачу нахождения текущих границ контакта «нефть-вода»
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к системе сингулярных интегральных уравнений для тангенциальной и нормальной составляющих
вектора скорости и задаче Коши для интегрирования дифференциальных уравнений движения
нефти — граница контакта с водой. Разработан алгоритм численного решения этой задачи. Проведен
мониторинг движения границы нефть-вода для различных схем заводнения (линейно-рядная, 4-, 5-, 7-
и 9-точечная и т. д.). Результаты данного цикла работ составили содержание диссертационной работы
А.Е. Касаткина «Математическое моделирование и численное решение плоских квазистационарных
задач параболического типа с подвижной границей» по специальности 05.13.18 «Математическое
моделирование, численные методы и комплексы программ». Работа выполнялась при поддержке
проекта 14-01-97041 РФФИ «Эллиптические функции в задачах моделирования разработки нефтяных
месторождений».

Полученные результаты позволили В.И. Астафьеву получить поддержку Российского научного фонда
(проект 15-17-00019) «Способ разработки месторождений тяжелой высоковязкой нефти с возможностью
энергосберегающего прогрева пласта и предупреждения выноса песка в добывающие скважины».

В последние годы Владимир Иванович Астафьев входил в состав диссертационного совета 99.2.039.02
по специальностям 1.1.8 «Механика деформируемого твердого тела» и 2.6.17 «Материаловедение»,
активно работая с диссертациями, поступающими в совет. Очень ценным было выступление
В.И. Астафьева на защите диссертационной работы Р.М. Жаббарова (2022 г.), поддержавшего
работу, обратившего внимание на необходимость фундаментальных, теоретических исследований.

Сейчас не стало Владимира Ивановича Астафьева, не стало человека, ученого, оказавшего
историческое влияние на развитие механико-математического факультета университета, на ключевые
научные направления, сформировавшиеся в университете, на профессиональные пути многих учеников
Владимира Ивановича, работающих в настоящее время в университете и за его пределами. Вся его
научная и преподавательская деятельность, сочетающая и объединяющая современные и классические
методы механики сплошных сред, его широчайшая научная эрудиция, свободное владение новыми
вычислительными технологиями и тонкими математическими методами были нацелены на подготовку
высокообразованных специалистов, которые сейчас продолжают дело Владимира Ивановича Астафьева.
Научные направления и идеи в механике деформируемого твердого тела и механике жидкости и
газа, в их фундаментальной теоретической составляющей и важных прикладных аспектах, начало
которых заложил Владимир Иванович Астафьев, будут жить и развиваться в работах его коллег и
многочисленных учеников.
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ABSTRACT
The article is dedicated to the memory of Doctor of Physical and Mathematical Sciences, Professor Vladimir

Ivanovich Astafiev, whose professional activity for more than 35 years has been associated with Samara University.
Scientific, teaching and organizational activities of V.I. Astafiev largely determined and will determine the scientific
directions developed at the Faculty of Mechanics and Mathematics, and the educational activity at the Faculty of
Mechanics and Mathematics. His boundless dedication to the university, his broad and deep education, and high
mathematical culture allowed him to educate the whole pleiades of scientists and professors currently working at
the university.
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НЕКОТОРЫЕ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ РЕШЕНИЙ
ДЛЯ НЕРАВНОМЕРНО ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ

УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

АННОТАЦИЯ
В данной статье рассмотрен класс эллиптических уравнений второго порядка дивергентной

структуры с неравномерным степенным вырождением. Подход, используемый в настоящей статье,
основан на том, что скорости вырождения собственных чисел матрицы ||aij(x)|| (функции λi(x))
являются не функциями необычной нормы |x|, а некоторого анизотропного расстояния |x|a− .
Предполагается, что задача Дирихле для таких уравнений разрешима в классическом смысле при любой
непрерывной граничной функции в любой нормальной области Ω.

Для слабых решений получены оценки вблизи граничной точки решений задачи Дирихле, функции
Грина для неравномерно вырождающихся эллиптических уравнений второго порядка.

Ключевые слова. равномерная эллиптичность; неравномерное вырождение; фундаментальное
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1. Предварительные сведения

Пусть в n-мерном евклидовом пространстве En точек x = (x1, x2, ..., xn), n > 2 расположена
ограниченная область Ω с границей ∂Ω, причем 0 ∈ ∂Ω.
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Рассмотрим в Ω эллиптическое уравнение

Lu =
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u

∂xj

)
= 0 (1.1)

в предположении, что коэффициенты aij(x) являются измеримыми функциями в Ω, aij(x) = aji(x), i, j =
= 1, 2, ..., n и, кроме того, для ξ ∈ En, x ∈ Ω

µ

n∑
i=1

λi(x)ξ
2
i 6

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj 6 µ−1
n∑
i=1

λi(x)ξ
2
i , (1.2)

здесь µ ∈ (0, 1] — некоторая константа и

λi(x) = (|x|a−)
αi , |x|α− =

n∑
i=1

|xi|
2

2+αi , αi > 0, i = 1, 2, ..., n. (1.3)

Отметим, что для равномерно эллиптических уравнений 2-го порядка дивергентной структуры
доказательство оценки убывающего решения можно найти в [1; 2]. Настоящая статья тесно связано
по тематике с работами [3–12].

Для равномерно эллиптических уравнений соответствующие результаты получены в работе [13]. Что
касается неравномерно вырождающихся эллиптических уравнений 2-го порядка, то отметим в этой связи
работу [14].

Функция u(x) ∈ W
◦ 1

2,Λ(Ω) называется слабым решением уравнения (1.1), если при всякой ψ(x) ∈

∈W
◦ 1

2,Λ(Ω) выполнено интегральное тождество∫
Ω

n∑
i,j=1

aij
∂u

∂xj

∂ψ

∂xi
dx = 0.

Введем некоторые обозначения:
Sr = {x : |x| 6 r} , Cr = Sr ∩ Ω,

Пусть Γ(x) — фундаментальное решение оператора L в Rn с особенностью в точке 0, ρ(x) = [Γ(x)]
1

2−n ,
Tr = {x : ρ(x) 6 r}. Как показано в [10; 11], существует такая зависящая только от µ и n постоянная α,
что в Rn

2α |x| 6 ρ(x) 6 (2α)−1 |x| , (1.4)

что эквивалентно включению Sr(2α) ⊂ Tr ⊂ Sr
(

1
2α

)
.

Положим
1√
n
(2α)

1+α+

2 = 2λ1.

Введем еще обозначения: Kr1,r2 = Sr1\Sr2 , Qr1,r2 = Tr1\Tr2 , α+ = max {α1, α2, ..., αn} ,

Mr(u) = r−n
∫

Kα−1r,ar

u2dx,

cap(E) — гармоническая емкость множества E, γ(r) = r2−ncap(Cr) — относительная емкость Ω в
шаре Sr.

2. Основные вспомогательные леммы

В этом пункте через u обозначим функцию из пространства W 1
2 (Sδ) (δ = const > 0),

удовлетворяющую в Ω ∩ Sδ уравнению Lu = 0 и равную нулю на Cδ.
Лемма 1. Пусть

J(r) ≡ 1

2− n

∫
∂Tr

u2
n∑

i,j=1

aij
∂Γ

∂xi
njdSx, (2.1)

где r < δ и {nj}− проекции единичной внешней нормали к ∂Tr на координатные оси. Тогда

2r1−n
∫
Tr

n∑
i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂u

∂xj
dx = J ′(r). (2.2)
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Доказательство. Положим t = r2−n. Тогда

Lu2 =
n∑

i,j=1

∂
∂xi

(
aij(x)

∂u2

∂xj

)
= 2

n∑
i,j=1

∂
∂xi

(
aij(x)u

∂u
∂xj

)
=

= 2
n∑

i,j=1

∂
∂xi

(
aij(x)

∂u
∂xj

)
u+ 2

n∑
i,j=1

aij(x)
∂u
∂xi

∂u
∂xj

= 2
n∑

i,j=1

aij(x)
∂u
∂xi

∂u
∂xj

.

С другой стороны, ∫
Ω

(Γ− t)+L(u
2)dx = 2

∫
Ω

(Γ− t)+

n∑
i,j=1

aij(x)
∂u

∂xi

∂u

∂xj
dx,

∫
Ω

(Γ− t)+L(u
2)dx =

∫
Tr

(Γ− t)+L(u
2)dx.

Пусть

I =

∫
Tr

(Γ− t)L(u2)dx =

∫
Tr

(Γ− t)

n∑
i=1

∂

∂xi

 n∑
j=1

aij
∂u2

∂xj

 dx.

Обозначим

wi =
n∑
j=1

aij
∂u2

∂xj
, i = 1, 2, ..., n.

Тогда

I =
n∑
i=1

∫
Tr

(Γ− t)
∂

∂xi
widx =

n∑
i=1

∫
Tr

[
(Γ− t)

∂wi
∂xi

+
∂Γ

∂xi
wi

]
dx−

−
n∑
i=1

∫
Tr

∂

∂xi
((Γ− t)wi)dx.

Обозначим через w = ((Γ− t)w1, (Γ− t)w2, ..., (Γ− t)wn). Тогда i1 =
∫
Tr
divŵdx =

∫
∂Tr

(ŵ, n̂)ds =

= 0, ŵ/∂Tr = 0 (т. к. Γ− t = 0 на ∂Tr).
Тогда

I = −
n∑
i=1

∫
Tr

∂

∂xi
widx = −

n∑
i,j=1

∫
Tr

aij
∂Γ

∂xi

∂u2

∂xj
dx =

= −
n∑
j=1

∫
Tr

n∑
i=1

aij
∂Γ

∂xi

∂u2

∂xj
dx.

Обозначим zj =
∑n
i=1 aij

∂Γ
∂xi

, j = 1, 2, ...., n.
Тогда

I = −
n∑
j=1

∫
Tr
zj
∂u2

∂xj
dx = −

n∑
j=1

∫
Tr

(
∂zj
∂xj

u2 + zj
∂u2

∂xj

)
dx+

+
n∑
j=1

∫
Tr

∂zj
∂xj

u2dx = j1 + j2

.

Пусть ẑ =
(
u2z1, u

2z2, ..., u
2zn
)
. Тогда

j1 = −
n∑
j=1

∫
Tr

∂

∂xj

(
u2zj

)
dx = −

∫
Tr

divẑdx = −
∫
∂Tr

(ẑ, n̂) ds =

= −
n∑
j=1

∫
∂Tr

u2zjnjds =−
n∑
j=1

∫
∂Tr

u2
n∑
i=1

aij
∂Γ

∂xj
njds =−

n∑
i,j=1

∫
∂Tr

u2aij
∂Γ

∂xi
njds, (2.3)

j2 =

n∑
j=1

∫
Tr

∂zj
∂xj

u2dx =

n∑
j=1

∫
Tr

u2
∂

∂xj

(
aij

∂Γ

∂xi

)
dx =

=

∫
Tr

u2
n∑

i,j=1

∂

∂xj

(
aij

∂Γ

∂xi

)
dx =

∫
Tr

u2LΓdx, (2.4)

где Γ(x) — фундаментальное решение, т. е.

LΓ(x) = −δ(x).



26
Гусейнов С.Т., Алиев М.Дж. Некоторые вспомогательные оценки решений для неравномерно вырождающихся...
Huseynov S.T., Aliyev M.J. Some auxiliary estimates for solutions to non-uniformly degenerate second-order elliptic...

Другими словами, ∫
Tr

φ(x)LΓ(x)dx = −φ(0),

j2 = −u2(0) на 0 ∈ ∂Ω, поэтому j2 = 0 и из (2.4) заключаем

I = −
n∑

i,j=1

∫
∂Tr

u2aij
∂Γ

∂xi
njds,

2

2− n

∫
Tr

(Γ− t)
n∑

i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂u

∂xj
dx = − 1

2− n

∫
∂Tr

u2
n∑

i,j=1

aij
∂Γ

∂xi
njds,

2

2− n

∫
Tr

(Γ− t)

n∑
i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂u

∂xj
dx = J(r),

J ′(r) =
2

n− 2

∂

∂r

∫ r

0

dy

∫
∂Ty

(
Γ− r2−n

) n∑
i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂u

∂xj
dsy =

= 2r1−n
∫
Tr

n∑
i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂u

∂xj
dx.

Лемма 1 доказана.
Лемма 2. При λ1r < δ справедливо неравенство

J(r) 6 CMr(u). (2.5)

Доказательство. Заметим, что на ∂Tr
n∑

i,j=1

aij
∂Γ

∂xi
nj = −

n∑
i,j=1

aijninj |∇Γ| 6 0,

∫
Tr

LΓdx =

∫
∂Tr

∂Γ

∂ν
ds (

∂

∂ν
— производная по конормали). (2.6)

Знаем, что LΓ(x) = −δ(x).

По определению ∂Γ
∂ν =

n∑
i,j=1

aij
∂Γ
∂xi

nj ,∫
Tr

LΓdx = −
∫
Tr

δ(x)dx = −1.

∫
Tr

LΓdx =

∫
∂Tr

n∑
i,j=1

aij
∂Γ

∂xi
njds = −1.

Тогда

J(r) = − 1

n− 2

∫
∂Tr

u2
n∑

i,j=1

aij
∂Γ

∂xi
njds.

Из принципа максимума следует

− 1

n− 2

∫
Tr

u2
n∑

i,j=1

aij
∂Γ

∂xi
njdS 6 − 1

n− 2
max
∂Tr

u2
∫
∂Tr

n∑
i,j=1

aij
∂Γ

∂xi
njdS =

=
1

n− 2
max
Tr

u2 6 1

n− 2
max

Sr(2λ1)−1
u2 =

1

n− 2
max

∂Sr(2λ1)−1
u2 6

6 1

n− 2
max

∂Sr(2λ1)−1∪∂Sr(2λ1)
u2 =

1

n− 2
max

Kr

(
1

2λ1
2λ1

)u2 6 C

n− 2
Mr(u).

В результате получим
max

Kr

(
1

2λ1
,2λ1

)u2 6 CMr(u). (2.7)

Неравенство (2.5) доказано.
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Лемма 3. При r < R < δ справедливо неравенство

J(r) 6 CJ(R)exp

(
−C

∫ R

r

γ(τ)
dτ

τ

)
. (2.8)

Доказательство. В силу леммы 1, учитывая (1.4)

J ′(r) > 2µr1−n
∫
Tr

n∑
i=1

λi(x)

(
∂u

∂xi

)2

dx > Cr1−n
∫
sr(λ1)

n∑
i=1

λi(x)

(
∂u

∂xi

)2

dx. (2.9)

Из леммы 2 и оценки (2.8) имеем

J ′(r) > Cr1−n
C1capλ(Cr(λ

3
1))

rn
n∏
i=1

rαi/2

∫
Kr(λ1λ3

1)

u2dx > C
J(α2r)

r
γ(α3r).

С другой стороны,
J ′(r)

J(α2r)
> C

γ(α3r)

r
.

Интегрируя от r до R, получаем

ln
J(R)

J(r)
> C

∫ R

r

γ(ρ)

ρ
dρ.

Отсюда, используя оценку γ(ρ) 6 1 и монотонность J(r), получаем неравенство (2.7). Лемма доказана.
Лемма 4. Пусть R < δ и r 6 α2R, где α — постоянная из (1.4). Тогда справедливо неравенство∫

Sr(α)

n∑
i=1

λi(x)

(
∂u

∂xi

)2

dx 6 CJ(R)rn−2exp

(
−C

∫ R

r

γ(τ)
dτ

τ

)
. (2.10)

Доказательство. В силу леммы 1 и (1.4)

J ′(r) > Cr1−n
∫
Sr(a)

n∑
i=1

λi(x)

(
∂u

∂xi

)2

dx.

Интегрируя от αr до r∫ r

ar

J ′(ρ)dρ > C

∫ r

αr

ρ1−n
∫
Sρ(α)

n∑
i=1

λi(x)

(
∂u

∂xi

)2

dxdρ >

> Cr2−n
∫
Sr(α2)

n∑
i=1

λi(x)

(
∂u

∂xi

)2

dx,

получим

J(r) > Cr2−n
∫
Sr(a)

n∑
i=1

λi(x)

(
∂u

∂xi

)2

dx.

Теперь (2.10) следует из неравенства (2.8).

3. Оценки убывающего решения
Основной целью этого параграфа является доказательство следующего утверждения.
Теорема 1. Пусть функция u(x) ∈W 1

2,Λ(Sδ(k)) удовлетворяет уравнению Lu = 0 в Ω∩Sδ(k) и равна
нулю на Cδ(k). Тогда R < αδ, r < α5R и справедлива оценка

max
S′′
r (α)

|u| 6 CM
1/2
R (u) exp

−C
R∫
r

γ(τ)
dτ

τ

 . (3.1)

Доказательство. Применяя формулу А.С. Кронрода [11; 12], получим∫
Ω

F (x) |∇u| dx =

∫ +∞

−∞
dt

∫
u=t

F (x)dSx,

где F (x) — измеримая по Борелю функция, а функция u(x) удовлетворяет условию Липщица, получаем

A =

∫
Qr( 1

α2 ,α
2)
u2

n∑
i,j=1

aij
∂Γ

∂xi

∂Γ

∂xj
dx =

∫ ∞

−∞
dt

∫
Γ(x)=t

u2 |∇Γ|
n∑

i,j=1

aij

∂Γ
∂xi

∂Γ
∂xj

|∇Γ| |∇Γ|
dSx =
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= (2− n)

∫ a−2r

a2r

τ1−ndτ

∫
∂Tr

u2
n∑

i,j=1

aij
∂Γ

∂xi
njdSx,

A ≡
∫ a−2r

a2r

J(τ)τ1−ndτ.

Применяя лемму 3, приходим к неравенству

A 6 CJ(R)r2−nexp

(
−C

∫ R

r

γ(τ)
dτ

τ

)
.

В силу леммы 4 та же оценка верна для интеграла

B ≡
∫
Qr( 1

α2 ,α
2)

[
Γ−

(
α−2r

)2−n]2 n∑
i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂u

∂xj
dx.

Поэтому, полагая v = u
[
Γ−

(
α−2r

)2−n]
+

и

N ≡
∫
CTa2

n∑
i,j=1

aij
∂v

∂xi

∂v

∂xj
dx,

2uΓ+

n∑
i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂Γ

∂xj
6 2

√√√√Γ2
+

n∑
i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂u

∂xj

√√√√u2
n∑

i,j=1

aij
∂Γ

∂xi

∂Γ

∂xj
6

6 Γ2
+

n∑
i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂u

∂xj
+ u2

n∑
i,j=1

aij
∂Γ

∂xi

∂Γ

∂xj
,

получим

N ≡
∫
CTα2

n∑
i,j=1

aij
∂v

∂xi

∂v

∂xj
dx 6 2 (A+B) 6 Cr2−nJ(R)exp

(
−C

∫ R

r

γ(τ)
dτ

τ

)
. (3.2)

С другой стороны, так как v = 0 вне Sr
(

1
α3

)
, то

N > C

∫
Kr( 1

α3 ,α)

n∑
i=1

λi(x)

(
∂v

∂xi

)2

dx > Cr−2

∫
Kr( 1

α3 ,α)
v2dx > Cr2−nMr(u). (3.3)

В силу принципа максимума и неравенства (2.6) из (3.1) и (3.2) следует

max
Sr(a)

u2 6 max
∂Tr

u2 6 CMr(u) 6 CJ(R)exp

(
−C

∫ R

r

γ(τ)
dτ

τ

)
. (3.4)

Заметим наконец, что в силу леммы 2 справедливо неравенство J(R) 6 CMR(u), которое вместе с (3.3)
и доказывает теорему.
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РЕЛАКСАЦИОННЫЕ КОЛЕБАНИЯ В МОДЕЛИ
ВЕТРОЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ УСТАНОВКИ ДАРЬЕ

АННОТАЦИЯ
В статье рассматривается математическая модель малой ветроэнергетической установки Дарье.

Данная установка представляет собой тип ветряной турбины с вертикальной осью, названной в
честь ее изобретателя Жоржа Жана Мари Дарье. Конструкция представляет собой вертикально
ориентированный вал с прикрепленными к нему изогнутыми лопастями или аэродинамическими
профилями, образующими форму, похожую на венчик для яиц. В современном мире ветроэнергетика
выступает как важнейший столп перехода к возобновляемым источникам энергии. Эта технология
содействует снижению выбросов углерода и смягчению воздействия человечества на окружающую среду.
В данном контексте ветроэнергетика превращается не только в средство снабжения электроэнергией,
но и в мощный катализатор для построения более экологически устойчивого и энергоэффективного
будущего. Исследуется уравнение стационарных режимов при значении внешнего сопротивления
динамической модели, заданного простейшим уравнением. Найдены условия, при которых в системе
наблюдаются релаксационные колебания.

Ключевые слова: математическое моделирование; динамические модели; ветроэнергетическая
установка; аппроксимация функции; релаксационные колебания; сингулярные возмущения;
инвариантные многообразия; дифференциальные уравнения.
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1. Предварительные сведения

В данной статье проводится математическое моделирование колебаний ветроэнергетической установ-
ки Дарье (ВЭУ). В статьях [1–6] рассматривалась математическая модель ветрогенератора, состоящая
из двух уравнений. В [1; 2] были предложены новые типы конструкции ветроэнергетической установки
(рис 1.1.). Исследуются движения электромеханической системы, моделирующей стационарные режимы
генератора с ветротурбинным движителем с помощью качественных методов теоретической механики в
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статьях [3–5]. Рассмотрены вопросы существования и устойчивости установившихся режимов и описа-
ны области их притяжения [3–5]. Анализ критических режимов, основанный на использовании техники
траекторий уток, был проведен в [7]. В работе [6] исследовано уравнение стационарных режимов при раз-
личных значениях внешнего сопротивления динамической модели. Также описаны различные аспекты
конструктивной теории малых ветроэлектростанций [8; 9]. Математическая модель малой ветроэнерге-
тической установки Дарье представляет собой трехтемповую дифференциальную систему:

JΩ̇ = −kI +M(Ω),

Lİ = kΩ− (R+ r)I,

Ṙ = εF (Ω, I, R),

(1.1)

где J — момент инерции турбины, L — индуктивность якоря, I — сила тока в обмотке якоря, Ω —
коэффициент быстроходности, R — внешнее сопротивление, M — относительный момент аэродинами-
ческих сил. Параметр k — коэффициент электромеханического взаимодействия, r — малое внутреннее
сопротивление якоря. Точка означает производную по времени t. График экспериментальных данных
на рис. 2.1 задает функцию M(Ω) [3]. Величины L и ε рассматриваются как малые параметры. Это
означает, что в данной системе переменная I является самой быстрой, R — самой медленной из трех
переменных.

Рис. 1.1. Ветрогенератор Дарье
Fig. 1.1. Wind turbine Darrieus

2. Основные результаты

2.1. Аппроксимация функции M(Ω)

Рассмотрим график экспериментальных данных M(Ω), изображенный на рис. 2.1. Относительный мо-
мент аэродинамических сил и коэффициент быстроходности на рис. 2.1 являются безразмерными (M =
= Ma

0,5ρSbV 2 , Ω = bω
V , где ω — угловая скорость, b — расстояние от эффективного давления лопастей для

оси вращения, V — скорость воздуха, Ma — момент аэродинамических сил, ρ — плотность воздуха,
S — площадь лопастей) [3; 5; 7]. Для построения функции M(Ω) зададим ее как кусочно-линейную
функцию по промежуткам:

Ω ∈ [0; 0.86]; [0.86; 1.8]; [1.8; 4]; [4; 8.64]

и аппроксимируем на каждом из участков отдельно.
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Рис. 2.1. Экспериментальные данные
Fig. 2.1. Experimental data

В результате получается следующее задание функции M(Ω):

M(Ω) =



0.02906976745 Ω + 0.12,
где Ω ∈ [0; 0.86];

−0.0638297872 Ω + 0.199893617,
где Ω ∈ [0.86; 1.8];

0.643181818 Ω− 1.0727272725,
где Ω ∈ [1.8; 4];

−0.28556034485 Ω + 2.6422413795,
где Ω ∈ [4; 8.64].

(2.1)

Рисунок 2.2 показывает график функции M(Ω), заданной (2.1).

Рис. 2.2. График функции M(Ω), заданной (2.1)
Fig. 2.2. Graph of the function M(Ω), given by (2.1)

В данном случае применяется достаточно грубая аппроксимация, однако важно отметить, что более
точная аппроксимация относительного момента аэродинамических сил не влияет существенным образом
на качественное поведение решений дифференциальной системы.
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2.2. Медленная кривая

Система (1.1) является сингулярно возмущенной, так как малый параметр L умножается на произ-
водную силы тока. Система (1.1) имеет двумерное инвариантное многообразие [7; 10; 11]

I = h(Ω, I, R). (2.2)

Функция h может быть найдена из уравнения инвариантности

L
∂h

∂R
εF (Ω, I, R) + L

∂h

∂Ω

1

J
(−kh+M(Ω)) = kΩ− (R+ r)h. (2.3)

Пренебрегая членами порядка O(L), получается

h =
kΩ

R+ r
. (2.4)

Движение по инвариантному многообразию описывается дифференциальной системой, где k = 0.5, r =
= 0.1, J = 1:

JΩ̇ = − k2Ω
R+r +M(Ω),

Ṙ = εF (Ω, I, R).
(2.5)

Полученная система является быстро-медленной, так как правая часть уравнения для медленной
переменной R умножается на малый параметр ε. В связи с этим мы можем использовать аппарат теории
релаксационных колебаний для анализа этой системы [12; 13]. Медленная кривая системы (2.5) задается
уравнением:

− k2Ω

R+ r
+M(Ω) = 0. (2.6)

Из (2.6) получим уравнение медленной кривой в явной форме, для этого выразим R(Ω):

R = R(Ω) =
k2Ω

M(Ω)
− r. (2.7)

График медленной кривой представлен на рис. 2.3, при k = 0.5, r = 0.1, J = 1.

Рис. 2.3. Графики медленной кривой
Fig. 2.3. Slow curve charts

Для исследования устойчивости медленной кривой (2.6) необходимо найти производную функции
R(Ω) на каждом из промежутков отдельно:

∂R(Ω)

∂Ω
=
k2M(Ω)−M ′(Ω)k2Ω

M2(Ω)
. (2.8)

На первом участке медленной кривой при Ω ∈ [0; 0.86]: пусть Ω = 0.5, R = 0.8291270529, тогда
∂R(Ω)
∂Ω (0.5; 0.8291270529) = −0.2400000001 < 0, следовательно, участок является устойчивым.

На втором участке медленной кривой при Ω ∈ [0.86; 1.8]: пусть Ω = 1, R = 1.737373042, тогда
∂R(Ω)
∂Ω (1; 1.737373042) = −0.1998936100 < 0, следовательно, участок является устойчивым.
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На третьем участке медленной кривой при Ω ∈ [1.8; 4]: пусть Ω = 3, R = 0.77533156489, тогда
∂R(Ω)
∂Ω (3; 0.7753315648) = 0.3575757572 > 0, следовательно, участок является неустойчивым.

На четвертом участке медленной кривой при Ω ∈ [4; 8.64]: пусть Ω = 6, R = 1.514849187, тогда
∂R(Ω)
∂Ω (6; 1.514849187) = −0.4403735633 < 0, следовательно, участок является устойчивым.

В результате устойчивыми участками медленной кривой являются промежутки:

Ω ∈ [0; 0.86]; [0.86; 1.8]; [4; 8.64],

а неустойчивым участком:
Ω ∈ [1.8; 4].

Точками срыва являются точки экстремумов медленной кривой, следовательно, исходя из рис. 2.3
имеются две точки срыва с координатами: A(1.8; 5.194117653) и B(4; 0.5666666669). Точки A и B явля-
ются точками смены устойчивости (рис. 2.3).

2.3. Релаксационные колебания
Пусть F (Ω, I, R) = ε(α− Ω). Тогда система уравнений (2.5) будет выглядеть следующим образом:

JΩ̇ = − k2Ω
R+r +M(Ω),

Ṙ = ε(α− Ω).
(2.9)

Зададим точку (Ω∗, R∗) как положение равновесия системы уравнений (2.9):

− k2Ω∗
R∗+r

+M(Ω∗) = 0,

ε(α− Ω∗) = 0.
(2.10)

Выполнив преобразования, получим координаты положения равновесия:

Ω∗ = α,

R∗ = k2Ω∗
M(Ω∗)

− r.
(2.11)

Исследуем на устойчивость положения равновесия при различных значениях параметра α.
Матрица Якоби системы (2.9) в общем виде будет выглядеть следующим образом:

A =


∂f

∂Ω

∂f

∂R

∂g

∂Ω

∂g

∂R

 . (2.12)

Рассмотрим 3 случая, когда положение равновесия находится на:
1) на первом устойчивом участке медленной кривой при Ω ∈ [0; 1.8];
2) на втором устойчивом участке медленной кривой при Ω ∈ [4; 8.64];
3) на неустойчивом участке медленной кривой при Ω ∈ [1.8; 4].

Рассмотрим первый случай. Так как момент аэродинамических сил задается кусочно-линейным об-
разом и Ω ∈ [0; 1.8], то возьмем уравнение момента аэродинамических сил для второго участка.

Матрица Якоби в точке (α, k
2α
α − r), при Ω ∈ [0.86; 1.8], k = 0.5, r = 0.1, J = 1:

A|
(α, k

2α
α −r) = =

 −0.199893617− 0.0638297872α

α
− 0.0638297872

(0.199893617− 0.0638297872α)2

k2α

−1 0

 .

(2.13)
Характеристическое уравнение будет равно:

λ2 + ( 0.19989361700α )λ+ 0.016296966936α− 0.10207333629 + 0.15982983247
α = 0. (2.14)

Найдем дискриминант и корни уравнения (2.14) при α = 1:

λ1 = −0.099946808500− 0.25310886707i;
λ2 = −0.099946808500 + 0.25310886707i.

(2.15)

При полученных собственных значениях положение равновесия является асимптотически устойчивым
фокусом (рис. 2.4).

Рассмотрим второй случай. Так как момент аэродинамических сил задается кусочно-линейным об-
разом и Ω ∈ [4; 8.64], то возьмем уравнение момента аэродинамических сил для четвертого участка.
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Рис. 2.4. Медленная кривая (тонкая линия) и траектория системы (жирная линия)
при ε = 0.01; k = 0.5; r = 0.1; J = 1;α = 1; начальная точка: Ω(0) = 7.5, R(0) = 2.3

Fig. 2.4. Slow curve (thin line) and system trajectory (thick line) at ε = 0.01; k = 0.5; r = 0.1; J = 1;α = 1;
starting point: Ω(0) = 7.5, R(0) = 2.3

Действуя аналогичным образом, как и в предыдущем случае, находим корни характеристического урав-
нения при α = 4.5:

λ1 = −0.29358237550− 1.2454650976i;
λ2 = −0.29358237550 + 1.2454650976i.

(2.16)

При полученных собственных значениях положение равновесия является асимптотически устойчивым
фокусом (рис. 2.5).

Рис. 2.5. Медленная кривая (тонкая линия) и траектория системы (жирная линия)
при ε = 0.01; k = 0.5; r = 0.1;J = 1;α = 4.5; начальная точка: Ω(0) = 7.5, R(0) = 2.3

Fig. 2.5. Slow curve (thin line) and system trajectory (thick line) at ε = 0.01; k = 0.5; r = 0.1; J = 1;α = 4.5;
starting point: Ω(0) = 7.5, R(0) = 2.3

Наконец, рассмотрим третий случай. Так как момент аэродинамических сил задается кусочно-линей-
ным образом и Ω ∈ [4; 8.64], то возьмем уравнение момента аэродинамических сил для третьего участка.
Действуя аналогичным образом, находим корни характеристического уравнения при α = 3:

λ1 = 0.17878787875− 0.97308003575i;
λ2 = 0.17878787875 + 0.97308003575i.

(2.17)

При полученных собственных значениях положение равновесия находится на неустойчивом участке
медленной кривой и является неустойчивым фокусом. В этом случае в системе наблюдается релаксаци-
онный цикл (рис. 2.6). При этом траектория сначала движется вдоль устойчивого участка медленной
кривой, далее особая точка проходит точку экстремума (точку срыва) и при этом теряет устойчивость,
что соответствует бифуркации Андронова — Хопфа, т. е. при прохождении параметра α через бифур-
кационное значение устойчивое положение равновесия дифференциальной системы становится неустой-
чивым. Далее срывается и переходит в ε-окрестность другого устойчивого участка, следует вдоль него
до второй точки срыва, после которого возвращается на первый устойчивый участок (рис. 2.6) [12].
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Рис. 2.6. Медленная кривая (тонкая линия) и предельный цикл (жирная линия)
при ε = 0.01; k = 0.5; r = 0.1; J = 1;α = 3; начальная точка: Ω(0) = 7.5, R(0) = 2.3

Fig. 2.6. Slow curve (thin line) and limit cycle (thick line) at ε = 0.01; k = 0.5; r = 0.1; J = 1;α = 3; starting point:
Ω(0) = 7.5, R(0) = 2.3

Суммируем вышесказанное. В зависимости от изменении значения параметра α особая точка ме-
няет свое положение на медленной кривой. Если положение равновесия лежит на устойчивой части
медленной кривой, то оно является асимптотически устойчивым. С физической точки зрения такая си-
туация представляется предпочтительной, поскольку соответствует стационарному режиму работы си-
стемы. Случай, когда положение равновесия находится на неустойчивом участке и возникает релакса-
ционный цикл, представляется неприемлемым с физической точки зрения, так как в системе возникают
колебания с достаточно большой амплитудой.

Выводы
Рассмотрена трехмерная математическая модель ветрогенератора Дарье. При кусочно-линейной ап-

проксимации аэродинамического момента найдены условия возникновения режимов работы ветрогене-
ратора, соответствующие релаксационным колебаниям.
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ABSTRACT
The article discusses the mathematical model of the Daria small wind power plant. This installation is

a type of vertical axis wind turbine named after its inventor, Georges Jean Marie Darrieux. The design
consists of a vertically oriented shaft with curved blades or airfoils attached to it, forming a shape similar
to an egg whisk. In today’s world, against the backdrop of climate change and steadily increasing energy
demand, wind energy acts as a critical pillar of the transition to renewable energy sources. This technology
helps reduce carbon emissions and mitigate humanity’s impact on the environment. In this context, wind
energy is emerging not only as a means of supplying electricity, but also as a powerful catalyst for building
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under which relaxation oscillations are observed in the system.
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ABSTRACT
An analytical method of solving the wave equation describing the oscillations of systems with moving

boundaries is considered. By changing the variables that stop the boundaries and leave the equation invariant,
the original boundary value problem is reduced to a system of functional-difference equations, which can be
solved using direct and inverse methods. An inverse method is described that makes it possible to approximate
quite diverse laws of boundary motion by laws obtained from solving the inverse problem. New particular
solutions are obtained for a fairly wide range of laws of boundary motion. A direct asymptotic method for
the approximate solution of a functional equation is considered. An estimate of the errors of the approximate
method was made depending on the speed of the boundary movement.
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Introduction

One-dimensional systems, the boundaries of which move, are widely used in engineering: ropes of lifting
installations [1–9], flexible transmission links [1; 10–14], solid fuel rods [15], drill strings [3], etc. The presence
of moving boundaries causes significant difficulties in describing such systems; therefore, approximate methods
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of solution are mainly used here [1–3; 10; 14–21]. Among the analytical methods, the most effective is the
method proposed in [11], which consists in the se-lection of new variables that stop the boundaries and
leave the wave equation invariant. In [22], the solution is sought in the form of a superposition of two
waves running towards each other. The method used in [23] is also effective, which consists in replacing
the geometric variable with a purely imaginary variable, which allows us to apply the wave equation to the
Laplace equation and apply the method of the theory of functions of a complex variable to the solution.

In this article an analytical method for solving the wave equation that describes the oscillations of
systems with moving boundaries is proposed. By replacing the variables that stop the boundaries and leave
the equation invariant, the original boundary value problem is reduced to a system of functional-difference
equations that can be solved using direct and inverse methods. An inverse method is described which makes
it possible to approximate quite diverse laws of boundary motion by laws obtained from solving the inverse
problem. New particular solutions have been obtained for a fairly wide range of boundary motion laws. A
direct asymptotic method for the approximate solution of a functional equation is considered. The errors of
the approximate method are estimated, depending on the speed of the boundary movement. This approach
successfully combines the methodology used in [11; 22; 24–27].

1. Statement of the problem

Let us consider free oscillations in a system with moving boundaries.

utt(x, t)− a2uxx(x, t) = 0. (1.1)

The boundary conditions at the fixed ends have the form

u (l1(t), t) = 0; u (l2(t), t) = 0. (1.2)

(l1(0) 6 x 6 l2(0))

Here, u(x, t) is the displacement of the point of the object with the coordinate x at time t; a is the velocity
of wave propagation in the system; l1(x), l2(x) are the laws of boundary motion.

In works [11; 22] Vesnitsky A.I. proposed a fairly general method for selecting new variables for the wave
equation. Following this method, the replacement of variables is performed in the following form:

ξ = φ(t+ x/a)− ψ(t− x/a);
τ = a−1 [φ(t+ x/a) + ψ(t− x/a)] ,

(1.3)

where φ and ψ are some functions. As a result of such a replacement, the original equation remains invariant
(wave), and φ, ψ are determined from the condition of constancy ξ at the boundaries.

In new variables ξ, τ , defined by relation (1.3), the initial problem (1.1)–(1.2) is reduced to the following

Uττ (ξ, τ)− Uξξ(ξ, τ) = 0 (1.4)

under boundary conditions
U(ℓ1(τ), τ) = 0; Uξ(ℓ2(τ), τ) = 0; (1.5)

(ℓ1(τ) 6 ξ 6 ℓ2(τ)).

Here τ, ξ are a dimensionless time (τ > 0) and a dimensionless spatial coordinate; U(ξ, τ) = u(x, t) ; ℓi(τ) —
the laws of movement of borders.

Boundary conditions (1.5) in variables ξ, τ are set on new, generally speaking, moving boundaries, the
position of which depends on two functions φ and ψ. Since they φ and ψ are arbitrary, one can require that
the boundary conditions should be written on fixed boundaries, i. e. ℓ1 = const and ℓ2 = const (ℓ2 > ℓ1).

For this, it is necessary that φ and ψ necessary to satisfy the system of functional equations:{
φ(τ + ℓ1(τ))− ψ(τ − ℓ1(τ)) = ℓ1;
φ(τ + ℓ2(τ))− ψ(τ − ℓ2(τ)) = ℓ2,

(1.6)

which uniquely determine the functions of φ and ψ through the known laws of boundary motion. When
the borders move at a speed higher than the speed of wave propagation, the solution of the wave equation
becomes incorrect, therefore, a restriction is imposed on the speed of the boundaries |ℓ′i(τ)| < 1. Constants
ℓi can be arbitrary, but not equal values (for example, ℓ1 = 0, ℓ2 = 1). Then system (1.6) will take the
form: {

φ(τ + ℓ1(τ)) = ψ(τ − ℓ1(τ));
φ(τ + ℓ2(τ)) = ψ(τ − ℓ2(τ)) + 1,

(1.7)

The existence of a solution to this system was proved in [11].
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Solution (1.4)–(1.5) is found by the Fourier method [27]:

U(ξ, τ) =
∞∑
n=1

sin (ω0nξ) (Dn cos (ω0nτ) + En sin (ω0nτ)) =

=
∞∑
n=1

rn {sin (ω0n(τ + ξ) + αn)− sin (ω0n(τ − ξ) + αn)} ,
(1.8)

where ω
0n
(ε0τ) =

πn
ℓ2−ℓ1 ; rn = 1

2

√
D2
n + E2

n; αn = arctg (En/Dn) .
The solution obtained in [1–3; 10–13; 22–24] has a form similar to (1.8).
Returning to the variables x and t, we get

u(x, t) =

∞∑
n=1

rn {sin (ω0nφ(t+ x) + αn)− sin (ω0nψ(t− x) + αn)} . (1.9)

Here φ and ψ, they are found from the solutions of the system of functional equations (1.7) according to
the known laws of boundary motion, and the constants Dn, En are determined from the initial conditions.

Generally speaking, it is not easy to solve system (1.7). There are two different approaches to solving it:
— inverse problems [3, 11, 15, 22-26], i. e. according to the given "phases" of natural oscillations φ and ψ,

finding the laws of motion of the boundaries ℓi(τ);
— direct problems [15; 28], i. e. finding the "phases" of natural oscillations according to the given laws

of motion of the boundaries ℓi(τ).

2. Solution of the inverse problem
To solve system (1.7) A.I. Vesnitsky [11] used the inverse method, i. e. to the given φ and ψ from the

resulting system of equations, the laws of boundary motion ℓ1(τ) and ℓ2(τ) are found. When solving the inverse
problem, the equations of system (1.7) are reduced to the study of algebraic or transcendental equations
with respect to ℓi(τ), which in many cases admit exact solutions. Based on the inverse problem Vesnitsky
A.I. and Potapov A.I. [11; 22] solutions for a fairly wide range of laws of boundary motion are obtained.

System (1.7) has infinitely many solutions, since on the interval [0,1] the function φ(z) and on the interval
[–1,0] the function ψ(z) can be set arbitrarily, and using the method of successive approximations [27], the
values of functions in other areas are found. It is enough for us to find one particular solution that determines
the one-to-one correspondence of points z and points y1 = φ(z); y2 = ψ(z) Of all the solutions, we are only
interested in monotone ones, and monotone solutions in the case of boundary movement at a speed lower
than the wave propagation speed (|ℓ′1(τ)| < 1; |ℓ′2(τ)| < 1) can only be monotonously increasing.

Lemma. If the function φ(z) – is monotonously increasing (decreasing), then the function ψ(z) is also
monotonously increasing (decreasing).

Proof. Indeed, from the first equation of system (1.7) at τ = τ0, it follows that

φ(τ0 + ℓ1(τ0)) = ψ(τ0 − ℓ1(τ0)).

Now suppose that τ1 > τ0 and the function φ(z) also increases (decreases), then in the case of boundary
motion at a speed lower than the wave propagation speed (|ℓ′1(τ)| < 1; |ℓ′2(τ)| < 1) , we will have:

τ1 + ℓ1(τ1) > τ0 + ℓ1(τ0);

τ1 − ℓ1(τ1) > τ0 − ℓ1(τ0)

Since the function φ(z) in this case increases (decreases), then in order to perform the first equality of
system (1.7) at τ = τ1, it is necessary that the function ψ(z) increases (decreases), i.e. the function ψ(z) is
also increasing (decreasing).

Let us also show that the monotonic solution of system (1.7) in the case of boundary motion at a speed
lower than the wave propagation velocity can only be increasing.

Indeed, given the inequality ℓ1(τ) < ℓ2(τ) we get:

τ + ℓ1(τ) < τ + ℓ2(τ); τ − ℓ1(τ) > τ − ℓ2(τ);

Suppose that φ(z) and ψ(z) they decrease, then we can write:

φ(τ + ℓ2(τ)) < φ(τ + ℓ1(τ)) = ψ(τ − ℓ1(τ)) < ψ(τ − ℓ2(τ)).

However, this inequality contradicts the second equation of system (1.7). Therefore, functions
φ(z) and ψ(z)can only be monotonically increasing. The lemma is proved. �

Note that from system (1.7) the functions φ(z) and ψ(z) are determined up to a constant in the sense
that if φ(z) and ψ(z) are the solution of system (1.7), then φ(z) + C and ψ(z) + C are also a solution
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(here C — is an arbitrary constant). Therefore, for certainty, we can choose such a function ψ(z), that
ψ(−1) = −1. At the same time, from the second equation of system (1.7) for τ = 0, it follows that φ(1) = 0.
From the first equation of system (1.7) for τ = 0, we obtain

φ(0) = ψ(0).

When assigning functions φ(z) and ψ(z), several arbitrary constants are introduced into them. The
dependence of the found laws of motion ℓ1(τ) and ℓ2(τ) found on the values of these constants makes it
possible to approximate quite diverse laws of motion of the boundaries by laws obtained from solving the
inverse problem.

The set of reverse solutions is quite wide. The solutions below satisfy the relations:

ℓ1(0) = 0; ℓ2(0) = 1; ψ(−1) = −1.

The set of obtained laws of motion of boundaries is divided into classes:
1. The solutions shown in Table 2.1 belong to class A when the left boundary is fixed and φ(z) = ψ(z).

Solutions numbered 1, 2, 3, 6 were obtained by A.I. Vesnitsky and A.I. Potapov [11; 22], solutions 4, 5, 7
were obtained for the first time.

Table 2.1
Class A decisions

Таблица 2.1
Решения класса А

l2(τ) φ(z) = ψ(z)

1 ντ + 1 Ln[(νz+1)/(1−ν)]
Ln[(1+ν)/(1−ν)] − 1

2
√
Bτ +B2/ |B|

√
Bz +B + 0, 25−

−
√
B2 −B + 0, 25− 1

3 1/(4Bτ + 1) Bz2 + 0, 5z −B − 0, 5

4 1
αarcsh

[
0,5

B1eατ−B2e−ατ

] B1(e
αz − e−α) +B2(e

−αz − eα)− 1,

B1 = B2 + 1/(eα − e−α), α > 0

5
√

(τ +B)2(α2 − 1) + 1 + 2αB +B2 − α(τ +B)

Ln[(z+B)2+1+2αB+B2]
Ln[(1+α)/(1−α)] −

Ln[(B−1)2+1+2αB+B2]
Ln[(1+α)/(1−α)] − 1

6
1
α

[
−d+

√
1 + d2 + (ατ +B)2

]
,

d = 1+B2−α2

2α

arctg(αz+B)
arcctg[(1+B2−α2)/(2α)]−

arctg(B−α)
arcctg[(1+B2−α2)/(2α)] − 1

7 1
α

(
ln 1+

√
1+4A2e2ατ

2A

)
− τ Aeαz +B, α = ln 1+

√
1+4A2

2A

2. The next class B is determined by the fact that the boundaries move according to the same law:

ℓ1(τ) = ℓ(τ); ℓ2(τ) = 1 + ℓ(τ); ℓ(0) = 0.

Since the movement of the boundaries is interconnected, there is also an interconnection between the
functions φ(z) and ψ(z). It is expressed by the functional equation:

φ(φ̄(ψ(z)) + 1)− ψ(z − 1) = 1. (2.1)

System (1.7) in this case can only be satisfied by functions that are solutions of equation (2.1). Here are
two previously unknown solutions of class B:

1) ℓ = ντ ; φ(z) = (1− ν)z/2 + (1 + ν)/2− 1;
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ψ(z) = (1 + ν)z/2 + (1 + ν)/2− 1;
2) ℓ(τ) = 1

α ln[(Be−ατ − Ceατ )/(B − C)];
φ(z) = B(e−αz − 1)− C(e−α − 1)− 1; B = C + 1/(e−α − 1);
ψ(z) = C(eαz − 1)− C(e−α − 1)− 1.
3. For class C solutions, the boundaries move symmetrically in different directions, i.e.

ℓ1(τ) = −ℓ(τ); ℓ2(τ) = ℓ(τ).

The equation of the relationship of functions φ(z)and ψ(z)here has the form:

φ(z) = ψ(z) + 0, 5

Class C solutions are obtained from class A solutions using the following formulas:

ℓ(τ) = ℓA(τ); ψ(z) =
1

2
ψA(z); φ(z) = ψ(z) + 0, 5 ,

where the corresponding functions of class A solutions are indicated with the index A.
4. A solution of class D is obtained for the case when both boundaries move uniformly:

ℓ1(τ) = (B2 −B1)τ/(B2 +B1); ℓ2(τ) = (B2e
1/c −B1)τ/(B1 +B2e

1/c) + 1;

φ(z) = C Ln(B1z +D)− C Ln(D −B2)− 1;

ψ(z) = C Ln(B1z +D)− C Ln(D −B2)− 1;

D = (B1 +B2e
1/c)/(e1/c − 1).

The solution number one in Table 2.1 can be used to study the rope vibrations of load-lifting installations
at uniform ascent (descent) [1; 2; 4–9]. The above solutions of class B can be used in the study of oscillations
of flexible transmission links [12–14]. The rest of the solutions are model.

The class of inverse solutions is limited, for example, no solution was obtained for the uniformly accelerated
motion of the boundary l(τ) = 1 + ντ2. Obtaining the indicated solution is relevant when describing the
longitudinal and transverse vibrations of the ropes of load-lifting installations at the acceleration stage [1].

3. Solution of the direct problem
The solution of the direct problem, as a rule, faces great difficulties. Well-known methods for solving

functional equations, sometimes can find φ and ψ from known ones ℓi(τ), but in a limited range of argument
values and in a form that is not very suitable for analytical research.

In this regard, we consider an approximate solution of the functional equation

φ(τ + l(τ))− φ(τ − l(τ)) = 1. (3.1)

For an approximate solution of equation (3.1), it is proposed to use the asymptotic method [28].
For fixed boundaries ℓ(τ) = ℓ, the solution to (3.1) is the linear function

φs(z) =
1

2ℓ
z + const.

In the case of a slow motion of the boundary ℓ(τ), the “phase” of the wave φ(z) during its run through
the system changes slightly with respect to φs(z). It is assumed that φ(z) has derivatives of any order,
and writing φ(τ + ℓ(τ)) in the form of power series in ℓ(τ), after substituting them into (1.1), we obtain a
differential equation for slowly changing current "phase" φ(τ)

∞∑
k=0

lk+1

(k + 1)!
· d

k+1φ

dτk+1
= 1. (3.2)

Since φ(τ) deviates slightly from the linear law φs(z = τ) during the wave travel time, each next term
on the left side of equation (3.2) is much smaller than the previous one, and its solution must be sought
in the form of a series

φ(τ) =
∞∑
n=0

φn(τ). (3.3)

Substituting (3.3) into (3.2) and equating the terms of the same order of smallness individually to zero,
we obtain for the zero approximation

φ0(τ) =
1

2

τ∫
0

dt

ℓ(t)
.
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In the case of a linear law of motion of the boundary ℓ(t) = 1 + ντ , the phase of dynamic natural
oscillations is equal to

φ(z) =
ln[(νz + 1)/(1 + ν)]

2ν
. (3.4)

Values (3.4) were compared with the values obtained using the exact solution (Table 2.1):

φ(z) =
Ln [(νz + 1)/(1− ν)]

Ln [(1 + ν)/(1− ν)]
− 1. (3.5)

The values of the maximum absolute errors ∆ of the asymptotic method, depending on the speed of the
boundary movement ν, are given in Table 3.1.

Table 3.1
Error of the asymptotic method depending on the velocity of the boundary

Таблица 3.1
Погрешность асимптотического метода в зависимости от скорости границы

ν 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

∆ 0,002 0,006 0,013 0,023 0,036 0,053 0,073 0,100 0,139

In the interval ν ∈ [0, 1; 0, 6] the errors of the approximate method are small. The increase of the error
when ν approaches unity is explained by the fact that the function (3.5) becomes infinitely large when ν → 1.

Insignificant errors make it possible to apply the described method to solve functional equation (3.1) in
cases where its exact solution is not known.

Conclusion

Using the analytical method of variable substitution, the original boundary value problem is reduced to
a system of functional-difference equations. The solution of the original problem depends on whether it is
possible to solve the given system (1.7). Vesnitsky A.I. proposed to solve it by the reverse method, i.e. to set
functions φ and ψ and from the resulting system of equations to find the laws of motion of the boundaries.
The paper presents five new inverse solutions of the system.

An approximate asymptotic method for solving the functional equations of system (1.7) is considered.
Under conditions of slow motion of the boundaries, minor errors make it possible to apply this method in
cases where the exact solution of the system of functional equations is not known.

The above solutions can be used in the study of rope vibrations of lifting installations with a uniform
ascent (descent), flexible links of transmission (for example, a belt drive), etc.
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ОБ ОДНОМ РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ О КОЛЕБАНИЯХ МЕХАНИЧЕСКИХ
СИСТЕМ С ДВИЖУЩИМИСЯ ГРАНИЦАМИ

АННОТАЦИЯ
В статье рассмотрен аналитический метод решения волнового уравнения, описывающего колебания

систем с движущимися границами. Заменяя переменные, останавливающие границы и оставляющие
уравнение инвариантным, исходная краевая задача сводится к системе функционально-разностных
уравнений, которая решена прямым и обратным методами. Описан также обратный метод, позволяющий
аппроксимировать весьма разнообразные законы движения границы законами, полученными в
результате решения обратной задачи. Новые частные решения получены для достаточно широкого
круга законов движения границы. С помощью прямого асимптотического метода рассматривается
приближенное решение функционального уравнения. Оценка погрешностей приближенного метода
производится в зависимости от скорости движения границы.

Ключевые слова: волновое уравнение; краевые задачи; колебания систем с подвижными границами;
замена переменных; законы движения границ; функциональные уравнения.
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О ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ ДЛЯ ТОНКОЙ КРУГЛОЙ ПЛАСТИНЫ,
СОПРЯЖЕННОЙ С МАССИВНЫМ ТЕЛОМ

АННОТАЦИЯ
Рассматривается задача о деформировании под действием равномерного давления круговой

пластины, сопряженной с массивным основанием, при этом условие сопряжения пластины с основанием
моделируется использованием граничных условий типа обобщенной упругой заделки, т. е. связи
изгибающего момента и усилий на краю пластины со смещениями и углом поворота посредством
матрицы податливости. Основной целью работы является исследование влияния упругости заделки
на упругий отклик пластины. Решение задачи получено в постановке линейной теории пластин,
теории мембран в приближении однородности продольных усилий и теории Феппля — фон Кармана,
также в приближении предположения однородности продольных усилий. Значения коэффициентов
матрицы податливости получены с помощью метода конечных элементов для вспомогательной задачи
и сравнены со значениями коэффициентов, полученных для близких задач аналитическими методами.
Численные результаты получены для пластины из алюминия на кремниевом основании. Проведено
сравнение полученного решения с решением, полученным для условия жесткой заделки для всех трех
использованных моделей. Показано, что в случае больших прогибов (несколько толщин пластины)
учет податливости заделки становится существенным.

Ключевые слова: тонкая пластина; граничные условия для пластин; упругая заделка; матрица
податливости.
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1. Предварительные сведения

При моделировании тонкостенных элементов конструкций, сопряженных с массивными телами, тон-
костенные элементы удобно моделировать в рамках различных двумерных или одномерных моделей:
пластин, оболочек, балок. При этом в качестве граничных условий обычно используют условие жесткого
защемления, оправдывая это «массивностью» тел, с которыми рассматриваемые тонкостенные элемен-
ты сопрягаются. Однако более детальное рассмотрение показывает, что условие жесткого защемления
выполняется лишь приближенно, и что более точными являются условия упругой заделки, когда ки-
нематические параметры — компоненты смещения средней плоскости и углы поворота связываются с
силовыми параметрами — продольными и поперечными усилиями и изгибающими моментами посред-
ством матрицы податливости [1–15]. Более простые, скалярные, соотношения использовались в работах
[16; 17]. На необходимость учета податливости заделки указывалось и в более ранних работах [18–23],
где были предложены приближенные модели для их оценки. Условие жесткого защемления может быть
получено как частный случай путем обнуления коэффициентов податливости матрицы, либо соответ-
ствующих предельных переходов. В упомянутых работах рассматривались ситуации отслоения тонкой
пленки (пластины) от массива либо расслоение составных пластин, и были вычислены коэффициен-
ты соответствующих матриц податливости (полный набор либо коэффициенты, вносящие наибольший
вклад). В частности, было показано [2; 12], что даже деформирование пластины, имеющей полный кон-
такт с абсолютно жестким основанием вне области отслоения (потери контакта с основанием), более
точно описывается при использовании граничных условий типа упругой заделки. В настоящей статье
рассматривается иной случай, а именно деформирование тонкого слоя, сцепленного с массивным основа-
нием, имеющим цилиндрическое отверстие, за счет давления на слой через данное отверстие (рис. 1.1).
Подобные задачи возникают при идентификации экспериментально определяемых параметров ультратон-
ких элементов МЭМС, используемых, в частности, в проекционных литографических системах [24–28].

Рис. 1.1. Тонкий упругий слой, сцепленный с массивным основанием, имеющим цилиндрическое
отверстие

Fig. 1.1. A thin elastic layer adhered to a massive base having a cylindrical hole

Участок тонкого слоя, находящегося над отверстием, будет рассматриваться как равномерно нагру-
женная пластина. При этом будут использоваться граничные условия, соответствующие упругой заделке.

2. Постановка задачи

Рассмотрим слой толщины h, сцепленный с массивным основанием, имеющим цилиндрическое от-
верстие радиуса R, со стороны которого на слой прикладывается давление p. Введем цилиндрическую
систему координат r, φ, z с осью z, расположенной по центру отверстия, и направленную в сторону,
противоположную от прилегающего основания (рис. 1.1).

Деформация слоя может описываться в приближении теории пластин, где в качестве кинематиче-
ских переменных используются радиальная и нормальная компоненты смещения его серединной плос-
кости u, w. К настоящему времени разработано много вариантов теории пластин, отличающихся как
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степенью сложности, так и степенью строгости учета различных факторов. Рассмотрение вариантов
теорий и областей их применения не входит в задачу настоящей работы, данный вопрос рассмотрен,
например в [29], см. также цитируемую там литературу.

Рассмотрим вариант описания деформирования пластины Феппля — фон Кармана, уравнения для
которого в случае осевой симметрии могут быть записаны в виде [29; 30]:

D∆2w −
(
Trr

d2w

dr2
+ Tφφ

1

r

dw

dr

)
= q, (2.1)

Trr − Tφφ
r

+
dTrr
dr

= 0, (2.2)

Trr =
Eh

1− ν2

[
du

dr
+

1

2

(
dw

dr

)2

+ ν
u

r

]
, (2.3)

Tφφ =

[
u

r
+ ν

du

dr
+
ν

2

(
dw

dr

)2]
. (2.4)

Здесь u,w — радиальная и нормальная компоненты смещения серединной плоскости слоя; q — рас-
пределенная нагрузка; ∆ — оператор Лапласа; E, ν — модуль Юнга и коэффициент Пуассона слоя
(пластины); Trr, Tφφ — продольные усилия в пластине; D — изгибная жесткость

D =
Eh3

12(1− ν2)
. (2.5)

Уравнения (2.1), (2.2) представляют собой уравнения равновесия, в первом из которых часть уси-
лий выражена через нормальную компоненту смещения w; уравнения (2.3), (2.4) представляют собой
уравнения закона упругости, в которых деформации выражены через компоненты смещения. Область
применимости системы уравнений ограничена не слишком большими прогибами w.

Для постановки задачи систему уравнений (2.1)–(2.4) необходимо дополнить граничными условиями.
Традиционной является постановка, в которой смещения и углы повороты пластины в точках сопря-
жения с основанием полагаются равными нулю. Это условие носит название жесткой заделки и может
быть представлено в виде

u(R) = 0, (2.6)

w(R) = 0, (2.7)
dw(r)

dr

∣∣∣∣
r=R

= 0. (2.8)

Более точными являются условия упругой заделки, согласно которым кинематические величины,
входящие в (2.6)–(2.8), пропорциональны некоторым статическим величинам, действующим на границе.
В случае плоской границы выбор данных статических величин однозначен и определяется структурой
определяющих уравнений. В общем виде это условие в используемых обозначениях можно записать в
виде [14]  u(R)h−1

−w′(R)
w(R)h−1

 =
1− ν2

E

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 −Trrh−1

Mrrh
−2

Qrzh
−1

 . (2.9)

Здесь Mrr, Qrz — изгибающий момент и перерезывающая сила, действующие в сечении; aij — без-
размерные коэффициенты матрицы податливости, зависящие в общем случае от геометрических пара-
метров системы (отношения толщины пластины к характерному размеру всей системы) и отношения
упругих констант пластины и массивной части. Коэффициенты aij не могут быть посчитаны на осно-
ве элементарных балочных теорий. Для ряда конфигураций они были посчитаны аналитическими либо
численными методами из рассмотрения более простых задач [1–14]. Условие жесткой заделки (жесткого
защемления) получается из условия упругой заделки (2.9), если положить нулями все коэффициенты
податливости aij = 0.

3. Оценки коэффициентов матрицы упругой заделки.
Аналитические и численные решения

Коэффициенты матрицы упругой заделки a11, a12, a21, a22 были получены многими авторами: числен-
но [1; 3; 5; 9], полуаналитически [2; 8] и аналитически [7] для плоской задачи о слое, примыкающем
к полуплоскости и имеющем участок отслоения. В работе [7] также были получены значения коэффи-
циентов a13, a23 (остальные коэффициенты не используются в рамках рассматриваемой модели). Для
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достаточно протяженных отслоений, пользуясь результатами [6; 14; 15] можно получить следующие фор-
мулы:  a11 = 2

∑
π

(
ln η

2
∑ + 1.57

)
+ d, a12 = a21 =

√
3, a22 = 12δ,

a13 = 1 +
√
3δ, a23 = 3

2 + 6δ2, δ = 0.21 + 0.62
∑1/3

.

 (3.1)

Здесь
∑

— отношение модулей слоя и основания; η — отношение полудлины отслоившегося слоя к его
толщине; d — константа, порядка единицы. Коэффициенты aij в данном приближении не зависят от
длины пластины, кроме коэффициента a11, зависящего логарифмически.

Рассматриваемая геометрия имеет два существенных отличия: наличие отверстия в основании на гра-
нице с пластиной и ненулевой радиус кривизны границы. Первое отличие должно приводить к умень-
шению жесткости конструкции и, как следствие, к увеличению коэффициентов податливости. Действи-
тельно, для весьма жестких по отношению к основанию пластин область затухания напряжений в ос-
новании при удалении от точки защемления велика, поэтому при отсутствии материала основания в
половине области (для плоского случая) можно ожидать до двукратного уменьшения сопротивления, и
соответственно до двукратного увеличения коэффициентов податливости. В противоположном пределе
(абсолютно) жесткого основания наличие отверстия не влияет на распределение напряжений, поэтому
коэффициенты податливости не должны меняться. Наличие кривизны контура, очевидно, должно при-
водить к увеличению жесткости системы и уменьшению коэффициентов податливости. Это уменьшение
должно сильно сказываться на коэффициентах, сильно зависящих от отношения протяженности пласти-
ны к толщине, и практически не сказываться на коэффициентах, слабо зависящих от этого отношения.
Суммируя, для рассматриваемой конфигурации коэффициенты податливости должны несколько превос-
ходить значения, даваемые формулой (3.1).

4. Оценки коэффициентов матрицы упругой заделки.
МКЭ решение

Для получения значения коэффициентов упругой заделки решалась вспомогательная задача о по-
лом цилиндре высотой H с внешним и внутренним радиусами R1, R2, один из торцов которого z = 0,
полностью сцеплен с пластиной из другого материала, имеющей круговое отверстие радиуса R3 < R2

(рис. 4.1). Противоположный торец цилиндра z = −H жестко закреплялся, u(r,−H) = w(r,−H) = 0. На
внутреннем контуре пластины ставились граничные условия одного из следующих видов: постоянное
давление

σrr(R3, z) = p, 0 6 z 6 h (4.1)

либо постоянный изгибающий момент

σrr(R3, z) = (z − h/2)p, 0 6 z 6 h. (4.2)

Для пластины и основания были взяты модули Юнга и коэффициента Пуассона для алюминия (E =
= 70 ГПа, ν = 0.35) и кремния (E = 109 ГПа, ν = 0.27), соответственно [31].

Задача решалась методом конечных элементов в линейной упругой осесимметричной постановке.
В процессе решения вычислялись компоненты смещения на верхней и нижней свободной границе

пластины u(r, 0), u(r, h), w(r, 0), w(r, h), R3 + ξ 6 r 6 R2 − ξ, где параметр ξ принимался равным 3h для
отсечения областей, в которых существенную роль могут играть краевые эффекты. Значения смещений
срединной плоскости вычислялись как полусумма значений в узлах сетки, расположенных на поверхно-
стях. Полученные функции аппроксимировались полиномиальными функциями шестого порядка мето-
дом наименьших квадратов. Данные аппроксимационные зависимости экстраполировались до границы
контакта пластины с цилиндром r = R2. Действующие продольные усилия и моменты в данной точке
вычислялись аналогичным образом через соответствующие комбинации производных от смещений. Полу-
ченные таким образом значения u(0), w′(0),M(0), T (0) использовались для нахождения коэффициентов
податливости. Для расчета были выбраны следующие геометрические параметры: h = 1, H = 100, R1 =
= 100, R2 = 100, для параметра R3 использовались два значения — 60 и 40. Разница в значениях
полученных коэффициентов aij при этом не превышала 3 %, что можно отнести к погрешности мето-
да конечных элементов. Двумерная сетка строилась четырехугольными элементами. Число элементов
по толщине пластины составляло 6, по длине пластины — 100, по сторонам массивной части — 200.
Отношение размера элемента вблизи точки заделки и вдали от нее составляло 1/10.

Полученные значения коэффициентов податливости составили a11 = 10, a12 = a21 = 1.7, a22 = 12.
Данные значения, согласующиеся с теоретическими значениями для плоской границы и сплошного ос-
нования, использовались в расчетах.
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Рис. 4.1. Геометрия расчетной области
Fig. 4.1. Geometry of the computational domain

5. Оценки влияния различных коэффициентов

Оценку удобно проводить по отдельности для отдельных коэффициентов матрицы податливости. При
этом для оценки вклада того или иного коэффициента можно использовать подходящую приближенную
модель, в рамках которой можно получить аналитическое либо полуаналитическое решение. Такой под-
ход позволяет в рамках используемых приближенных теорий на основе полученных решений оценивать
относительный вклад того или иного коэффициента.

5.1. Модель пластины без учета растягивающих усилий

Для оценки влияния коэффициентов, связанных с начальным поворотом, удобно использовать эле-
ментарное уравнение изгиба пластины без учета сил, возникающих в ее плоскости. Подобное уравнение
обычно называют уравнением Софи Жермен. Данное уравнение может быть получено отбрасыванием
в уравнении (2.1) члена, связанного с действием продольных сил

D∆2w = q. (5.1)

Здесь q — распределенная нормальная нагрузка, в общем случае зависящая от координат.
В рассматриваемом случае осевой симметрии данное уравнение в полярных координатах преобразу-

ется к виду
1

r

d

dr

[
r
d

dr

(
1

r

d

dr

(
r
dw

dr

))]
=

q

D
. (5.2)

Общее решение данного уравнения при постоянной нагрузке q, не имеющее особенностей в центре,
есть

w(r) =
qr4

64D
+ C1r

2 + C2. (5.3)

При моделировании условий закрепления в виде жесткой заделки граничные условия записываются
в виде (2.7), (2.8), при этом условие (2.6) не используется, поскольку входящая в него функция u не
входит в уравнения изгиба.

При моделировании условий закрепления в виде упругой заделки условие (2.8) заменяется на сле-
дующее (с учетом знаков), являющееся частным случаем условия (2.9)

−dw(r)
dr

∣∣∣∣
r=R

=
a22
Ēh2

Mrr(R) +
a23
Ēh

Qrz(R). (5.4)

Здесь модуль Юнга, модифицированный для плоской деформации, определяется как

Ē =
E

1− ν2
. (5.5)
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В условии (5.4) ввиду характера уравнения (5.1) отсутствует зависимость от продольного усилия,
действующего в пластине. Кроме того, ввиду осевой симметрии вертикальное смещение края не зависит
от угла и может быть положено равным нулю.

Значение изгибающего момента может быть посчитано следующим образом [30]:

Mrr(r) = D

(
d2w(r)

dr2
+
ν

r

dw(r)

dr

)
. (5.6)

Значение перерезывающей силы наиболее просто получить из баланса сил, действующих на пластину
в пределах радиуса

Qrz(r) =
qr

2
. (5.7)

С учетом (5.6), (5.7) граничное условие (5.4) записывается в виде

dw(r)
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∣∣∣∣
r=R

= − h

12
a22

(
d2w(r)

dr2
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r=R

+
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R

dw(r)
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)
− a23

2

qR

Ēh
. (5.8)

Подстановка общего решения (5.3) в граничное условие упругой заделки (5.8) дает уравнение для
определения константы C1

qR3

16D
+ 2C1R = − h

12
a22

(
(3 + ν) qR2

16D
+ 2 (1 + ν)C1

)
− a23

2

qR

Ēh
. (5.9)

Откуда

C1 = − qR2

32D

(
1 +

3 + ν

12
a22

h

R
+ a23

2

3

h2

R2

)(
1 +

h

12R
a22 (1 + ν)

)−1

. (5.10)

После чего из (2.7) находится константа C2

C2 = − qR4

64D
− C1R

2. (5.11)

Подстановка значений констант (5.10), (5.11) в общее решение окончательно дает выражение для
смещений в случае граничных условий в виде упругой заделки

w (r) =
qr4

64D
− qR2

32D

(
r2 −R2

)(
1 +

3 + ν

12
a22

h

R
+ a23

2

3

h2

R2

)(
1 +

h

12R
a22 (1 + ν)

)−1

− qR4

64D
. (5.12)

Выражение для смещений в случае граничных условий в виде жесткой заделки получается отсюда,
если положить a22 = a23 = 0, либо подстановкой граничных условий (2.7), (2.8) в общее решение (5.3)

w (r) =
q

64D

(
R2 − r2

)2
. (5.13)

Ввиду малости параметра h/R оценки для поправки, вносимой учетом конечности поворота в ме-
сте заделки, решение (5.12) можно разложить в ряд по данному параметру. Тогда, в частности, для
смещения в центре пластины

w (0) =
qR4

64D

(
1 +

1

3
a22

h

R

)
+O

(
h

R

)2

. (5.14)

При h/R = 1/100 для пленки алюминия на кремнии с a22 ≈ 12 погрешность, вносимая неучетом
конечности поворота, составляет около 4 %, для h/R = 1/1000 погрешность становится пренебрежимо
малой. Вклад от коэффициента a23 для указанных условий пренебрежим ввиду того, что параметр h/R
входит во второй степени.

Аналогично для величины момента в точке заделки, согласно (5.6)

Mrr (R) =
qR2

8D

(
1− 1 + ν

12
a22

h

R

)
. (5.15)

Поправка для рассматриваемых условий составляет порядка 1 %. Однако при меньших относитель-
ных радиусах рассматриваемая поправка становится существенной.

Уравнения (5.14), (5.15) показывают, что податливость заделки приводит к увеличению нормальных
смещений и уменьшению изгибающего момента, соответствующие поправки имеют порядок a22

h
R и обу-

словлены вкладом члена, соответствующего влиянию изгибающего момента на угол поворота в месте
контакта.
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5.2. Мембранная модель

Рассмотрим другой крайний случай преобладания продольных (мембранных) усилий. При этом обыч-
но предполагается постоянство усилий

Trr (r) = const. (5.16)

Из предположения (5.16) и уравнения равновесия (2.2) также следует равенство мембранных усилий
в различных направлениях Trr = Tφφ = T . Предположение постоянства мембранных усилий не позволяет
удовлетворить точно уравнениям совместности, однако используется в приближенных расчетах. Урав-
нение для прогиба получается из общего уравнения (2.1) отбрасыванием первого члена, связанного с
изгибом, что вместе с условием (5.16) дает

−T∆w (r) = q (5.17)

или в полярных координатах:

−1

r

d

dr

(
r
dw

dr

)
=
q

T
. (5.18)

Решение, удовлетворяющее граничному условию отсутствия вертикальных смещений на границе (2.7)
и ограниченное в нуле, есть

w (r) =
q

4T

(
R2 − r2

)
. (5.19)

Данное решение, очевидно, неадекватно описывает поведение вблизи точек заделки. В частности,
решение (5.19) дает конечный (и достаточно большой) поворот в этой точке. Это связано с тем, что
вблизи заделки пренебрежение изгибными напряжениями, описываемыми в уравнении (2.1) старшими
производными, становится неправомерным; для адекватного описания деформирование в этой области
в рамках мембранной теории необходимо рассмотрение пограничного слоя.

Радиальные Trr и окружные мембранные усилия Tφφ находятся из закона упругости. В предполо-
жении постоянства мембранных усилий получаем

εrr =
Trr
Eh

− ν
Tφφ
Eh

=
1− ν

Eh
T, εφφ =

Tφφ
Eh

− ν
Trr
Eh

=
1− ν

Eh
T. (5.20)

Выражения для радиальных и окружных деформаций εrr, εφφ через смещения u, w имеют вид

εrr =
du

dr
+

1

2

(
dw

dr

)2

, εφφ =
u

r
. (5.21)

Подстановка (5.21) в (5.20) дает различные выражения для смещения u(R) при подсчете через ра-
диальную и окружную деформации. В первом случае интегрирование от 0 до R дает

u (R) =
1− ν

Eh
TR− 1

2

∫ R

0

(
dw

dr

)2

dr, (5.22)

во втором

u (R) =
1− ν

Eh
TR. (5.23)

Для дальнейших расчетов возьмем среднее значение

u (R) =
1− ν

Eh
TR− 1

4

∫ R

0

(
dw

dr

)2

dr. (5.24)

Подстановка (5.19) в (5.24) и интегрирование от 0 до R дают

u (R) =
1− ν

E

R

h
T − q2R3

48T 2
. (5.25)

С другой стороны смещение u(R) может быть посчитано через граничное условие типа упругой
заделки (получающегося как частный случай из первого из условий (2.9)):

u (R) = −a11
Ē
T. (5.26)

Здесь отсутствуют члены, связанные с высшими производными от w (см. рассуждения после фор-
мулы (5.19)). Из сравнения (5.26) и (5.25) получаем

T 3 =
Eq2R2h

48 (1− ν)

(
1 + a11 (1 + ν)

h

R

)−1

. (5.27)
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Откуда для малых h/R

T = 3

√
Eq2R2h

48 (1− ν)

(
1− a11

1 + ν

3

h

R

)
+O

(
h

R

)2

. (5.28)

Подстановка выражения для T в выражение для нормального смещения w (5.19), для смещения в
центре пластины дает

w (r) =
1

2

(
R2 − r2

) 3

√
6q (1− ν)

EhR2

(
1 + a11

1 + ν

3

h

R

)
+O

(
h

R

)2

, (5.29)

w (0) =
R

2

3

√
6qR (1− ν)

Eh

(
1 + a11

1 + ν

3

h

R

)
+O

(
h

R

)2

. (5.30)

Из данных уравнений видно, что относительная поправка, вносимая за счет учета податливости
заделки, имеет порядок a11

h
R . Для рассмотренной мембранной модели она не зависит от величины

действующей нагрузки q. Поправка величины смещения и натяжения для h/R = 1/100 составляет
порядка 1.3 %. Однако при меньших относительных радиусах рассматриваемая поправка становится
существенной.

5.3. Модель Феппля — фон Кармана в приближении постоянства усилий
в плоскости пластины

Данная модель, не являясь точной, позволяет тем не менее получить оценки влияния всех коэффи-
циентов матрицы податливости. Уравнение (2.1) для постоянных мембранных усилий Trr = Tφφ = T в
полярных координатах записывается как

1

r

d

dr

[
r
d

dr

(
1

r

d

dr

(
r
dw

dr

))]
− T

D

1

r

d

dr

(
r
dw

dr

)
=

q

D
. (5.31)

Решение данного уравнения, не имеющее особенности в нуле и удовлетворяющее граничному условию
отсутствия вертикальных смещений на контуре (2.7), записывается в виде

w (r) =
q
(
R2 − r2

)
4T

+ C

[
I0

(
r
√
T√
D

)
− I0

(
R
√
T√
D

)]
. (5.32)

Первая и вторая производные от вертикального смещения есть

w′ (r) = − qr

2T
+ C

√
T√
D
I1

(
r
√
T√
D

)
, (5.33)

w′′ (r) = − q

2T
+ C

T

2D

[
I0

(
r
√
T√
D

)
+ I2

(
r
√
T√
D

)]
. (5.34)

Здесь Ik — модифицированная функция Бесселя (функция Инфельда) порядка k. Постоянная интегри-
рования C и величина натяжения T находятся из оставшихся граничных условий (2.9), записываемых
в виде

u (R) = −a11
Ē
T +

a12
Ēh

M +
a13
Ē
Qrz, (5.35)

−w′ (R) = −a21
Ēh

T +
a22
Ēh2

M +
a23
Ēh

Qrz. (5.36)

С другой стороны, подстановка выражения для производной нормальных смещений (5.33) в выраже-
ние (5.22) и интегрирование от 0 до R дают (здесь, подобно мембранному приближению, для вычисления
мембранных усилий T берется среднее значение осевых и окружных деформаций)

u (R) =
1− ν

E

R

h
T − uw, (5.37)

uw =
R3
(
C2T 4

2F3

(
3
2 ,

3
2 ; 2,

5
2 , 3;

R2T
D

)
+Dq

(
Dq − 2CT 2

1F2

(
3
2 ; 2,

5
2 ;

R2T
4D

)))
24D2T 2

. (5.38)

Здесь uw — член, возникающий за счет вклада в деформацию квадрата производной от вертикальных
смещений; mFn — гипергеометрическая функция.
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Подстановка выражений для силовых параметров (5.6), (5.7), в выражения для смещения на краю
пластины (5.25) и производной от нормальных смещений (5.33) приводят к системе двух нелинейных
уравнений для определения величин C и T

1−ν
E

R
h T − uw = −a11

Ē
T + a13

Ē
qR
2 +

+a12h
2

12

{
− q

2T + C T
2D

[
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R
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T√
D

)
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(
R
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D
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2T + C T
2D

(
I0

(
R
√
T√
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(
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,

(5.39)
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(
R
√
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))]} . (5.40)

Условие жесткого защемления получается из (5.39), (5.40) обнулением коэффициентов податливости
aij = 0, однако даже при этом получившаяся система не позволяет получить аналитическое решение.

5.4. Некоторые численные оценки для модели Феппля — фон Кармана
в приближении постоянства усилий в плоскости пластины

Расчеты проводились для пластины алюминия на кремниевом основании. Постановка данной зада-
чи обусловлена ее интересом при идентификации экспериментально определяемых параметров ультра-
тонких элементов МЭМС, используемых в проекционных литографических системах [24–28]. Значения
модуля Юнга и коэффициенты Пуассона для пластины принимались E = 70 ГПа, ν = 0.35 соответ-
ственно [31]. Значения коэффициентов податливости, посчитанные методом конечных элементов, прини-
мались равными a011 = 10, a012 = a021 = 1.7, a022 = 12 (вклад в расчетные величины за счет коэффициентов
a13, a23 оказался порядка сотых долей процента, поэтому в окончательных расчетах их значение при-
нималось равным нулю a13 = a23 = 0). Отношение толщины пластины к радиусу в расчетах составляло
h/R = 1/100.

Значения величин прогиба в центре пластины w, момента на краю пластины M и величины растя-
гивающего усилия T были посчитаны для указанных значений параметров и различных величин дав-
ления q согласно формулам (5.6), (5.32) и результатам численного решения системы (5.39), (5.40). Об-
нуление одного или нескольких оставшихся коэффициентов податливости позволило также проводить
расчеты по редуцированным моделям, вплоть до модели жесткой заделки. Результаты расчетов пред-
ставлены в табл. 5.1. Величины w0, M0, T0 относятся к жесткой заделке.

Приведенные расчеты свидетельствуют о том, что влияние коэффициентов податливости разнона-
правлено и существенно зависит от уровня внешней нагрузки. Анализ полученных данных позволяет
сделать следующие выводы о влиянии коэффициентов податливости для рассматриваемой геометрии и
сочетании упругих свойств:

1. Пренебрежение влиянием коэффициента a11 приводит к занижению значений прогиба пластины
и изгибающего момента на краю (тем большим, чем больше нагрузка) и завышению значений
растягивающих усилий (тем большим, чем меньше нагрузка).

2. Пренебрежение влиянием коэффициента a12 приводит к незначительному (менее 1 %) завышению
значений прогиба пластины, завышению значений изгибающего момента на краю при малых на-
грузках и занижению при больших, и занижению значений растягивающих усилий (тем большим,
чем меньше нагрузка). В целом данный коэффициент оказывает наименьшее влияние на исследу-
емые величины. Его вклад наиболее существенен на изгибающий момент при больших нагрузках
и на величину продольной силы при малых нагрузках, однако даже в этих случаях его вклад
имеет порядок 2.5 и 5 %, соответственно.

3. Пренебрежение влиянием коэффициента a22 приводит к занижению значений прогиба пластины
(тем большим, чем больше нагрузка), к завышению значений изгибающего момента на краю (тем
большим, чем больше нагрузка), а также к занижению значений растягивающих усилий (тем боль-
шим, чем меньше нагрузка). Влияние данного коэффициента становится весьма существенным при
расчете величины изгибающего момента на краю пластины при действии больших нагрузок.

4. Сравнение результатов, полученных в рамках модели упругой заделки с учетом всех трех коэф-
фициентов, с результатами для жесткой модели показывает, что пренебрежение податливостью
приводит к занижению значений прогиба тем большим, чем больше нагрузка, однако не превы-
шающим 4.2 %, завышению значения изгибающего момента на краю, доходящего до 12.6 % при
нагрузках, соответствующих прогибам порядка 7.5 толщин пластины, и завышению значений рас-
тягивающих усилий (тем большим, чем больше нагрузка).
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Таблица 5.1

Значения величин прогиба в центре пластины, продольного усилия и изгибающего
момента на краю пластины при учете различных коэффициентов податливости

Table 5.1

Values of deflections in the plate center, longitudinal stresses and bending moments at the
plate edge due to accounting for various coefficients of compliance

p
E a11 a12 a22

w
h

w−w0

w ·
·100 %

M
ph2R

M−M0

M ·
·100 %

T
phR

T−T0

T ·
·100 %

5 · 10−8 0 0 0 0.703 11.39 4.64
a011 0 0 0.712 1.37 11.49 0.8 4.20 -10.4
0 a012 0 0.697 -0.82 11.37 -0.23 4.83 3.91
0 0 a022 0.724 2.81 11.13 -2.35 4.87 4.69
a011 0 a022 0.734 4.2 11.23 -1.46 4.41 -5.09
a011 a012 a022 0.729 3.5 11.2 -1.7 4.58 -0.13

10−7 0 0 0 1.138 10.10 6.08
a011 0 0 1.165 2.35 10.24 1.32 5.62 -8.24
0 a012 0 1.127 -0.93 10.01 -0.12 6.20 2.01
0 0 a022 1.163 2.13 9.78 -3.29 6.29 3.37
a011 0 a022 1.192 4.49 9.92 -1.84 5.82 -4.47
a011 a012 a022 1.181 3.69 9.91 -1.95 5.92 -2.56

10−6 0 0 0 3.336 5.379 5.35
a011 0 0 3.469 3.83 5.483 1.89 5.1 -5.10
0 a012 0 3.306 -0.89 5.421 0.78 5.39 0.69
0 0 a022 3.372 1.08 4.977 -8.07 5.44 1.43
a011 0 a022 3.507 4.88 5.081 -5.84 5.17 -3.57
a011 a012 a022 3.481 4.15 5.119 -5.07 5.20 -2.96

10−5 0 0 0 7.622 2.622 2.89
a011 0 0 7.944 4.05 2.676 2.0 2.77 -4.55
0 a012 0 7.556 -0.87 2.687 -2.41 2.91 0.57
0 0 a022 7.685 0.82 2.223 -17.9 2.92 1.04
a011 0 a022 8.01 4.85 2.276 -15.2 2.79 -3.54
a011 a012 a022 7.957 4.21 2.328 -12.6 2.81 -3.01

Полученные значения вклада податливости в величины прогиба и изгибающего момента для нагру-
зок, соответствующих малым прогибам, близки к значениям, полученным с использованием уравнения
Софи Жермен. Для нагрузок, соответствующих прогибам, равным нескольким толщинам, различие уве-
личивается, особенно для изгибающих моментов. Полученные значения величин натяжения существенно
отличаются от величин, посчитанных в рамках мембранной теории.

Следует отметить, что вычислительные трудности при расчетах с использованием редуцированных
моделей сопоставимы со случаем использования полной модели, поэтому для практических целей можно
рекомендовать использование именно полной модели во всех случаях.

Заключение
Рассмотрена задача о деформировании круговой пластины, сопряженной с массивным основанием,

под действием приложенного давления. Для моделирования сопряжения пластины с основанием исполь-
зуются граничные условия типа обобщенной упругой заделки, т. е. линейной связи изгибающего момен-
та и усилий на краю пластины со смещениями и углом поворота посредством матрицы податливости.
Решение задачи получено для трех вариантов теории пластин:

• линейной теории, не учитывающей действия продольных усилий;

• теории мембран в приближении предположения однородности продольных усилий;

• теории Феппля — фон Кармана также в приближении предположения однородности продольных
усилий.

Значения коэффициентов матрицы податливости были получены с помощью метода конечных эле-
ментов для вспомогательной задачи о сцепленной с массивным основанием пластине с цилиндрическим
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отверстием, края которого нагружены продольными усилиями либо изгибающим моментом. Численные
результаты получены для пластины из алюминия на кремниевом основании — задачи, возникающей
при идентификации параметров ультратонких элементов МЭМС, используемых в проекционных лито-
графических системах.

Проведено сравнение величин прогиба в центре пластины, растягивающего усилия и изгибающего
момента на краю пластины, полученных из решений, учитывающих и не учитывающих упругость за-
делки. Исследована роль отдельных коэффициентов матрицы податливости. Показано, что для больших
прогибов наиболее существенную роль играет коэффициент, связывающий угол поворота пластины в
точке заделки с действующим изгибающим моментом. Показано, что для нагружения, соответствующе-
го прогибам в несколько толщин пластины (нескольких процентов от ее радиуса), разница в значениях
изгибающего момента на ее краю, посчитанная с учетом и без учета податливости заделки, превышает
10 %, что свидетельствует о необходимости учета податливости заделки.

Авторы выражают признательность С.А. Лычеву и А.В. Дигилову за ряд полезных замечаний, вы-
раженных в процессе обсуждения работы.
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ABSTRACT
The problem of deformation under the action of uniform pressure of a circular plate coupled with a

massive base is considered, while the condition for the coupling of the plate with the base is modeled using
boundary conditions of the generalized elastic embedding type, i.e. the relationship between the bending
moment and forces at the edge of the plate with displacements and rotation angles through the compliance
matrix. The main goal of the work is to study the influence of the elasticity of the embedding on the elastic
response of the plate. The solution to the problem was obtained in the formulation of the linear theory of
plates, the theory of membranes in the approximation of homogeneity of longitudinal forces, and the Foppl —
von Karman theory, also in the approximation of the assumption of homogeneity of longitudinal forces. The
values of the coefficients of the compliance matrix were obtained using the finite element method for the
auxiliary problem and compared with the values of the coefficients obtained for related problems by analytical
methods. Numerical results were obtained for an aluminum wafer on a silicon base. The obtained solution
was compared with the solution obtained for the rigid embedment condition for all three models used. It is
shown that in the case of large deflections (several plate thicknesses), taking into account the compliance
of the embedment becomes essential.

Key words: thin plate; boundary conditions for plates; elastic embedding; compliance matrix.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОЛУПРОВОДНИКОВЫХ ГЕТЕРОСТРУКТУР
ДЛЯ ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЕЙ ЭНЕРГИИ И ДАТЧИКОВ

АННОТАЦИЯ
Представлен комплекс программ моделирования построения последовательности энергетических

зон гетеропереходов для анализа распределения носителей зарядов в гетероструктуре и внутренних
характеристик, описания процессов переноса и аккумулирования заряда. Использовались аналитическая
система Wolfram Mathematica и язык программирования Delphi. Основными элементами материалов
задаются полупроводники, металлы контактных структур и области инжекции неравновесных носителей.
Программы позволяют определять конструктивные характеристики материалов, активных зон и
областей пространственного заряда, вычислять квазиуровни Ферми и встроенные потенциалы, а также
эффективность гетероструктур в целом и для разделения–сбора заряда, эмиссии высокоэнергетичных
бета-электронов и генерации неравновесных носителей заряда в активной области пространственного
заряда, накопления заряда, определения типов барьерных гетеропереходов и типа металлизации
контактности барьерного или омического, в том числе для устройств в интегральном исполнении.
Программа и результаты могут быть использованы для определения свойств полупроводниковых
гетероструктур в разработках преобразователей энергии и датчиков в фото- и бетавольтаике

Ключевые слова: комплекс программ, математическое моделирование, гетеропереходы,
гетероструктуры, полупроводники, инжекция, энергопреобразователи, датчики, активированные
наноразмерные гетеропереходы, p-n-переходы, электронная зонная структура.
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Введение

Композитные фотобетаэлектрические гетеропереходные элементы, изготовленные из различных полу-
проводников n- и p-типа легирования и проводимости с технологически совместимыми механическими
свойствами напряжения и периодами атомной решетки, сегодня представляют повышенный интерес с
точки зрения фото- и бетавольтаики [1–4]. Когда полупроводниковая ячейка энергопреобразователя или
датчика-сканера освещена, или облучена, в каждой точке генерации создается одинаковая плотность
неравновесных носителей n и p, но это приводит к значительно большему увеличению относительной
концентрации для второстепенных носителей, чем для основных носителей. Чтобы создать эффектив-
ный фотобетаэлектрический гетеропереход, необходимо исследовать электронные свойства используемых
полупроводников с легирующими примесями и их оптимальное взаимное распределение в области ге-
тероперехода [5; 6]. Приводится обзор известных программ анализа и оптимизации гетероструктур для
неравновесных процессов с инжекцией внешнего и внутреннего облучения для прикладного использо-
вания в датчиках и преобразователях. В статье представлено использование квазиуровней Ферми для
описания эффекта генерации напряжения в разомкнутой цепи во время работы фотобетагеттера — ис-
точника инжекции. Носители заряда в зоне проводимости и в валентной зоне могут создавать фотобета-
электрическое напряжение подобно двум независимым элементам. Для некоторых диапазонов излучения
большой энергии, когда генерируются неравновесные носители-электроны, элемент с проводящими кон-
тактами создает значение напряжения разомкнутой цепи. Для других диапазонов излучения возможно,
что при образовании неосновных носителей дырок ячейка валентной зоны создает значение напряже-
ния разомкнутой цепи. В случае общей генерации неосновных электронов и дырок в обоих элементах
они вносят вклад в напряжение разомкнутой цепи, что позволяет исследовать взаимовлияние факторов
друг на друга и явления самоорганизации.

1. Обзор разработок высокоэффективных интегрированных
гетеропереходных бетавольтаических ячеек, активируемых
внутренним инжектором

Обычные или традиционные бетавольтаические элементы и ячейки с внешним источником бета-излу-
чения не дают возможности увеличить эффективность преобразования энергии бета-распада ввиду зна-
чительных потерь на излучение, самопоглощение, эффективное последовательное сопротивление, поте-
ри в контактных структурах [2–4; 6; 7]. Потенциальной возможностью повышения производительности
интегрированных бетавольтаических батарей, элементов питания и их ячеек для встраивания микроис-
точников энергии в микроустройства является способ использования активированных радионуклидами
полупроводников, представляющих собой сочетание в интегральном исполнении или просто в одном ма-
териале [8–12] как источника инжекции, так и преобразователя энергии. Эффекты проявляются энерге-
тически в виде явления «внутреннего солнца» [13] и эффекта спонтанных микроплазменных сфер или
неполных сфер, пучков или цилиндров на масштабе длины диффузии как источника электронов и элек-
трон-дырочных пар при ионизационных потерях. В то же время структура взаимосвязей компонентов
на молекулярном уровне [8; 13] играет решающую роль. Здесь мы предполагаем механизм диффузии на
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основе встречного движения атомов углерода и кремния [14; 15] с использованием механизма вакансии
и взаимного проникновения кремниевой и углеродной решеток друг в друга.

Исследования облучения полупроводниковых материалов всегда были неотъемлемой частью процедур
приемки устройств, изготовленных из полупроводниковых материалов, и проводились довольно длитель-
ное время начиная примерно с 1970–80-х годов. Однако сравнительно недавно, примерно с 2010 года,
активно проводятся исследования взаимодействия излучения с веществом в области материаловедения
изотопов в связи с изучением внутренних эффектов инжекторов бета-излучения низкоэнергетического
спектра [16; 17] с энергией ниже порога разрушения кристаллической решетки. Уделяется внимание по-
вышению эффективности преобразования энергии при одновременном снижении уровня легирования,
особенно обедненной зоны, до определенного уровня насыщения [17]. Кроме того, при низких энерги-
ях электронов возможно необходим учет эффектов фононов и экситонов с резонансным накоплением
энергии в микрогенераторах на наногетеропереходах, а также учет (импульсного) [18] эффекта тунне-
лирования с возможностью накопления эффекта экситон+ фонон — в поляритонах. Одной из важных
характеристик импульсного эффекта туннелирования является возможность выбора фронта подъема им-
пульса таким образом, чтобы он точно соответствовал энергетическому барьеру [18] на гетеропереходе
с соответствующим градиентом квазиуровней Ферми [19; 20].

Хорошо известно, что инжекция имеет важное практическое значение, при ней нарушается равнове-
сие потоков носителей заряда через ОПЗ. Инжекция происходит, если дополнительное взаимодействие
направлено против поля, существующего из-за разницы в термодинамической работе выхода полупро-
водников, контактирующих в интерфейсе. Известно, что проникновение избыточных носителей заряда
происходит по-разному для основных и неосновных носителей заряда. При инжекции неосновных но-
сителей их заряд нейтрализуется основными носителями; поэтому в полупроводниках с высокой элек-
тропроводностью неосновные носители перемещаются из-за амбиполярной диффузии и амбиполярного
дрейфа на достаточно большую глубину, ограниченную рекомбинацией и захватом носителей в центрах
примесей. Инжекция неосновных носителей осуществляется блокирующими или запирающими контак-
тами — p-n переходами и барьерными гетеропереходами.

В 2015 году Чепурнов, Гурская, Долгополов и др. [21] предложили устройства для генерации элек-
трического тока путем преобразования энергии бета-распада C-14 на основе технологии эндотаксии (HT
CVD) роста тонких пленок карбида кремния в кремний. Были созданы и запатентованы ООО «Бета-
Вольтаика» устройства с добавлением углерода-14 на уровне ppm к углероду-12 в пористые или непори-
стые структуры [22]. Устройства основывались на пористой структуре SiC/Si [9,22]. Чепурнов, Раджапов,
Долгополов и др. исследовали образцы гетероструктуры с тонкими пленками SiC из непористого SiC/Si
с изотипными и анизотипными гетеропереходами и измерили бета-спектры с полупроводниковыми дат-
чиками в диапазоне энергии от 10 эВ до 200 кэВ [23; 24]. Диффузия атомов углерода по поверхности
выше, чем подвижность атомов кремния, и рост пленки SiC происходит из небольшого числа активных
центров [25]. Устройство включает полупроводниковую структуру планарного или вертикального типа
с p-n переходом, радиоизотопный материал с бета-распадом, более длительным периодом активности и
достаточным периодом полураспада, электрические выводы для подключения структурных элементов к
электрической цепи с возможностью управления характеристиками по току и напряжению; устройство
также имеет корпус для обеспечения экологической безопасности [22]. Удельная эффективность зна-
чительно увеличилась из-за меньшей скорости самопоглощения углерода-14 и объединения источника
активности и активной зоны ОПЗ с использованием гетероструктуры карбида кремния на кремниевой
подложке в качестве прямого преобразователя энергии [6; 22].

Важно подчеркнуть следующее. Во время процесса эндотаксии сетка дислокаций концентрируется в
фазе Si. В свою очередь, SiC растет за счет превращения фазы Si, поэтому сетка дислокаций переме-
щается перед фронтом роста фазы SiC, тем самым улавливая неконтролируемые примеси, легирующие
добавки подложки и радионуклид [21; 23]. В то же время сверхкритические ядра фазы SiC на подложке
Si еще не формируют механических напряжений из-за несовпадения параметров решетки. Технически
возможно создать таким образом масштабируемые активированные наномасштабные гетеропереходы [20;
26] (АНГП, ANHJ — Activated Nanoscale Heterojunctions).

В 2018 году в университете Бристоля было предложено понятие радиоактивных алмазов. Возмож-
ность выращивания алмазов с углеродом-14 с использованием метода химического осаждения из газовой
фазы (CVD) была описана в 2022 году в процессе замкнутого цикла переработки для бетавольтаики [27].

В 2019 году Хванг и др. предложили с целью сделать структуру батареи более компактной исполь-
зовать углерод-14 как источник бета-излучения и электрод одновременно [28].

В 2020 году [29] Ванг и др. теоретически предложили бетавольтаическую батарею с гетеропереходом
63NiO/Si, которая решает недостаток эффекта самопоглощения радиоактивного источника [10].

В 2022 году были описаны теоретические и экспериментальные исследования по производительности
бетавольтаической ядерной батареи на основе GaN-PIN. Работа включала в себя исследование внутрен-
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непроизводимого радиоизотопа 63Ni для прямого преобразования (бетавольтаика) в батарее. Авторами
были Хи и др. [30].

Исследование [20] в 2023 году предлагает новую парадигму для повышения эффективности чипов
преобразователей энергии путем интеграции методологий геометрического и количественного масштаби-
рований с активацией наномасштабных гетеропереходов (ANHJ) [26; 31]. Геометрическое масштабирова-
ние, характеризующееся уменьшением размеров отдельных гетеропереходов, используется для увеличе-
ния плотности гетеропереходов в ограниченной пространственной области. Параллельно применяются
стратегии активации, включающие генерацию дополнительных электрон-дырочных пар внутри самого
гетероперехода, особенно путем имплантации радиоактивной примеси. Это отклонение от традиционных
(или конвенциональных conventional [10]) конструкций, где радиоактивный источник находится вне пре-
образователя, этим предполагается смягчить потери энергии [6; 20]. Активация относится к генерации
дополнительных электрон-дырочных пар внутри гетероперехода, выходящей за пределы традиционной
практики, ограниченной поверхностным размещением радиоизотопа. Этот подход позволяет увеличить
эффективность преобразования бетавольтаического эффекта за счет максимального использования энер-
гии радиоактивного источника.

В 2023 году Ли и др. предложили интегрированную бетавольтаическую батарею с алмазом 14C, ко-
торый используется как источник бета-излучения и материал для преобразования энергии в бетаволь-
таической батарее [11]. Стабильность и зонная структура бета-распадающегося алмаза исследуются с
использованием теории функционала плотности (DFT). Самая стабильная конфигурация C62N2 имеет
непрямую запрещенную зону 2.5603 эВ, которая меньше, чем у чистого алмаза. С течением времени бе-
тавольтаическая батарея с алмазом 14C алмаз–12C переключается между p-n переходом и p-типа диодом
Шоттки, и максимальный короткозамкнутый ток выше, чем у традиционного алмаза. Использование
радиоактивных полупроводников, в частности предложение о включении алмаза 14C, предлагается в
качестве двухцелевого полупроводникового материала, преобразователя энергии и бета-источника. Про-
водятся строгие расчеты из первых принципов с использованием DFT для изучения стабильности и
электронных свойств в результате изменения решетки при распаде 14C [11].

Предлагаемая методология включает прямую интеграцию радиоактивного изотопа в один из полу-
проводников, составляющих гетеропереход [26], например, в тонкую пленку широкозонного полупровод-
ника [32]. Такое включение облегчает поглощение энергии внутри объема полупроводника, способствуя
тем самым генерации электрон-дырочных пар и увеличению суммарной плотности тока. Примером та-
кой стратегии и служит использование алмаза 14C в качестве полупроводника, способного выступать
как материал бета-источника, так и один из компонентов гетероперехода [11].

При распаде 14C предполагается, что атомы азота заменяют атомы углерода в кристаллической ре-
шетке. Стабильность и электронные свойства в результате этого процесса замещения/активации тща-
тельно исследуются с использованием расчетов из первых принципов.

Основная цель — внутренняя активация гетероперехода, при которой радиоактивный изотоп выпол-
няет композиционную роль в его материалах. Этот подход внутренней активации позволяет смягчить
потери энергии по сравнению с традиционными конфигурациями, зависящими от внешних радиоактив-
ных источников.

2. Программы для моделирования сбора заряда
бетавольтаического эффекта в полупроводниковых
гетероструктурах

Введение в область моделирования полупроводниковых гетероструктур часто включает в себя необхо-
димость анализа и выбора подходящего программного обеспечения. Представим краткую выборку обзора
различных программных инструментов, доступных для моделирования таких структур, и проведем вы-
борочный сравнительный анализ их возможностей и характеристик в рамках определяемых решаемыми
задачами требований.

Задачи моделирования полупроводниковых гетероструктур включают рассмотрение конкретных вы-
числений следующих основных характеристик неравновесного состояния: плотности тока короткого за-
мыкания (короткой цепи) и его составляющих в эмиттере, базе, коллекторе, плотности обратного тока
насыщения (плотности тока утечки), напряжения холостого хода (открытой цепи), фактора заполнения,
кпд преобразования или эффективности, диффузионных длин носителей заряда, встроенных потенциа-
лов, квазиуровней Ферми.

Специфика задач определяется малой удельной мощностью инжектора и, соответственно, малой
удельной мощностью выходной, порядка от микроватт до ватта, что характерно для задач бетавольтаи-
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ки и источников питания для микроэлектроники, датчиков. Математически это означает рассмотрение
предела слабой инжекции [19], когда концентрация генерируемых за счет инжектора неравновесных
носителей много меньше концентрации легирования материала (например, электронов в случае матери-
ала n-типа проводимости), но много больше, чем соответствующих собственных неосновных носителей
(в данном примере дырок для материала полупроводника n-типа).

Отметим в целом много- и разномасштабность по расстояниям и эффектам обоснования. На масшта-
бе ячеек из нескольких атомов предсказаны новые фазы в билинейных системах интерметаллидов на
основе метода выпуклых оболочек (convex hull), адаптированного для сравнения структур с различной
стехиометрией путем пересчета энергии образования структур в энергию связывания, приходящуюся на
атом. Данный подход распространяется на структуры с наличием точечных дефектов [33]. Проведены
квантово-механические расчеты для структуры 3C-SiC в различных реализациях теории функционала
плотности (программы VASP, Siesta), исследованы влияния концентраций атомов-допантов на положение
уровня Ферми, а также положение глубокого уровня в зонной структуре карбида кремния в присутствии
атома азота [34]. Если мы рассматриваем формирование активированных наногетеропереходов и масшта-
бируем их свойства на большее количество и концентрацию на поверхности подложки, то адаптируем
моделирование вольт-амперных и ватт-вольтовых характеристик [7] до экстракции и идентификации с
экспериментальными данными.

Вводимыми управляющими параметрами являются размеры тонких пленок (эмиттера, размеры ак-
тивной зоны (областей пространственного заряда в гетеропереходе), размеры подложки (базы) в случае
вертикальной структуры, размеры областей геометрических тонких пленок и дорожек топологии нанесе-
ния на поверхностные структуры в случае планарных структур). Размеры тонких пленок рассматрива-
ют от нанометров до десятков микрометров, что в совокупности с зависимостями диффузионных длин
неосновных носителей заряда от концентраций легирования донорной и акцепторной примеси опреде-
ляют граничные условия для решения уравнений Пуассона и транспортных уравнений Больцмана.

Важным элементом является часть с моделированием прохождения излучения инжектора опреде-
ленного спектра радионуклида [2–4; 6], который может находиться как снаружи, так и внутри после-
довательности гетеропереходов и в приконтактной области [13]. Точный расчет зависит от обработки
всего спектра и параметров полупроводникового материала, например, в программах на основе методов
Монте-Карло.

Одним из программных инструментов является PC1D [35]. Эта программа предоставляет множе-
ство опций, позволяя исследователям настраивать параметры структуры солнечной ячейки на основе
кремния. Например, с ее помощью можно оптимизировать кремниевые подложки p-типа, легированные
атомами бора, и настраивать параметры технологий, такие как концентрация легирующих атомов и
их глубина проникновения в материал. Программа также позволяет моделировать переднюю диффу-
зию фосфора как примеси n-типа с различными значениями поверхностной концентрации и глубины
проникновения, а также создавать области p-типа с обратной стороны структуры, легированные алюми-
нием, с параметрами, аналогичными фосфорной диффузии, а также с настраиваемыми поверхностными
характеристиками [36]. Эта гибкость в настройке параметров позволяет исследователям создавать энерге-
тические диаграммы солнечных ячеек, точно соответствующие специфическим условиям и требованиям
их исследования.

Однако стоит отметить, что у PC1D есть некоторые ограничения. Например, программа решает
уравнение диффузии в одномерном приближении, что может не учитывать размерные эффекты в бо-
лее сложных трехмерных структурах. Она также не учитывает некоторые важные явления, такие как
туннелирование, пьезоэлектричество, деформации материала и неоднородности внутри структуры. Огра-
ничены возможности моделирования различных типов границ раздела материалов и дефектов. Програм-
ма не предоставляет расчет оптических и электрических свойств, которые могут быть важными для
моделирования датчиков и преобразователей. Кроме того, она не обеспечивает прямую интеграцию ре-
зультатов с другими программами для получения более сложных характеристик.

С использованием программного пакета LAMMPS (Large-scale Atomic/Molecular Massively Parallel
Simulator) [37] возможно провести моделирование структуры материала с применением метода молеку-
лярной динамики [38] и исследовать воздействие колебаний температуры на определенный слой. Это
позволяет более детально рассмотреть, как материал реагирует на изменения температуры. Кроме того,
LAMMPS обладает гибкостью и позволяет учитывать квантовые свойства носителей заряда в полупро-
водниках, что может быть важно для точного моделирования электронных и оптических свойств.

Важным аспектом работы является возможность подбора межатомных потенциалов, которые учиты-
вают химический состав и свойства полупроводников. Это позволяет получить более точные результаты
при описании сложных полупроводниковых соединений. Кроме того, данный пакет позволяет модели-
ровать кристаллические решетки и границы раздела фаз с высокой атомной детализацией, что может
быть полезно для изучения дефектов, напряжений и деформаций.
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Интеграция результатов с другими программами позволяет более полно исследовать транспортные и
оптические свойства материалов. Также LAMMPS способен моделировать локальные нагревы и преоб-
разование энергии при взаимодействии носителей с дефектами, что может быть важно для понимания
работы солнечных и бетавольтаических элементов.

Однако следует учитывать, что LAMMPS ориентирован на классическое молекулярное моделиро-
вание, представляя атомы как классические частицы. Это может не полностью учитывать квантовые
эффекты, которые могут играть роль в полупроводниковых структурах. Также при использовании необ-
ходимо подбирать подходящие межатомные потенциалы для конкретных материалов и задач, что может
потребовать дополнительного анализа и настройки. Несмотря на эти ограничения, LAMMPS остается
мощным инструментом для исследования полупроводниковых структур и их потенциала в области сол-
нечной энергии.

Использование TCAD-моделирования (Technology Computer-Aided Design) [39] представляет собой эф-
фективный метод для анализа и проектирования полупроводниковых гетероструктур, применяемых в
устройствах преобразования энергии и датчиках. TCAD предоставляет возможность моделирования фи-
зических процессов в полупроводниковых структурах с учетом их взаимодействий, что является важ-
ным для оптимизации характеристик устройств. Этот подход позволяет предварительно оценивать ра-
ботоспособность различных конструктивных и технологических решений на этапе проектирования, что
сокращает необходимость в дорогостоящих натурных экспериментах.

Кроме того, TCAD позволяет учитывать влияние температуры, радиации и других факторов внеш-
ней среды на параметры структур и моделировать трехмерные эффекты в гетероструктурах. С точки
зрения физических аспектов TCAD-моделирования полупроводниковых гетероструктур, этот подход име-
ет преимущества, такие как возможность учета множества физических эффектов, включая генерацию
и рекомбинацию носителей, туннелирование, дрейф-диффузию, пьезоэффект и термоэффекты.

Однако существуют и недостатки TCAD-моделирования, такие как сложность адекватного физиче-
ского описания некоторых процессов, особенно в наноструктурах, что может потребовать дополнитель-
ной калибровки параметров на основе экспериментов. Также для трехмерных моделей требуется выпол-
нение большого объема вычислений, что может потребовать значительных вычислительных ресурсов.
Ограниченная точность физических моделей может потребовать дополнительной настройки и калиб-
ровки в соответствии с реальными данными. Сложность учета наноструктурных эффектов, таких как
квантовые ямы и узкие полосы, также является одним из вызовов в TCAD-моделировании.

Технология компьютерного проектирования с поддержкой TCAD имеет важное значение в разработке
полупроводниковых устройств. TCAD представляет собой компромисс между строгим обращением с
физикой и вычислительной эффективностью, необходимой для инженерных приложений.

Известны работы по созданию бетавольтаических элементов и их электрофизических характеристик
по TCAD-моделированию [40].

Полное квантовое моделирование, такое как метод неравновесных функций Грина (NEGF) [41], редко
требуется [19], потому что, например, большинство биполярных транзисторов являются полуклассиче-
скими устройствами, хотя использование методов NEGF имеет перспективы для обоснования проявлений
ряда квантовых эффектов. Также отметим, что учет несовершенств структур и различия параметров
решетки сопрягаемых материалов гетеропереходов II типа, наиболее эффективных для разделения и
транспорта носителей заряда, приводит к оценке эффектов туннелирования, которые могут иметь и
определяющий характер в механизме тока [42].

Отметим что в TCAD, а также в Comsol MultiPhysics [43] имплементированы средства построения
энергетических зонных полос (энергетических диаграмм) гетеропереходов.

Дополним, что в пограничном слое часто возникают линейные дефекты типа дислокации несоответ-
ствия и напряжение, обусловленные различием решеток кремния и карбида кремния, например в [44].
Возможность улучшения связана с резким гетеропереходом, например [42], с моделированием структуры
энергетической полосы зонной диаграммы с использованием программы ADEPT [45].

Как пример использования аналитической системы Wolfram Mathematica и пакета прикладных про-
грамм Matlab приведем работу по теоретичесому исследованию [46] бетавольтаической батареи на гете-
ропереходе GaN-Si c эффективностью преобразования 23 %.

Таким образом, так называемые ядерные микробатареи на основе полупроводниковых гетеропере-
ходных ячеек являются перспективными разработками для достижения эффективного преобразования
энергии частиц, испускаемых радиоактивным источником, в электрическую. Выбор полупроводников с
соответствующей структурой устройства и источником излучения эффективно улучшает их выходные
характеристики.

Для сравнения в исследовании 2024 года [5] Бузид со соавторами исследовали бетавольтаическую
гетеропереходную ячейку In0,49Ga0,51P/GaAs, работающую на облучении прометием-147 (Pm-147), ко-
торый испускает отрицательные бета-частицы со средней кинетической энергией 61,93 кэВ, используя
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лабораторное программное обеспечение. Моделирование плотности тока-напряжения ячейки J(V ) и вы-
ходной электрической мощности P (V ) было выполнено с использованием комплексной аналитической
модели. Предложенная модель учитывала омические потери, отражение падающих бета-частиц от пе-
редней поверхности, пределы области пространственного заряда и металлургические пограничные эф-
фекты. Для оптимизации работы ячейки авторы этой работы провели несколько симуляций, варьируя
концентрацию легирования и толщину основания в конструкции устройства, а также скорости поверх-
ностной рекомбинации в передней и тыльной областях. Кроме того, предположили разные значения
плотности активности Pm-147. Полученные результаты показали, что Pm-147 в сочетании с гетеропе-
реходом InGAP/GaAs является очень подходящим решением для получения электрической энергии.
Для сравнения были рассмотрены в моделировании альтернативные источники бета-излучения: H-3,
Ni-63, Co-60, Cs-137 и Sr-90. Расчетная плотность электрической мощности улучшенной ячейки достига-
ет 436,66 нВт·см−2, а эффективность преобразования — 11,91 % при облучении Pm-147. Эти значения
могут увеличиться до 1441,29 нВт·см−2 и 12,43 % при использовании Sr-90 в качестве источника излу-
чения.

Отметим для сравнения теоретическое исследование и моделирование в работе [47] Мохаммади
2023–2024 годов бетавольтаической батареи с радионуклидом 14C и полупроводниками GaAs, GaN, SiC
и алмазом в структуре p-n-перехода, в котором толщина насыщенного источника бета-излучения 14C и
распределение энергии по положению бета-частиц излучения, излучаемых этим источником, моделиру-
ются и рассчитываются с использованием кода Монте-Карло MCNPX. Оптимизированная толщина 14С
была достигнута на глубине 30 мкм. Зависимости между концентрацией легирующей добавки, плот-
ностью тока короткого замыкания были оценены напряжением разомкнутой цепи (холостого хода) и
плотностью выходной мощности. При использовании алмаза в качестве полупроводника удельная вы-
ходная мощность разработанной батареи была увеличена до 9,68 мкВт·см−2 по сравнению с другими
рассмотренными полупроводниками.

Таким образом, при выборе программного обеспечения для моделирования полупроводниковых ге-
тероструктур исследователям следует учитывать как преимущества, так и ограничения каждого ин-
струмента, чтобы подходящим образом адаптировать его к своим потребностям. При этом отметим,
что удобной программы построения последовательности гетеропереходов с контактной металлизацией
с контролем квазиуровней Ферми, определением электрофизических характеристик и эффективности
преобразования, разделения носителей и транспорта заряда на данный момент нет. Поэтому автора-
ми представляется собственная программа, учитывающая комплекс требований обозначенных выше, на
основе языка программирования Delphi и аналитической системы Wolfram Mathematica.

3. Модель и программа моделирования гетероструктур

Таким образом покажем, как определяются программным образом задачи построения выборок наи-
более подходящих топологий последовательностей гетеропереходов, которые создают наибольшую плот-
ность потока зарядов и безбарьерный переход на металлизацию, с одной стороны, омический — с другой,
и накопление заряда в виде 2D Ферми-газа электронов или дырок. Для интерфейса между вычисляе-
мыми параметрами и структурой последовательности гетеропереходов программа, согласно выводному
рисунку, комбинирует в материалы инжекторов, металлов, полупроводников в требуемой последователь-
ности в текущем интерактивном режиме практически моментально, которые характеризуются определен-
ными свойствами: диэлектрическая проницаемость, собственная концентрация носителей, концентрации
легирования и тип легирования, данные ширин запрещенных зон, электронного сродства, работ выхода
полупроводников и металлов, активности инжекторов.

Покажем выбор переменных и управляющих параметров, а также роли квазиуровней Ферми (Fn, Fp),
градиент которых определяется как источник направленности транспорта неравновесных носителей за-
ряда [48]. Запишем хорошо известное уравнение непрерывности для дырок:

∂p

∂t
= −∇

−→
Jp
q

+Gp −Rp. (3.1)

Здесь Gp — темп генерации дырок, Rp — темп рекомбинации, плотность тока −→
Jp связана с напряженно-

стью электрического поля, поэтому в данном случае необходимо составить уравнение для электрического
поля, которое действует на заряд q, распределений с определенной объемной плотностью p. Таким обра-
зом, можно сказать, что диэлектрическая проницаемость и электрическое поле определяют суммарную
объемную плотность (концентрацию) заряда в данной точке:

∇(ksε0
−→
E ) = ρ(−→r ). (3.2)
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Суммарная плотность заряда определяется тем, что в полупроводнике могут находиться носители за-
ряда как дырки (с плотностью или концентрацией заряда p), так и электроны (n), ионизированные
доноры N+

D , которые заряжены положительно, а акцепторы (N−
A ) заряжены отрицательно, таким обра-

зом, получаем следующее уравнение:

ρ(−→r ) = q
[
p(−→r )− n(−→r ) +N+

D (−→r )−N−
A (−→r )

]
. (3.3)

Рис. 3.1. Пример металлизированной гетероструктруры с инжекцией
Fig. 3.1. An example of a metallized heterostructure with injection

Рис. 3.2. Набор вариантов гетероперехода карбида кремния на кремнии с различными металлами
Fig. 3.2. Set of silicon carbide on silicon heterojunction options with various metals

Уравнения для концентраций зарядов и электрического поля выглядят следующим образом:

∂p

∂t
= −∇

(−→
Jp
q

)
+Gp −Rp, (3.4)

∂n

∂t
= −∇

(−→
Jn
−q

)
+Gn −Rn, (3.5)

где −→
Jp = pqµp

−→
E − qDp

−→∇p = pµp
−→∇Fp,

−→
Jn = nqµn

−→
E − qDn

−→∇n = nµn
−→∇Fn, (3.6)
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ρ = q(p− n+N+
D −N−

A ),
−→
E (−→r ) = ∇V (−→r ), (3.7)

µn, µn, Dn, Dp — коэффициенты мобильноcти и диффузии электронов и дырок.
Следовательно, получаем уравнения для полупроводников, которые определяют общую суммарную

плотность тока и плотности токов электронов и дырок. Также в программе учитывается плотность
пространственного заряда в терминах плотности дырок и электронов, которые вычисляются, и концен-
трации легирования полупроводников примесями, которые предположительно известны и варьируются.
В формулах (3.6) определяется связь напряженности электрического поля с отрицательным градиентом
электростатического потенциала. Таким образом, мы можем рассматривать неизвестные переменные ли-
бо в терминах плотностей или концентраций носителей зарядов, либо в терминах квазиуровней Ферми.

Таблица

Представленные на рис. 3.2 стеки с учетом механического напряжения (под стеком
указана степень легирования в эВ как расстояние в эВ единицах от дна зоны

проводимости и потолка валентной зоны), металл — карбид кремния — кремний — металл
Table

Shown in Fig. 3.2 stacks taking into account mechanical stress (under the stack the doping
degree in eV is indicated as the distance in eV units from the bottom of the conduction band

and ceiling of the valence band), metal — silicon carbide — silicon — metal

Al-P-p-Al Au-P-p-Al Al-P-p-Au Au-P-p-Au
1.24/0.88-0.82/0.3 1.24/0.88-0.82/0.3 1.24/0.88-0.82/0.3 1.24/0.88-0.82/0.3
Al-P-n-Al Au-P-n-Al Al-P-n-Au Au-P-n-Au
1.24/0.88-0.3/0.82 1.24/0.88-0.3/0.82 1.24/0.88-0.3/0.82 1.24/0.88-0.3/0.82
Al-N-p-Al Au-N-p-Al Al-N-p-Au Au-N-p-Au
0.88/1.24-0.82/0.3 0.88/1.24-0.82/0.3 0.88/1.24-0.82/0.3 0.88/1.24-0.82/0.3
Al-N-n-Al Au-N-n-Al Al-N-n-Au Au-N-n-Au
0.88/1.24-0.3/0.82 0.88/1.24-0.3/0.82 0.88/1.24-0.3/0.82 0.88/1.24-0.3/0.82

Рис. 3.3. Оптимальная структура N − i(N − 3C − SiC/i− Si) с учетом механического и сдвигового
напряжений с отметками подходящих металлов для контакта

Fig. 3.3. Optimal N − i structure (N − 3C − SiC/i− Si) taking into account mechanical and shear stresses with
marks of suitable metals for contact
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В целом программа позволяет смоделировать композитную гетероструктуру [49] с инжектором и с
металлизацией (рис. 3.1), оптимизировать ее с целью повышения эффективности преобразования энергии
фото- и бета-излучения.

На рис. 3.2 приведен пример 16 диаграмм, соответствующих двум типам легирования карбида крем-
ния и кремния в гетероструктурах (изотипных и анизотипных) и двум контактным материалам с раз-
личной работой выхода, больше и меньше, чем у кремния и карбида кремния (таблица с учетом ме-
ханического напряжения). Выборка удобно позволяет определить качественно последовательность гете-
роперехода и металлизации с большими разделением электрон-дырочных пар и потоком заряда.

Рис. 3.4. Структура N − i с учетом механического и сдвигового напряжений, справа p− aGe
увеличивает концентрацию и мобильность неосновных носителей в приконтактной зоне

Fig. 3.4. N − i structure taking into account mechanical and shear stresses, on the right p-aGe increases
concentration and mobility of minority carriers in the contact zone

В качестве металлов для контактов были смоделированы ситуации, исходя из данных работ выхода:
алюминий (4.2–4.28 эВ), индий (3.60–4.09), золото (4.8–5.17), платина 5.30–5.55, свинец (4.05), бериллий
(3.92), неодим (3.3), литий (2.49), кальций, цинк, подлегирование n(p) альфа-германий, хром, силицид
молибдена (5–6), дисилицид вольфрама (5–6) и другие. Отмечено, что наиболее эффективными явля-
ются структуры вертикальные и планарные с отличающимися от полупроводников работами выхода в
большую и меньшую стороны.

На рис. 3.3–3.7 представлены выборки оптимальных структур гетеропреходов с выращенной плен-
кой карбида кремния на кремнии с металлизацией. Красной линией показан барьерный переход для
соответствующего носителя зарядов, электронов либо дырок.

Для описания динамики квазиуровней Ферми введем один дополнительный динамический пара-
метр — напряжение на нагрузке. От него будут зависеть формулы для квазиуровней, а также связанные
с ними потенциалы. При этом значения динамического параметра возможно брать как из эксперимен-
тальных характеристик, так и теоретически расчетное. Также с ним будет связана точка максимальной
мощности, к ней из программы с динамической версией структур возможно установить плотность тока
или ток и определять, когда произведение тока на напряжение максимально. В статической картине
обычно рисунок соответствует нулевому или какому-то постоянному значению напряжения на нагрузке.
В программе заложена возможность математически определять квазиуровни Ферми при различном на-
пряжении нагрузки, динамику и точку максимальной мощности.
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Рис. 3.5. Структура (максимально подходящая) N-p с учетом механического и сдвигового напряжений
(Ge не улучшает), имеется "пичок"(или "клюв") для увеличения концентрации электронного 2D

Ферми-газа
Fig. 3.5. Structure (most suitable) N-p taking into account mechanical and shear stresses (Ge does not improve),

there is a "spike"(or "beak") to increase the concentration of electron 2D Fermi gas

Рис. 3.6. Структура (максимально подходящая) P-n с учетом механического и сдвигового напряжений
Fig. 3.6. Structure (most suitable) P-n taking into account mechanical and shear stresses
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Рис. 3.7. Улучшение структуры P-p - n-aGe с учетом механического и сдвигового напряжений
Fig. 3.7. Improvement of the P-p - n-aGe structure, taking into account mechanical and shear stresses

Заключение

В данной статье рассматриваются различные методологии математического моделирования полупро-
водниковых гетероструктур, которые имеют широкое применение в расчетах и в практических разработ-
ках и прогнозировании энергетических преобразователей и датчиков. Исследование представляет разви-
тую версию программы для оптимизации солнечных элементов, фотобетапреобразователей и датчиков
на гетеропереходах, представляя комплексный подход к моделированию и анализу. Также осуществлен
критический обзорный анализ возможностей и ограничений TCAD-моделирования для описания физиче-
ских процессов в наноструктурах, учитывая сложное взаимодействие различных эффектов. Подчеркну-
ты перспективы улучшения TCAD через более точные физические модели и оптимизацию вычислений.
Представлены примеры использования молекулярной динамики с использованием программы LAMMPS
для изучения дефектов и диффузии в гетероструктурах, а также одномерной модели PC1D для мо-
делирования тонкопленочных солнечных элементов и детекторов. Приведены примеры. Отмечена воз-
можность интеграции результатов молекулярной динамики в TCAD-моделирование для более полного
описания физических процессов.

Обосновано применение Wolfram Mathematica для аналитического решения уравнений, описывающих
физику исследуемых структур, и для визуализации результатов. Например, этот инструмент использует-
ся для построения графиков с использованием функций ContourPlot, Dynamic Visualization и Manipulate
для анализа КПД и плотности токов, особенно для динамических моделей неравновесных процессов для
активной зоны гетероперехода с источником генерации внутри и с различными граничными условия-
ми. В качестве примеров, иллюстрирующих программу в Delphi, используются статические модели на
основе Me− 3C −SiC/Si−Me с различными вариациями легирования и последовательностями гетеро-
переходов и контактов с металлами.

Таким образом, комплексный подход, объединяющий TCAD, PC1D, LAMMPS, Delphi и Wolfram
Mathematica и моделирование Монте-Карло, предоставляет возможность всестороннего исследования
физических процессов в полупроводниковых гетероструктурах на различных временных и про-
странственных шкалах, что имеет важное значение для улучшения характеристик энергетических
преобразователей и датчиков.
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MODELING OF SEMICONDUCTOR HETEROSTRUCTURES FOR ENERGY
CONVERTERS AND SENSORS

ABSTRACT
A set of modeling programs for constructing a sequence of energy zones of heterojunctions is presented for

analyzing the distribution of charge carriers in the heterostructure and internal characteristics, for describing
the processes of charge transfer and accumulation. Wolfram Mathematica analytical system and Delphi
programming language were used. The main elements of materials are semiconductors, metals of contact
structures and injection regions of nonequilibrium carriers. The programs allow determining the structural
characteristics of materials, active zones and spatial charge regions, calculating quasi-Fermi levels and built-in
potentials, as well as the efficiency of heterostructures in general and for separation-charge collection, charge
accumulation, determining the type of metallization of barrier or ohmic contact.
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ДИНАМИКА ПЕРЕПУТАННЫХ СОСТОЯНИЙ
ГРИНБЕРГЕРА — ХОРНА — ЦАЙЛИНГЕРА В ТРЕХКУБИТНОЙ

ТЕПЛОВОЙ МОДЕЛИ ТАВИСА — КАММИНГСА

АННОТАЦИЯ
В данной статье мы исследовали динамику систем двух и трех идентичных кубитов, резонансно

взаимодействующих с выделенной модой общего теплового поля резонатора без потерь. Нами
найдено решение квантового временного уравнения Лиувилля для различных трех- и двухкубитных
перепутанных состояний кубитов. На основе указанных решений проведено вычисление критерия
перепутанности кубитов – степени совпадения. Результаты численного моделирования степени
совпадения показали, что увеличение среднего числа фотонов в моде приводит к уменьшению
максимальной степени перепутывания. При этом показано, что двухкубитное перепутанное состояние
более устойчиво по отношению к внешнему шуму, нежели трехкубитные перепутанные состояния
Гринбергера — Хорна — Цайлингера (GHZ). При этом истинно перепутанное GHZ-состояние более
устойчиво к шуму, чем GHZ-подобное перепутанное состояние.

Ключевые слова: кубиты; трехкубитные состояния Гринбергера — Хорна — Цайлингера;
резонансное взаимодействие; резонатор; тепловое поле; перепутывание; степень совпадения.
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Введение
Перепутанные состояния в настоящее время являются основным ресурсом физики квантовых вы-

числений, квантовых коммуникаций и квантовой криптографии, квантовой метрологии и т. д. [1–10].
Используя различные классы перепутанных состояний, можно ускорить вычисления, обеспечить безопас-
ность коммуникаций и преодолеть стандартные квантовые пределы при измерениях. Для многокубит-
ных систем существуют несколько неэквивалентных классов перепутанных состояний [11–13]. В част-
ности, для простейшего случая трехкубитной системы существуют всего два подлинно перепутанных
состояния [14–19]. К последним относятся перепутанные состояния Гринбергера — Хорна — Цайлингера
(GHZ-состояния) и перепутанные состояния Вернера (W -состояния). Среди всех классов перепутанных
состояний GHZ-состояния являются одними из наиболее востребованных состояний для целей квантовой
информатики и квантовой метрологии [20–23]. В последние годы многочастичные GHZ-состояния были
реализованы для различных физических систем кубитов: ионов в ловушках [24–26], ридберговских ато-
мов [27], фотонов [28–30], сверхпроводящих кубитов [31–33]. Указанные работы открыли новые возмож-
ности в развитии масштабируемых квантовых компьютеров, квантовой метрологии и квантовой связи.
В работах [22; 23] осуществлено перепутывание до 20 кубитов с точностью (степенью совпадения) выше
0,5. Точность и технические сложности в реализации перепутанных состояний кубитов растут экспонен-
циально с увеличением числа кубитов. Сложности теоретического анализа динамики GHZ-состояний
также существенно возрастают с увеличением числа кубитов в системе. Поэтому при теоретическом рас-
смотрении таких состояний особое внимание уделяется анализу трехкубитных систем (см. ссылки в [34]).
Для генерации, управления, контроля и измерения состояний систем кубитов используют электромаг-
нитные поля резонаторов. При этом резонаторы функционируют при конечных температурах от мК для
систем сверхпроводящих кубитов до комнатных в случае примесных спинов. Это означает, что куби-
ты взаимодействуют с тепловыми полями резонаторов. Такое взаимодействие приводит к осцилляциям
Раби параметров перепутывания кубитов и, соответственно, к уменьшению степени их начального пере-
путывания. Еще одним эффектом, приводящим к ошибкам при измерении состояний кубитов, является
мгновенная смерть перепутывания [35]. Указанный эффект экспериментально наблюдался для кубитов
различной физической природы [36–38]. Поэтому представляет значительный интерес изучение мето-
дов, предотвращающих эффект мгновенной смерти перепутывания кубитов, вызванной взаимодействи-
ем с тепловыми полями резонаторов. Изучение указанного эффекта для кубитов, взаимодействующих
с тепловыми шумами резонаторов, особенно важно в связи с тем, что в резонаторах всех квантовых
устройств обязательно присутствуют тепловые фотоны.

В нашей работе [39] мы детально исследовали динамику перепутывания в системе трех кубитов,
резонансно взаимодействующих с модой теплового квантового электромагнитного поля в идеальном ре-
зонаторе, для сепарабельных, бисепарабельных и истинно перепутанных состояний W -типа. При этом
было показано, что эффект мгновенной смерти перепутывания имеет место для любых интенсивностей
теплового поля резонатора. Представляет большой интерес изучить динамику трехкубитной модели в
резонаторе для истинно перепутанного состояния кубитов GHZ-типа.

В настоящей статье мы исследовали динамику системы, состоящей из трех идентичных кубитов,
резонансно взаимодействующих с модой теплового квантового электромагнитного поля идеального ре-
зонатора посредством однофотонных переходов, для перепутанных состояний кубитов GHZ-типа. При
этом в качестве количественной меры перепутывания подсистемы кубитов использовались не отрица-
тельности пар кубитов, а cтепень совпадения (fidelity) состояния подсистемы кубитов в произвольный
момент времени и начального GHZ-состояния.

1. Модель и решение временного уравнения Шредингера
Рассмотрим систему трех идентичных кубитов Q1, Q2, Q3, резонансно взаимодействующих с модой

квантового электромагнитного поля идеального резонатора. Гамильтониан взаимодействия такой модели
в дипольном приближении и приближении вращающейся волны можно представить в виде

Ĥint =

3∑
k=1

~γ(σ̂+
k ĉ+ σ̂−

k ĉ
+), (1)

где σ̂+
k = |+⟩kk ⟨−| и σ̂−

k = |−⟩kk ⟨+| — повышающий и понижающий операторы в k-м кубите, |−⟩k–
основное и |+⟩k — возбужденное состояние k-го кубита (k = 1, 2, 3), ĉ+ и ĉ — операторы рождения и
уничтожения фотонов резонаторной моды и γ — параметр кубит-фотонного взаимодействия.

Будем полагать, что в начальный момент времени кубиты приготовлены в истинно перепутанном
состоянии GHZ-типа

|Ψ(0)⟩Q1Q2Q3 = cos θ|+,+,+⟩+ sin θ|−,−,−⟩ (2)
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или GHZ-подобном состоянии вида

|Ψ(0)⟩Q1Q2Q3 = cosφ|+,−,−⟩+ sinφ|−,+,+⟩, (3)

где θ и φ — параметры, определяющие степень начального перепутывания кубитов. Начальные состо-
яния кубитов вида (2) и (3) в резонаторах можно получить с помощью импульсов электромагнитного
поля определенной длительностью.

В качестве начального состояния поля выберем одномодовое тепловое состояние с матрицей плотно-
сти вида

ϱF (0) =
∑
n

pn |n⟩ ⟨n| . (4)

Здесь весовые функции pn в формуле (4) имеют вид

pn =
nn

(1 + n)
n+1 ,

где n — среднее число тепловых фотонов, определяемое формулой Бозе–Эйнштейна

n = (exp [~ω/kBT ]− 1)
−1
,

здесь kB — постоянная Больцмана и T — температура микроволнового резонатора.
Поставим перед собой задачу найти динамику рассматриваемой модели для начального состояния

кубитов (2) и (3) и теплового поля резонатора (4). В качестве первого шага для решения поставленной
задачи рассмотрим решение уравнения эволюции в случае фоковского начального состояния электро-
магнитного поля резонатора, а затем обобщим полученные результаты для теплового состояния поля
резонатора (4).

В случае чистого фоковского состояния начальную волновую функцию поля резонатора выберем в
виде

|ϕ(0)⟩F,n = |n⟩ (n = 0, 1, 2, . . .). (5)

Найдем вначале временную волновую функцию системы для фоковского начального состояния по-
ля (5), а потом обобщим результаты на случай теплового поля резонатора. Введем для нашей системы
число возбуждений N , равное N = q + n, где q — число кубитов, приготовленных в возбужденном
состоянии. Для чисел возбуждения N > 3 оператор эволюции рассматриваемой системы имеет вид

S(n, t) =


S11(n, t) · · · S18(n, t)

...
...

S81(n, t) · · · S88(n, t)

 , (6)

где

S11(n, t) =
(7 + 2n+Ωn) cos(θ1γt) + (−7− 2n+Ωn) cos(θ2γt)

2Ωn
,

S22(n, t) =
4Ωn cos(

√
2 + nγt) + (−1− 2n+Ωn) cos(θ1γt) + (1 + 2n+Ωn) cos(θ2γt)

6Ωn
,

S12(n, t) = −i
(7 + 2n+Ωn)θ1 sin(θ1γt) + (−7− 2n+Ωn)θ2 sin(θ2γt)

6
√
1 + nΩn

,

S15(n, t) =

√
(1 + n)(2 + n)(− cos(θ1γt) + cos(θ2γt))

Ω
,

S25(n, t) = −i

√
2 + nΩn sin(

√
2 + nγt)− (2 + n)θ1 sin(θ1γt) + (2 + n)θ2 sin(θ2γt)

3
√
2 + nΩn

,

S58(n, t) = −i
(1 + 2n+Ωn)θ1 sin(θ1γt) + (−1− 2n+Ωn)θ2 sin(θ2γt)

6
√
3 + nΩn

,

S18(n, t) = −i

√
2 + n(sin(θ2γt)θ1 − sin(θ1γt)θ2)

Ωn
,

S55(n, t) = S22(n, t)−
1

Ωn
(cos(θ1γt)− cos(θ2γt)), S23(n, t) = S22(n, t)− cos(

√
2 + nγt),

S88(n, t) = S11(n, t)−
3

Ω
(cos(θ1γt)− cos(θ2γt)), S56(n, t) = S55(n, t)− cos(

√
2 + nγt),

S27(n, t) = S25(n, t) + i sin(
√
2 + nγt), S28(n, t) =

√
n+ 3

n+ 1
S15(n, t),
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S22 = S33 = S44, S55 = S66 = S77, S12 = S13 = S14 = S21 = S31 = S41,

S15 = S16 = S17 = S51 = S61 = S71, S23 = S24 = S32 = S34 = S42 = S43,

S27 = S36 = S45 = S54 = S63 = S72, S56 = S57 = S65 = S67 = S75 = S76,

S25 = S26 = S35 = S37 = S46 = S47 = S52 = S53 = S62 = S64 = S73 = S74,

S28 = S38 = S48 = S82 = S83 = S84, S58 = S68 = S78 = S85 = S86 = S87, S18 = S81,

где
Ωn =

√
9 + 16(n+ 2)2, θ1 =

√
5(n+ 2)− Ωn, θ2 =

√
5(n+ 2) + Ωn.

При записи оператора эволюции в матричной форме мы использовали базисные векторы вида

|+,+,+, n⟩, |+,+,−, n+ 1⟩, |+,−,+, n+ 1⟩, |−,+,+, n+ 1⟩,

|+,−,−, n+ 2⟩, |−,+,−, n+ 2⟩, |−,−,+n+ 2⟩, |−,−,−, n+ 3⟩.
В рассматриваемом случае волновую функцию можно найти как

|ΨQ1Q2Q3 F (t)⟩n = S(n, t)|Ψ(t)⟩Q1Q2Q3 |n⟩. (7)

В дальнейшем при обобщении результатов на случай теплового поля резонатора нам потребуются
также волновые функции, соответствующие числам возбуждения N = 2, 1, 0. Для N = 2 базис гильбер-
това пространства должен быть сужен до набора

|+,+,−, 0⟩, |+,−,+, 0⟩, |−,+,+, 0⟩,

|+,−,−, 1⟩, |−,+,−, 1⟩, |−,−,+, 1⟩, |−,−,−, 2⟩.
Соответствующая временная волновая функция есть

|Ψ1(t)⟩ = Z1(t)|+,+,−, 0⟩+ Z2(t)|+,−,+, 0⟩+ Z3(t)|−,+,+, 0⟩+

+Z4(t)|+,−,−, 1⟩+ + Z5(t)|−,+,−, 1⟩+ Z6(t)|−,−,+, 1⟩+ Z7(t)|−,−,−, 2⟩, (8)

где коэффициенты Zi(t) (i = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) есть

Z1(t) =
1

15

[
3
(
C1 + C2 + C3 −

√
2C7

)
+ 5 (2C1 − C2 − C3) cos γt+

(
2C1 + 2C2 + 2C3 + 3

√
2C7

)
cos

√
10γt−

−i
(
5(C4 + C5 − 2C6) sin γt+

√
10(C4 + C5 + C6) sin

√
10γt

)]
,

Z2(t) =
1

15

[
3
(
C1 + C2 + C3 −

√
2C7

)
− 5(C1 − 2C2 + C3) cos γt+ (2C1 + 2C2 + 2C3 + 3

√
2C7) cos

√
10γt−

−i
(
5(C4 − 2C5 + C6) sin γt+

√
10(C4 + C5 + C6) sin

√
10γt

)]
,

Z3(t) =
1

15

[
3
(
C1 + C2 + C3 −

√
2C7

)
− 5(C1 + C2 − 2C3) cos γt+ (2C1 + 2C2 + 2C3 + 3

√
2C7) cos

√
10γt+

+5i (2C4 − C5 − C6) sin γt− i
√
10 (C4 + C5 + C6) sin

√
10γt

]
,

Z4(t) =
1

15

[
5 (2C4 − C5 − C6) cos γt+ 5(C4 + C5 + C6) cos

√
10γt− i

(
5(C1 + C2 − 2C3) sin γt+

+
√
5(
√
2C1 +

√
2C2 +

√
2C3 + 3C7) sin

√
10γt

)]
,

Z5(t) =
1

15

[
−5(C4 − 2C5 + C6) cos γt+ 5(C4 + C5 + C6) cos

√
10γt− i

(
5(C1 − 2C2 + C3) sin γt+

+
√
5(
√
2C1 +

√
2C2 +

√
2C3 + 3C7) sin

√
10γt

)]
,

Z6(t) =
1

15

[
−5(C4 + C5 − 2C6) cos γt+ 5(C4 + C5 + C6) cos

√
10γt+ 5i(2C1 − C2 − C3) sin γt−

−i
√
5
(√

2C1 +
√
2C2 +

√
2C3 + 3C7

)
sin

√
10γt

]
,

Z7(t) =
1

5

[√
2C1 −

√
2C2 −

√
2C3 + 2C7 +

(√
2C1 +

√
2C2 +

√
2C3 +

+3C7

)
cos

√
10γt− i

√
5(C4 + C5 + C6) sin

√
10γt

]
.
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Здесь использовано обозначение Ci = Zi(0).
Для N = 1 выбираем базис гильбертова пространства в виде

|+,−,−, 0⟩, |−,+,−, 0⟩, |−,−,+, 0⟩, |−,−,−, 1⟩.

Соответствующая временная волновая функция есть

|Ψ2(t)⟩ = Y1(t)|+,−,−, 0⟩+ Y2(t)|−,+,−, 0⟩+ Y3(t)|−,−,+, 0⟩+ Y4(t)|−,−,−, 1⟩, (9)

где коэффициенты Yi(t) (i = 1, 2, 3, 4) имеют вид

Y1(t) =
1

3

[
2F1 − F2 − F3 + (F1 + F2 + F3) cos

√
3γt− i

√
3F4 sin

√
3γt
]
,

Y2(t) =
1

3

[
−F1 + 2F2 − F3 + (F1 + F2 + F3) cos

√
3γt− i

√
3F4 sin

√
3γt
]
,

Y3(t) =
1

3

[
−F1 − F2 + 2F3 + (F1 + F2 + F3) cos

√
3γt− i

√
3F4 sin

√
3γt
]
,

Y4(t) = F4 cos
√
3γt− i(F1 + F2 + F3) sin

√
3γt√

3
.

Здесь использованы обозначения Fi = Yi(0) (i = 1, 2, 3, 4).
Наконец, для N = 0 базис гильбертова пространства состоявляет вектор |−,−,−, 0⟩. Соответствую-

щая временная волновая функция есть

|ψ3(t)⟩ = |−,−,−, 0⟩. (10)

2. Расчет степени совпадения состояний кубитов
Имея явный вид для временных волновых функций системы (7)–(10), мы можем вычислить времен-

ную матрицу плотности полной системы (три кубита+мода поля) в случае теплового состояния поля

ρQ1Q2Q3 F (t) =
∞∑
n=0

pn|Ψ(t)⟩n n⟨Ψ(t)|. (11)

Для вычисления параметра перепутывания кубитов нам потребуется редуцированная матрица плотности
трех кубитов. Ее мы можем вычислить, усредняя выражение (11) по переменным поля

ρQ1Q2Q3(t) = SpF ρQ1Q2Q3F (t). (12)

При исследовании перепутывания кубитов в рассматриваемой модели для сепарабельных, бисепарабель-
ных и истинно перепутанных состояний W -типа в качестве количественного критерия перепутывания
мы использовали отрицательности пар кубитов. В случае GHZ-состояний такой критерий малоинфор-
мативен, поскольку при усреднении трехкубитной матрицы плотности ρQ1Q2Q3(t) по переменным одного
из кубитов два оставшихся кубита оказываются неперепутанными. Поэтому в настоящей работе мы в
качестве количественного критерия перепутывания кубитов используем cтепень совпадения (fidelity) те-
кущего состояния кубитов в момент времени t и их начального GHZ-состояния. В случае теплового
поля резонатора состояние кубитов в произвольный момент времени является смешанным. Количествен-
ная мера степени совпадения для смешанных состояний кубитов предложена в работе [40]

F (ρ, ρ
′
) =

(
tr

√
ρ

1
2 ρ′ρ

1
2

)2

. (13)

В формуле (13) ρ – начальная матрица плотности системы и ρ
′

– матрица плотности кубитов в момент
времени t > 0. Выражение (13) достаточно сложное, однако, если одна из матриц, допустим ρ, описывает
чистое состояние (ρ = |ψ⟩⟨ψ|), то формула сильно упрощается:

F (ρ, ρ
′
) =

(
tr
√

|ψ⟩⟨ψ|ρ′ |ψ⟩⟨ψ|
)2

= ⟨ψ|ρ
′
|ψ⟩ = tr(ρρ

′
). (14)

Выбранные начальные состояния кубитов (2) и (3) являются чистыми с матрицами плотности вида
|Ψ(0)⟩Q1Q2Q3 Q1Q2Q3⟨Ψ(0)|.

Рассчитаем параметр степени совпадения для начального GHZ-состояния кубитов вида (2). В трех-
кубитном базисе

|+,+,+⟩, |+,+,−⟩, |+,−,+⟩, |−,+,+⟩,
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|+,−,−⟩, |−,+,−⟩, |−,−,+⟩, |−,−,−⟩

матрица плотности кубитов для начального состояния вида (2) есть

MQ1Q2Q3(0) = |Ψ(0)⟩Q1Q2Q3 Q1Q2Q3⟨Ψ(0)| =



M11 0 · · · 0 M18

0
. . . 0

... 0
...

0
. . . 0

M81 0 · · · 0 M88


, (15)

где элементы матрицы плотности задаются формулами:

M11 = ⟨+,+,+|MQ1Q2Q3(0)|+,+,+⟩ = cos2θ, M88 = ⟨−,−,−|MQ1Q2Q3(0)|−,−,−⟩ = sin2θ,

M18 = ⟨+,+,+|MQ1Q2Q3(0)|−,−,−⟩ = cosθsinθ, M81 = ⟨−,−,−|MQ1Q2Q3(0)|+,+,+⟩ = cosθsinθ.

Запишем матрицу конечного смешанного состояния ρ
′
= ρQ1Q2Q3(t) в произвольный момент времени t

для состояния (3):

ρQ1Q2Q3(t) =

∞∑
n=0

pn|Ψ(t) >n n< Ψ(t)| =



ρ11 0 0 0 0 0 0 ρ18
0 ρ22 ρ23 ρ24 0 0 0 0
0 ρ32 ρ33 ρ34 0 0 0 0
0 ρ42 ρ43 ρ44 0 0 0 0
0 0 0 0 ρ55 ρ56 ρ57 0
0 0 0 0 ρ65 ρ66 ρ67 0
0 0 0 0 ρ75 ρ76 ρ77 0
ρ81 0 0 0 0 0 0 ρ88


. (16)

Тогда, подставляя матрицы (15) и (16) в формулу (14), получаем для степени совпадения следующее
выражение:

F = cos2θρ11 + cosθsinθ (ρ18 + ρ81) + sin2θρ88, (17)

где

ρ11 = ⟨+,+,+|ρQ1Q2Q3(t)|+,+,+⟩ =
∞∑
n=3

pn
[
cos2θ|S11(n, t)|2 + sin2θ|S18(n− 3, t)|2

]
+

+p2cos
2θ|S11(2, t)|2 + p1cos

2θ|S11(1, t)|2 + p0cos
2θ|S11(0, t)|2,

ρ88 = ⟨−,−,−|ρQ1Q2Q3(t)|−,−,−⟩ =
∞∑
n=3

pn
[
cos2θ|S81(n, t)|2 + sin2θ|S88(n− 3, t)|2

]
+

+p2
(
cos2θ|S81(2, t)|2 + |x7(t)|2

)
+ p1(cos

2θ|S81(1, t)|2 + |y4(t)|2) + p0
(
cos2θ|S81(0, t)|2 + sin2θ

)
,

ρ18 = ⟨+,+,+|ρQ1Q2Q3(t)|−,−,−⟩ =
∞∑
n=3

pn [cosθsinθS11(n, t)S
∗
88(n− 3, t)] +

+p2cosθS11(2, t)x
∗
7(t) + p1cosθS11(1, t)y

∗
4(t) + p0cosθsinθS11(0, t), ρ81 = ρ∗18.

Трехкубитная матрица плотности в начальный момент времени для начального состояния (3) выра-
жается формулой:

MQ1Q2Q3(0) = |Ψ(0)⟩Q1Q2Q3 Q1Q2Q3⟨Ψ(0)| =



0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 M44 M45 0 0 0
0 0 0 M54 M55 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


, (18)

где элементы матрицы плотности задаются формулами:

M44 = ⟨−,+,+|MQ1Q2Q3(0)|−,+,+⟩ = sin2 φ, M55 = ⟨+,−,−|MQ1Q2Q3(0)|+,−,−⟩ = cos2 φ,

M54 = ⟨+,−,−|MQ1Q2Q3(0)|−,+,+⟩ = cosφ sinφ, M45 = ⟨−,+,+|MQ1Q2Q3(0)|+,−,−⟩ = sinφ cosφ.
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Запишем матрицу конечного смешанного состояния ρQ1Q2Q3(t) в произвольный момент времени t
для начального состояния (3):

ρQ1Q2Q3
(t) =

∞∑
n=0

pn|Ψ(t) >n n< Ψ(t)| =



ρ11 ρ12 ρ13 ρ14 0 0 0 0
ρ21 ρ22 ρ23 ρ24 ρ25 ρ26 ρ27 0
ρ31 ρ32 ρ33 ρ34 ρ35 ρ36 ρ37 0
ρ41 ρ42 ρ43 ρ44 ρ45 ρ46 ρ47 0
0 ρ52 ρ53 ρ54 ρ55 ρ56 ρ57 ρ58
0 ρ62 ρ63 ρ64 ρ65 ρ66 ρ67 ρ68
0 ρ72 ρ73 ρ74 ρ75 ρ76 ρ77 ρ78
0 0 0 0 ρ85 ρ86 ρ87 ρ88


. (19)

Теперь, подставляя матрицы (18) и (19) в формулу (14), получаем для степени совпадения:

F = sin2 φρ44 + cosφ sinφ · (ρ45 + ρ54) + cos2 φρ55, (20)

где элементы матрицы плотности задаются выражениями:

ρ44 = ⟨−,+,+|ρQ1Q2Q3(t)|−,+,+⟩ =
∞∑
n=2

pn
[
cos2 φ|S45(n− 2, t)|2 + sin2 φ|S44(n− 1, t)|2

]
+

+p1 ·
[
|Z3(t)|2 + sin2 φ|S44(0, t)|2

]
+ p0|x3(t)|2,

ρ55 = ⟨+,−,−|ρQ1Q2Q3(t)|+,−,−⟩ =
∞∑
n=2

pn
[
cos2 φ|S55(n− 2, t)|2 + sin2 φ|S54(n− 1, t)|2

]
+

+p1 ·
[
|Z4(t)|2 + sin2 φ|S54(0, t)|2

]
+ p0

[
|x4(t)|2 + |y1(t)|2

]
,

ρ45 = ⟨−,+,+|ρQ1Q2Q3(t)|+,−,−⟩ =
∞∑
n=2

pn [sinφ cosφS44(n− 1, t)S∗
55(n− 2, t)] +

+p1 sinφS44(0, t)Z
∗
4 (t) + p0x3(t)y

∗
1(t), ρ54 = ρ∗45.

Сравним поведение степени совпадения для трехкубитных GHZ и GHZ -подобных состояний с пове-
дением аналогичной величины для двухкубитного состояния вида

|Ψ(0)⟩Q1Q2 = cosϕ|+,+⟩+ sinϕ|−,−⟩. (21)

Двукубитная система с начальным состоянием кубитов (21) и полем в фоковском состоянии (5) эво-
люцинирует следующим образом:

а) для случая начального числа фотонов в моде n = 0:

|ψn=0(t)⟩ = x1(t)|+,+, 0⟩+ x2(t)|+,−, 1⟩+ x3(t)|−,+, 1⟩+ x4(t)|−,−, 2⟩+ sinϕ|−,−, 0⟩,

б) для случая начального числа фотонов в моде n = 1:

|ψn=1(t)⟩ = y1(t)|+,+, 1⟩+ y2(t)|+,−, 2⟩+ y3|−,+, 2⟩+ y4(t)|−,−, 3⟩+ Z1(t)|+,−, 0⟩+ Z2(t)|−,+, 0⟩+
+Z3(t)|−,−, 1⟩,

в) для случая начального числа фотонов в моде n > 2:

|ψn>2(t)⟩ = c1(t)|+,+, n⟩+ c2(t)|+,−, n+ 1⟩+ c3(t)|−,+, n+ 1⟩+ c4(t)|−,−, n+ 2⟩+ k1(t)|+,+, n− 2⟩+
+k2(t)|+,−, n− 1⟩+ k3(t)|−,+, n− 1⟩+ k4(t)|−,−, n⟩.

Временные коэффициенты находятся из следующих систем дифференциальных уравнений:
iŻ1(t) = gZ3(t)

iŻ2(t) = gZ3(t)

iŻ3(t) = g (Z1(t) + Z2(t))

,


ik̇1(t) = g

√
n− 1(k2(t) + k3(t))

ik̇2(t) = g
(√
n− 1k1(t) +

√
nk4(t)

)
ik̇3(t) = g

(√
n− 1k1(t) +

√
nk4(t)

)
ik̇4(t) = g

√
n (k2(t) + k3(t))

, (22)


iċ1(t) = g

√
n+ 1(c2(t) + c3(t))

iċ2(t) = g
(√
n+ 1c1(t) +

√
n+ 2c4(t)

)
iċ3(t) = g

(√
n+ 1c1(t) +

√
n+ 2c4(t)

)
iċ4(t) = g

√
n+ 2 (c2(t) + c3(t))

. (23)

Решая системы дифференциальных уравнений (21) со следующими начальными условиями: k1(0) =
= k2(0) = k3(0) = 0, k4(0) = sinϕ и Z1(0) = Z2(0) = 0, Z3(0) = sinϕ, находим аналитические выражения
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для временных коэффициентов ki(t), Zi(t):

Z1(t) = − i · sin(
√
2γt) · sinϕ√
2

, Z2(t) = − i · sin(
√
2γt) · sinϕ√
2

, Z3(t) = cos(
√
2γt) · sinϕ,

k1(t) = −
2 ·

√
n− 1 ·

√
n · sin2

(√
n− 1

2 · γt
)
· sinϕ

2n− 1
, k2(t) = − i ·

√
n · sin(

√
4n− 2 · γt) · sinϕ√
4n− 2

,

k3(t) = − i ·
√
n · sin(

√
4n− 2 · γt) · sinϕ√
4n− 2

, k4(t) =

(
n− 1 + n · cos(

√
4n− 2 · γt)

)
sinϕ

2n− 1
.

Для того чтобы найти временные коэффициенты yi(t), xi(t), нужно учесть следующее: ci(t) → yi(t) при
числе фотонов в моде n = 1 и ci(t) → xi(t) при числе фотонов в моде n = 0.

Для системы дифференциальных уравнений (23) используем следующие начальные условия: c1(0) =
= cosϕ, c2(0) = c3(0) = c4(0). В итоге получаем следующие аналитические формулы для ci(t):

c1(t) =

(
n+ 2 + (n+ 1) · cos(

√
4n+ 6 · γt)·

)
cosϕ

2n+ 3
, c2(t) = − i ·

√
n+ 1 · cosϕ · sin(

√
4n+ 6 · γt)√

4n+ 6
,

c3(t) = − i ·
√
n+ 1 · cosϕ · sin(

√
4n+ 6 · γt)√

4n+ 6
, c4(t) = −

2 ·
√
n+ 1 ·

√
n+ 2 · cosϕ · sin2

(√
n+ 3

2 · γt
)

2n+ 3
.

Двухкубитная матрица плотности в начальный момент времени для начального состояния (21) вы-
ражается формулой:

MQ1Q2(0) = |Ψ(0)⟩Q1Q2 Q1Q2⟨Ψ(0)| =


M11 0 0 M14

0 0 0 0
0 0 0 0

M41 0 0 M44

 , (24)

где элементы матрицы плотности задаются формулами

M11 = ⟨+,+|MQ1Q2(0)|+,+⟩ = cos2ϕ, M44 = ⟨−,−|MQ1Q2(0)|−,−⟩ = sin2ϕ,

M14 = ⟨+,+|MQ1Q2(0)|−,−⟩ = cosϕsinϕ, M41 = ⟨−,−|MQ1Q2(0)|+,+⟩ = sinϕcosϕ.

Запишем матрицу конечного смешанного состояния ρQ1Q2(t) в произвольный момент времени t для
начального состояния (21):

ρQ1Q2(t) =
∞∑
n=0

pn|ψn(t)⟩⟨ψn(t)| =


ρ11 0 0 ρ14
0 ρ22 ρ23 0
0 ρ32 ρ33 0
ρ41 0 0 ρ44

 . (25)

Теперь подставим матрицы (24) и (25) в формулу (14) и получим для степени совпадения следующую
формулу:

F = ρ11cos
2ϕ+ (ρ14 + ρ41)cosϕsinϕ+ ρ44sin

2ϕ, (26)

где элементы матрицы плотности имеют следующий вид:

ρ11 = ⟨+,+|ρQ1Q2(t)|+,+⟩ =
∞∑
n=2

pn
[
|c1(t)|2 + |k1(t)|2

]
+ p1|y1(t)|2 + p0|x1(t)|2,

ρ44 = ⟨−,−|ρQ1Q2(t)|−,−⟩ =
∞∑
n=2

pn
[
|c4(t)|2 + |k4(t)|2

]
+ p1

[
|y4(t)|2 + |Z3(t)|2

]
+ p0

[
|x4(t)|2 + sin2ϕ

]
,

ρ14 = ⟨+,+|ρQ1Q2(t)|−,−⟩ =
∞∑
n=2

pnc1(t)k
∗
4(t) + p1y1(t)Z

∗
3 (t) + p0x1(t)sinϕ, ρ41 = ρ∗14.

3. Результаты и их обсуждение
Результаты компьютерного моделирования временной зависимости степени совпадения F (t) от при-

веденного времени γt для начального истинно перепутанного GHZ-состояния (2) в случае θ = π/4 и
различных значений среднего числа фотонов представлены на рис. 1. Из рисунка хорошо видно, что
взаимодействие кубитов с тепловым полем резонатора приводит к осцилляциям Раби параметра перепу-
тывания кубитов. При этом увеличение среднего числа фотонов в моде приводит к уменьшению макси-
мальной степени перепутывания. Это означает, что при увеличении интенсивности шума состояние трех
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Рис. 1. График зависимости параметра степени совпадения F (γt) от приведенного времени γt для
начального GHZ -состояния вида (2) с θ = π/4 для различных средних чисел тепловых фотонов n̄:

n̄ = 0.05 (сплошная линия), n̄ = 1 (пунктирная линия), n̄ = 2.5 (точечная линия) (a); n̄ = 1 (сплошная
линия), n̄ = 3 (пунктирная линия), n̄ = 10 (точечная линия) (b)

Fig. 1. Graph of the dependence of the fidelity F (γt) on the reduced time γt for the initial GHZ state of the
form (2) with θ = π/4 for various average numbers of thermal photons n̄: n̄ = 0.05 (solid line), n̄ = 1 (dashed

line), n̄ = 2.5 (dotted line) (a); n̄ = 1 (solid line), n̄ = 3 (dashed line), n̄ = 10 (dotted line) (b)

a b

Рис. 2. График зависимости параметра степени совпадения F (γt) от приведенного времени γt для
начального двухкубитного состояния вида (21) с ϕ = π/4 для различных средних чисел тепловых

фотонов n̄: n̄ = 0.05 (сплошная линия), n̄ = 1 (пунктирная линия), n̄ = 2.5 (точечная линия) (a); n̄ = 1
(сплошная линия), n̄ = 3 (пунктирная линия), n̄ = 10 (точечная линия) (b)

Fig. 2. Graph of the dependence of the fidelity F (γt) on the reduced time γt for the initial two-qubit state of
the form (21) with ϕ = π/4 for various average numbers of thermal photons n̄: n̄ = 0.05 (solid line), n̄ = 1

(dotted line), n̄ = 2.5 (dotted line) (a); n̄ = 1 (solid line), n̄ = 3 (dotted line), n̄ = 10 (dotted line) (b)

кубитов все менее походит на начальное перепутанное GHZ -состояние и все ближе к сепарабельному
состоянию. Для сравнения на рис. 2 показаны аналогичные зависимости степени совпадения F (t) для
двухкубитной модели с начальным состоянием (20) в случае ϕ = π/4. Сравнение графиков показыва-
ет, что в случае двухкубитной системы тепловой шум приводит к существенно меньшему разрушению
начального максимально перепутанного состояния, нежели в случае трехкубитной системы. Это гово-
рит нам о том, что истинно перепутанное GHZ -состояние менее устойчиво по отношению к внешнему
шуму, чем двухкубитное состояние вида (21). Временная зависимость степени совпадения F (t) от при-
веденного времени γt для начального GHZ-подобного перепутанного состояния (3) в случае φ = π/4
и различных значений среднего числа фотонов представлена на рис. 3. Из рисунка видно, что, как
и для двух предыдущих состояний, взаимодействие кубитов с тепловым полем резонатора приводит
к осцилляциям Раби параметра перепутывания кубитов. Однако в отличие от начального истинно пе-
репутанного GHZ -состояния в рассматриваемом случае увеличение среднего числа тепловых фотонов
в моде приводит к более существенному уменьшению максимальной степени перепутывания кубитов.
Таким образом, GHZ-подобное перепутанное состояние значительно менее устойчиво по отношению к
разрушающему действию теплового шума.
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Рис. 3. График зависимости параметра степени совпадения F (γt) от приведенного времени γt для
начального GHZ подобного состояния (3) с φ = π/4 для различных средних чисел тепловых

фотонов n̄: n̄ = 0.05 (сплошная линия), n̄ = 1 (пунктирная линия), n̄ = 2.5 (точечная линия) (a); n̄ = 1
(сплошная линия), n̄ = 3 (пунктирная линия), n̄ = 10 (точечная линия) (b)

Fig. 3. Graph of the dependence of the fidelity F (γt) on the reduced time γt for the initial GHZ like state (3)
with φ = π/4 for various average numbers of thermal photons n̄: n̄ = 0.05 (solid line), n̄ = 1 (dotted line), n̄ = 2.5

(dotted line) (a); n̄ = 1 (solid line), n̄ = 3 (dotted line), n̄ = 10 (dotted line) (b)

Выводы
Таким образом, в данной статье нами исследована динамика перепутывания в системе, состоящей

из трех идентичных кубитов, резонансно взаимодействующих с общей модой теплового поля идеально-
го резонатора. В работе рассмотрены два типа начальных состояний кубитов: истинно перепутанноее
состояние GHZ-типа (2) и GHZ-подобное перепутанное состояние (3). Нами найдено точное решение
квантового уравнения Лиувилля для начальных состояний кубитов и теплового состояния поля резо-
натора. На основе точного решения нами рассчитана временная зависимость параметра перепутывания
кубитов. В качестве критерия перепутывания кубитов выбран параметр, называемый степенью совпаде-
ния. В нашем случае данный параметр определяет степень совпадения трехкубитной матрицы плотности
в произвольный момент времени t и начальной трехкубитной матрицы плотности чистых состояний (2)
и (3). Для сравнения результатов нами проведен также аналогичный расчет степени совпадения в слу-
чае двухкубитной системы с начальным состоянием вида (21) и теплового поля резонатора. Результаты
численного моделирования степени совпадения показали, что для всех выбранных начальных состояний
кубитов их взаимодействие с тепловым полем резонатора приводит к осцилляциям Раби параметра пе-
репутывания кубитов с уменьшением амплитуд осцилляций в процессе эволюции. При этом увеличение
интенсивности поля резонатора приводит к уменьшению максимальной степени перепутывания кубитов.
Показано также, что наименее устойчивым по отношению к внешнему шуму является GHZ-подобное
трехкубитное состояние (3), а наиболее устойчивым — двухкубитное перепутанное состояние (21).
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STATES IN THREE QUBITS THERMAL TAVIS — CUMMINGS MODEL

ABSTRACT
In this paper, we investigated the dynamics of systems of two and three identical qubits interacting resonantly

with a selected mode of a thermal field of a lossless resonator. We found solutions of the quantum time-dependent
Liouville equation for various three- and two-qubit entangled states of qubits. Based on these solutions, we calculated
the criterion of the qubit entanglement — fidelity. The results of numerical calculations of the fidelity showed that
increasing the average number of photons in a mode leads to a decrease in the maximum degree of entanglement.
It is shown that the two-qubit entangled state is more stable with respect to external noise than the three-qubit
entangled Greenberger — Horne — Zeilinger states (GHZ). Moreover, a genuine entangled GHZ-state is more stable
to noise than a GHZ-like entangled state.
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РОЖДЕНИЕ ПОЛЯРИЗОВАННЫХ J/ψ НА КОЛЛАЙДЕРЕ NICA
В НРКХД И ОБОБЩЕННОЙ ПАРТОННОЙ МОДЕЛИ1

АННОТАЦИЯ
В статье рассмотрено рождение J/ψ и ψ′ мезонов в рамках нерелятивистской квантовой

хромодинамики и обобщенной партонной модели. Из имеющихся экспериментальных данных
(
√
s = 200 ГэВ и

√
s = 19.4 ГэВ) по рождению этих состояний чармония извлечены октетные

непертурбативные матричные элементы и средние значения квадратов поперечных импульсов начальных
партонов, которые далее использованы для предсказания сечения рождения неполяризованных
чармониев и поляризации J/ψ и ψ′ при энергии

√
s = 27 ГэВ ускорителя NICA.

Ключевые слова: физика высоких энергий; квантовая хромодинамика; чармоний; спин;
поляризация; нерелятивистская квантовая хромодинамика; коллинеарная партонная модель; обобщенная
партонная модель; SPD NICA.
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Введение

Экспериментальное исследование процессов рождения тяжелых кваркониев дает уникальные возмож-
ности для изучения относительной роли жестких процессов, описываемых в рамках теории возмущений
квантовой хромодинамики (КХД), и непертурбативных моделей адронизации. Рождение поляризованных
состояний J/ψ мезонов является прецизионным тестом для моделей, описывающих адронизацию тяже-
лых кварков в кварконий: модели цветовых синглетов (МЦС) [1], нерелятивистской КХД (НРКХД) [2]
и модели испарения цвета (МИЦ) [3]. Существующие экспериментальные данные по рождению поля-
ризованных J/ψ получены в протон-протонных и антипротон-протонных столкновениях при высоких
энергиях от

√
s = 200 ГэВ [4] до

√
s = 1.96 ТэВ [5] и

√
s = 13 ТэВ [6]. Удовлетворительного описа-

ния данных не получено ни в одной из моделей адронизации [7]. В этой связи представляет интерес
изучение рождения поляризованных J/ψ при энергиях коллайдера NICA,

√
s = 27 ГэВ [8] и теорети-

ческие предсказания для спектров поляризованных J/ψ мезонов, полученных в различных подходах
факторизации и моделях адронизации. В работе [9] были сделаны предсказания в модели адрониза-
ции НРКХД, выполненные в коллинеарной партонной модели [10] и подходе реджезации партонов [11].
В данной статье мы изучаем рождение поляризованных J/ψ в обобщенной партонной модели (ОПМ)
и НРКХД впервые.

1. Неколлинеарная модель факторизации

Стандартным методом рассмотрения партонных подпроцессов и способом факторизации сечения
жесткого адронного процесса является коллинеарная партонная модель (КПМ), имеющая известный ряд
недостатков, в частности — расходимость сечения в области малых поперечных импульсов рождающей-
ся частицы. Один из способов включить в описание область малых импульсов — это подход TMD-фак-
торизации (transverse-momentum-dependence) [12], в котором подразумевается, что начальные партоны
обладают ненулевыми поперечными компонентами импульсов. Область применения строгой TMD-фак-
торизации ограничивается малыми значениями поперечных импульсов чармония pT ≪ µF , где µF —
энергетический масштаб факторизации партонного подпроцесса.

ОПМ можно назвать феноменологической реализацией идеи TMD-факторизации. Если в КПМ им-
пульсы начальных партонов описываются как продольные компоненты импульсов летящих друг навстре-
чу другу протонов, то в ОПМ вводятся в рассмотрение ненулевые поперечные компоненты импульсов
начальных партонов.

Описывая столкновение протонов с импульсами p1 и p2, обозначим импульсы партонов в соответству-
ющих протонах как q1 и q2. Будем явно выделять их поперечные компоненты q1T , q2T , тогда импульсы
начальных партонов могут быть записаны в виде

qµ1 = x1p
µ
1 + y1p

µ
2 + qµ1T , qµ2 = x2p

µ
2 + y2p

µ
1 + qµ2T , qµiT = (0, q⃗iT , 0) , i = 1, 2,

где x и y— это доли импульсов протонов. Здесь ради сохранения калибровочной инвариантности (то есть
выполнения условия q21 = q22 = 0) в импульсы партонов искусственно добавлены слагаемые, пропорцио-
нальные импульсам летящих им навстречу протонов. Условие калибровочной инвариантности требует,
чтобы начальные партоны были на массовой поверхности, что позволяет найти выражения для долей
импульса y:

yi =
ti
sxi

, ti = q⃗ 2
iT , i = 1, 2.

Компоненты импульсов q1, q2 могут быть представлены следующим образом:

qµ1 =

(
x1

√
s

2
+

t1
2
√
sx1

, q⃗1T ,
x1

√
s

2
− t1

2
√
sx1

)µ
,

qµ2 =

(
x2

√
s

2
+

t2
2
√
sx2

, q⃗2T ,−
x2

√
s

2
+

t2
2
√
sx2

)µ
.

Сечение процесса в рамках подхода КПМ, согласно теореме о факторизации, может быть представ-
лено как произведение сечения жесткого партонного подпроцесса и партонных функций распределе-
ния (ПФР), которые описывают вероятность партона иметь ту или иную долю импульса x. Строго эта
теорема доказана для КПМ, но не для ОПМ [12], однако используется для факторизации сечения и для
процесса рождения чармония в столкновении протонов записывается в виде

dσ(pp→ CX) =

∫
dx1

∫
d2q1T F1(x1, µ

2
F , q1T )

∫
dx2

∫
d2q2T F2(x2, µ

2
F , q2T ) dσ̂,
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где dσ̂— сечение жесткого партонного подпроцесса, которое соответственно для подпроцессов 2 → 1
и 2 → 2 выражается следующим образом:

dσ̂ (ab→ C) = (2π)4δ(4) (q1 + q2 − k1)
|M|2
I

d3k1
(2π)32k10

,

dσ̂ (ab→ Cd) = (2π)4δ(4) (q1 + q2 − k1 − k2)
|M|2
I

d3k1
(2π)32k10

d3k2
(2π)32k20

,

здесь ki — импульсы конечных частиц, I — потоковый фактор, а |M|2 — усредненный по конечным спи-
новым и цветовым состояниям и суммированный по начальным квадрат модуля амплитуды партонно-
го подпроцесса. Партонные функции распределения F (x, µ2

F , qT ) в ОПМ-факторизации представляются
в форме произведения не зависящих от поперечного импульса коллинеарных партонных распределений
и множителей, включающих данную зависимость:

F (x, µ2
F , qT ) = f(x, µ2

F )G(qT ),

используемый нами анзац для функции G(qT ) имеет гауссову форму с соответствующим нормировочным
условием [13]:

G(qT ) =
e−q

2
T /⟨q

2
T ⟩

π⟨q2T ⟩
,

∫
G(qT )d

2qT = 1.

Значение феноменологического параметра ⟨q2T ⟩, имеющего смысл среднего значения квадрата попереч-
ного импульса начальных партонов, традиционно берется равным около 1 ГэВ2 [14], мы же, исходя
из зависимости величины ⟨q2T ⟩ от энергии столкновения, извлечем в дальнейшем его значение из экс-
периментальных данных.

2. Нерелятивистская квантовая хромодинамика

Основная идея нерелятивистской квантовой хромодинамики (НРКХД) состоит в разложении вол-
новой функции тяжелого кваркония в ряд по степеням малого параметра, роль которого выполняет
относительная скорость конституентных кварков υ [2]. Соотношение между кинетической и потенци-
альной энергией, которая для достаточно больших масс кваркония M подавляется членом, пропорци-
ональным αs/r, показывает, что относительная скорость υ пропорциональна сильной константе связи
αs, которая в свою очередь с ростом M логарифмически уменьшается, так как αs ∼ 1/ lnM . Так что
для чармония, для которого υ2 ≈ 0.3, возможно введение системы масштабов, характеризующих состо-
яния кваркония с определенным набором квантовых чисел через значения специфических динамиче-
ских величин [15]. Так, значения массы кваркония M (характеризующее энергию основного состояния),
трехмерного импульса Mυ (обратно пропорционального размеру основного состояния) и кинетической
энергии с точностью до числового множителя Mυ2 (которая определяет величину расщепления между
уровнями радиального и углового возбуждений) удовлетворяют неравенству M2 ≫ (Mυ)2 ≫ (Mυ2)2 и
позволяют реализовать разложение волновой функции основного состояния чармония

|J/ψ⟩ = O(υ0)|cc̄[3S(1)
1 ]⟩+O(υ1)|cc̄[3P (8)

J ]g⟩+O(υ2)|cc̄[3S(1,8)
1 ]gg⟩+O(υ2)|cc̄[1S(8)

0 ]g⟩+ . . .

Если ограничиться лишь слагемым лидирующего по υ порядка, то в итоговое сечение внесет вклад
только рождение синглетных по цвету состояний чармония, данное приближение носит название модели
цветовых синглетов (МЦС).

Подход НРКХД также позволяет осуществить факторизацию жесткого сечения [2], которое распада-
ется на произведение сечения рождения кварк-антикваркой пары в некотором состоянии, определяемом
соответствующим набором квантовых чисел, и непертурбативного матричного элемента (НМЭ), отвеча-
ющего за адронизацию кварк-антикваркой пары в кварконий (здесь c обозначает очарованный кварк,
а суммирование проводится по фоковским состояниям, обозначенным для краткости n):

dσ̂(ab→ CX) =
∑
n

dσ̂(ab→ cc̄[n]X)⟨OC [n]⟩/(N colNpol),

где N col = 2Nc для синглетных состояний, N col = N2
c −1 для октетных и Npol = 2J +1 (Nc = 3— число

учитываемых цветов, J — полный момент кварк-антикварковой пары). НМЭ синглетных состояний могут
быть получены в потенциальных моделях тяжелых кваркониев [16], они связаны со значениями волновой
функции чармония или ее производной в нуле:

⟨OC [3S
(1)
1 ]⟩ = 2Nc(2J + 1)|Ψ(0)|2, ⟨OC [3P

(1)
J ]⟩ = 2Nc(2J + 1)|Ψ′(0)|2.
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Подобный подход не применим к октетным НМЭ, значения которых извлекаются из экспериментальных
данных.

Вычисление амплитуд в НРКХД осуществляется с помощью последовательности проецирований. Про-
екторы на состояния со значениями спина 0 и 1 имеют вид [17]

Π0 =
1√
8m3

c

(
P̂

2
− q̂ −mc

)
γ5

(
P̂

2
+ q̂ +mc

)
, Πµ1 =

1√
8m3

c

(
P̂

2
− q̂ −mc

)
γµ

(
P̂

2
+ q̂ +mc

)
,

где mc — это масса c-кварка, P — полный импульс кварка и антикварка, а q— их относительный импульс.
Проекторы на цветовые состояния — синглетное и октетное соответственно:

C1 =
δij√
Nc

, C8 =
√
2T aij ,

где δij — дельта Кронекера, T aij — генераторы фундаментального представления цветовой группы SU(3),
а Nc = 3. Окончательное проецирование на состояние с определенным значением углового момента
производится с помощью взятия следа и производной по относительному импульсу q порядка, равного
орбитальному квантовому числу (с последующим занулением q). Поэтому амплитуды рождения cc̄-пар
могут быть записаны в виде

M(a+ b→ cc̄[3S
(1)
1 ]) = Tr[C1Π

µ
1M(a+ b→ cc̄)εµ(Jz, P )]

∣∣
q=0

,

M(a+ b→ cc̄[3P
(1)
J ]) =

d

dqν
Tr[C1Π

µ
1M(a+ b→ cc̄)ε(J)µν (Jz, P )]

∣∣
q=0

,

M(a+ b→ cc̄[1S
(8)
0 ]) = Tr[C8Π0M(a+ b→ cc̄)]

∣∣
q=0

,

здесь приведены характерные амплитуды рождения пар. Обозначение M внутри знаков следа соответ-
ствует амлитуде рождения пары с ”отрезанными” линиями конечных кварков, ε(Jz, P )— это вектор или
тензор поляризации.

Суммирование по поляризациям в процессе получения квадрата модуля амплитуды неполяризован-
ного 3S1 состояния чармония осуществляется с помощью поляризационного тензора

Pµν =
∑
Jz

εµ(Jz, P )ε
∗
ν(Jz, P ) = −gµν +

PµPν
M2

.

Для неполяризованных 3PJ состояний тензоры имеют следующий вид (J = 0, 1, 2):

Pµνρσ = ε(0)µν (P )ε
(0)∗
ρσ (P ) =

1

3
PµνPρσ,

Pµνρσ =
∑
Jz

ε(1)µν (Jz, P )ε
(1)∗
ρσ (Jz, P ) =

1

2
[PµρPνσ − PµσPρν ] ,

Pµνρσ =
∑
Jz

ε(2)µν (Jz, P )ε
(2)∗
ρσ (Jz, P ) =

1

2
[PµρPνσ + PµσPρν ]−

1

3
PµνPρσ.

Кроме того, в работе изучаются и поляризованные состояния чармония. Для определения направле-
ния спина нами выбрана система отсчета, связанная со спиральностью кваркония (helicity frame); в этой
системе вектор продольной поляризации направлен вдоль трехмерного импульса кваркония. Приведем
выражения тензоров и для суммирования по состояниям с выделенной поляризацией. Процедура по-
строения вектора продольной поляризации описана в работе, а его явное выражение и соответствующий
тензор для 3S1 состояния [18]:

εµ(0, P ) =
(PQ)Pµ/M −MQµ√

(PQ)2 − sM2
, P0

µν = εµ(0, P )ε
∗
ν(0, P ),

где Q— сумма импульсов сталкивающихся адронов (в нашем случае протонов) и s = Q2. Поляризован-
ное 3P1 состояние вычислялось с помощью процедуры, описанной в работе [19]. Тензоры для поляри-
зованных 3P2 состояний, проекция Jz указана у тензоров верхним индексом [20]:

P0
µνρσ = ε(2)µν (0, P )ε

(2)∗
ρσ (0, P ) =

1

6

[
2P0

µν − P1
µν

] [
2P0

ρσ −P1
ρσ

]
, P1

µν = Pµν −P0
µν ,

P1
µνρσ =

∑
|Jz|=1

ε(2)µν (Jz, P )ε
(2)∗
ρσ (Jz, P ) =

1

2

[
P0
µρP1

νσ + P0
µσP1

ρν + P0
νσP1

µρ + P0
νρP1

µσ

]
,
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P2
µνρσ =

∑
|Jz|=2

ε(2)µν (Jz, P )ε
(2)∗
ρσ (Jz, P ) =

1

2

[
P1
µρP1

νσ + P1
µσP1

ρν −P1
µνP1

ρσ

]
.

Также следует обратить внимание на учет распадов вышележащих энергетических состояний в рож-
дении чармония. Для получения сечения неполяризованного J/ψ проводится суммирование по сечениям
рождения возбужденных состояний, умноженным на бранчинг распада данного состояния в основное,
причем вычисление проводится с учетом эффекта отдачи, а именно — выражения для сдвига по попе-
речному импульсу основного состояния: pTC ≈ (MC/MC′) · pTC′ . Учет распадов в рождении продольно
поляризованного состояния J/ψ устроен сложнее, далее приведено полное выражение для этого сече-
ния [19]:

σ
J/ψ
L = σ

J/ψ, прямое
L + σχcJ

L + σψ
′

L + σψ
′→χcJ

L ,

каждое из слагаемых само представлено суммой сечений:

σ
J/ψ(ψ′),прямое
L = σ

J/ψ(ψ′)
0 (3S

(1)
1 )+σ

J/ψ(ψ′)
0 (3S

(8)
1 )+

1

3
σJ/ψ(ψ

′)(1S
(8)
0 )+

+
1

3
σJ/ψ(ψ

′)(3P
(8)
0 )+

1

2
σ
J/ψ(ψ′)
1 (3P

(8)
1 )+

2

3
σ
J/ψ(ψ′)
0 (3P

(8)
2 )+

1

2
σ
J/ψ(ψ′)
1 (3P

(8)
2 ),

σχcJ

L =

[
1

3
σχc0(3P

(1)
0 ) +

1

3
σχc0(3S

(8)
1 )

]
Br(χc0 → J/ψ+γ)+

+

[
1

2
σχc1

1 (3P
(1)
1 ) +

1

2
σχc1

0 (3S
(8)
1 ) +

1

4
σχc1

1 (3S
(8)
1 )

]
Br(χc1 → J/ψ+γ)+

+

[
2

3
σχc2

0 (3P
(1)
2 ) +

1

2
σχc2

1 (3P
(1)
2 ) +

17

30
σχc2

0 (3S
(8)
1 ) +

13

60
σχc2

1 (3S
(8)
1 )

]
Br(χc2 → J/ψ+γ),

σψ
′

L = σ
ψ′, прямое
L Br(ψ′ → J/ψ+X),

σψ
′→χcJ

L =
1

3
σψ

′, прямое
L Br(ψ′ → χc0+γ)Br(χc0 → J/ψ+γ)+

+

[
1

2
σψ

′,прямое
L +

1

4
σψ

′, прямое
T

]
Br(ψ′ → χc1+γ)Br(χc1 → J/ψ+γ)+

+

[
17

30
σ
ψ′,прямое
L +

13

60
σ
ψ′,прямое
T

]
Br(ψ′ → χc2+γ)Br(χc2 → J/ψ+γ).

Нижние индексы L и T соответствуют продольной и поперечной поляризациям состояний.

3. Результаты расчетов

Приведем перечень инструментов, использованных для вычислений. В первую очередь, по процеду-
ре, описанной в предыдущей части, были получены квадраты модулей амплитуд партонных подпро-
цессов, рассматриваемых ниже; их вычисление проводилось в системе компьютерной алгебры Wolfram
Mathematica с применением пакетов FeynCalc [21] и FeynArts [22]. Численное интегрирование сечений
проводилось с помощью библиотеки численного интегрирования CUBA и алгоритма интегрирования
Suave [23]. В качестве коллинеарных ПФР были взяты численно заданные функции MSTW2008LO [24].
Относительная погрешность всех вычислений не превышала 1 %.

Вычисление всех вкладов в рождение J/ψ было проведено в лидирующем порядке теории возмуще-
ний по бегущей константе связи αs. Среди партонных подпроцессов 2 → 1 и 2 → 2, дающих вклад как
в прямое рождение J/ψ, так и через промежуточные вышележащие состояния, выделим те, в которых
рождаются синглетные состояния чармония, и те, в которых — октетные состояния:

g + g → χcJ [
3P

(1)
J ], J = 0, 2, g + g → J/ψ[1S

(8)
0 ],

g + g → J/ψ[3S
(1)
1 ] + g, g + g → J/ψ[3P

(8)
J ], J = 0, 2,

g + g → ψ′[3S
(1)
1 ] + g, q + q̄ → J/ψ[3S

(8)
1 ],

g + g → χc1[
3P

(1)
1 ] + g, q + q̄ → χcJ [

3S
(8)
1 ], J = 0, 2.

В качестве начальных партонов учитывались глюоны g и кварки q (q̄). Здесь не указаны подпроцес-
сы 2 → 1, которым отвечают равные нулю матричные элементы синглетных состояний. В вычисле-
ниях массы состояний чармония принимались следующими [25]: mJ/ψ = 3.096 ГэВ, mψ′ = 3.686 ГэВ,
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mχc0 = 3.415 ГэВ, mχc1 = 3.510 ГэВ, mχc2 = 3.556 ГэВ. Распады состояний чармония в J/ψ и рас-
пады J/ψ в пары электрон-позитрон или мюон-антимюон учитывались бранчингами — дополнитель-
ными феноменологическими множителями, на которые домножались соответствующие сечения [25]:
Br(χc0 → J/ψ + γ) = 0.014, Br(χc1 → J/ψ + γ) = 0.343, Br(χc2 → J/ψ + γ) = 0.19, Br(ψ′ → J/ψ + X) =
= 0.614, Br(J/ψ → e+e−) = 0.05971, Br(J/ψ → µ+µ−) = 0.05961, Br(ψ′ → χc0 + γ) = 0.0979, Br(ψ′ → χc1 +
+ γ) = 0.0975, Br(ψ′ → χc2 + γ) = 0.0952. Значения НМЭ, которые в НРКХД соответствуют адрониза-
ции рождающейся пары очарованных кварков, были взяты следующими [26]: ⟨OJ/ψ[3S

(1)
1 ]⟩ = 1.3 ГэВ3,

⟨Oψ′
[3S

(1)
1 ]⟩ = 0.65 ГэВ3, ⟨Oχc0 [3P

(1)
0 ]⟩ = 0.089 ГэВ5, также использовались соотношения для НМЭ, спра-

ведливые в лидирующем порядке НРКХД по υ и отражающие спиновую симметрию тяжелых кварков:

⟨OχcJ [3P
(1)
J ]⟩ = (2J + 1) · ⟨Oχc0 [3P

(1)
0 ]⟩,

⟨OJ/ψ[3P
(8)
J ]⟩ = (2J + 1) · ⟨OJ/ψ[3P

(8)
0 ]⟩,

⟨OχcJ [3S
(8)
1 ]⟩ = (2J + 1) · ⟨Oχc0 [3S

(8)
1 ]⟩.

При расчетах в качестве масштаба перенормировки µR, входящего в выражение для константы свя-
зи αs, и масштаба факторизации µF , от которого зависят ПФР, была принята поперечная масса чар-
мония mT =

√
m2 + p2T . Так как выбор величины для масштабов является довольно свободным, то для

оценки коридора ошибок теоретических предсказаний масштаб варьировался на множитель 2 в боль-
шую и меньшую сторону, коридор погрешностей на графиках будет показан светлой полосой того же
цвета, что и основная линия.

Для предсказания рождения и поляризации J/ψ в протон-протонных столкновениях на ускорителе
NICA при энергии

√
s = 27 ГэВ сначала были проведены вычисления и сравнения для того же процесса

при других энергиях, мы использовали результаты измерений коллабораций PHENIX (
√
s = 200 ГэВ) [27]

и NA3 (
√
s = 19.4 ГэВ) [28]. Для описания рождения J/ψ в интервале малых быстрот |y| < 0.35 и при

pT ≪ 3 ГэВ было достаточно синглетного вклада при традиционном значении ⟨q2T ⟩g = 1 ГэВ2. Однако
его оказалось достаточно для описания данных измерений вплоть до pT . 3 ГэВ, то есть во всей
области применимости ОПМ, мы фитировали на этих экспериментальных данных для рождения J/ψ сам
параметр ⟨q2T ⟩g, значение которого чувствительно к энергии процесса: ⟨q2T ⟩g = 2.80 ГэВ2, χ2/d.o.f. = 0.18,
а расчеты отображены на графике (рис. 3.1) с указанием вкладов различных синглетных состояний в
суммарное сечение J/ψ.

Также были фитированы данные измерений коллаборации PHENIX [27] для больших быстрот
1.2 < |y| < 2.2 и данные коллаборации NA3 [28]. Для описания этих экспериментов синглетного вклада
было недостаточно, поэтому учитывался вклад от октетных состояний с начальными глюонами и квар-
ками, так как состояние 3S

(8)
1 в процессах с начальными глюонами не рождается. Следовательно, по-

явился целый ряд новых параметров для фитирования: ⟨q2T ⟩q (помимо аналогичного глюонного пара-
метра) и октетные НМЭ, причем вклады от рождения J/ψ в процессах 2 → 1 в состояниях 1S

(8)
0 , 3P

(8)
0 ,

3P
(8)
2 имеют одинаковую зависимость от pT , то есть пропорциональны друг другу, поэтому соответству-

ющие им НМЭ могут быть извлечены из экспериментальных данных только в виде линейной комби-
нации M

J/ψ
7 = ⟨OJ/ψ[1S

(8)
0 ]⟩+7 · ⟨OJ/ψ[3P

(8)
0 ]⟩/m2

c . Значения всех параметров, фитированных на данных
PHENIX и NA3, расположены в табл. 3.1, а результаты наших расчетов — на рис. 3.2 и рис. 3.3. Как
видно, вклад октетных состояний (в процессах с начальными глюонами) становится сравним с синглет-
ным вкладом и даже превышает его, а в случае с данными NA3 — он один почти полностью описывает
эксперимент, поэтому во всяком случае при больших y октетный вклад не может быть проигнорирован.

Для расчета предсказаний поляризации ψ′ мы фитировали и данные PHENIX по рождению ψ′ при√
s = 200 ГэВ [27]. Параметры, относящиеся к ОПМ, были взяты из фитирования данных по рож-

дению J/ψ (табл. 3.1), так как они не должны зависеть от процесса, а октетные НМЭ, в частности
Mψ′

7 = ⟨Oψ′
[1S

(8)
0 ]⟩ + 7 · ⟨Oψ′

[3P
(8)
0 ]⟩/m2

c и ⟨Oψ′
[3P

(8)
1 ]⟩, были фитированы, и результаты этих расчетов

помещены в табл. 3.2 и на рис. 3.4.
Перейдем к предсказаниям рождения J/ψ при энергии эксперимента SPD NICA. В расчетах учиты-

вались вклады и использовались параметры, фитированные на данных измерений коллаборации NA3
из-за близости энергии

√
s этих двух экспериментов. На рис. 3.5 и 3.6 показаны результаты расчетов

для дифференциального сечения рождения J/ψ как функций поперечного импульса pT и быстроты y
соответственно.

Кроме того, мы сравнили наши вычисления для сечения рождения J/ψ в ОПМ с конвенциональными
расчетами в КПМ. Аналогично были фитированы данные коллабораций PHENIX и NA3 для pT > 2 ГэВ.
Так же, как и в ОПМ, часть октетных НМЭ может быть фитирована лишь в виде линейной комбинации,
однако она будет иной, так как в КПМ не существует процессов 2 → 1, и все состояния могут рождаться
только в процессах 2 → 2. Анализ показывает, что отношение вкладов состояний 1S

(8)
0 , 3P

(8)
0 , 3P

(8)
1 ,
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Рис. 3.1. Зависимость дифференциального сечения рождения J/ψ от поперечного импульса
чармония pT . Красная сплошная линия соответствует суммарному сечению, в которое входят сечение

прямого рождения J/ψ (оранжевая штриховая линия) и вклады от распадов χc2 (желтая
пунктирная), ψ′ (зеленая штрихпунктирная), χc1 (синяя штрихпунктирная с двумя точками) и χc0
(фиолетовая штрихпунктирная с тремя точками). Экспериментальные данные по рождению J/ψ

коллаборации PHENIX [27]
Fig. 3.1. Differential cross section of prompt J/ψ production versus charmonium transverse momentum pT .

Summed J/ψ cross section (red solid line) consists of direct J/ψ production (orange dashed line) and feed-down
contributions of χc2 (yellow dotted line), ψ′ (green dash-dotted line), χc1 (blue dash-dot-dotted line) and χc0

(purple dash-dot-dot-dotted line). Experimental data is taken from the PHENIX collaboration paper [27]

Таблица 3.1

Результаты фитирования сечения рождения J/ψ в ОПМ на данных коллаборации
PHENIX в области больших быстрот 1.2 < |y| < 2.2 и данных коллаборации NA3 при y > 0

Table 3.1

Result of fitting of the prompt J/ψ production within GPM on the PHENIX collaboration
data (1.2 < |y| < 2.2) and the NA3 collaboration data (y > 0)

Эксп. данные PHENIX [27] NA3 [28]

⟨q2T ⟩g, ГэВ2 2.80 0.85

⟨q2T ⟩q, ГэВ2 1.30 0.15

M
J/ψ
7 , ГэВ3 (5.17± 0.33) · 10−2

⟨OJ/ψ[3S
(8)
1 ]⟩, ГэВ3 (0.00± 0.26) · 10−2

⟨Oχc0 [3S
(8)
1 ]⟩, ГэВ3 (4.12± 3.55) · 10−3

χ2/d.o.f 0.52

3P
(8)
2 в КПМ остается одинаковым только при достаточно больших pT . Другими словами, рассмотрим

отношение

R(pT ) =

∑
J=0,1,2

dσ(ab→ cc̄[3P
(8)
J ] → J/ψ)

dσ(ab→ cc̄[1S
(8)
0 ] → J/ψ)

,

в нашем случае на интервале по pT от 2 до 3 ГэВ отношение R(pT ) немного больше 3, то есть для фи-
тирования данных и последующей оценки предсказаний КПМ будем использовать комбинацию M

J/ψ
3 =

= ⟨OJ/ψ[1S
(8)
0 ]⟩+3·⟨OJ/ψ[3P

(8)
0 ]⟩/m2

c . Результаты фитирования октетных НМЭ указаны в табл. 3.3, а рас-
четы для данных PHENIX и NA3 и предсказания для SPD NICA помещены на рис. 3.7—3.8 вместе
с аналогичными расчетами в ОПМ. Как видно, в области малых быстрот, где сосредоточена основная
доля рождающихся J/ψ, предсказания в КПМ, по крайней мере в лидирующем порядке по αs, не со-
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Рис. 3.2. Зависимость дифференциального сечения рождения J/ψ от поперечного импульса
чармония pT в сравнении с экспериментальными данными коллаборации PHENIX [27]. Слева показано

сравнение полных синглетного (желтая пунктирная линия) и октетного (синяя штрихпунктирная
с двумя точками) вкладов в рождение J/ψ. Справа — сравнение прямого рождения J/ψ (зеленая

пунктирная) и вклада от распадов возбужденных состояний чармония (фиолетовая штрихпунктирная
с двумя точками). Красная сплошная линия в обоих случаях отвечает суммарному сечению J/ψ
Fig. 3.2. Differential cross section of prompt J/ψ production versus charmonium transverse momentum pT .

Comparison of the singlet (yellow dotted line) and octet (blue dash-dot-dotted line) contributions is shown on the
left, comparison of the direct J/ψ production (green dotted line) and feed-down (purple dash-dot-dotted line)

contributions is shown on the right. Red solid line refers to summed J/ψ production on both plots. Experimental
data is taken from the PHENIX collaboration paper [27]

Рис. 3.3. Зависимость дифференциального сечения рождения J/ψ от поперечного импульса
чармония pT в сравнении с экспериментальными данными коллаборации NA3 [28]. Слева показано
сравнение полных синглетного (желтая пунктирная линия) и октетного (синяя штрихпунктирная
с двумя точками) вкладов в рождение J/ψ. Справа — сравнение прямого рождения J/ψ (зеленая

пунктирная) и вклада от распадов возбужденных состояний чармония (фиолетовая штрихпунктирная
с двумя точками). Красная сплошная линия в обоих случаях отвечает суммарному сечению J/ψ
Fig. 3.3. Differential cross section of prompt J/ψ production versus charmonium transverse momentum pT .

Comparison of the singlet (yellow dotted line) and octet (blue dash-dot-dotted line) contributions is shown on the
left, comparison of the direct J/ψ production (green dotted line) and feed-down (purple dash-dot-dotted line)

contributions is shown on the right. Red solid line refers to summed J/ψ production on both plots. Experimental
data is taken from the NA3 collaboration paper [28]
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Таблица 3.2

Результаты фитирования сечения рождения ψ′ в ОПМ на данных
коллаборации PHENIX в области быстрот |y| < 0.35

Table 3.2

Result of fitting of the prompt ψ′ production within GPM
on the PHENIX collaboration data at midrapidity area |y| < 0.35

Эксп. данные PHENIX [27]

Mψ′

7 , ГэВ3 (3.65± 3.82) · 10−3

⟨Oψ′
[3P

(8)
1 ]⟩, ГэВ5 (0.05± 1.24) · 10−1

χ2/d.o.f 6.6 · 10−3

Рис. 3.4. Зависимость дифференциального сечения рождения ψ′ от поперечного импульса
чармония pT в сравнении с экспериментальными данными коллаборации PHENIX [27]. Показаны

вклады от рождения состояний 3S
(1)
1 (синяя штриховая линия), 3S

(8)
1 (оранжевая штрихпунктирная)

и общий не разделяемый фитированием вклад состояний 1S
(8)
0 , 3P

(8)
0 , 3P

(8)
2 (желтая пунктирная).

Cумма всех вкладов показана сплошной зеленой линией
Fig. 3.4. Differential cross section of prompt ψ′ production versus charmonium transverse momentum pT ,

contributions of the singlet state 3S
(1)
1 (blue dashed line), octet state 3S

(8)
1 (orange dash-dotted line) and a sum

of octet states 1S
8)
0 , 3P

(8)
0 , 3P

(8)
2 (yellow dotted line) are shown separately. Green solid line refers to a sum of all

these ψ′ states contributions. Experimental data is taken from the PHENIX collaboration paper [27]

Таблица 3.3

Результаты фитирования сечения рождения J/ψ в КПМ на данных
коллабораций PHENIX (|y| < 0.35, 1.2 < |y| < 2.2) и NA3 (y > 0)

Table 3.3

Result of fitting of the prompt J/ψ production within CPM
on the PHENIX (|y| < 0.35, 1.2 < |y| < 2.2) and NA3 (y > 0) collaborations data

Эксп. данные PHENIX [27], NA3 [28]

M
J/ψ
3 , ГэВ3 (0.0+0.3

−3.3) · 10−3

⟨OJ/ψ[3S
(8)
1 ]⟩, ГэВ3 (0.0+1.7

−2.6) · 10−3

⟨Oχc0 [3S
(8)
1 ]⟩, ГэВ3 (4.16± 1.24) · 10−3

χ2/d.o.f 7.23
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Рис. 3.5. Предсказания зависимости дифференциального сечения рождения J/ψ от поперечного
импульса pT для эксперимента SPD NICA. Слева показано сравнение полных синглетного (синяя

пунктирная линия) и октетного (желтая штрихпунктирная с двумя точками) вкладов
в рождение J/ψ. Справа — сравнение прямого рождения J/ψ (зеленая пунктирная) и вклада

от распадов возбужденных состояний чармония (фиолетовая штрихпунктирная с двумя точками).
Красная сплошная линия в обоих случаях отвечает суммарному сечению J/ψ

Fig. 3.5. Prediction for differential cross section of the prompt J/ψ production as a function of charmonium
transverse momentum pT at NICA energy

√
s = 27 GeV. Comparison of the singlet (yellow dotted line) and octet

(blue dash-dot-dotted line) contributions is shown on the left, comparison of the direct J/ψ production (green
dotted line) and feed-down (purple dash-dot-dotted line) contributions is shown on the right. Red solid line refers

to summed J/ψ production on both plots

Рис. 3.6. Предсказания зависимости дифференциального сечения рождения J/ψ от быстроты y для
эксперимента SPD NICA. Слева показано сравнение полных синглетного (синяя пунктирная линия)

и октетного (желтая штрихпунктирная с двумя точками) вкладов в рождение J/ψ. Справа —
сравнение прямого рождения J/ψ (зеленая пунктирная) и вклада от распадов возбужденных

состояний чармония (фиолетовая штрихпунктирная с двумя точками). Красная сплошная линия
в обоих случаях отвечает суммарному сечению J/ψ

Fig. 3.6. Prediction for differential cross section of the prompt J/ψ production as a function of charmonium
rapidity y at NICA energy

√
s = 27 GeV. Comparison of the singlet (yellow dotted line) and octet (blue

dash-dot-dotted line) contributions is shown on the left, comparison of the direct J/ψ production (green dotted
line) and feed-down (purple dash-dot-dotted line) contributions is shown on the right. Red solid line refers

to summed J/ψ production on both plots
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Рис. 3.7. Зависимость дифференциального сечения рождения J/ψ от поперечного импульса
чармония pT . Расчеты в КПМ (желтая штриховая линия) и ОПМ (синяя сплошная).

Экспериментальные данные коллаборации PHENIX [27]
Fig. 3.7. Differential cross section of the prompt J/ψ production versus charmonium transverse momentum pT

within CPM (yellow dashed line) and GPM (blue solid line) approaches. Experimental data is taken from
the PHENIX collaboration paper [27]

Рис. 3.8. Зависимость дифференциального сечения рождения J/ψ от поперечного импульса
чармония pT . Расчеты в КПМ (желтая штриховая линия) и ОПМ (синяя сплошная) для

экспериментальных данных коллаборации NA3 [28] (слева) и предсказаний для SPD NICA (справа)
Fig. 3.8. Differential cross section of the prompt J/ψ production versus charmonium transverse momentum pT
within CPM (yellow dashed line) and GPM (blue solid line) approaches. Experimental data is taken from the

NA3 collaboration paper [28] (on the left). Prediction for differential cross section of J/ψ production
at NICA energy (on the right)

гласуются ни с экспериментальными данными, ни с нашими предсказаниями в ОПМ, что, возможно,
оправдывает наш подход к описанию неполяризованных J/ψ в ОПМ при pT < 3 ГэВ.

Поляризация в рождении чармония может быть описана через один из коэффициентов в выражении
для углового распределения лептонного распада чармония:

dσ

dΩ
∼ 1 + λ cos2 θ + µ sin 2θ cosφ+ ν sin2 θ cos 2φ, λ =

σT − 2σL
σT + 2σL

=
σ − 3σL
σ + σL

,

угловой коэффициент λ выражается через комбинацию сечений продольно и поперечно поляризованных
чармониев. Расчеты для данных коллаборации PHENIX по измерению поляризации J/ψ изображены
на рис. 3.9, построение границ коридора погрешностей для λ мы осуществляли с помощью следующих
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выражений [29]:

λ above
θ = λ centre

θ +

√(
λ
µF ,max
θ − λ centre

θ

)2
+
(
λ
µR,max
θ − λ centre

θ

)2
,

λbelow
θ = λ centre

θ −
√(

λ
µF ,min
θ − λ centre

θ

)2
+
(
λ
µR,min
θ − λ centre

θ

)2
.

Вычисления показывают практически не зависящее от pT значение коэффициента λ ≈ 0.4, что совер-
шенно не согласуется с имеющимися экспериментальными данными и говорит, вероятно, о том, что
НРКХД не подходит для описания рождения поляризованных чармониев, по крайней мере, в лидиру-
ющем порядке теории возмущений.

Несмотря на расхождение наших расчетов для поляризации J/ψ с данными PHENIX, мы вычисли-
ли λ и для SPD NICA — наши предсказания для зависимости коэффициента λ от pT и y в рождении
J/ψ и ψ′ показаны на рис. 3.10.

На рис. 3.11 можно увидеть наши вычисления отношений вкладов P -волновых состояний чармония
χcJ в рождение J/ψ.

Рис. 3.9. Зависимость поляризации J/ψ от поперечного импульса pT в ОПМ. Показаны вклад
прямого рождения J/ψ (оранжевая штриховая линия), вклад от распада P -волновых состояний

чармония χcJ (синяя пунктирная) и сумма этих вкладов (желтая сплошная). Экспериментальные
данные коллаборации PHENIX [4]

Fig. 3.9. Polarization of J/ψ versus charmonium transverse momentum pT . Direct J/ψ production (orange dashed
line), feed-down contribution of P -wave χcJ states (blue dotted line) and summed J/ψ production (yellow solid

line) are shown. Experimental data is taken from the PHENIX collaboration paper [4]

Рис. 3.10. Предсказания зависимости поляризации J/ψ (синяя сплошная линия) и ψ′ (желтая
штриховая) от поперечного импульса pT и быстроты y в ОПМ для эксперимента SPD NICA
Fig. 3.10. Prediction for J/ψ (blue solid lines) and ψ′ (yellow dashed lines) polarization as functions of

charmonium transverse momentum pT (on the left) and charmonium rapidity y (on the right) at NICA energy
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Рис. 3.11. Предсказания для отношений вкладов P -волновых состояний в рождение J/ψ в ОПМ
для эксперимента SPD NICA. Показаны отношения сечений для J1 = 0 / J2 = 2 (синяя сплошная

линия) и J1 = 1 / J2 = 2 (желтая штриховая)
Fig. 3.11. Prediction for ratios of P -wave states contributions to the J/ψ production at NICA energy. Ratios

for J1 = 0 / J2 = 2 (blue solid line) and J1 = 1 / J2 = 2 (yellow dashed line) are shown

Заключение

Итак, в ходе нашей работы по изучению рождения J/ψ в НРКХД и ОПМ мы провели фитирова-
ние ряда экспериментальных данных по рождению J/ψ и ψ′ в протон-протонных столкновениях для
извлечения из них значений феноменологических параметров, входящих в описание процесса в рамках
выбранных нами подходов. С использованием этих параметров мы получили предсказания для рождения
неполяризованных и поляризованных J/ψ и ψ′ на ускорителе NICA. Исходя из сравнения с предыдущи-
ми расчетами в НРКХД и ОПМ и имеющимися экспериментальными данными, можно считать адек-
ватным выбранный нами подход для предсказания рождения неполяризованных чармониев на NICA
и недостаточно удовлетворительным для описания поляризации чармониев.
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ДИНАМИКА АТОМ-АТОМНОГО ПЕРЕПУТЫВАНИЯ
В ДВУХАТОМНОЙ МОДЕЛИ С ВЫРОЖДЕННЫМИ

ДВУХФОТОННЫМИ ПЕРЕХОДАМИ РАМАНОВСКОГО ТИПА

АННОТАЦИЯ
Найдена точная динамика модели, состоящей из двух двухуровневых атомов, взаимодействующих

с модой электромагнитного поля идеального резонатора посредством вырожденных рамановских
переходов, для когерентного и теплового состояний поля. Точное решение использовано для расчета
атом-атомной отрицательности. Показано, что для сепарабельных начальных состояний атомов их
взаимодействие с полем резонатора не приводит к возникновению атом-атомного перепутывания.
Найдено, что для белловских начальных состояний атомов в случае когерентного поля резонатора имеет
место эффект мгновенной смерти перепутывания для больших средних значений числа фотонов, в то
время как для теплового шума указанный эффект отсутствует для любых интенсивностей резонаторного
поля.

Ключевые слова: двухуровневые атомы; вырожденные рамановские переходы; резонатор;
перепутывание; отрицательность; мгновенная смерть перепутывания.
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1. Предварительные сведения

Перепутывание, заключающееся в наличии нелокальных квантовых корреляций между частями мно-
гочастной квантовой системы, является одной из наиболее интересных особенностей квантовой механики,
которая тесно связана с ее основами, в частности, с квантовой неразличимостью и нарушением нера-
венств Белла [1]. Перепутанные состояния в последнее время стали незаменимым ресурсом в квантовой
информатике для реализации квантовых вычислений, квантовой связи, квантовой телепортации и др.
[1; 2]. Для генерации, управления и контроля перепутанными состояниями естественных и искуственных
атомов используют электромагнитные поля резонаторов. Недавние экспериментальные успехи в реали-
зации сильных взаимодействий между фотонами и атомами в высокодобротных резонаторах открывают
новые возможности в использовании перепутанных атомных состояний [3–8].

Для описания взаимодействия атомов с выделенными модами электромагнитных полей резонаторов
используют модель Джейнса — Каммингса и ее обобщения. Модель Джейнса — Каммингса, как извест-
но, представляет собой простейшую точно решаемую полностью квантовомеханическую модель, состо-
ящую из двухуровневого атома, взаимодействующего с модой идеального резонатора, и позволяющую
описать все извесные квантовые эффекты взаимодействия излучения с веществом [9]. В последствие бы-
ло приложено немало усилий для обобщении этой модели [10; 11]. В частности, была изучена динамика
многоатомного обобщения модели Джейнса — Каммингса, модель Джейнса — Каммингса с зависящей от
интенсивности поля константой атом-полевого взаимодействия, найдены точные решения для трехуров-
невой модели Джейнса — Каммингса с различными конфигурациями переходов и многие другие (см.
ссылки в [10–18]). В случае больших расстроек между частотами переходов и частотами выделенных
мод резонатора трехуровневые модели можно свести к эффективным двухуровневым моделям путем
аппроксимации, адиабатического исключения либо оценки унитарного преобразования пертурбативно.
Полученный таким образом эффективный двухуровневый гамильтониан имеет вид обычного гамильто-
ниана Джейнса — Каммингса, но с заменой одномодовых операторов поля на произведение операторов
поля той же моды или произведения операторов мод нескольких выделенных полей с некоторым эф-
фективным параметром связи атом-полевой связи.

Один класс таких систем обсуждался Герри и Эберли [18]. Они рассмотрели трехуровневый атом
с конфигурацией переходов Λ-типа, взаимодействующий с двумя выделенными модами полей резонато-
ров в предположении точного двухфотонного резонанса, как показано на рис. 1. Предполагалось, что
уровень 3 находится далеко от резонанса и может быть адиабатически удален, так что этот высовоз-
бужденный уровень играет роль виртуального переходного состоянии. между уровнями 1 и 2. В ре-
зультате полученная модель состоит из двух невырожденных «основных» состояний, связанных между
собой бесфотонным процессом, в котором одновременно поглощается фотон одной моды и испускает-
ся фотон другой моды. При этом атом совершает переходы между уровнями 1 и 2 через виртуальное
состояние. В этом случае модель можно интерпретировать как резонаторную версию комбинационного
рассеяния света, в котором одна мода является полем накачки, а вторая мода соответствует стоксо-
вому полю. Авторы назвали такую модель двухмодовой невырожденной рамановской моделью. После
адиабатического устранения третьего уровня эффективный гамильтониан взаимодействия имеет вид га-
мильтониана обычной модели Джейнса — Каммингса, но с заменой одномодовых полевых операторов
произведениями операторов уничтожения фотонов одной моды и рождения фотонов другой моды.

Рис. 1. Схема энергетических уровней и переходов в атоме с невырожденным двухфотонным
рамановским взаимодействием

Fig. 1. Scheme of energy levels and transitions in atom with nondegenerate two-photon raman interaction
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Двухатомное обобщение невырожденной двухмодовой рамановской модели исследовали Герри и Ху-
анг [19]. Возможность генерации в такой модели атом-атомного перепутывания, индуцированного тепло-
выми полями резонаторов, обсуждалась в работе [20]. Квантовая динамика невырожденной двухмодовой
рамановской модели с зависящими от интенсивности константами атом-фотонной связи в резонаторе без
потерь рассматривалась в [21]. В настоящее время рамановские процессы — стандартный инструмент
для охлаждения атомов и манипулирования ими [6]. Вырожденная одномодовая модель c рамановски-
ми переходами обсуждалась впервые в работе [22] в связи с исследованием коллапсов и возрождений
осцилляций Раби и сжатия света. В этой модели, как показано на рис. 2, два вырожденных атомных
уровня связаны через виртуальный уровень одномодовым переходом рамановского типа.

Рис. 2. Схема энергетических уровней и переходов в атоме с вырожденными двухфотонными
рамановскими переходами

Fig. 2. Scheme of energy levels and transitions in atom with degenerate two-photon raman interaction

В работах [23; 24] рассмотрено двухатомное обобщение вырожденной одномодовой модели
Дженйнса — Каммингса с переходами рамановского типа. На основе точного решения уравнения
эволюции в работах исследована динамика атом-полевого перепутывания с помощью концепции ли-
нейной атомной энтропии. Представляет значительный интерес исследовать динамику атом-атомного
перепутывания для указанной модели.

В настоящей статье мы проанализировали динамику атом-атомного перепутывания для двухатомной
вырожденной одномодовой модели Дженйса — Каммингса с переходами рамановского типа для произ-
вольного начального состояния атомов и двух начальных состояний поля резонатора: когерентного и
теплового. В качестве критерия перепутывания атомов использовалась отрицательность. В результате
показано, что перепутывание атомов, индуцированное полем резонатора, не происходит для сепарабель-
ных начальных состояний атомов, а для начальных перепутанных состояний атомов возможен эффект
мгновенной смерти и рождения перепутывания.

2. Двухатомная модель с вырожденными двухфотонными
переходами рамановского типа

Рассмотрим модель, содержащую два атома, каждый из которых имеет два вырожденных состояния
|+⟩i и |−⟩i (i = 1, 2), связанных вырожденными двухфотонными рамановскими переходами с модой
поля идеального резонатора. Переход осуществляется через виртуальный уровень [22]. Гамильтониан
взаимодействия такой модели в дипольном приближении и приближении вращающейся волны имеет
вид

H = ~g1a+a(σ+
1 + σ−

1 ) + ~g2a+a(σ+
2 + σ−

2 ). (1)

Здесь σ+
i = |−⟩i i⟨+| и σ−

i = |+⟩i i⟨−| — повышающий и понижающий операторы (i = 1, 2), a(a+) —
оператор уничтожения (рождения) фотонов резонатора, а gi — константа связи i-го атома с полем
резонатора.

Предположим, что в начальный момент времени атомы находятся в произвольной суперпозиции чи-
стых атомных состояний вида

|Ψ(0)⟩A1A2 = C1(0)|+,+⟩+ C2(0)|+,−⟩+ C3(0)|−,+⟩+ C4(0)|−,−⟩, (2)

где
|C1(0)|2 + |C2(0)|2 + |C3(0)|2 + |C4(0)|2 = 1.

В зависимости от выбора значений коэффициентов Ci(0) мы можем получить различные начальные
состояния подсистемы атомов. Если три из четырех коэффициентов Ci(0) равны нулю, а оставшийся
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коэффициент равен единице, то мы имеем из (2) начальные некогерентные сепарабельные состояния
атомов вида | +,+⟩, | +,−⟩, | −,+⟩, | −,−⟩. В случае

C1(0) = (cos θ1 | +⟩+ sin θ1 | −⟩, C2(0) = cos θ1 sin θ2, C3(0) = sin θ1 cos θ2, C4(0) = sin θ1 sin θ2

начальное состояние (2) представляет собой сепарабельное когерентное состояние атомов вида

|Ψ(0)⟩A1A2 = (cos θ1 | +⟩1 + sin θ1 | −⟩1)⊗ (cos θ2 | +⟩2 + sin θ2 | −⟩2),

где
−π 6 θ1 6 π, −π 6 θ2 6 π.

Выбирая
C1(0) = 0, C2(0) = cos θ, C3(0) = sin θ, C4(0) = 0 (−π 6 θ1 6 π),

мы получаем из (2) белловское перепутанное состояние вида

|Ψ(0)⟩A1A2 = cos θ|+,−⟩+ sin θ | −,+⟩, (3)

а для
C1(0) = cos θ, C2(0) = 0, C3(0) = 0, C4(0) = sin θ

мы получаем из (2) другое белловское перепутанное состояние вида

|Ψ(0)⟩A1A2 = cos θ|+,+⟩+ sin θ | −,−⟩. (4)

В качестве начального состояния поля резонатора выберем чистое одномодовое когерентное состояние
с волновой функцией

|Ψ(0)⟩F =
∞∑
n=0

Fn|n⟩, (5)

где Fn = e−n̄/2n̄n/2/
√
n!, n̄ — среднее число фотонов в когерентном состоянии и |n⟩ — одномодовое

фоковское состояние,
либо смешанное одномодовое тепловое состояние с матрицей плотности

ρF (0) =
∑
n

pn|n⟩⟨n|, (6)

где вероятности pn имеют вид

pn =
n̄n

(1 + n̄)n+1
.

В формуле (6) n̄ — среднее число фотонов в тепловой моде

n̄ =
1

exp[~ω/kBT ]− 1
,

где kB — постоянная Больцмана и T — равновесная температура стенок резонатора.
Для рассматриваемой модели с гамильтонианом взаимодействия (1) можно легко найти явный вид

оператора эволюции U(t) = exp(−ıHt/~). В двухатомном базисе | +,+⟩, | +,−⟩, | −,+⟩, | −,−⟩ оператор
эволюции U(t) имеет вид

U(t) =


U11 · · · · · · U14

U21 · · · · · · U24

· · · · · · · · · · · ·
U41 · · · · · · U44

 , (7)

где
U11 = U22 = U33 = U44 = cos(Ωt) cos(αΩt), U12 = U21 = U34 = U43 = −ı cos(Ωt) sin(αΩt),
U13 = U31 = U24 = U42 = −ı sin(Ωt) cos(αΩt), U14 = U41 = U23 = U32 = − sin(Ωt) sin(αΩt)

и
Ω = a+a, α = g2/g1.

Для случая α = 0 мы имеем дело с одноатомной моделью, а для случая α = 1 мы имеем дело с двумя
идентичными атомами с одинаковыми константами связи. Ниже для удобства мы будем использовать
обозначение g1 ≡ g.
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Используя явный вид оператора эволюции (7), мы можем получить временную волновую функцию
системы для произвольного состояния атомов (2) и когерентного начального состояния поля резонато-
ра (5) в виде

|Ψ(t)⟩ = U(t)|Ψ(0)⟩A1A2 |Ψ(0)⟩F =

=
∞∑
n

Fn[C1n(t)|+,+⟩+ C2n(t)|+,−⟩+ C3n(t)|−,+⟩+ C4n(t)|−,−⟩]|n⟩. (6)

Здесь
C1n(t) =

[
C1(0) cos(Ωnt) cos(Ω̃nt)− ıC2(0) cos(Ωnt) sin(Ω̃nt)−

−ıC3(0) sin(Ωnt) cos(Ω̃nt)− C4(0) sin(Ωnt) sin(Ω̃nt)
]
,

C2n(t) =
[
−ıC1(0) cos(Ωnt) sin(Ω̃nt) + C2(0) cos(Ωnt) cos(Ω̃nt)−

−C3(0) sin(Ωnt) sin(Ω̃nt)− ıC4(0) sin(Ωnt) cos(Ω̃nt)−
]
,

C3n(t) =
[
−ıC1(0) sin(Ωnt) cos(Ω̃nt)− C2(0) sin(Ωnt) sin(Ω̃nt)+

+C3(0) cos(Ωnt) cos(Ω̃nt)− ıC4(0) cos(Ωnt) cos(Ω̃nt)
]
,

C4n(t) =
[
−C1(0) sin(Ωnt) sin(Ω̃nt)− ıC2(0) sin(Ωnt) cos(Ω̃nt)−

−ıC3(0) cos(Ωnt) sin(Ω̃nt) + C4(0) cos(Ωnt) cos(Ω̃nt)
]
,

где Ωn = n и Ω̃n = αn.
Соответственно, для начального состояния атомов (2) и теплового состояния поля резонатора (6)

временная матрица плотности может быть представлена в виде

ρ(t) = U(t)ρ(0)U−1(t) =

=

∞∑
n

pn[C1n(t)|+,+⟩+ C2n(t)|+,−⟩+ C3n(t)|−,+⟩+ C4n(t)|−,−⟩]×

×[C∗
1n(t)⟨+,+|+ C∗

2n(t)⟨+,−|+ C∗
3n(t)⟨−,+|+ C∗

4n(t)⟨−,−|]. (8)

3. Расчет отрицательности

В настоящее время существуют два строгих количественных критерия атом-атомного перепутыва-
ния: отрицательность (критерий Переса — Хородецких) [25; 26] и согласованность (критерий Вуутерса)
[27]. В настоящей работе для анализа динамики перепутывания двух атомов мы будем использовать от-
рицательность. Для вычисления отрицательности необходимо вычислить редуцированную двухатомную
матрицу плотности, которая в двухатомном базисе

| +,+⟩, | +,−⟩, | −,+⟩, | −,−⟩

будет иметь вид

ρA1A2(t) =


ρ11(t) ρ12(t) ρ13(t) ρ14(t)

ρ21(t) ρ22(t) ρ23(t) ρ24(t)

ρ31(t) ρ32(t) ρ33(t) ρ34(t)

ρ41(t) ρ42(t) ρ43(t) ρ44(t)

 , (9)

где для начального когерентного состояния поля (5) матричные элементы (9) имеют вид

ρij(t) =
∞∑
n=0

|Fn|2Cin(t)C∗
jn(t) (i, j = 1, 2, 3, 4),

а для начального теплового состояния поля (6) соответствующие матричные элементы есть

ρij(t) =
∞∑
n=0

pnCin(t)C
∗
jn(t) (i, j = 1, 2, 3, 4).
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Для двухатомной системы, описываемой редуцированным атомным оператором плотности ρA1A2(t),
отрицательности можно определить в виде

ε = −2
∑

µ−
i . (10)

где µ−
i – отрицательные собственные значения частично транспонированной по переменным одного ку-

бита атомной матрицы плотности (ρT1

A ). Если ε = 0, то состояния атомов сепарабельны, если ε > 0,
то состояния атомов перепутаны. Значение ε = 1 указывает на максимальную степень перепутывания
атомов.

Частично транспонированная по переменным одного кубита атомная матрица плотности для (9) есть

ρT1

A1A2
(t) =


ρ11(t) ρ12(t) ρt(τ) ρ32(t)
ρ21(t) ρ22(t) ρ41(t) ρ42(t)

ρ13(t) ρ14(t) ρ33(t) ρ34(t)

ρ23(t) ρ24(t) ρ43(t) ρ44(t)

 . (11)

Собственные значения матрицы (11) слишком громоздки, поэтому в настоящей работе не приводятся.

4. Результаты и их обсуждение
Результаты численных расчетов отрицательности (11) показывают, что как для сепарабельных неко-

герентных, так и сепарабельных когерентных начальных состояний атомов перепутывание между ними
не возникает в процессе эволюции системы. Аналогичный результат для невырожденной двухатомной
модели с рамановскими переходами был ранее получен в статье [20]. Для практических приложений в об-
ласти квантовой информатики наиболее интересным является исследование динамики атомов, приготов-
ленных в белловских состояниях (3) и (4). При этом для одинаковых значений параметра θ временные
зависимости отрицательностей для начальных состояний (3) и (4) совпадают, поэтому в настоящей рабо-
те мы остановились на исследовании динамики рассматриваемой модели для начального состояния (3).
На рис. 3 представлена временная зависимость отрицательности для начального перепутанного состоя-

.
a б

Рис. 3. Отрицательность ε(t) как функция безразмерного времени gt для белловского начального
атомного состояния (3) при θ = Pi/4 для когерентного состояния поля резонатора. Среднее число

фотонов n̄ = 0.1 (сплошная линия), n̄ = 1 (штриховая линия) и n̄ = 20 (точечная линия).
Соотношение констант атом-полевого взаимодействия α = 1 (а) и α = 2 (б)

Fig. 3. Negativity ε(t) as a function of scaled time gt for Bell type atomic initial state (3) with θ = Pi/4 for
coherent state of resonator field. The mean photon number n̄ = 0.1 (solid), n̄ = 1 (dashed) and n̄ = 20 (dotted).

The relation between atom-field couplings α = 1 (a) and α = 2 (b)

ния атомов (3) и когерентного состояния поля резонатора. Интересной особенностью поведения отрица-
тельности для модели с одинаковыми константами атом-фотонного взаимодействия (рис. 3, а) является
отсутствие зависимости амплитуды колебаний параметра перепутывания от среднего числа фотонов в
моде. Для любых значений интенсивности поля резонатора отрицательность меняется от максимального
значения, равного единице, до практически нулевого значения. Для модели с разными значениями кон-
стант атом-полевого взаимодействия (рис. 3, б) амплитуда колебаний отрицательности увеличивается с
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ростом интенсивности поля резонатора. Для второй модели в сравнении с первой уменьшается также пе-
риод осцилляций отрицательности. Отметим также, что для обоих случаев для высоких интенсивностей
поля резонатора имеет место эффект мгновенной смерти перепутывания.

На рис. 4 представлена временная зависимость отрицательности для начального перепутанного со-
стояния кубитов (3) и теплового состояния поля резонатора. Для модели с одинаковыми константами
атом-фотонного взаимодействия (рис. 3,а) амплитуда колебаний отрицательности слабо зависит от сред-
него числа фотонов в моде. Однако в отличие от модели с когерентным полем максимальное значе-
ние отрицательности существенно уменьшается с увеличением интенсивности теплового поля. Поведение
модели с различными константами взаимодействия атомов с полем (рис. 4,б) качественно похоже на
поведение модели с одинаковыми значениями констант взаимодействия. Отличие заключается лишь в
увеличении периода осцилляций отрицательности для второй из рассматриваемых моделей.

.
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Рис. 4. Отрицательность ε(t) как функция безразмерного времени gt для белловского начального
атомного состояния (3) при θ = Pi/4 для теплового состояния поля резонатора. Среднее число

фотонов n̄ = 0.1 (сплошная линия), n̄ = 1 (штриховая линия) и n̄ = 20 (точечная линия).
Соотношение констант атом-полевого взаимодействия α = 1 (а) и α = 2 (б)

Fig. 4. Negativity ε(t) as a function of scaled time gt for Bell type atomic initial state (3) with θ = Pi/4 for
thermal state of resonator field. The mean photon number n̄ = 0.1 (solid), n̄ = 1 (dashed) and n̄ = 20 (dotted).

The relation between atom-field couplings α = 1 (a) and α = 2 (b)

Наиболее интересной особенностью поведения отрицательности для теплового поля резонатора явля-
ется отсутствие эффекта мгновенной смерти перепутывания атомов в процесе их эволюции для любых
интенсивностей теплового поля резонатора. Полученные результаты могут быть использованы в области
физики квантовых вычислений при выборе наиболее эффективных механизмов управления и контроля
перепутанными состояниями атомов.

Заключение

Таким образом, в настоящей статье мы рассмотрели динамику атом-атомного перепутывания двух
неидентичных двухуровневых атомов, взаимодействующих с когерентным или тепловым электромагнит-
ным полем идеального резонатора посредством вырожденных переходов рамановского типа. Нами най-
дено точное решение рассматриваемой модели для любых начальных состояний атомов. На основе точ-
ного решения проведен расчет критерия перепутывания атомов – отрицательности. Показано, что для
сепарабельных начальных состояний атомов перепутывания атомов за счет взаимодействия с полем ре-
зонатора не происходит. Наиболее интересным в поведении критерия перепутывания атомов для их
белловских начальных перепутанных состояний является отсутствие эффекта мгновенной смерти пере-
путывания атомов для теплового поля резонатора и его наличие для когерентного состояния в случае
высоких интенсивностей поля резонатора.
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ABSTRACT
The exact dynamics of a model consisting of two two-level atoms interacting with the electromagnetic field mode

of an ideal resonator through degenerate Raman transitions are found for coherent and thermal field states. The
exact solution is used to calculate atom-atom negativity. It is shown that for separable initial states of atoms, their
interaction with the resonator field does not lead to the occurrence of atom-atom entanglement. It was found that for
the Bell initial states of atoms in the case of a coherent resonator field, the effect of sudden death of entanglement
takes place for large average values of the number of photons in the resonator, while in case of thermal noise, this
effect is absent for any intensities of the resonator field.
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МОДЕЛЬ ДЕКОМПОЗИЦИИ НАТИВНОГО СПЕКТРА
ПОГЛОЩЕНИЯ КУЛЬТУРЫ PORPHYRIDIUM PURPUREUM

АННОТАЦИЯ
В статье разработана модель нативного спектра поглощения культуры красной морской водоросли

Porphyridium purpureum. Математическая модель каждого пигмента представляет сумму кривых
Гаусса. Для нивелирования светорассеяния спектры культуры фиксировались на спектрофотометре
с интегрирующей сферой. Для верификации модели проводилась серия параллельных измерений
концентрации фотосинтетических пигментов стандартными биохимическими методиками и методом
кривых Гаусса. Показано, что предлагаемая модель с достаточной точностью позволяет определить
концентрацию основных фотосинтетических пигментов культуры Porphyridium purpureum, не
вмешиваясь в процессы ее роста.

Ключевые слова: математическая модель; В-фикоэритрин; хлорофилл а; суммарные каротиноиды;
кривые Гаусса; истинный спектр поглощения.
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Введение

Водоросли рода Porphyridium известны тем, что продуцируют фикобилипротеины, полиненасыщен-
ные жирные кислоты и экзополисахариды [1]. Фикобилипротеины − это группа окрашенных, водорас-
творимых белков, составляющих основной комплекс светособирающих пигментов цианобактерий, крас-
ных водорослей, глаукоцистофитов и криптофитов. Фикоэритрин является основным пигментом красных
морских водорослей, составляющим 60–80 % от общего количества растворимых белков [2]. Также пиг-
менты представлены хлорофиллом а и каротиноидами (преимущественно бета-каротин и зеоксантин).
Хлорофилл а — основной фотосинтетический пигмент микроводорослей, а такие каротиноиды, как бета-
каротин и зеоксантин, являются фотопротекторными пигментами и передают энергию на хлорофилл
при фотоситезе [3].

Количественное содержание пигментов в культуре микроводорослей представляет ценную информа-
цию о физиологическом состоянии, однако их определение достаточно сложная и трудоемкая задача [4].
Среди множества доступных современных методов наиболее используемыми являются микроволновая
экстракция, ультразвуковая экстракция, гомогенизация под высоким давлением, экстракция сверхкри-
тическими жидкостями и ускоренная экстракция растворителем (также называемая экстракцией жидко-
стью / растворителем под давлением или субкритической экстракцией растворителем) [5; 6]. При работе
с интенсивными культурами микроводорослей достаточно часто возникает необходимость определения
пигментов, не прибегая к экстракции и не вмешиваясь в процессы роста культуры. Определение пигмен-
тов in vivo — это быстрый метод без разрушения клеток. Одним из способов вычисления концентрации
пигментов в нативном состоянии является анализ спектров поглощения культуры микроводорослей с
помощью математического моделирования [7].

Таким образом, целью данной статьи является разработка математической модели спектра погло-
щения культуры Porphyridium purpureum, которая позволяла бы определять концентрации основных
фотосинтетических пигментов: хлорофилла а, В-фикоэритрина и суммарных каротиноидов.

1. Материалы и методы исследования

Экспериментальные работы выполняли на базе кафедры "Физика" СевГУ. В работе использовалась
красная морская водоросль Porphyridium purpureum (Bory) Drew et Ross (Rhodophyta). Культуру P. pur-
pureum выращивали в накопительном режиме, используя среду для красных морских водорослей [8], в
плоскопараллельном фотобиореакторе объемом 1,2 л, рабочая толщина культуры — 2 см [9]. Нижняя
грань фотобиореактора расположена под углом с целью улучшения перемешивания суспензий микро-
водорослей и цианобактерий. Сверху культиватор закрывался пластиковой крышкой, в которой было
выполнено отверстие для подачи воздуха, а также был оснащен системой охлаждения ("водяной ру-
башкой"), обеспечивающей поддержание температуры.

В качестве источника освещения использовали горизонтальную световую решетку из светодиод-
ных ламп LCD Feron LB-213 мощностью 10 Вт. В эксперименте освещенность составляла 5 клк или
17 Вт·м−2. Температуру стабилизировали на уровне 25 ± 1 ◦C. Барботаж культуры осуществляли ак-
вариумным компрессором Hailea ACO-308 воздухом через аквариумный распылитель, представляющий
собой пластиковую трубку длиной 5 см, диаметром 5 мм, у которой диаметр пор не превышает 0,1 мм.
Скорость подачи воздуха составляла 1 л·л−1 культуры в минуту. Дополнительного введения углекислого
газа не производилось.

Отбор проб для определения оптической плотности проводили из разных точек внутри фотобио-
реактора: отбирали по 5 мл суспензии клеток водорослей, получая таким образом "среднюю пробу"
объемом 30 мл. В средней пробе после перемешивания определяли коэффициент пропускания. Оптиче-
скую плотность рассчитывали по формуле: D = – lg(T), где Т — величина пропускания, определяемая
на фотометре КФК-2 при длине волны 750 нм, погрешность измерения величины пропускания не превы-
шала 1 %. Кюветы располагали максимально близко к фотоприемнику, что позволяло снизить ошибку
измерения оптической плотности культуры, связанную со светорассеянием. Пробы c оптической плот-
ностью выше единицы предварительно разбавляли свежей питательной средой, подбирая коэффициент
разбавления таким образом, чтобы показания КФК-2 попадали в диапазон наименьшей погрешности
(0,2 — 0,6 единиц).

Для определения сухого веса 5–10 мл суспензии центрифугировали в течение 10 минут при 3000
об·мин−1, сливали надосадочную жидкость, осадок промывали дистиллированной водой, повторно
центрифугировали и сушили в течение суток при 55 ◦C. В результате получена линейная зависи-
мость сухого веса от оптической плотности D750, а коэффициент пропорциональности составил k =
= 0, 7 г СВ·л−1·ед. опт. пл−1.
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Пробы для определения содержания пигментов отбирали ежедневно на различных фазах роста нако-
пительной культуры после тщательного перемешивания. Концентрации хлорофилла а, В-фикоэритрина
и суммарных каротиноидов (далее — хл а, В-ФЭ, кр) определяли согласно стандартным методикам
[10–12]. После отбора проб из фотобиореактора проводили центрифугирование при 3000 об·мин−1, на-
досадочную жидкость сливали. Далее проводили несколько циклов "замораживание-оттаивание" в мо-
розильной камере при -18 ◦C. Затем В-ФЭ экстрагировали водным буферным раствором с рН 7–7,5.
После изменения цвета осадка (из красного на зеленый), с помощью ацетона выделяли хл а. Спектры
экстрактов пигментов записывали на спектрофотометре Unico в кварцевых 1 см кюветах в диапазоне
длин волн 400 — 800 нм с шагом 0,5 нм. Регистрировали оптическую плотность полученных экстрактов
в области характеристических максимумов поглощения В-ФЭ (545 нм), R-фикоцианина (615 нм), алло-
фикоцианина (650 нм), хл а (663 нм) и кр (480 нм). Концентрацию В-ФЭ определяли по [10], хл а [11],
кр [12] с учетом объемов экстрактов и массы навесок:

CBPE =
D650

εAPC
+
D615

εRPC
+
D545

εBPE
, (1)

Cchla =
D663

εchla
, (2)

Ccar =
D480

εcar
, (3)

где D650, D615, D545, D680, D480 — значения оптических плотностей в соответствующей длине вол-
ны; εBPE — экстинкция В-фикоэритрина 10 (л·г−1·см−1); εRPC — экстинкция R-фикоцианина 7
(л·г−1·см−1); εAPC — экстинкция аллофикоцианина 5,8 (л·г−1·см−1); εchla — экстинкция хлорофил-
ла а 88,15 (л·г−1·см−1); εcar — экстинкция суммарных каротиноидов 2500 (л·г−1·см−1).

Спектры поглощения культуры регистрировались в диапазоне от 400 до 800 нм с шагом 0,5 нм на
двухлучевом спектрофотометре Lambda 365 Double Beam UV-Visible (производитель: Perkin Elmer, Ин-
дия), который оснащен интегрирующей сферой (ИС) диаметром 60 мм (внешнее покрытие — BaSO4).
Для определения концентрации пигментов методом кривых Гаусса необходим истинный спектр погло-
щения, компенсированный на рассеяние, который определяли по формуле [13]:

Ã = D(λ; r)− L(r; 0) · [D(λ; r)−D(λ; 0)] , (4)

где D(λ;r) — оптическая плотность образца, расположенного на некотором расстоянии r от ИС; L(r;0) —
поправочный коэффициент ослабления света;D(λ;0) — оптическая плотность образца при стандартном
положении кюветы.

2. Результаты и их обсуждение

Экспериментальные результаты
На рис. 1, A представлена накопительная кривая роста культуры P. purpureum, которая характери-

зуется наличием ярко выраженных экспоненциальной и линейной фаз роста.
Биомасса культуры за две недели эксперимента увеличилась почти в 50 раз и достигла 1,7 г СВ·л−1,

что с учетом толщины фотобиореактора (1 см) составляет 17 г СВ·м−2. Экспоненциальная и линейная
фазы роста культуры описывались выражениями:

B = B0 · eµm·t, B = Bl + Pm · (t− tl) , (5)

где В0 — начальная плотность культуры,г СВ·л−1; µm — максимальная удельная скорость роста, которая
составила 0,7 сут−1; Вl — плотность культуры на момент начала линейного роста tl; Pm — максимальная
продуктивность, значение которой составило 0,21 г СВ·л−1·сут−1.

Проведенные расчеты позволяют предположить, что рост порфиридиума начиная с третьих суток
эксперимента был ограничен потоком углекислого газа. В работе [14] показано, что максимальная про-
дуктивность культуры P. purpureum достигала 0,42 г СВ·л−1·сут−1 при такой же освещенности и ра-
бочем слое культуры.

На рис. 1, B представлена динамика истинных спектров поглощения, компенсированных на рассе-
яния, определенные по формуле (4). Получим математическую модель, позволяющую описать такие
данные и определить концентрации основных фотосинтетических пигментов.

Модель спектра поглощения
При анализе нормированного в точке максимума (678 нм) спектра поглощения культуры

P. purpureum, для достоверного выявления пиков была вычислена производная второго порядка.
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A B

Рис. 1. Накопительная кривая роста культуры P. purpureum (А). Сплошные линии — аппроксимации
экспоненциальной (0 — 3 сутки) и линейной (3 — 8 сутки) фаз. Истинные спектры поглощения

культуры P. purpureum, скомпенсированные на рассеяние (В)
Fig. 1. Batch growth curves of P. purpureum culture (А). Solid lines are approximations of exponential

(0 — 3 days) and linear (3 — 8 days) phases. True absorption spectra of P. purpureum culture
compensated for scattering (В)

Контур второй производной похож на спектр поглощения, но его полосы имеют более тонкую органи-
зацию [15]. Производная второго порядка (отрицательные области) позволяет точно выявить скрытые
дополнительные максимумы в общем спектре поглощения (рис. 2, A). Можно предположить, что выяв-
ленные явные максимумы связаны с определенными полосами поглощения основных пигментов красной
микроводоросли P. purpureum. Полученные данные послужили начальными точками максимумов пиков
при аппроксимации спектра кривыми Гаусса. Каждый отдельный пик был описан формулой (6):

D(λ) = Dmax · e
−0,5·

(
λi−λmax

σ

)2

(6)

где D(λ) — оптическая плотность, отн. ед; Dmax — амплитуда пика, отн. ед; λi — длина волны, нм;
λmax — положение максимума пика, нм; σ — полуширина пика, нм.

Для описания спектра поглощения нативной формы хлорофилла а в работах [7; 16] приводится 4 кри-
вых Гаусса с максимумами 415, 435, 623, 675 нм. Пик хл а в области 680 нм необходимо разделить на
2 кривых (673 и 683 нм). Такое разделение основано на дифференциальном спектре — появление двух
максимумов в области 680 нм. Аппроксимация спектра поглощения культуры P. purpureum подтверди-
ла, что в области 680 нм пик хл а необходимо разделять на две составляющие, при этом коэффициент
детерминации приближается к 1 (рис. 2, B). Нативные каротиноиды у [16] описываются двумя кривы-
ми Гаусса с максимумами 489, 532 нм. В нашем случае (рис. 2, C ) в процессе приближения функции
к нативному спектру поглощения получены 2 кривые Гаусса с максимумами 465 и 490 нм. У фикоби-
линовых пигментов форма и положение максимумов практически не изменяются при переходе от экс-
трактов к нативным формам [10; 17]. На основе полученных данных о спектрах поглощения пигментов
на рис. 2, (B – F ) приведены модели отдельных пигментов.

Таким образом, модель спектра поглощения культуры P. purpureum представляет собой сумму спек-
тров хл а и В-ФЭ, R-фикоцианина, аллофикоцианина и кр:

D(λ) = DBPE(λ) +DRPC(λ) +DAPC(λ) +Dchla(λ) +Dcar(λ), (7)

DBPE(λ) = CBPE · εBPE
(
0, 25 · e−0,5

(
λi−493,3

19,0

)2

+ 0, 99 · e−0,5
(

λi−543,2

23,2

)2

+ 0, 4 · e−0,5
(

λi−570,1

8,3

)2)
,

DRPC(λ) = CRPC · εRPC
(
0, 31 · e−0,5

(
λi−545,3

32,8

)2

+ 0, 26 · e−0,5
(

λi−552,7

12,9

)2

+

+0, 33 · e−0,5
(

λi−585,9

14,3

)2

+ 0, 94 · e−0,5
(

λi−617

14,4

)2)
,
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Рис. 2. Спектр поглощения культуры микроводоросли P. purpureum, нормированный по значению
D678 и вторая производная спектра (умноженная на (-100)) (A). Математическая модель спектра хл а

(B), кр (C ), В-ФЭ (D), R-фикоцианина (E ) и аллофикоцианина (F )
Fig. 2. Absorption spectrum of microalgae P. purpureum normalized by D678 value and the second derivative of
the spectrum (multiplied by (-100))(multiplied by (-100)) (A). Mathematical model of the spectrum of chl a (B),

car (C ), B-PE (D), R-ficocyanin (E), and allophicocyanin (F )

DAPC(λ) = CAPC · εAPC
(
0, 24 · e−0,5

(
λi−590,5

37,7

)2

+ 0, 40 · e−0,5
(

λi−613,6

20,6

)2

+

+0, 43 · e−0,5
(

λi−642,3

14,1

)2

+ 0, 64 · e−0,5
(

λi−657,6

7,3

)2)
,

Dchla(λ) = Cchla · εchla
(
0, 38 · e−0,5

(
λi−633,6

40,8

)2

+ 0, 53 · e−0,5
(

λi−673,6

12,3

)2

+

+0, 35 · e−0,5
(

λi−683,3

8,1

)2

+ 1, 39 · e−0,5
(

λi−440,2

12,99

)2

+ 0, 45 · e−0,5
(

λi−417,8

9,03

)2)
,

Dcar(λ) = Ccar · εcar
(
0, 59 · e−0,5

(
λi−465,5

9,1

)2

+ 0, 88 · e−0,5
(

λi−491,8

19,8

)2)
,

где D(λ) — общая оптическая плотность; DBPE(λ) — оптическая плотность В-фикоэритрина; DRPC(λ) —
оптическая плотность R-фикоцианина; DAPC(λ) — оптическая плотность аллофикоцианина; Dchla(λ) —
оптическая плотность хлорофилла а; Dcar(λ) — оптическая плотность суммарных каротиноидов;
CBPE — концентрация В-фикоэритрина (г·л−1); CRPC — концентрация R-фикоцианина (г·л−1); CAPC —
концентрация аллофикоцианина (г·л−1); Cchla — концентрация хлорофилла а (г·л−1); Ccar — концен-
трация суммарных каротиноидов (г·л−1); εBPE — экстинкция В-фикоэритрина 10 л·г−1·см−1; εRPC —
экстинкция R-фикоцианина 7 л·г−1·см−1; εAPC — экстинкция аллофикоцианина 5,8 л·г−1·см−1; εchla —
экстинкция хлорофилла а 88,15 л·г−1·см−1; εcar — экстинкция суммарных каротиноидов 2500 л·г−1·см−1.

На рис. 3 представлен пример разделения спектра поглощения культуры микроводоросли P.
purpureum на отдельные кривые Гаусса методом аппроксимации моделью (7). Предлагаемый способ де-
композиции спектра может быть использован как экспресс-метод определения концентрации пигментов
без их выделения в чистом виде, что важно при работе с накопительными культурами без вмешатель-
ства в процессы их роста.

Верификация модели
Для верификации полученных результатов была проведена серия параллельных измерений концен-

трации хл а, кр и В-ФЭ по стандартным методикам и предлагаемой модели (7). Сравнение результатов
представлено на рис. 4.

Согласно рис. 4, значения концентраций В-ФЭ, хл а и кр, полученные с помощью стандартного мето-
да, а также концентрации, определенные методом разложения истинных спектров поглощения на кривые
Гаусса, коррелируют между собой с высокой точностью (R2>0,95). Для определения концентрации хл а
в обоих методах использовался коэффициент экстинкции в ацетоновом экстракте 88,15 л·г−1·см−1 [18].
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Рис. 3. Пример разделения спектра поглощения культуры микроводоросли P. purpureum на отдельные
кривые Гаусса методом аппроксимации. Черными точками показан спектр поглощения культуры;

зеленая линия — спектр хлорофилла а, розовая — В-фикоэритирина; фиолетовая — R-фикоцианина;
синяя — аллофикоцианина; желтая — суммарных каротиноидов; красная — суммарная модель спектра
Fig. 3. Example of separation of the absorption spectrum of the microalgae P. purpureum into separate Gaussian

curves by approximation. Black dots show the absorption spectrum of the culture; green line — chlorophyll a
spectrum, pink — B-phycoerythyrin; purple — R-phycocyanin; blue — allophycocyanin; yellow — total carotenoids;

red — total spectrum model

A B C

Рис. 4. Концентрация В-фикоэритрина (A), хлорофилла а (B) и суммарных каротиноидов (C ),
определенных по стандартной методике (1–3) и при помощи модели (6). Значения углов наклона

прямой во всех вариантах близки к 1 (R2>0,95)
Fig. 4. Concentrations of B-phycoerythrin (A), chlorophyll a (B) and total carotenoids (C ) determined using the
standard technique (1–3) and model (5). The values of the angles of slope of the straight line in all variants are

close to 1 (R2>0,95)

Известно, что нативный коэффициент экстинкции не совпадает с эталонным значением для ацетонового
экстракта. В работе [19] коэффициент экстинкции хлорофилла а в нативной форме равен 76 л·г−1·см−1,
а по данным [20] нативный коэффициент экстинкции хлорофилла а составляет 67,5 л·г−1·см−1 в макси-
муме поглощения 678 нм. Одним из объяснений различия между нативным коэффициентом экстинкции
и коэффициента экстинкции в ацетоновом растворе является эффект "упаковки" пигментов в клетках.
Результаты расчетов показывают, что при экстинкции хл а 88,15 л·г−1·см−1 коэффициент корреляции
(тангенс угла наклона) равен 0,9 (рис. 4 Б). Если при расчете концентрации хл а с помощью модели (7)
использовать экстинкции 100 л·г−1·см−1, то коэффициент корреляции будет равен 1. Коэффициенты
экстинкции В-ФЭ и кр не изменяются при переходе от экстрактов к нативным формам, поэтому в мо-
дели их значения составили 10 л·г−1·см−1 и 2500 л·г−1·см−1 соответственно. Следует отметить, что для



128
Чернышёв Д.Н., Клочкова В.С., Лелеков А.С. Модель декомпозиции нативного спектра поглощения культуры...
Chernyshev D.N., Klochkova V.S., Lelekov A.S. Model of decomposition of the native absorption spectrum...

определения концентрации фикобилипротеинов и суммарных каротиноидов необходимо аппроксимиро-
вать спектр поглощения культуры моделью (7). Для расчета концентрации хл а достаточно использовать
значение оптической плотности при длине волны 680 нм, которое необходимо разделить на экстинкцию,
так как поглощение других пигментов не влияет на оптическую плотность в этой области.

Заключение
В работе на основе анализа методов определения концентрации основных фотосинтетических пиг-

ментов: В-фикоэритрина, хлорофилла а и суммарных каротиноидов разработана модель спектра
поглощения культуры P. purpureum. Установлено, что метод кривых Гаусса с высокой точностью кор-
релирует со стандартными биохимическими методиками и может быть использован как экспресс-метод
определения концентрации основных фотосинтетических пигментов P. purpureum без вмешательства в
ход эксперимента. Однако предложенная модель не позволяет провести разделение каротиноидов (бета-
каротина и зеоксантина). Отметим, что при работе с моделью (7) необходимо использовать только
истинный спектр поглощения культуры, который, в свою очередь, должен быть записан на спектро-
фотометре, оснащенном интегрирующей сферой.

Работа выполнена в рамках госзадания ФИЦ "Институт биологии южных морей имени А.О. Ковалев-
ского РАН" , "Комплексное исследование механизмов функционирования биотехнологических комплек-
сов с целью получения активных веществ из гидробионтов" (№ гос. регистрации 1023032700554-2-1.6.16)
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MODEL OF DECOMPOSITION OF THE NATIVE ABSORPTION
SPECTRUM OF PORPHYRIDIUM PURPUREUM CULTURE

ABSTRACT
A model of the native absorption spectrum of the red seaweed Porphyridium purpureum culture was

developed in this work. The mathematical model of each pigment is the sum of Gaussian curves. To level the
light scattering, the spectra of the culture were recorded on a spectrophotometer with an integrating sphere.
To verify the model, a series of parallel measurements of photosynthetic pigment concentrations using standard
biochemical methods and the Gaussian curve method were performed. It was shown that the proposed model
with sufficient accuracy makes it possible to determine the concentration of the main photosynthetic pigments
of Porphyridium purpureum culture without interfering with its growth processes.

Key words: mathematical model; B-phycoerythrin; chlorophyll a; carotenoids; Gauss curves; absorption
spectrum.
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дакция журнала направляет на рецензирование. Решение об опубликовании принимается редколлегий журнала на основании
рецензии. Авторам рекомендуется ознакомиться с правилами подготовки статей перед представлением их в редакцию. Рабо-
ты, оформленные не по правилам, редколлегией рассматриваться не будут. Редакция просит авторов при оформлении
работы придерживаться следующих правил и рекомендаций:

1. Статьи представляются через сайт https://journals.ssau.ru/est.
2. Статья должна содержать: название работы (без формул), список авторов, представленный в алфавитном порядке,

с указанием места работы и его адреса с индексом, адресов электронной почты каждого из них, звания, должности, ORCID
на русском и английском языках; аннотацию не менее 100 слов на русском и английском языках, которая дается перед основным
текстом; основной текст, который рекомендуется разделять на подразделы с целью облегчения чтения работы; заключение
с краткой характеристикой основных полученных результатов.

3. Статья должна быть снабжена индексом универсальной классификации (УДК), необходимо представить ключевые слова
на русском и английском языках.

4. Объем статьи не должен превышать 15–25 страниц, иллюстрированного не более чем 5 рисунками и 5 таблицами.
Базовый размер шрифта — 10 пунктов. Опубликование работ, не соответствующих этим ограничениям, возможно только после
специального решения редколлегии журнала.

5. Подписи к рисункам должны размещаться снизу от рисунка и должны содержать их краткое описание и, возможно,
объяснение использованных символов и условных обозначений.

6. Указатель таблицы должен быть размещен справа сверху от таблицы. Заголовок таблицы (как и сама таблица) должен
быть отцентрирован по ширине основного текста.

7. Нумерация рисунков и таблиц должна быть пораздельной по тексту статьи. Не допускается размещать в тексте рисунки
и таблицы до появления на них ссылки в тексте.

8. Текст статьи должен быть подготовлен средствами издательской системы LATEX2ε с использованием стиля samgu.cls.

Стиль samgu.cls и пример оформления статьи можно найти на сайте Самарского государственного университета (адрес указан
выше). Использование других реализаций TEX’a крайне нежелательно. Подготовка электронной версии статьи с помощью других
средств должна быть заранее согласована с редакцией. Иллюстративный материал (рисунки, таблицы, диаграммы) готовится
стандартными средствами LATEX’а. Рисунки могут быть также подготовлены в любом графическом редакторе и предоставлены
в формате EPS. Электронные представления фотографий допускаются только в форматах EPS или TIFF с разрешением не
менее 600 dpi. В случае использования нестандартных стилевых файлов автор обязан предоставить редакции необходимые
стилевые файлы. Изменения стандартных стилевых файлов недопустимы.

9. При подготовке электронного варианта статьи следует принимать во внимание следующие рекомендации:
а) при наборе статьи необходимо различать следующие знаки препинания и контрольные последовательности, им соответ-

ствующие: одинарный дефис (”-”), двойной дефис (”–”)1, тройной дефис (”—”)2. Одинарный дефис используют в составных
словах; двойной дефис рекомендуется для указания диапазона чисел и ”двойных”фамилий; тройной дефис означает тире;

б) допустимо использование только обратных кавычек (”) с помощью контрольной последовательности \textquotedblright;
в) недопустимо нахождения рядом двух и более закрывающих или открывающих скобок одного вида. Рекомендуется

внимательно относиться к балансу скобок;
г) допускается использование следующих команд переключения шрифтов: \rm, \it, \bf, \sl и стандартных шрифтов се-

мейства AMS с использованием следующих команд переключения шрифтов \mathbf, \mathcal, \mathfrak. Использование других
шрифтов должно быть согласовано с редакцией журнала;

д) на графиках должна быть нанесена сетка (желательно квадратная) с обозначением делений. Рекомендуемый размер
рисунков — 11–15 см по горизонтали и 5–15 см по вертикали. Необходимо тщательно следить за точным соответствием
обозначений в тексте и на рисунках и за подобием шрифтов. Надписи, загромождающие рисунки, должны быть заменены
цифрами или буквенными обозначениями и внесены в подрисуночные подписи. Сами подрисуночные подписи должны быть, по
возможности, краткими. Редакция оставляет за собой право требовать от автора более качественного выполнения графического
материала;

е) для математических обозначений рекомендуется употреблять, по возможности, стандартные и наиболее простые символы.
Не следует применять индексы из букв русского алфавита. Векторы и тензоры выполняются жирным шрифтом. Вместо
одинаковых повторяющихся блоков в формулах желательно использовать их сокращенные обозначения;

ж) при нумерации формул редакция просит пользоваться десятичной системой. Рекомендуется двойная нумерация: первая
цифра — номер раздела статьи, вторая цифра после точки — номер формулы внутри раздела. Номер должен стоять справа
от формулы. Не следует нумеровать формулы, на которые нет ссылок в тексте;

з) теоремы, леммы, примеры, утверждения и т.п. выполняются обычным шрифтом; их заголовки даются жирным шрифтом;
и) список литературы составляется по порядку цитирования, располагается в конце статьи на русском и английском

языках (не менее 10 пунктов). Для книг сообщается следующая информация: фамилии и инициалы авторов, полное название
книги, издательство, год издания и количество страниц; для статей в сборниках и журналах — фамилии и инициалы авторов,
полное название статьи, название журнала (сборника) полностью или, если есть стандартное сокращение, сокращенно, полная
информация об издании (серия, том, номер, выпуск, год), номера начальной и конечной страниц статьи;

к) ссылки на иностранные источники (включая переведенные на русский язык статьи и книги) даются обязательно на
языке оригинала и сопровождаются в случае перевода на русский язык с указанием названия и выходных данных перевода.

Цитирование осуществляется командой \cite с соответствующей меткой. Ссылки на неопубликованные работы недопустимы.
Невыполнение авторами перечисленных выше правил может повлечь за собой задержку с опубликованием работы.
В журнале дается указание на дату поступления работы в редакцию и даты ее принятия. Просьба редакции о переработке

статьи не означает, что статья принята к печати; после переработки статья вновь рассматривается редколлегией журнала.
Редакция журнала

1Соответствующая контрольная последовательность есть \cdash--˜
2Соответствующая контрольная последовательность есть \cdash---
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