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Научная статья

Aннотация. В статье рассматриваются краевые задачи для разрывно-
нагруженного параболического уравнения с оператором дробного интегродиф-
ференцирования Римана – Лиувилля с переменными коэффициентами. Доказана
однозначная разрешимость задачи Коши – Дирихле для разрывно-нагруженного
параболического уравнения дробного порядка. В работе также исследуются
вопросы существования и единственности решения первой краевой задачи для
разрывно-нагруженного уравнения параболического типа. Методом функции
Грина, используя свойства фундаментального решения соответствующего од-
нородного уравнения, а также предполагая, что коэффициенты уравнения
ограничены, непрерывны и удовлетворяют условию Гельдера, оставаясь неотри-
цательными, показано, что решение задачи сводится к системе интегральных
уравнений Вольтерра второго рода.

Ключевые слова: краевые задачи; параболические уравнения; задача
Коши –Дирихле; оператор дробного интегродифференцирования; первая
краевая задача; функция Грина; нагруженное уравнение; регулярное решение.

Введение

Как известно, исследование математических моделей физико-биологических фрактальных
процессов и связанных с ними задач, таких как задачи прогноза и регулирования уровня
грунтовых вод, содержания влаги и соли в почвогрунтах на мелиорируемой территории и
др., приводит к качественно новому классу дифференциальных и интегро-дифференциальных
уравнений, получивших название нагруженных уравнений. В связи с этим исследование этих
уравнений представляет большой как теоретический, так и практический интерес.

В монографии А.М. Нахушева [1] приведена подробная библиография по нагруженным
уравнениям, в том числе по различным применениям нагруженных уравнений, как мето-
ду исследования задач математической биологии, математической физики, математического
моделирования нелокальных процессов и явлений, механики сплошных сред с памятью.

Данная работа посвящена исследованию краевых задач для разрывно-нагруженных парабо-
лических уравнений с дробной производной.

В полосе H = {(x, t) : x ∈ R, 0 < t < T} евклидовой плоскости независимых переменных
x и t рассмотрим разрывно-нагруженное уравнение

Lu =
nk

∑
j=1

ak
j (x, t) D

αk
j

0t Kk
j (x, t) u

(
xk

j , t
)

, Tk < t ⩽ Tk+1, (1)

где
k = 0, 1, . . . , N, 0 = T0 < T1 < . . . < TN = T,
αk

nk
< αk

nk−1
< . . . < αk

1 = αk, 0 < xk
1 < xk

2 < . . . < xk
nk

< l,
Lu = a (x, t) uxx + b (x, t) ux + c (x, t) u − ut,

D
αj
0t — оператор дробного интегродифференцирования порядка αj [2].
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Уравнение (1) относится к классу уравнений, предложенных в [3]. Работы [4; 5] посвящены
локальным и нелокальным краевым задачам для нагруженных параболических уравнений.
Нелокальные краевые задачи для линейных параболических уравнений рассматривались так-
же в работах [6; 7]. В работе [8] методом функции Грина исследована смешанная краевая
задача для нагруженного уравнения теплопроводности. Краевые задачи для уравнений в част-
ных производных дробного порядка, включая диффузионно-волновые уравнения, рассмотрены
в монографии [9]. В исследовании [10] получены решения краевых задач для нагруженного
диффузионно-волнового уравнения с дробной производной. Среди более поздних отметим рабо-
ту [11], в которой доказана однозначная разрешимость в пространстве Соболева нелокальной
задачи с интегральными условиями для параболического уравнения, а также работы [12; 13],
посвященные исследованию разрешимости нелинейных обратных задач для параболических
уравнений, в том числе вырождающихся. Численному решению первой краевой задачи для
нагруженного уравнения теплопроводности с переменными коэфициентами посвящены работы
[14; 15].

1. Основные результаты

1.1. Задача Коши – Дирихле

Пусть a (x, t) ⩾ µ > 0, коэффициенты a, b, c, ak
j , Kk

j в области H ограничены, непрерывны;
a, b, c удовлетворяют условиям Гельдера по переменной x, а a (x, t) и по переменной t. Пусть
далее

u (x, 0) = φ (x) , x ∈ R. (2)

Решением задачи (1), (2) будем называть функцию u(x, t), непрерывную и ограниченную
в H, удовлетворяющую уравнению (1) и условию (2).

Теорема 1.1. Пусть φ (x) — непрерывная и ограниченная во всем пространстве R функция

и αk <
1
2
. Тогда в слое H существует единственное решение задачи Коши–Дирихле для

уравнения (1) с начальным условием (2).
Доказательство. Не нарушая общности, рассмотрим задачу для N = 2. Введем обозначе-

ния:
H1 = {(x, t) : x ∈ R, 0 < t < T1} ,

H2 = {(x, t) : x ∈ R, T1 < t < T} .

Известно [16], что фундаментальное решение Z(x, t; ξ, τ) уравнения Lu = 0 имеет вид

Z(x, t; ξ, τ) = W(x, t; ξ, τ)+

+

t∫
τ

dτ1

∞∫
−∞

W(x, t; ξ1, τ1)Φ(ξ1, τ1; ξ, τ)dξ1,

где

W(x, t; ξ, τ) =
1

2
√

π(t − τ)a(ξ, τ)
e
− (x − ξ)2

4a(ξ, τ)(t − τ)

— фундаментальное решение, а Φ(x, t; ξ, τ) однозначно определяется из интегрального уравнения

Φ(x, t; ξ, τ) = Lx,t [W(x, t; ξ, τ)] +

+

t∫
τ

dτ1

∞∫
−∞

Lx,t [W (x, t; ξ1, τ1)]Φ (ξ1, τ1; ξ, τ) dξ1.
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Здесь

Lx,t [W (x, t; ξ1, τ1)] = [a(x, t)− a(ξ, τ)]
∂2

∂x2 + W(x, t; ξ, τ)+

+b(x, t)
∂

∂x
W(x, t; ξ, τ) + c(x, t)W(x, t; ξ, τ).

Пусть существует решение u(x, t) задачи (1), (2), непрерывное, ограниченное и имеющее
дробные производные порядка αk < 1/2. Пусть далее f k

i (t) = u
(
xk

i , t
)
, i = 1, 2, . . . , nk, k = 0, 1.

Будем искать решение задачи (1), (2) сначала в H1.
Принимая во внимание свойства фундаментального решения Z(x, t; ξ, τ) уравнения Lu = 0,

нетрудно заметить, что функция u(x, t) связана с f 0
i (t) (i = 1, 2, . . . , n0) и начальной функцией

φ(x) следующим образом:

u(x, t) = −
t∫

0

dτ

∞∫
−∞

Z (x, t; ξ, τ)
n0

∑
i=1

a0
i (ξ, τ) Dα0

i
0τK0

i (ξ, τ) fi (τ) dξ+

+

∞∫
−∞

Z (x, t; ξ, 0) φ (ξ) dξ. (3)

Введем новую функцию Z0 (x, t; ξ, τ), определенную формулой

Z0 (x, t; ξ, τ) = (t − τ)1/2Z (x, t; ξ, τ) .

Так как

|Z (x, t; ξ, τ)| < c1 (t − τ)−1/2 e
−µ1(x − ξ)2

(t − τ) ,

где c1 и µ1 — положительные постоянные, то Z0 (x, t; ξ, τ) — непрерывная функция.
Рассмотрим интеграл

J =
t∫

0

(t − τ)−1/2 Z0
j (x, t; ξ, τ) D

α0
j

0τK0
j (ξ, τ) f 0

j (τ) dτ,

где
Z0

j (x, t; ξ, τ) = a0
j (ξ, τ)Z0 (x, t; ξ, τ)

и по повторяющемуся индексу j = 1, 2, . . . , n0 подразумевается суммирование.
При α0

j < 0

J =
1

Γ
(
−α0

j

) t∫
0

f 0
j (τ1)K0

j (ξ, τ1) (τ − τ1)
−α0

j −1 dτ1

τ∫
t

Z0
j (x, t; ξ, τ) (t − τ1)

−1/2 dτ.

Введем новую переменную y:
τ = τ1 + (t − τ1) y.

Тогда

dτ = (t − τ1) dy, y =
τ − τ1

t − τ1
, 1 − y =

t − τ

t − τ1
.

Учитывая последние соотношения при α0
j < 0, имеем

J =
1

Γ
(
−α0

j

) t∫
0

K0
j (ξ, τ1) f j (τ1) (t − τ1)

−α0
j −1/2 dτ1×
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×
1∫

0

Z0
i [(x, t; ξ, τ1 + (t − τ1) y)] y−1−α0

j (1 − y)−1/2 dy.

Точно так же при 0 < α0
j <

1
2

J = − 1
Γ
(
1 − αj

) t∫
0

K0
j (ξ, τ1) f j (τ1) dτ1

d
dτ1

(t − τ1)
1/2−α0

j dτ1×

×
1∫

0

Z0
i [(x, t; ξ, τ1 + (t − τ1) y)] y−α0

j (1 − y)−1/2 dy.

Введем обозначения

F0 (x, t) = −
∞∫

−∞

Z (x, t; ξ, 0) φ (ξ) ,

N0
j (x, t, τ) = − 1

Γ
(
−α0

j

) t∫
0

K0
j (ξ, τ1) dτ1

∞∫
−∞

dξ×

×
1∫

0

Z [(x, t; ξ, τ1 + (t − τ1) y)] y−1−α0
j (1 − y)−1/2 dy при α0

j < 0

и

N0
j (x, t, τ) =

1
Γ
(
1 − αj

) t∫
0

K0
j (ξ, τ1) dτ1

d
dτ1

(t − τ1)
1/2−α0

j

∞∫
−∞

dξ×

×
1∫

0

Zj [(x, t; ξ, τ1 + (t − τ1) y)] y−α0
j (1 − y)−1/2 dy при α0

j > 0.

Пользуясь этими обозначениями, перепишем (3) в виде

u (x, t) =
t∫

0

N0
j (x, t, τ)

(t − τ)
α0

j +1/2
f 0
j (τ) dτ + F0 (x, t) . (4)

Из (4) при x = x0
i , i = 1, 2, . . . , n0 имеем

f 0
i (t) =

t∫
0

N0
j (xi, t, τ)

(t − τ)
α0

j +1/2
f 0
j (τ) dτ + F0 (x0

i , t
)

, (5)

где по индексу i подразумевается суммирование от 1 до n0.
При α0 < 1

2 система (5) является системой интегральных уравнений Вольтерра второго
рода, стало быть, она обусловленно и однозначно разрешима.

Таким образом, единственное решение задачи (1), (2) в H1 задается формулой (4), где
f 0
1 , f 0

2 , . . . , f 0
n0

– решения системы (5). Это решение непрерывно и ограничено.
Учитывая, что u (x, T1) также непрерывна и ограничена во всем пространстве R, в слое H2

имеем следующую связь u (x, t) с f 1
j (t) (j = 1, 2, . . . , n1) и u (x, T1):

u (x, t) = −
t∫

T1

dτ

∞∫
−∞

Z (x, t; ξ, τ)
n1

∑
j=1

d1
j (ξ, τ) D

α1
j

0τ (ξ, τ) f 1
j (t) dξ+
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+

∞∫
−∞

Z (x, t; ξ, T1) u (ξ, T1) dξ. (6)

Единственное ограниченное решение u (x, t) в слое H2 задачи (1), (2) определяется соотно-
шением (6), где f 1

j (t) находятся из системы интегральных уравнений Вольтерра второго рода
вида

f 1
i (t) =

t∫
T1

N1
j (xi, t, τ)

(t − τ)
α1

j +1/2
f 1
i (τ) dτ + F1 (x1, t) ,

где N1
j (x, t, τ) и F1 (x1, t) — непрерывные функции, определяемые так же, как в слое H1.

Теорема доказана.

1.2. Первая краевая задача

Рассмотрим теперь для уравнения (1) в области D = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T} первую
краевую задачу

u (x, 0) = φ (x) при x ∈ I,
u (x, t)|Γ = 0,

(7)

где I = (0, l), Γ = {x = 0, 0 < t ⩽ T} ∪ {x = l, 0 < t ⩽ T}.
Решением первой краевой задачи (1)–(7) будем называть функцию u (x, t), непрерывную

в D, регулярную в Di = {(x, t) : 0 < x < l, Ti−1 < t < Ti}, (i = 1, 2, . . . , N), удовлетворяющую
условиям (7):

Пусть:
I) коэффициенты a (x, t), b (x, t), c (x, t) в D удовлетворяют неравенствам:

a (x, t) ≥ λ0 > 0,∣∣a (x′, t
)
− a (x, t)

∣∣ ≤ A
∣∣x′ − x

∣∣λ ,∣∣b (x′, t
)
− b (x, t)

∣∣ ≤ A
∣∣x′ − x

∣∣λ ,∣∣c (x′, t
)
− c (x, t)

∣∣ ≤ A
∣∣x′ − x

∣∣λ ,∣∣a (x, t′
)
− a (x, t)

∣∣ ≤ A
∣∣t′ − t

∣∣λ ,

где A, λ0 и λ — некоторые положительные постоянные.
II) ak

j (x, t), j = 1, 2, . . . , nk, k = 0, 1, . . . , N непрерывны в D по совокупности переменных x, t
и удовлетворяют по условию Гельдера, a Kk

j (x, t) непрерывны в D.
III) φ (x) непрерывна и ограничена на I.
IV) αk < 1/2.
Теорема 1.2. Задача (1), (7) при предположениях I–IV однозначно разрешима.
Доказательство. Рассмотрим задачу для N = 2.
Известно [17], что функцией Грина краевой задачи (7) для уравнения Lu = 0 называется

функция G (x, t; ξ, τ), которая определенна и непрерывна по всем аргументам при (x, ξ) ∈ (0, l),
0 < τ < t < T1 и имеет вид

G (x, t; ξ, τ) = Z (x, t; ξ, τ)− Ψ (x, t; ξ, τ) ,

где Ψ (x, t; ξ, τ) обладает следующими свойствами:
a) Lx,t [Ψ (x, t; ξ, τ)] = 0 для x, ξ ∈ I, 0 ≤ τ < t ≤ T1;
б) Ψ (x, t; ξ, τ) = Z (x, t; ξ, τ) для ξ ∈ D, (x, t) ∈ Γ, 0 ≤ τ < t ≤ T1;
в) lim

t→τ+0
Ψ (x, t; ξ, τ) = 0 для (x, ξ) ∈ I.
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Для функции G (x, t; ξ, τ) имеет место оценка [17]:

|G (x, t; ξ, τ)| < C2(t − τ)−1/2e−µ2
(x−ξ)
(t−τ) , (8)

где µ2, C2 — некоторые положительные постоянные.
Пусть существует решение u(x, t) задачи (1), (2), непрерывное в D1 и имеющее дробную

производную порядка α < 1/2.
Пусть далее

gk
i (t) = u

(
xk

i , t
)

, i = 1, 2, . . . , nk, k = 0, 1.

Будем искать решение задачи (1), (2) сначала в D1.
Как известно [17], решение первой краевой задачи (7) для уравнения

Lu = f (x, t)

в D1 имеет вид

u(x, t) = −
t∫

0

dτ

l∫
0

G (x, t; ξ, τ) f (ξ, τ)dξ +

l∫
0

G (x, t; ξ, 0) φ(ξ)dξ.

Следовательно, при наших предположениях, функция u(x, t) связана с g0
i (t), i = 1, 2, . . . , n0 и

начальной функцией φ(x, t) следующим образом:

u(x, t) = −
t∫

0

dτ

l∫
0

G (x, t; ξ, τ)
n0

∑
j=1

a0
j (ξ, τ)D

α0
j

0τK0
j (ξ, τ)u(x0

j , τ)dξ+

+

l∫
0

φ(ξ)G (x, t; ξ, τ) dξ. (9)

Введем новую функцию G0 (x, t; ξ, τ):

G0 (x, t; ξ, τ) = (t − τ)1/2G (x, t; ξ, τ) .

Из (8) имеем

|G0 (x, t; ξ, τ)| < C2e−
µ2(x−ξ)2

t−τ .

Рассмотрим интеграл

I =
t∫

0

(t − τ)−
1
2 G0

i (x, t; ξ, τ) D
α0

j
0τK0

j (ξ, τ)g0
j (τ)dτ,

где
G0

j (x, t; ξ, τ) = a0
j (ξ, τ)G0 (x, t; ξ, τ) ,

а по повторяюшемуся индексу j = 1, 2, . . . подразумевается суммирование.
При α0

j < 0 имеем

I =
1

Γ
(
−α0

j

) t∫
0

K0
j (ξ, τ1)g0

j (τ1)(t − τ1)
−α0

j −
1
2 dτ1×

×
1∫

0

G0
i [(x, t; ξ, τ1 + (t − τ1) y)] y−1−α0

j (1 − y)−1/2dy,
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а при 0 < α0
j <

1
2

I =
1

Γ
(

1 − α0
j

) t∫
0

K0
j (ξ, τ1) gi(τ1)dτ1

d
dτ1

(t − τ1)
1/2−α0

j ×

×
1∫

0

G0
i [(x, t; ξ, τ1 + (t − τ1) y)] y−1−α0

j (1 − y)−1/2dy.

Введем обозначения:

F0(x, t) =
l∫

0

φ(ξ)G (x, t; ξ, 0) dξ,

N0
j (x, t, τ) = − 1

Γ
(
−α0

j

) t∫
0

K0
j (ξ, τ1) dτ1×

×
l∫

0

dξ

1∫
0

G0
j [(x, t; ξ, τ1 + (t − τ1) y)] y−1−α0

j (1 − y)−1/2dy при αj < 0

и

N0
j (x, t, τ) =

1

Γ
(

1 − α0
j

) t∫
0

K0
j (ξ, τ1) dτ1 (t − τ1)

1
2−α0

j ×

×
l∫

0

dξ

1∫
0

Gi [(x, t; ξ, τ1 + (t − τ1) y)] y−α0
j (1 − y)−1/2dy.

С учетом этих обозначений (9) принимает вид

u(x, t) =
t∫

0

Nj(x, t, τ)

(t − τ)α0
j +1/2

g0
j (τ)dτ + F0(x, t). (10)

Из (10) при x = x0
i i = 1, 2, . . . , n0 имеем

g0
i (t) =

t∫
0

Nj(xi, t, τ)

(t − τ)α0
j +1/2

g0
j (τ)dτ + F0(x0

i , t). (11)

При α0 < 1
2 система (11) является системой интегральных уравнений Вольтерра второго

рода, ядра которых имеют слабую особенность. Стало быть, она безусловно и однозначно
разрешима.

Таким образом, единственное решение задачи (1), (7) в области D1 задается формулой (10),
где g0

1, g0
2, . . . , g0

n0
— решение системы (11). Это решение непрерывно и регулярно. Учитывая,

что u (x, T1) также непрерывна и ограничена на I, в D2 имеем следующую связь:

u(x, t) = −
t∫

−T1

dτ

l∫
0

G (x, t; ξ, τ)
n1

∑
i=1

a1
j (ξ, τ)D

α1
j

0τ(ξ, τ)×

× f 1
i (τ)dξ +

l∫
0

G (x, t; ξ, T1) u (ξ, T1) dξ, t > T1. (12)



Кармоков М.М., Нахушева Ф.М. ... Краевые задачи для разрывно-нагруженных параболических...
Karmokov M.M., Nakhusheva F.M. ... Boundary value problems for discontinuously loaded parabolic... 14 из 17

Единственное решение u(x, t) в области D2 задачи (1), (7) определяется соотношением (12),
где g1

i (t) находятся из системы интегральных уравнений

f 1
i (t) =

t∫
0

Nj(xi, t, τ)

(t − τ)α0
j +1/2

f 1
j (τ)dτ + F1(xi, t),

где N1
i (xi, t, τ) и F1 (xi, t) — непрерывные функции, определяемые так же, как области D1.

Заключение

Таким образом, в данной работе доказана однозначная разрешимость задачи Коши–
Дирихле, исследованы вопросы существования и единственности решения первой краевой
задачи для разрывно-нагруженного параболического уравнения дробного порядка.

Полученные результаты важны для развития теории краевых задач для уравнений в частных
производных дробного порядка, в том числе нагруженных уравнений параболического типа,
а также математического моделирования различных процессов и систем с распределенными
параметрами, имеющих фрактальную пространственно-временную структуру.
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интересов.
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Abstract. The article deals with boundary value problems for a discontinuously
loaded parabolic equation with a Riemann – Liouville fractional integro-differentiation
operator with variable coefficients. The unambiguous solvability of the Cauchy –
Dirichlet problem for a discontinuously loaded parabolic equation of fractional order
is proved. The paper also examines the existence and uniqueness of the solution of
the first boundary value problem for a discontinuously loaded parabolic equation.
Using the method of the Green function, using the properties of the fundamental
solution of the corresponding homogeneous equation, as well as assuming that the
coefficients of the equation are bounded, continuous and satisfy the Helder condition,
while remaining non-negative, it is shown that the solution of the problem is reduced
to a system of Volterra integral equations of the second kind.
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