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Аннотация. С использованием подхода Балакришнана—Иосиды построения дробных степеней
линейных операторов в банаховом пространстве с помощью сильно непрерывных полугрупп
с плотно определёнными производящими операторами, в работе приводится аналогичная схема
для построения дробных степеней неплотно определённых операторов с применением полугрупп,
имеющих суммируемую особенность. Выяснено, что вновь построенные полугруппы также имеют
особенность в нуле, и установлена их точная оценка, связанная с порядком особенности исход-
ной полугруппы и дробной степенью построенного оператора, в частности — квадратного корня.
В качестве примера полученные результаты применяются к полугруппам с особенностью, приве-
дённым в работе [3] и в докторской диссертации Ю.Т. Сильченко, а также строится квадратный
корень для неплотно определённого оператора.
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1. Полугруппы с особенностью и дробные степени их производящих операторов

С.Г. Крейном в [2, с. 305] при рассмотрении уравнения

d2u(t)

dt2
= Au(t), t ∈ [0, T ] ⊂ [0,∞), (1.1)

где A—линейный замкнутый оператор с областью определения D(A) в банаховом пространстве
E, используется понятие квадратного корня A

1
2 при нахождении решения уравнения (1.1) в соот-

ветствии с определением: решением уравнения (1.1) называется функция со значениями в D(A),
дважды непрерывно дифференцируемая и удовлетворяющая уравнению (1.1) на отрезке [0, T ].
Для построения решения используется сильно непрерывная полугруппа V (t,−A

1
2 ) с C0-усло-

вием, и всякое решение уравнения (1.1) представимо в виде

u(t) = V (t,−A
1
2 )Z0 + V (t,−A

1
2 )ZT . (1.2)

Если Z0, ZT ∈ D(A1/2), то u(t) является ослабленным решением уравнения (1.1), а если
Z0, ZT ∈ E, то решение называется обобщённым.
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Таким образом, при решении граничных задач для уравнения (1.1) ключевую роль играют
сильно непрерывные полугруппы, построенные по операторам −A

1
2 .

Важным классом таких полугрупп являются классы, построенные по операторам с плотной
областью определения D(A)—классы C0, удовлетворяющие условиям:
1. V (0)ϕ = ϕ, ϕ ∈ E;
2. V (t+ s)ϕ = V (t)V (s)ϕ, ϕ ∈ E;
3. lim

t→0+
‖V (t)ϕ− ϕ‖ = 0, ϕ ∈ E.

В этом случае справедлива оценка

‖V (t)ϕ‖ � Meωt‖ϕ‖, t � 0, (1.3)

где M и ω не зависят от ϕ, и для ϕ ∈ D(A) выполняется равенство
dV (t)

dt

∣
∣
∣
∣
t=0

= Aϕ, (1.4)

Таким образом, если в уравнении (1.1) оператор A такой, что −A является производящим опе-
ратором C0-полугруппы V (t,−A), то для него определен оператор A

1
2 в рамках общей теории

дробных степеней Aα, α ∈ (0, 1), развитой в работах [1–3], где показывается, что если в оцен-
ке (1.3) ϕ ∈ E и ω � 0, то

Aαϕ =
1

Γ(−α)

∞∫

0

1

t1+α
[V (t,−A)ϕ − ϕ] dt, ϕ ∈ D(A), (1.5)

при этом

V (t,−Aα)ϕ =

∞∫

0

ht,α(ξ)V (ξ,−A)ϕdξ. (1.6)

Здесь

ht,α(ξ) =
1

2πi

σ+i∞∫

σ−i∞
epξ−tpαdp � 0 (1.7)

—функция Иосиды [1, с. 358].
Из (1.6) и (1.7) следует оценка

‖V (ϕ,−Aα)‖ �
∞∫

0

ht,α(ξ)‖V (ξ,−A)ϕ‖dξ � M

∞∫

0

ht,α(ξ)e
−|ω|ξdξ = Me−|ω|αt‖ϕ‖. (1.8)

Если α =
1

2
, то

V (t,−A
1
2 )ϕ =

2t√
π

∞∫

0

e
−t2

4ξ V (ξ,−A)ϕ

ξ
3
2

dξ. (1.9)

Такое представление, в частности, для уравнения (1.1) при t ∈ [0,∞) с условием u(0) = u0 даёт
представление обобщённого ограниченного решения в форме

u(t) = V (t,−Aα)u0. (1.10)

2. Постановка задачи и формулировка результата

Однако существуют операторы, которые могут иметь неплотную область определения, вслед-
ствие чего соответствующие полугруппы будут иметь особенность в нуле. Исследованию таких
полугрупп посвящены работы многих авторов, в числе которых: С. Г. Крейн, П.Е. Соболевский,
Ю.Т. Сильченко, А.Л. Скубачевский, А.А. Шкаликов. Согласно С. Г. Крейну [2], такие полу-
группы порождаются при исследовании корректной разрешимости ослабленной задачи Коши для
уравнения первого порядка с неплотно определенными операторами, решения которой имеют вид

u(t) = V (t)u0, (2.1)
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где V (t)— сильно непрерывная полугруппа ограниченных при t > 0 операторов.
В этом случае, если задача Коши не является равномерно корректной, а ослабленная задача

Коши корректна на D(A), для V (t) справедливо соотношение

lim
t→0+

V (t)u0 = u0, (2.2)

однако оператор V (t) не ограничен при t = 0, и при соответствующих условиях на резольвенту
оператора A выполняется оценка [2, с. 85]

‖V (t)u0‖ � M

tγ
eωt‖u0‖. (2.3)

Оказывается, что если оператор A такой, что оператор −A является производящим оператором
полугруппы V (t,−A) с оценкой (2.3), где ω � 0, γ ∈ (0, 1), то определено семейство ограниченных
операторов Ṽα(t) при t > 0 вида

Ṽα(t)ϕ =

∞∫

0

ht,α(ξ)V (ξ,−A)ϕdξ. (2.4)

Здесь ht,α(ξ)—функция Иосиды.
Для доказательства, используя [1], оценим

‖Vα(t)ϕ‖ �
∞∫

0

hα,t(ξ)‖V (ξ,−A)‖dξ‖ϕ‖ � M

∞∫

0

hα,t(ξ)
e−ωξ

ξγ
dξ‖ϕ‖ =

= M

∞∫

0

1

2πi

σ+i∞∫

σ−i∞
ept−pαξdp

e−ωξ

ξγ
dξ = M

1

2πi

σ+i∞∫

σ−i∞
ept

∞∫

0

e−(ω+pα)ξ

ξγ
dξdp =

= MΓ(1− γ)
1

2πi

σ+i∞∫

σ−i∞

eptdp

(pα + ω)1−γ
= tβ−1Eρ

α,β(−ωtα) = Mtα(1−γ)−1E1−γ
α,α(1−γ)(−ωtα). (2.5)

Здесь мы воспользовались формулой из [5, c. 445] преобразования Лапласа для обобщённой
функции Миттаг-Леффлера

Eρ
α,β(z) =

∞∑

n=0

Γ(ρ+ n)

Γ(αn + β)Γ(ρ)

zn

n!
(2.6)

при ρ = 1− γ, β = α(1− γ).
Ставится задача о доказательстве того, что семейство Vα(t) является сильно непрерывной при

t > 0 полугруппой, и нахождении её производящего оператора.
Оказывается, что справедлива следующая теорема.

Теорема 2.1. Если полугруппа V (t,−A) удовлетворяет оценке (2.3) и выполняется неравен-
ство

α+ γ < 1, (2.7)
то семейство Vα(t) является сильно непрерывной полугруппой с оценкой (2.6) при t > 0 и
производящим оператором

lim
t→0+

dV

dt
ϕ =

1

Γ(−α)

∞∫

0

s−(1+α)[V (s,−A)− J ]ϕds, ϕ ∈ D(A). (2.8)

3. Доказательство теоремы

Так как оценка (2.6) показывает ограниченность семейства Vα(t) при t > 0, то для доказатель-
ства свойства

Vα(t+ s)ϕ = Vα(t)Vα(s)ϕ, (3.1)
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пользуясь соотношением [1, с. 361]

ht+s,α(ξ) =

∞∫

0

ht,α(ξ − μ)fs(ξ)dμ, (3.2)

имеем

Vα(t+ s)ϕ =

∞∫

0

ht+s,α(ξ)V (ξ,−A)ϕdξ =

∞∫

0

∞∫

0

ht,α(ξ − μ)hα,s(ξ)V (ξ,−A)ϕdμdξ =

=

∞∫

0

hs,α(μ)

∞∫

0

ht,α(ξ − μ)V (ξ,−A)ϕdμdξ =

∞∫

0

hs,α(μ)

∞∫

−μ

ht,α(τ)V (τ + μ,−A)ϕdμdτ =

=

∞∫

0

hs,α(μ)V (μ,−A)

∞∫

0

ht,α(τ)V (τ,−A)ϕdμdτ = Vα(t)Vα(s)ϕ. (3.3)

Далее, следуя [1, с. 363], для ϕ ∈ D(A) воспользуемся равенством (20’) там же [1, с. 363],
которое в нашем случае имеет вид

Vα(t)ϕ =

∞∫

0

V (vt
1
α ,−A)ϕh1,α(v)dv. (3.4)

Так как в силу (2.2)
lim
t→0

‖V (vt
1
α ,−A)ϕ‖ = ‖ϕ‖,

и при t → ∞ в силу (2.3) для ϕ ∈ D(A) имеем оценку

‖V (vt
1
α ,−A)ϕ‖ � M‖ϕ‖. (3.5)

Отсюда и из (3.5) так же, как и в [1], но для ϕ ∈ D(A), следует оценка

‖Vα(t)ϕ‖ � sup
t�0

‖V (t)ϕ‖
∞∫

0

h1,α(v)dv = sup
t�0

‖v(t,−A)‖, (3.6)

и, переходя в равенстве (3.4) к пределу при t → 0, учитывая равенство Иосиды [1, с. 361]
∞∫

0

h1,α(v)dv = 1,

получаем

lim
t→0

Vα(t)ϕ =

∞∫

0

h1,α(v)dvϕ = ϕ. (3.7)

Для доказательства равенства (2.8) воспользуемся неравенством
∥
∥
∥
∥

1

s1+α
[V (s,−A)− J ]ϕ

∥
∥
∥
∥
� 1

s1+α

s∫

0

‖V (ξ,−A)Aϕ‖dξ � M

s1+α

s∫

0

ξ−γe−ωξdξ‖Aϕ‖ � M

sα+γ
‖Aϕ‖, (3.8)

которое с учётом оценки (1.3) обеспечивает сходимость интеграла в (2.8) и установление равен-
ства (2.8) согласно схеме [1, с. 364], что и доказывает справедливость представления оператора Aα

равенством (2.8) и завершает доказательство теоремы.

Замечание 3.1. Оценка (2.5) — точная, так как, если ϕλ — собственный элемент оператора A
такой, что Aϕλ = λϕλ, Reλ � 0, то V (t,−A)ϕλ = e−λtϕ и неравенство (2.5) переходит в равенство

‖V (t,−Aα)ϕλ‖ = tα(1−γ)−1|E1−γ
α,α(1−γ)|‖ϕλ‖. (3.9)
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Также отметим, что для таких ϕλ справедливо представление

Aαϕλ =
1

Γ(−α)

∞∫

0

e−λt − 1

t1+α
dtϕλ =

2

Γ(−α)

∞∫

0

e−
λ
2
t sh λ

2 t

t1+α
dtϕλ = λαϕλ. (3.10)

4. Примеры

В качестве примера возьмём полугруппы с особенностью, приведённые в [3] и в докторской
диссертации Ю.Т. Сильченко.

Пусть A = − d2

dx2
— оператор дифференцирования с областью определения

D(A) = {y(x) ∈ W 3
p , y(0) = y(1)}

в пространстве E = W 1
p , y(0) = y(1) = 0.

В этом случае соответствующая полугруппа V (t,−A) не является сильно непрерывной в нуле,
и для неё справедлива оценка

‖V (t,−A)‖ � Mt−γe−ωt, ω > 0, (4.1)

где

γ =
p− 1

p+ 1
. (4.2)

Таким образом, в силу теоремы 2.1 оператор A имеет дробную степень A
1
2 при условии

1

2
+

p− 1

p+ 1
< 1, т. е. 0 < p < 3,

и производит полугруппу V (t,−A
1
2 ) с особенностью и оценкой (2.5) при

α =
1

2
, γ =

p− 1

p+ 1
, 0 < p < 3,

и имеющую вид

V (t,−A
1
2 )ϕ =

2t√
π

∞∫

0

e
−t2

4ξ V (ξ,−A)ϕ

ξ
3
2

dξ. (4.3)

В частности, при p = 2 справедлива оценка

‖V (t,−A
1
2 )ϕ‖W 1

2
� M

t
2
3

E
2
3
1
2
, 1
3

(−ωt
1
2 )‖ϕ‖W 1

2
. (4.4)

Таким образом, представление полугруппы (4.3) с учётом оценки (4.4) позволяет судить о кор-
ректной разрешимости ослабленной задачи для уравнения (1.1) и позволяет строить алгоритмы
её численной реализации.
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Abstract. Using the Balakrishnan–Yosida approach to constructing fractional powers of linear
operators in a Banach space by means of strongly continuous semigroups with densely defined
generating operators, in this paper, a similar scheme is presented for constructing fractional powers
of nondensely defined operators by means of semigroups with a summable singularity. It is found
that the newly constructed semigroups also have a singularity at zero, and their sharp estimate is
established, related to the order of the singularity of the original semigroup and the fractional power
of the constructed operator, in particular, the square root. As an example, the obtained results are
applied to semigroups with a singularity given in the paper [3] and in the doctoral dissertation of
Yu. T. Silchenko, and a square root is also constructed for a nondensely defined operator.
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