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Аннотация. Изучается следующая обратная задача для уравнения в частных производных: най-
ти геометрический параметр области нестационарной задачи, который соответствует численному.
Важной особенностью является то, что интересующий нас блок дискретизации содержит источ-
ник (трещины), генерирующий поток в пористой среде. С индустриальной точки зрения мы стро-
им аппарат для сшивания численно найденного давления в резервуаре с аналитическим. Наша
цель состоит в том, чтобы получить значение функции давления на трещине (или вблизи тре-
щины) в зависимости от расстояния между множественными трещинами (ср. [14]). Для этого мы
обобщаем вероятностный метод Эйнштейна (см. [5]) для броуновского движения для изучения
транспорта жидкостей в пористой среде. Мы обобщаем парадигму Эйнштейна, связывая средние
изменения плотности жидкости со скоростью жидкости, и выводим уравнение анизотропной диф-
фузии в недивергентной форме, которое содержит член конвекции. Затем мы применяем закон
Дарси и основные законы для потока сжимаемой жидкости и получаем нелинейные уравнения
в частных производных для функции плотности. Мы используем преобразование Бернштейна
для сведения исходной нелинейной задачи к линейной. Используемый метод позволяет использо-
вать аналитическое решение стационарного состояния для интерпретации численно найденного
давления на трещине, зависящего от времени, учитывающей одномерную геометрию потока в
направлении «длинной» трещины.

Ключевые слова: поток в пористой среде, материальный баланс Эйнштейна, радиус блока
скважины Писмана, параболическое уравнение в недивергентной форме.
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1. Введение

В данной статье мы опишем парадигму материального баланса (МБ) в виде алгебраического
набора уравнений и укажем предполагаемое применение для интерпретации численного распреде-
ления давления вдоль искусственной трещины, производящей пластовую жидкость. Математиче-
ски эта проблема полностью понятна для вертикальной скважины и приводит к так называемому
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радиусу блока скважины Писмана (см. недавнюю публикацию [9]; см. также [3,12–15,20,21]), где
представлен подробный обзор в классическом круговом случае). Это не означает, что решение
уже найдено, но дает один из способов доказательства.
В этой статье мы рассматриваем численное моделирование потока и ставим цель интерпре-

тировать численное решение с помощью аналитического решения, основанного на качественном
понимании процесса течения жидкости к трещине-источнику. Пусть PM,N,K — 3D-матрица рас-
пределения давления в пласте, полученная в результате некоторого моделирования (численного
решения). Задача иллюстрируется картиной течения к системе множественных трещин, пред-
ставленной на рис. 1 (см. [11]).
Пусть симулятор резервуара на заданной сетке дает данные о резервуаре в ячейках Bm,n,k для

некоторых m,n, k, и пусть характерный размер ячейки будет Δ. В целом понятно, что при Δ → 0
решение PM,N,K → u(x, y, z, t) сходится поточечно. Во многих случаях так оно и есть или ожида-
ется, что так будет (см. обзор сходимости). Для этого требуется, чтобы сетка аппроксимировала
границу области и граничные данные численного решения аппроксимировали граничные данные.
Этого не наблюдается для многих задач в приближении подземных областей. В то же время,
вдали от границы внутри области численное решение в каждой ячейке близко к аналитическому
решению в центре ячейки. Большая проблема возникает, когда ячейка содержит возмущение в
виде искусственной трещины. Предполагается, что скорость добычи жидкости фиксирована на
участке трещины, и цель состоит в том, чтобы оценить давление и сравнить его с фактическим
значением давления на трещине.
Задача состоит в следующем: найти геометрическое расстояние относительно источника, та-

кое, чтобы значение давления удовлетворяло уравнению материального баланса. Эта проблема
была хорошо изучена в случае радиального течения к скважине как к стоку (см. [9]). В случае
потоков, не описываемых радиальной моделью, в некоторых симуляторах задача приближает-
ся суперпозицией радиальных (см. [22]). Очевидно, это приводит к значительным ошибкам. В
настоящей статье мы решаем эту проблему, используя аналитическое решение, которое сводит
поток к трещинам к квази-одномерному. Наша мотивация основана на недавней статье, которая
качественно описывает составные потоки к семейству трещин (см. [11]).
В некотором смысле наш подход основан на наборах семейств решений, каждый из которых

представляет качественное поведение потока. Мы считаем, что это многообещающий подход, ко-
торый обеспечивает правильную интерпретацию моделируемых данных. Мы разбиваем область
потока на ячейки, некоторые из которых содержат трещины как источник потока, а другие яв-
ляются просто субъектами уравнения материального баланса. Наша цель — интерпретировать
численное решение на ячейке в зависимости от местоположения трещины в ячейке (см. [11]).
В данной работе мы выводим уравнение переноса однофазной изотермической жидкости в

пористой среде на основе парадигмы Эйнштейна броуновского движения частиц. С нашей точки
зрения, это лучше соответствует нашей процедуре интерпретации.
Моделирование фильтрации в пористой среде имеет долгую историю изучения и традиционно

базируется на «трех китах» (см. [10]).
1. Уравнение неразрывности (уравнение материального баланса, в дивергентной форме), свя-

зывающее скорость и плотность жидкости:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρ�v) = 0. (1.1)

2. Основное уравнение, связывающее скорость и градиент давления:

F (�v,∇p) = 0. (1.2)

3. Функциональное уравнение состояния, которое функционально связывает два основных па-
раметра — давление и плотность:

F (ρ; p) = 0. (1.3)

Это приводит к параболическому (линейному или квазилинейному, вырожденному) уравнению
относительно функции давления в дивергентной форме (см. [1]). Все три ограничения выше мо-
гут быть подвержены стохастическим возмущениям. Например, принято рассматривать (см. [16])
возмущение скорости из-за неоднородности в среде, и можно использовать методы Монте-Карло
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Рис. 1. Качественная схема явления
Fig. 1. Qualitative picture of interest

вдоль основного тренда для генерации случайных данных. Алгоритм Монте-Карло и его обоб-
щение используются для моделирования случайности в термодинамическом уравнении (см. [18]),
однако это не является темой нашего исследования. Мы следуем недооцененной работе Эйн-
штейна с целью построения потока в среде на основе мысленного эксперимента над концепцией
скачков частицы, которые для нас являются событиями.
В данной работе мы построим уравнение материального баланса случайного блуждания частиц

в среде, подверженной диффузии и дрейфу. Для этого мы описываем материальный баланс с по-
мощью уравнения типа Эйнштейна, в котором плотность частиц в пространственной переменной
в фиксированной точке в фиксированное время будет функцией зависимых переменных, которые
будут ключевыми характеристиками. Согласно парадигме Эйнштейна, события заключаются в
длине скачков за интервал времени τ как входной коэффициент и их частоте ϕτ (�Δ(x, t)). Следуя
парадигме Эйнштейна, мы предлагаем модель переноса жидкости в виде совокупности частиц,
составляющих жидкость в среде, характеризующейся функцией плотности, которая в любой мо-
мент времени t изменяется в пространстве x случайным образом в пределах интервала времени τ.
Параметр τ как входная переменная размерности времени фиксирован и остается неизменным
в любой момент времени и в любой точке пространства x. Функция распределения плотности
вероятности (РПВ) ϕτ (�Δ(x, t)) характеризует как перенос (конвекцию или дрейф) в некотором
направлении, так и диффузию с помощью коэффициентов матрицы. Функция РПВ— это еще
один параметр, который зависит от τ и определяет движение жидкости F в среде M. Как мы
уже упоминали, жидкость F и среда M сами могут быть подвержены случайности, но в ста-
тье это не рассматривается. Продолжая мысленный эксперимент Эйнштейна, после нескольких
шагов мы приходим к уравнению недивергентного типа с дрейфом для гладкой функции ρ(x, t)
с коэффициентами, образующими составной оператор с матрицей диффузии и конвекции вида

Lρ(x, t) = ∂ρ

∂t
− 〈τ−1A,D2ρ

〉− Δe

τ
· ∇ρ.

Выше D2ρ—матрица Гессе, а 〈·, ·〉 обозначает скалярное произведение в R
n2 между двумя мат-

рицами n× n. Здесь A(x, t) и Δe —функции от ((x, t); . . .) ; они представляют собой стандартное
отклонение и ожидаемое значение случайного процесса «скачков» частиц, которые приводят к из-
менению плотности и, очевидно, зависят от ϕτ (x, t). Поэтому естественно исследовать уравнение
с внешней силой: Lρ = R(x, t).
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Одной из целей этого проекта является построение модели в терминах параболического урав-
нения в недивергентной форме и применение методов, разработанных Ландисом, для изучения
качественных свойств решения этого уравнения. Детали формулировки модели уравнения в част-
ных производных представлены в разделе 2. Мы вводим основные предположения в пункте 2.2.
Одно из них — гипотеза 2.1 о том, что скорость жидкости в среде «матрично пропорциональна»
ожидаемому значению длины прыжков частиц:

M0�v =
1

τ

∫
�Δϕτ (�Δ(x, t))dΔ1 . . .Δn.

Далее мы накладываем условие неотрицательности на матрицу M0 (см. [6]). Эта гипотеза позво-
ляет связать микроскопический транспорт с макроскопическим, что является ключом к понима-
нию и разработке различных типов моделей.
В данной статье мы рассматриваем постулат Дарси для макроскопических потоков и связы-

ваем скорость потока только с функцией плотности. При таком предположении мы приходим к
квазилинейному параболическому уравнению для функции плотности с квадратичной нелиней-
ностью градиента. Используя нелинейную подстановку типа Коула—Хопфа, мы сводим исходное
уравнение, нелинейное относительно как градиента, так и решения, к нелинейному, но только
относительно самого решения. Парадигма Эйнштейна хорошо представлена в [6].

Замечание 1.1. Авторы осознают недостатки предложенной модели. Очевидно, для подтвер-
ждения мысленного эксперимента требуется больше данных и опытов. Возможно, он слишком
амбициозен, можно сравнить это с так называемой теорией корневого давления, где методы ин-
терпретации существуют уже много десятилетий, но по-прежнему требуются дополнительные
исследования чтобы понять, почему высокое дерево может транспортировать воду наверх к ли-
стьям (см. [19]). Мысленный эксперимент Эйнштейна дает возможный ответ на этот вопрос.
А именно, предположим, что в течение временного интервала T0 каналы из-за капиллярного
давления транспортируют воду от корней к высоте дерева на уровне H0. Затем она «расширит-
ся» из-за диффузии по каналам внутри дерева во всех направлениях и создаст мини-резервуар
U0 высотой порядка H0. Затем процесс транспортировки продолжится до следующего уровня H1

и т. д. Конечно, потребуется больше экспериментальных подтверждений этого гипотетического
процесса, мы просто выдвигаем эту идею для изучения научным сообществом.

Статья организована следующим образом. В разделе 2 мы поэтапно выводим модель: самое
общее уравнение (2.8), уравнение диффузии с конвективным членом (2.16) при гипотезе 2.1,
частные уравнения пористой среды (2.18), (2.17) с учетом анизотропного закона Дарси (2.13).
В следующем разделе мы предлагаем метод для реализации качественного поведения потока:
одномерного по направлению к трещине и радиального вдали от системы трещины в целом.
Мы предполагаем, что на поток не действуют силы гравитации, и сводим исходное уравнение

к недивергентному линейному уравнению (см. [6]).

2. Вывод моделей

2.1. Общие уравнения. Предположим, что ρ(x, t)—функция плотности в единичном объеме
в точке x в момент времени t (−∞ < t <∞), где x ∈ R

n.
Пусть τ > 0— временной интервал в качестве входного параметра в момент наблюдения в

точке x, и этот параметр одинаков для всего времени и пространства.
Пусть ρ(x+Δ, t)—изменение плотности, которое приводит к изменению в момент времени t в

точке пространства x из-за перемещения на расстояние Δ частиц, составляющих материю.

Предположение 2.1. Пусть ρ(x, t±τ)— значение плотности в точке x в момент времени t±τ.
Знак перед параметром τ выбирается в зависимости от того, является ли «жидкость» (или любой
интересующий нас объект) «средофобной» («+») или «средофильной» («−») в данной среде.

Процесс на отрезке времени [t, t+τ ] характеризуется многомерной РПВ, которую можно пред-
ставить другим способом.
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Предположение 2.2. Пусть φ(x, t,Δ; τ) для Δ = (Δ1, . . . ,Δn) ∈ R
n —распределение плотно-

сти вероятности процесса движения, и∫

Rn

φ(x, t,Δ; τ)dζ = 1.

Для определенности предположим, что перед τ стоит знак «+». Тогда уравнение материаль-
ного баланса Эйнштейна принимает вид

ρ(x, t+ τ) =

∫

Rn

ρ(x+Δ, t)φ(x, t,Δ; τ)dΔ. (2.1)

Замечание 2.1. Обратим внимание, что уравнение Эйнштейна представляет собой модель
случайного процесса, определяемого относительно входных параметров τ и функции плотности
вероятности φ. В общем случае параметр τ зависит от t и x. Но, как мы увидим далее, это при-
ведет к слишком большому усложнению, поскольку τ находится внутри неизвестной функции
плотности (ρ(x, t+ τ)). Поэтому мы предполагаем, что τ является входной характеристикой жид-
кости и ее фильтрационной способностью в среде, поскольку время и пространство являются
независимыми параметрами.

Предположение 2.3. Далее предположим, что τ фиксировано и достаточно мало, так что
для всех t

τ
∂ρ

∂t
≈ ρ(x, t+ τ)− ρ(x, t). (2.2)

Кроме того, для заданного τ > 0 скалярная функция РПВ φτ (ζ, x, t, . . .) зависит от многих
переменных и такова, что:
1. параметр τ является основным, он характеризует жидкость;
2. функция РПВ φτ (x, t, ζ) как функция событий характеризует пористую среду относительно

заданной жидкости, текущей и «сжимающейся» внутри среды (длина движения частиц,
составляющих нашу жидкость), и является функцией вектора ζ;

3. эта функция РПВ может характеризовать:
• неоднородность среды,
• геометрию потока,
• диффузию вдоль движения,
• кинетику движения и ее зависимость от градиента давления,
• и т. д.;

4. все моменты выше 2-го игнорируются относительно первого и второго моментов.

Для простоты обозначим φ(x, t, ζ) = φ(x, t, ζ; τ).

Определение 2.1. Введем функции коэффициентов

āij(x, t) =

∫

Rn

ζiζjφ(x, t, ζ)dζ, 1 � i, j � n, (2.3)

матрицу размера n× n

Ā(x, t) = (āij(x, t))1�i,j�n (2.4)
и вектор

E(x, t) =

∫

Rn

φ(x, t, ζ)ζdζ. (2.5)

Обратим внимание, что матрица Ā(x, t) симметрична, и для ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ R
n имеем

n∑
i,j=1

ξiāij(x, t)ξj =

∫

Rn

|ξ · ζ|2φ(x, t, ζ)dζ � 0.

Следовательно, матрица Ā(x, t) является положительно полуопределенной.
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Замечание 2.2. Рассмотрим случай взаимно независимых событий для скачков, когда

φ(x, t, ζ) = φ1(x, t, ζ1) . . . φn(x, t, ζn), ζ = (ζ1, ζ2, . . . , ζn) (2.6)

при
∫
R

φi(x, t, s)ds = 1, для i = 1, 2, . . . , n. Тогда

āij =

{
σiσj при i 	= j,

σ̄2i при i = j,

где

σi(x, t) =

∫

R

sφi(x, t, s)ds, σ̄i(x, t) =

⎛
⎝
∫

R

s2φi(x, t, s)ds

⎞
⎠

1/2

. (2.7)

Предположим, кроме того, что каждая функция φi(s, x, t), 1 � i � n, четна относительно s. То-
гда каждое σi = 0 и, следовательно, Ā(x, t) является диагональной матрицей diag[σ̄1, σ̄2, . . . , σ̄n].
Поскольку каждое σ̄i положительно, в этом случае матрица Ā(x, t) положительно определена.
Более того, получаем, что E(x, t) = 0.

Предположим, что ρ ∈ C3(Rn). Рассмотрим малое τ и предположим, что носитель функции
ζ 
→ φ(x, t, ζ) находится в малом шаре с центром в начале координат. С помощью разложения
Тейлора функции ζ 
→ ρ(x + ζ, t) для малых |ζ| с точностью до квадратичных членов имеем
приближение

ρ(x+ ζ, t) ≈ ρ(x, t) + ζ · ∇ρ(x, t) + 1

2

n∑
i,j=1

ζiζjρxixj(x, t).

Тогда

ρ(x, t+ τ) =

∫

R�

ρ(x+ ζ, t)φ(τ, ζ, x, t)dζ ≈
∫

R�

ρ(x, t)φ(τ, ζ, x, t)dζ +

+

∫

R�

ζ · ∇ρ(x, t)φ(τ, ζ, x, t)dζ + 1

2

n∑
i,j=1

∫

R�

ζiζjρxixj(x, t)φ(τ, ζ, x, t)dζ =

= ρ(x, t) +E · ∇ρ+ 1

2

n∑
i,j=1

āij(x, t)
∂2ρ

∂xi∂xj
.

Объединяя это с (2.2) и заменяя приближенное равенство точным, получаем

τ
∂ρ

∂t
=

1

2

n∑
i,j=1

āij(x, t)
∂2ρ

∂xi∂xj
+ E · ∇ρ. (2.8)

Аналогичное уравнение можно получить с помощью стохастических методов (см. [17]).

Замечание 2.3. Параметр τ может зависеть от самого решения, и это может привести к
такому явлению, как конечная скорость распространения (подробнее см. в [8]).

2.2. Основное предположение.

Гипотеза 2.1. Предположим, что ожидаемое значение плотности потока относительно пара-
метра τ пропорционально скорости потока жидкости:

M0v(x, t) =
E(x, t)

τ
. (2.9)

Здесь M0(x, t)— безразмерная константа, которую для простоты мы предполагаем равной 1.

Фактически, матрицаM0 может зависеть от РПВ φ(x, t, . . .) через усреднение и само ожидаемое
значение. Обратим внимание, что это фундаментальная гипотеза, которая связывает микроско-
пические особенности переноса частиц в среде и макроскопические свойства потока, такие как
скорость в среде и/или на открытом пространстве.
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Из (2.8) и (2.9) получим

∂ρ

∂t
=

n∑
i,j=1

1

2τ
āij(x, t)

∂2ρ

∂xi∂xj
+ (M0v) · ∇ρ. (2.10)

Для 1 � i, j � n положим aij(x, t) = (2τ)−1āij(x, t) и определим матрицу

A(x, t) = (aij(x, t))1�i,j�n =
1

2τ
Ā(x, t). (2.11)

Тогда
∂ρ

∂t
= 〈A(x, t),D2ρ〉+ (M0(x, t)v(x, t)) · ∇ρ. (2.12)

В этом уравнении слагаемое 〈A(x, t),D2ρ〉 представляет диффузию в недивергентной форме, а
слагаемое (M0(x, t)v(x, t)) · ∇ρ представляет конвекцию/перенос.

2.3. Движение жидкости в пористой среде (закон Дарси). Учтем анизотропный закон
Дарси:

v = −K̄(x, t)∇p, (2.13)

где K̄(x, t)—матрица размера n× n. Из (2.12) и (2.13) получим

∂ρ

∂t
= 〈A(x, t),D2ρ〉 − (K(x, t)∇p) · ∇ρ, (2.14)

где
K(x, t) =M0(x, t)K̄(x, t), B(x, t) =M0(x, t)K̄(x, t)�g. (2.15)

Учтем основной закон:
p = P (ρ),

тогда
∂ρ

∂t
= 〈A(x, t),D2ρ〉 − P ′(ρ)(K∇ρ) · ∇ρ+ ρB · ∇ρ. (2.16)

Случай слабосжимаемых жидкостей. Имеем

1

ρ

dρ

dp
= κ = const � 1.

Тогда
∂ρ

∂t
= 〈A(x, t),D2ρ〉 − 1

κρ
(K(x, t)∇ρ) · ∇ρ+ ρB(x, t) · ∇ρ. (2.17)

Случай изоэнтропического течения газа. Имеем p = cργ с удельной теплоемкостью γ � 1,

∂ρ

∂t
= 〈A(x, t),D2ρ〉 − γργ−1(K(x, t)∇ρ) · ∇ρ+ ρB(x, t) · ∇ρ. (2.18)

Замечание 2.4. Сравнение со стандартным уравнением пористой среды: при m > 1

ut = Δ(um) = ∇ · (mum−1∇u) = mum−1Δu+m(m− 1)um−2|∇u|2.
Обратим внимание, что здесь член |∇u|2 имеет положительный коэффициент m(m−1), тогда как
в нашей модели он имеет отрицательный коэффициент. Это серьезное отклонение от стандартных
моделей. Авторы, по сути, не полностью могут объяснить эту особенность модели. Однако, по-
скольку вывод настолько естествен и прямолинеен, мы просто выдвигаем эту идею для изучения
научным сообществом.

В следующих двух разделах мы сосредоточимся исключительно на математическом аспекте
уравнения (2.16).
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Предположение 2.4. Далее предположим, что τ фиксировано и достаточно мало, так что
для всех t

τ
∂ρ

∂t
≈ ρ(τ, x, t+ τ)− ρ(τ, x, t). (2.19)

Более того, функция ρ является гладкой, а функция φ такова, что константы M и m удовлетво-
ряют ограничениям ∣∣∣∣

∫
Δ2k+1φ(Δ, . . .)

∣∣∣∣�
∣∣∣∣
∫

Δφ(Δ, . . .)

∣∣∣∣ для всех k � 1, (2.20)
∣∣∣∣
∫

Δ2kφ(Δ, . . .)

∣∣∣∣�
∫

Δ2φ(Δ, . . .) для всех k � 2. (2.21)

При всех предположениях 2.4 из разложения Тейлора следует, что уравнение материального
баланса Эйнштейна можно аппроксимировать в виде

τ
∂ρ

∂t
=
σ(x, t, τ)

2
(ρxx + ρyy + . . .) + �Δe(x, t, τ) · ∇ρ. (2.22)

Здесь

D = D(x, t, τ) =
1

τ

σ(x)

2
, (2.23)

σ(x, t, τ) =

∫
�Δ · �Δφ(τ,Δ, x, t)dΔ, (2.24)

�Δe(x, t, τ) =

∫
�Δ · φ(τ,Δ, x, t)dΔ. (2.25)

Предположение 2.5. В общем случае функция плотности однокомпонентной однофазной
жидкости зависит от давления и температуры. Здесь мы предполагаем, что жидкость изотер-
мична и плотность ρ является функцией только давления p:

ρ = ρ(p), (2.26)

тогда уравнение 2.22 примет вид

ρpτ
∂p

∂t
= ρp · σ(x, t, τ)

2
∇ · ∇p+ ρpp · σ(x, t, τ)

2
(∇p · ∇p) + �Δe(x)ρp · ∇p. (2.27)

2.4. Специальная линеаризация для класса уравнений в частных производных (2.27).
Пусть

A(p) =
ρpp
ρp
. (2.28)

Обратим внимание, что чисто математически имеется простое соотношение, позволяющее уда-
лить член |∇xp|2 в уравнении (2.27). Другие коэффициенты (параметры) процесса, как можно
увидеть, могут быть весьма нелинейными и зависеть от пространственных переменных.
Обозначим

D = D(x, t, . . .) =
σ(x, t, . . .)

2τ
	= 0 и b =

Δe

τ
. (2.29)

Тогда уравнение (2.27) можно переписать в виде L0(p, p) = 0:

L0(p, ·) = ∂ (·)
∂t

−D∇ · ∇ (·)−DA(p)∇ (·)∇ (·)−�b · ∇ (·) . (2.30)

Очевидно, гладкая функция p(x, t) (p 	= const) является решением уравнения

L0(p, p) = 0

тогда и только тогда, когда
∂p

∂t
−D∇ · ∇p−�b · ∇p = DA(p)∇p · ∇p. (2.31)

Пусть функция f такова, что

A(p)
df(p)

dp
− d2f(p)

dp2
= 0. (2.32)
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Тогда функция u(x, t) = f
(
p(x, t)

)
является решением квазилинейного уравнения

Lu(u) =
∂u

∂t
−D∇ · ∇u−�b · ∇u = 0 (2.33)

тогда и только тогда, когда

L0(p, p) = 0. (2.34)

В общем случае, если
p∫

0

A(s)ds <∞, (2.35)

то мы имеем следующее представление u как решения при условии, что функция p является
решением уравнения L0(p, p) = 0:

u = f(p) = exp
( p∫

0

A(s)ds
)
. (2.36)

Например, если жидкость слабо сжимаема, то u = Ceκp и p =
1

κ
lnu + const. Здесь p � 0

и u � 1. Многие построения, которые используются далее в этой статье, хорошо работают для
класса уравнений в частных производных, которые могут быть получены из результатов этого
раздела 2.4. Сформулируем вышеприведенное наблюдение в терминах следующей теоремы.

Теорема 2.1. Предположим, что
p∫

0

A(s)ds <∞. (2.37)

Пусть p является решением уравнения

L0(p, p) =
∂p

∂t
−D∇ · ∇p−DA(p)∇p · ∇p−�b · ∇p = 0. (2.38)

Тогда функция

u = f(p) (2.39)

является решением уравнения

Lu(u) =
∂u

∂t
−D∇ · ∇u−�b · ∇u = 0 (2.40)

тогда и только тогда, когда

A(s)
df(s)

ds
− d2f(s)

ds2
= 0. (2.41)

Доказательство. Пусть

u = f(p),

тогда доказательство теоремы следует из цепочки тождеств

∂u

∂t
−D∇ · ∇u−�b · ∇u =

df

dp

[
∂u

∂t
−D∇ · ∇u−�b · ∇u

]
−D

d2f

dp2
· ∇u · ∇u =

= DA(p)
df

dp
· (∇u · ∇u)−D

d2f

dp2
· (∇u · ∇u) =

(
A(p) · df

dp
− d2f

dp2

)
·D (∇u · ∇u) .
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2.5. Уравнение Дарси для скорости без учета глобальных сил. В этом пункте мы, ча-
стично повторяя приведенные выше построения, наглядно устанавливаем связь между подходом
Эйнштейна и классическим методом, основанным на уравнении непрерывности (см. [10]).
Предположим, что поле скоростей �b подчиняется классическому уравнению Дарси без учета

гравитации

�b = �v = −k
μ
∇p, (2.42)

где k—проницаемость, а μ— вязкость.
Рассмотрим давление p(x, t) как функцию плотности:

p = F0(ρ) = Φ−1(ρ), (2.43)

или как функцию от вспомогательной функции u:

p = F (u) = f−1(u). (2.44)

Тогда функция давления p(x, t) удовлетворяет уравнению

∂p

∂t
−D∇ · ∇p− k

μ
∇p · ∇p = DA(p)∇p · ∇p. (2.45)

Мы доказали в теореме 2.1, что уравнение для давления можно свести к уравнению для матема-
тической функции u, определенной в (2.39). Когда мы говорим «математическая функция», мы
имеем в виду, что она не имеет физического смысла.
Тогда это уравнение примет вид

Lu(u) =
∂u

∂t
−D∇ · ∇u− 1

df
dp

∣∣
p=F (u)

∇u · ∇u = 0. (2.46)

Перепишем уравнение (2.46) в коэффициентной форме

Lu(u) =
∂u

∂t
−D∇ · ∇u−B(u)∇u · ∇u = 0. (2.47)

Здесь B(u) определяется как структурная функция

B(u) =
1

df
dp

∣∣
p=F (u)

. (2.48)

Теорема 2.2. Предположим, что u является ограниченным решением квазилинейного урав-
нения (2.47). Тогда w(x, t) = W (u) является функцией от (x, t), где W (u) является функцией
от u, а также удовлетворяет уравнению диффузии

∂w

∂t
−D∇2w = 0 (2.49)

тогда и только тогда, когда W (u) является решением уравнения

B(u)
dW

du
−D

d2W

du2
= 0. (2.50)

Доказательство. Доказательство следует из цепочки равенств

∂W

∂t
−D∇ · ∇W =

dW

du

∂u

∂t
− dW

du
D∇ · ∇u− d2W

du2
D∇u · ∇u =

= (∇u · ∇u)B(u)
dW

du
− d2W

du2
D (∇u · ∇u) = ∇u · ∇u

[
B(u)

dW

du
− d2W

du2
D

]
. (2.51)

Тогда утверждение теоремы следует из предположения, что W (u) является решением уравне-
ния (2.50).
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3. Одномерный поток в направлении трещины для псевдостационарных
и стационарных потоков

Мы показали, что моделирование потоков жидкости в пористых средах после линеаризации
может быть сведено к линейному параболическому уравнению. Это позволяет нам применить
аппарат, разработанный в [7]. Предположим, что D = 1, тогда моделирование течения к тре-
щине качественно можно считать одномерным. Благодаря сведению к линейному параболиче-
скому уравнению мы можем рассматривать дискретизацию области потока вблизи трещины как
одномерную сетку. Мы введем два типа процессов: стационарное состояние (СС) и псевдостацио-
нарное состояние (ПСС). Модельную задачу стационарного состояния в области течения можно
записать как

∂2

∂x2
p = 0 в области U (3.1)

с граничными условиями для модельного случая: скорость добычи на трещине x = 0 равна 1, а
давление p(x) = u(x) на внешней границе области задано. Краевая задача может быть записана
следующим образом:

∂2

∂x2
u = 0 в области U. (3.2)

Здесь U = [0, Re], и соответствующие краевые условия для уравнения (3.2) имеют вид

u(Re) = pe, (3.3)
ux = −1. (3.4)

Тогда решение краевой задачи получим в форме

u(x) = −x+ pe. (3.5)

Уравнение материального баланса в случае стационарного состояния записывается в виде

MBss(p) =
p(Δ2 )− 2p(Δ2 +Δ) + p(Δ2 + 2Δ)

Δ2
= 0, (3.6)

то есть
p
(
Δ
2

)− 2p
(
3Δ
2

)
+ p
(
5Δ
2

)
Δ2

= 0. (3.7)

В случае стационарного состояния цель состоит в том, чтобы найти Rss
0 такое, чтобы

решение задачи (3.2)–(3.4) удовлетворяло материальному балансу вида

u(Rss
0 )− 2u(Δ2 +Δ) + u(Δ2 + 2Δ)

Δ2
= 0. (3.8)

Нетрудно видеть, что для одномерного случая в силу уравнения (3.5)

Rss
0 =

Δ

2
. (3.9)

Очевидно, что случай стационарного состояния не учитывает интерференцию между трещинами,
поэтому требуется более точная интерпретация потока в направлении множественных трещин.
По-видимому, это может быть учтено так называемым псевдостационарным режимом добычи,
когда в «середине» между двумя продуктивными трещинами как источниками поток отсутствует.
В этом случае уравнение аналитической задачи имеет вид

∂2

∂x2
w =

1

Re
в области U. (3.10)

Здесь U = [0, Re], и соответствующие краевые условия для уравнения (3.2) примут вид

wx

∣∣∣
x=Re

= 0, (3.11)

wx

∣∣∣
x=0

= −1. (3.12)
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Уравнение материального баланса для случая ПСС в терминах конечно-разностной аппрокси-
мации с учетом геометрии течения принимает вид

MBpss(p) =
p(Δ2 )− 2p(Δ2 +Δ) + p(Δ2 + 2Δ)

Δ2
= α

1

Re
. (3.13)

Подчеркнем еще раз, что конечно-разностное уравнение материального баланса не включает гра-
ничные данные, считается фиксированным для любой Δ и сходится к аналитическому решению
при Δ → 0. Решение в случае ПСС по определению ищется для уравнения в области течения с
конкретным граничным условием, и поэтому имеет вид

w(x) = Ax2 +Bx, (3.14)

где

A =
1

2Re
, (3.15)

B

A
= −2Re, B = −1. (3.16)

И снова, как и в случае стационарного состояния, задача ставится следующим образом:

В случае псевдостационарного состояния требуется найти Rpss
0 такое, что стационарная

часть ПСС является решением

w(R(0,pss))− 2w(Δ2 +Δ) + w(Δ2 + 2Δ)

Δ2
= α

1

Re
. (3.17)

Учитывая (3.14), получим

A · (R(0,pss)

)2
+B · (R(0,pss)− 2

(
A

(
3Δ

2

)2

+B
3Δ

2

)
+A

(
5Δ

2

)2

+B

(
5Δ

2

)
= α

Δ2

Re
. (3.18)

Принимая во внимание (3.16), отсюда будем иметь

− 1

2Re

(
R(0,pss)

)2
+R(0,pss)−2

(
− 1

2Re

(
3Δ

2

)2

+
3Δ

2

)
− 1

2Re

(
5Δ

2

)2

+

(
5Δ

2

)
+α

Δ2

1 · Re
= 0. (3.19)

По сути, мы имеем квадратное уравнение относительно x = R(0,pss):

ax2 + bx+ c = 0, (3.20)

где

a = − 1

2Re
, (3.21)

b =
1

1
= 1, (3.22)

c = −2

(
− 1

2Re

(
3Δ

2

)2

+
3Δ

2

)
− 1

2Re

(
5Δ

2

)2

+

(
5Δ

2

)
+ α

Δ2

1 · Re
. (3.23)

Следовательно, корень можно представить в виде

x = R(0,pss) =
−b+√

b2 − 4ac

2a
= −Re ·

[
−1 +

√
D(α,Re,Δ)

]
. (3.24)

Здесь дискриминант выражается как

D(α,Re,Δ) = 1− 4
1

−2Re

[
−2

(
− 1

2Re

(
3Δ

2

)2

+
3Δ

2

)
− 1

2Re

(
5

2
Δ

)2

+
5

2
Δ + α

Δ2

Re

]
=

= 1−Δ ·Re +
Δ2

4
(8α − 7). (3.25)

Тогда мы придем к следующему утверждению.
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Предложение 3.1.

R(0,pss) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

Δ− Δ2

4Re
(8α − 7)

1 +
√

1− Δ
Re

+ Δ2

4R2
e
(8α− 7)

, α 	= 1;

Δ

2
, α = 1.

(3.26)

Замечание 3.1. Отметим, что уравнение материального баланса Эйнштейна не связано с гра-
ничными условиями, поэтому константа α в (3.17) не связана с граничным условием.

В заключение отметим, что в этой работе можно использовать ПСС-решение для интерпре-
тации величины давления в точках блока, содержащего трещину, и в отличие от СС-решения
оно будет учитывать влияние расстояния на величину давления. Это имеет решающее значение
для более точной оценки результата численного моделирования процесса гидрогенизационного
восстановления на основе качественной картины потоков вблизи источника добычи.
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On the stitching of analytical and numerical solutions of the problem on a virtual

boundary with the dominance of flow geometry in a bounded domain

A. I. Ibraguimov, E. M. Varfolomeev, E. S. Zakirov

Abstract. We are studying the following inverse PDE problem: to find geometric parameter of
the domain of the time-dependent problem that match numerical one. Important feature is that
discretization box of the interest contains source (fractures) generating transport in the porous media.
From industrial point of view, we are building a machinery of the sewing the simulated pressure in
the reservoir with analytical one. The goal is to obtain the value of the pressure function on the
fracture (or near fracture) depending on the distance between multiple fractures (cf. [14]). For that,
we generalize Einstein’s probabilistic method (see [5]) for the Brownian motion to study the fluids
transport in porous media. We generalize Einstein’s paradigm to relate the average changes in the
fluid density with the velocity of fluid and derive an anisotropic diffusion equation in nondivergence
form that contains a convection term. This is then combined with the Darcy and the constitutive laws
for compressible fluid flows to yield a nonlinear partial differential equations for the density function.
Bernstein’s transformation is used to reduce the original nonlinear problem to the linear one. The
method which we employ allow us to use a steady state analytical solution to interpret the result of
numerical time-dependent pressure function on the fracture which takes into account 1-D geometry of
the flow towards “long” fracture.
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