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КОНТИНУАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ РЕЛЕ
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П.А. Мелешенко

Воронежский государственный университет, Воронеж, Россия

Аннотация. Преобразователь континуальной системы реле (еще одно название этой модели—
преобразователь Прейзаха) — достаточно популярная модель, используемая для формализации
широкого круга гистерезисных соотношений. В настоящей статье приведен обзор работ, посвящен-
ных исследованию систем из различных предметных областей (физики, экономики, биологии),
где континуальная система реле играет ключевую роль в описании гистерезисных зависимостей.
Первый раздел работы посвящен описанию входно-выходных соответствий классического преоб-
разователя континуальной системы реле, устанавливаются его основные свойства, описываются
методы построения выхода, использующие формализм функции размагничивания, приводится
обобщение классического преобразователя континуальной системы реле на случай векторных
входно-выходных соответствий. Классифицированные по различным естественно-научным обла-
стям приложения модели Прейзаха приведены во втором разделе. Здесь описаны различные обоб-
щения модели применительно к системам, содержащим ферромагнитные и сегнетоэлектрические
материалы. Основное внимание уделялось экспериментальным работам, где модель континуаль-
ной системы реле использовалась для аналитического описания наблюдаемых в экспериментах
зависимостей. Отдельное внимание в обзоре уделено техническим приложениям модели— накопи-
телям энергии, системам, использующим пьезоэффект, моделям систем с долговременной памя-
тью. В обзоре приведены результаты применения преобразователя Прейзаха в биологии и меди-
цине, а также экономике. В третьем разделе обзора описываются свойства преобразователя кон-
тинуальной системы реле в части реакции на стохастические внешние воздействия и приводится
обобщение модели преобразователя на случай стохастичности пороговых чисел его элементарных
составляющих. Кроме того, в обзоре содержатся свежие результаты в области динамики систем
с преобразователем континуальной системы реле— приводится метод идентификации динами-
ческих режимов, основанный на модификации алгоритма Бенеттина вычисления ляпуновских
показателей в системах с негладкими многозначными характеристиками.

Ключевые слова: гистерезис, неидеальное реле, континуальная система реле, преобразователь
КСР, стохастический вход, темп продаж, ценовая функция, поведение покупателей.
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1. Введение

Линейные модели математической физики являются предметом исследований уже многие го-
ды, и во многих случаях, особенно для задач малой размерности, их свойства известны исчер-
пывающим образом. Хотя линейные модели в ряде случаев детально описывают анализируемые
процессы, в ряде важнейших задач их предсказательная способность оказывается недостаточной.
Зачастую в моделях физики, химии, экономики, медицины, биологии и др. встречаются задачи,
в которых присутствуют нелинейные слагаемые, связанные либо с внутренней структурой, ли-
бо с характером взаимодействий исследуемых систем с окружающей средой. Кроме того, при
постановке и формализации процессов и явлений естественно-научных областей необходимо учи-
тывать принципиальную недетерминированность системных параметров, а также стохастичность
внешних воздействий. Характеристики отдельных звеньев не всегда однозначны. Именно такая
ситуация имеет место в моделях систем с гистерезисными нелинейностями.
Как известно, гистерезис — это явление, проявляющееся в самых различных областях физи-

ки, химии, экономики, биологии. О гистерезисной зависимости принято говорить в ситуации,
когда состояние системы в текущий момент времени определяется не только внешними усло-
виями в этот момент времени, но и во все предшествующие моменты. Как правило, носители
гистерезисных свойств являются частью систем более высокого уровня. Поэтому существенная
нелинейность (неоднозначность характеристик) гистерезисных блоков находит отражение в ди-
намике системы в целом. Математические модели динамических систем с гистерезисными компо-
нентами допускают описание в рамках техники операторно-дифференциальных уравнений, где
гистерезисным звеньям соответствуют операторы, зависящие от своего начального состояния
как от параметра и определенные на широком функциональном пространстве (например, на
пространстве непрерывных функций или функций ограниченной вариации). Возможность та-
кой трактовки гистерезисных нелинейностей основана на развитом М.А. Красносельским и его
учениками [3] операторном подходе к моделированию гистерезисных преобразователей в рамках
теории систем. Гистерезисным явлениям и моделям, их описывающим, посвящена обширная ли-
тература. Достаточно подробное и ясное описание этих моделей, а также приложений, приведено
в [36,137,198]. На сегодняшний момент методы анализа систем с гистерезисными нелинейностями
весьма ограничены. Это связано с целым рядом особенностей: негладкостью операторов, являю-
щихся математическими моделями гистерезисных звеньев; фазовые пространства таких систем,
как правило, включают в себя пространства состояний гистерезисных преобразователей и могут
иметь достаточно сложную (нелинейную) структуру. Именно такая ситуация имеет место при
использовании континуальных моделей гистерезиса (под континуальными понимаются модели
гистерезиса, являющиеся континуальными пределами моделей, состоящих из конечного числа
параллельно соединенных гистеронов). К таким моделям относятся преобразователь Ишлинско-
го (континуальный предел системы, состоящей из семейства упоров) и континуальная система
реле (КСР) [3, 5, 39, 40, 50, 103, 129, 156, 180, 182–184]. В то же время, существует альтернатив-
ный подход, связанный с использованием феноменологических моделей — модели Боука—Вена,
Айвана, Дьюема и др. [98,107,126]. Указанные модели формализуются посредством низкоразмер-
ных систем обыкновенных дифференциальных уравнений и представляют собой очень удобный
инструмент для исследования динамики систем с гистерезисом. Указанные выше феноменологи-
ческие модели являются многопараметрическими, настройка (выбор параметров) к настоящему
времени детально описан в работах [41,96,97]. Что касается модели континуальной системы реле,
то один из первых результатов, позволяющих идентифицировать параметры этой модели (меру),
содержится в [92].
Принципиальное отличие конструктивных моделей гистерезиса от феноменологических заклю-

чается в их «физичности», что позволяет естественным образом имплементировать их в модели
реальных физических процессов. Указанные модели исследовались во многих работах, среди ко-
торых отметим ставшими классическими труды [17,64, 151,162].
Идеи, связанные с описанием ферромагнитного гистерезиса посредством систем неидеальных

реле, восходят к работе [200]. В 1935 году Прейзах предложил ясную геометрическую интерпрета-
цию континуальной системы неидеальных реле, являющуюся основой модели ферромагнитного
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гистерезиса [162]. (Перевод этой основополагающей работы на английский язык опубликован
в [163].)
Хотя первоначально модель преобразователя КСР была сформулирована для ферромагнит-

ных материалов [162], именно Эверетт [17, 64, 65] осознал ее применимость к широкому спектру
явлений из различных научных областей. К настоящему времени область применимости моде-
ли КСР столь же широка, как и естественно-научные области, где встречаются гистерезисные
явления.
Настоящий обзор структурирован следующим образом: в первом разделе приводится описа-

ние неидеального реле, систем неидеальных реле, соединенных параллельно, и преобразователя
КСР— континуальной системе неидеальных реле, соединенных параллельно. Также в первом раз-
деле сформулированы основные свойства преобразователя КСР (непрерывность, монотонность
по входам и начальным состояниям, почти управляемость и др.) Кроме того, описывается про-
цедура, позволяющая идентифицировать выход в помощью функции Эверетта [36]. В заключи-
тельной части приводятся недавно полученные экспериментальные данные, свидетельствующие
о физической реализуемости частиц Прейзаха (Preisach particles).
Второй раздел посвящен обзору работ, где преобразователь КСР применялся для моделирова-

ния гистерезисных явлений в технических системах, прежде всего, системах, содержащих носи-
тели ферромагнитных и сегнетоэлектрических свойств. В отдельный подраздел выделены рабо-
ты, посвященные динамике преобразователей-накопителей энергии, приводов и сенсоров (energy
harvesters, actuators, sensors), моделированию многоразрядных запоминающих устройств, сете-
вых структур с гистерезисными элементами. Последний подраздел посвящен обзору работ, рас-
сматривающих динамику жидкости в пористых средах с учетом гистерезисных эффектов, мо-
делируемых преобразователем КСР. В третьем разделе рассматриваются задачи оптимального
управления, объекты в которых описываются системой дифференциальных операторных урав-
нений с преобразователем КСР. Предпоследний подраздел посвящен влиянию стохастических
внешних воздействий и недетерминированным системам. Наконец, последний подраздел содер-
жит сведения о применении преобразователя КСР в науках о живых системах и в общественных
науках.
В заключении поводятся итоги роли преобразователя КСР в современных научных и научно-

технических исследованиях.

2. Преобразователь КСР и его основные свойства

2.1. Неидеальное реле. В классическом подходе к описанию гистерезисных нелинейностей,
развитом М.А. Красносельским и А.В. Покровским [3], гистерезисные операторы трактуются
как преобразователи, определенные на пространстве непрерывных функций, динамика которых
описывается соотношениями: «вход—состояние» и «состояние—выход».
Обозначим через R[α, β, x0, t0] гистерезисный преобразователь, отвечающий неидеальному ре-

ле с пороговыми числами α и β, где x0 ∈ {0, 1}—начальное состояние преобразователя, t0—
начальный момент времени. Пространством состояний неидеального реле является двухэлемент-
ное множество B = {0, 1}. Входом системы является непрерывная при t � t0 функция u(t),
выходом — ступенчатая функция x(t), определяемая операторным соотношением:

x(t) = R[α, β, x0, t0]u(t). (2.1)

При этом начальное состояние x0 преобразователя должно удовлетворять условию:

x0 =

{
0, если u(0) � α,

1, если u(0) � β.
(2.2)

В случае выполнения неравенств α � u(0) � β величина x0 может принимать любое значение
из множества B. Значения выхода x(t) при непрерывном входе u(t) для t ∈ (t0,∞) при каждом
t = τ определяются согласно правилу:

R[α, β, x0, t0]u(τ) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
x0, если ∀t ∈ [t0, τ ] : [α < u(t) < β],

1, если ∃t′ ∈ [t0, τ) : [u(t′) � β] ∧ {∀t ∈ [t′, τ ] : [u(t) > α]},
0, если ∃t′ ∈ [t0, τ) : [u(t′) � α] ∧ {∀t ∈ [t′, τ ] : [u(t) < β]}.

(2.3)
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Будем говорить, что реле включено, если выход равен единице. В противном случае оно нахо-
дится в выключенном состоянии, или реле отключено. Значения β и α часто называют порогом
включения и порогом выключения (отпускания) соответственно.
Таким образом, соответствие «вход—выход» неидеального реле описываются разрывным опе-

ратором (2.3). Схематично взаимосвязь между входом и выходом преобразователя R[α, β, x0, t0]
представлена на рис. 1.

α β
u

1

O

x

Рис. 1. Взаимосвязь между входом и выходом преобразователя R[α, β, x0, t0].

Fig. 1. The relationship between the input and output of the converter R[α, β, x0, t0].

Детальное описание преобразователя неидеального реле, а также его свойств приведено в [3].
Из недавних работ отметим содержательные результаты [54,55,88,89,99], моделирующие процесс
формирования нелинейных структур и, в том числе, колец Лизеганга (Liesegang rings) в системах
реакция—диффузия с релейными нелинейностями. Динамике систем с релейными нелинейностя-
ми в части исследования существования, единственности и устойчивости периодических решений
посвящены работы [108,201]. В монографии [3] показано, что оператор неидеального реле допус-
кает непрерывную аппроксимацию дифференциальным уравнением с неоднозначной характери-
стикой. При этом аналогом переключений в неидеальном реле являются «быстрые» движения
на фазовой плоскости. Такой подход оказался весьма удобным применительно к описанию ре-
альных физических систем с релейным гистерезисом, поскольку позволил формально описывать
динамические процессы только в рамках дифференциальных уравнений. Дополнительно отметим
работы [51, 118], где гистерезис интерпретировался в терминах систем с «быстрым» и «медлен-
ным» движением.
Ниже приведем свойства преобразователя неидеального реле, которые потребуются для вве-

дения более сложных конструкций в дальнейших разделах настоящего обзора.
Справедливо полугрупповое тождество:

R[α, β, x0, t0]u(t) = R[α, β,R[α, β, x0, t0]u(t1), t1]u(t), (2.4)

где t0 � t1 � t, наглядный смысл которого заключается в возможности подачи входного сигнала
u(t) при t > t0 на преобразователь, находящийся в момент t = t0 в состоянии u0, x0.
Значения выхода неидеального реле при произвольном непрерывном входе u(t) определяются

принципом отсутствия лишних переключений (exclusion of superfluous switching rule): выход x(t)
принимает постоянное значение на замкнутом промежутке [t1, t2], если либо x(t1) = 0 и u(t) < α
при t ∈ [t1, t2], либо x(t1) = 1 и u(t) > β при t ∈ [t1, t2]. Правило отсутствия лишних переключений
является прямым следствием определения (2.3).
Состояние преобразователя в каждый фиксированный момент времени t = τ полностью опре-

деляется значениями uτ = u(τ), xτ = x(τ) входа и выхода, такой преобразователь называют
детерминированным. Следовательно, неидеальное реле является детерминированным преобра-
зователем, определенным на всех непрерывных входах.
Преобразователь управляем, если для любых двух возможных состояний {u0, x0}, {u1, x1},

можно указать такой допустимый при состоянии {u0, x0} вход u(t) (t0 < t < t1), что выполняются
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равенства u(t0) = u0, u(t1) = u1, R[α, β, x0, t0]u(t1) = x1. Неидеальное реле, как несложно видеть,
управляемо.
Справедливо свойство монотонности по входам: если два возможных состояния неидеального

реле u(t0), x0 и v(t0), y0 таковы, что(
(x0 � y0)∧{∀t ∈ (t0,∞) : [u(t) � v(t)]}) ⇒

⇒ (∀t ∈ (t0,∞) : {R[α, β, x0, t0]u(t) � R[α, β, x0, t0]v(t)}). (2.5)

В силу определения и изложенных выше свойств R[α, β, x0, t0] можно трактовать как оператор,
действующий из пространства C = C(t0, t1) непрерывных на [t0, t1] функций u(t) в пространство
Lq(0, 1) измеримых функций, таких, что q-я степень функций интегрируема (здесь 1 � q � ∞).
Замечание. Заметим, что выбор элементов двухэлементного множества B может быть произ-

веден и другим способом, например, как {−1, 1}. За исключением абсолютных значений выхода
реле, определение (2.3) и свойства неидеального реле не изменятся. Легко видеть, что биектив-
ное отображение f : [−1, 1] → [0, 1], заданное согласно правилу f(x) = (1 + x)/2, делает выбор
конкретных значений элементов B полностью эквивалентным.

Поведение различных систем, математические модели которых включают в свой состав неиде-
альное реле, изучалось в работах [16, 44, 83, 127,161,181].

2.2. Системы реле. Рассмотрим набор из N неидеальных реле, занумерованных индексом j,
где 1 � j � N. Система реле RN , соединенных параллельно, схематично представлена на рис. 2.
Выход определяется естественным образом как взвешенная сумма выходов, получаемых от каж-
дого из индивидуальных реле:

RN

[{
x
(0)
0 , x

(1)
0 , . . . , x

(N)
0

}
, t0

]
u(t) =

N∑
j=1

μjR
[
αj, βj , x

(j)
0 , t0

]
u(t), (2.6)

где
{
x
(0)
0 , x

(1)
0 , . . . , x

(N)
0

}
—множество начальных состояний конечной системы реле.

u(t)
μ1

μ2

μN

R1

R2

. . .

RN

∑
j

μjRj x(t)

Рис. 2. Параллельное соединение N экземпляров неидеальных реле Rj [αj , βj ,

x
(j)
0 , t0], взятых с весами μj > 0, где j = 1, . . . , N.

Fig. 2. Parallel connection of N instances of nonideal relays Rj[αj , βj , x
(j)
0 , t0] taken

with weights μj > 0, where j = 1, . . . , N.

Справедливо свойство монотонности конечной системы неидеальных реле относительно функ-
ции входа u(t), что является непосредственным следствием линейности конструкции (2.6) и мо-
нотонности по входу одного гистерона. Система не является управляемой, как легко видеть
в частном случае двух неидеальных реле. В самом деле, параллельное соединение двух реле
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R1[α1, β1, x
(1)
0 , t0] и R2[α2, β2, x

(2)
0 , t0], где β1,2 = α1,2 + ε (при условии 0 < ε < |β − α|), x(0) = 1,

x(1) = 0, характеризуется следующим поведением: легко видеть, что для любых допустимых
входов u(t) справедлива импликация

(R1[α1, β1, x
(1)
0 , t0]u(t) = 1) ⇒ (R2[α2, β2, x

(2)
0 , t0] = 1), (2.7)

т. е. событие «первое реле выключено, а второе — включено» является невозможным.

2.3. Определение преобразователя КСР. Преобразователь КСР является континуальным
аналогом семейства неидеальных реле, соединенных параллельно. Впервые идея, восходящая к
указанной модели, была изложена в [200]. К настоящему времени эта модель детально описана во
многих монографиях, из которых отметим [3, 36, 137,149]. Пространство состояний преобразова-
теля КСР состоит из пар {u, z(α, β)}, где u—произвольное число, а z(α, β)— характеристическая
функция подмножества полуплоскости α < β.
Пространство состояний этого преобразователя иллюстрирует рис. 3. Ломаная линия L(t)

разбивает полуплоскость {(α, β) : α < β} = S(0) ∪ L(t) ∪ S(1) на два подмножества: S(1) состо-
ит из гистеронов находящихся в выключенном состоянии, а S(0) —из гистеронов, находящихся
во включенном состоянии. Кривая L(t) имеет лестничный вид (staircase), координаты αk и βk
(k = 1, 2, . . . ) ее точек негладкости совпадают с локальными минимумами и максимумами в
предыдущие моменты времени соответственно.

u(t)

0 0 0 0 0

0 0 0

0

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

L(t)

α

β

Рис. 3. Элемент пространства состояний набора неидеальных реле. Заливкой цве-
том выделены гистероны, находящиеся во включенном состоянии.

Fig. 3. Element of the state space of a set of nonideal relays. The hysterons in the
switched-on state are highlighted in color.

Соотношение «вход — переменное состояние» преобразователя КСР задается оператором Γ:

z(α, β, t) = Γ[z0(γ)]u(t) = μ(α, β)R[z0(α, β), α(γ), β(γ)]u(t), (2.8)

где γ ∈ {(α, β) : α < β}, μ(α, β)—весовая функция, отражающая плотность распределения эле-
ментарных гистеронов. Заметим, что μ(α, β) часто называют функцией Прейзаха.
Допустимым входом называется любая непрерывная функция u(t), начальное значение u(0)

которой согласовано с начальным состоянием оператора КСР, как показано на рис. 3. В [3] было
показано, что многие гистерезисные преобразователи допускают естественное обобщение в ча-
сти расширения области определения на разрывные функции, функции ограниченной вариации
(BV functions). Однако в технических и иных приложениях, как правило, достаточно корректно
определить гистерезисные преобразователи на пространстве непрерывных функций. В дальней-
шем будем предполагать, что все рассматриваемые входы непрерывны.
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Выходом преобразователя КСР является мера M множества тех точек (α, β) указанной полу-
плоскости, для которых состояние равно единице:

x(t) =

∫
α<β

z(α, β, t)dαdβ = M({(α, β) : R[z0(α, β), α(γ), β(γ)]u(t) = 1}). (2.9)

На рис. 4 проиллюстрирован выход преобразователя КСР и состояние в конечный момент
времени T для кусочно-линейной функции u(t), t ∈ [0, T ].

Рис. 4. а) Кусочно-линейная функция входа u(t); б) петля гистерезиса в коор-
динатах (u, x); в) состояние преобразователя КСР в момент времени T = 1000.
Количество элементарных гистеронов равно 20100.

Fig. 4. а) Piecewise linear input function u(t); б) hysteresis loop in coordinates (u, x);
в) state of the CSR converter at time T = 1000. The number of elementary hysterons
is 20100.

Исходя из геометрической интерпретации, в ряде задач удобно представить выход в виде:

x(t) =

∫∫
S(+)

μ(α, β)dαdβ. (2.10)

Заметим, что функция μ(α, β) в большинстве практических задач неизвестна. Для ее аппрокси-
мации предложено использовать функции Гаусса [26]

μ(α, β) = A exp

{
−1

2

[(
β − α− 2h

2h
σ

)2

+

(
β + α

2h
σ

)2
]}

, A, h, σ — const, (2.11)

функции Лоренца [13]

μ(α, β) =
B

[1 + (s(β − g)/g)2] [1 + (s(α+ g)/g)2]
, B, g, s— const, (2.12)

модель Айвана—Дженкинса (Iwan—Jenkins model) [186]

μ(α, β) =
kJ
2

{
δ(β − α) − kJ

2

1

fy,max − fy,min

[
H
(
β − α− 2

fy,min

kJ

)
−H

(
β − α− 2

fy,max

kJ

)]}
, (2.13)

где kJ —линейная жесткость (linear stiffness) элемента Дженкинса, δ(·)—дельта-функция Дира-
ка, H(·)—функция Хевисайда (Heaviside), fy,min и fy,max—минимальное и максимальное значе-
ние функции выхода соответственно. Заметим, что известны также и другие способы аппрокси-
мации плотности распределения элементарных гистеронов [52, 191]. Также отметим фундамен-
тальную работу [92], в которой приведен элегантный алгоритм последовательной локализации
плотности гистеронов на полуплоскости {(α, β) : α < β}.
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2.4. Вычисление выходов и свойства гистерезисного преобразователя КСР. Для вы-
числения выхода при конкретном заданном входе удобно использовать аппарат функций размаг-
ничивания (demagnetization function). Функция размагничивания гистерезисного преобразовате-
ля КСР определяется следующим образом [3]:

Φ(ξ, η) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

μ({(α, β) : ξ � α < β � η}), если ξ < η,

0, если ξ = η,

−μ({(α, β) : η � α < β � ξ}), если ξ > η.

(2.14)

Из определения функции Φ(ξ, η) следует, что она обладает свойством монотонности по каждой
из своих переменных:

∀ξ1, ξ2, η ((ξ1 � ξ2) ⇒ (Φ(ξ1, η) � Φ(ξ2, η))) , (2.15)
∀ξ, η1, η2 ((η1 � η2) ⇒ (Φ(ξ1, η) � Φ(ξ2, η))) . (2.16)

Кроме того, Φ(ξ, η) при ξ � η полунепрерывна по ξ слева и по η справа. Важность введенного
определения (2.14) проявляется в возможности экспериментального вычисления этой функции
и, следовательно, вычисления (в ряде задач) неизвестной меры μ. В самом деле, при кусочно-
линейном входе вида

u0(t) =

{
ξ + (η − ξ)(t− t0), если t0 � t � τ,

η + (ξ − η)[t− (t0 + τ)], если τ � t � T,
(2.17)

где t0, τ, T —некоторые положительные константы (причем t0 < τ < T < ∞), и произвольном
начальном состоянии {u0, z0(α, β)} выполняется соотношение:

R[t0, z0(α, β), μ]u0(τ) −R[t0, z0(α, β), μ]u0(T ) = Φ(ξ, η). (2.18)

Представим произвольную непрерывную функцию входа u(t) как предел последовательности
кусочно-монотонных функций. Тогда справедливо равенство:

R[t0, z0(α, β), μ]u(τ3) −R[t0, z0(α, β), μ]u(τ2) = −Φ(u(τ2), u(τ3)), (2.19)

где t0 � τ1 < τ2 < τ3 < ∞, и значения входа u(t) на [τ1, τ2] образуют промежуток [u(τ1), u(τ2)],
значения входа на [τ2, τ3]—промежуток [u(τ2), u(τ3)], и u(τ3) ∈ [τ1, τ2].
Перечислим основные свойства преобразователя КСР [3,137,197]:
1) независимость от скорости изменения входа (rate-independence);
2) непрерывность;
3) монотонность по входам и начальным состояниям;
4) виброкорректность;
5) детерминированность;
6) почти управляемость;
7) свойство «заметания» (wiping-out property);
8) конгруэнтность (congruency).
Независимость от скорости изменения входа: для любого входа траектория в координатах

(u(t), x(t)) инвариантна относительно произвольного гомеоморфизма по времени (другими сло-
вами, траектория не зависит от скорости изменения u(t)).
Преобразователь континуальной системы реле, трактуемый как оператор, действующий из

пространства непрерывных функций в себя, является непрерывным для широкого класса мер на
плоскости. Для этого достаточно, чтобы мера была абсолютно непрерывна относительно лебе-
говой меры. Отметим, что преобразователь конечной системы реле, соединенных параллельно,
континуальным аналогом которого является преобразователь КСР, указанным свойством не об-
ладает. Свойства операторов, соответствующих наборам конечной системы реле, действующим
из пространства непрерывных функций в пространство интегрируемых в q-й степени функций
(где q > 1), рассмотрены в [3].
Монотонность оператора индивидуального реле распространяется и на континуальную

систему:

[∀t � t0 : u(t) � v(t)]&[z1(α, β) � z2(α, β)] ⇒ (∀t � t0 : R[t0, z0(α, β)](t) � R[t0, z0(α, β)]v(t)) .
(2.20)
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Несмотря на то, что неидеальное реле является разрывным преобразователем, преобразователь
КСР обладают свойством виброкорректности: преобразователь R[t0, z0(α, β)] равномерно вибро-
корректен, если и только если мера каждой кривой α+β = ψ(β−α) (α < β), где ψ удовлетворяет
условию Липшица ψ ∈ {ϕ : |ϕ(u) − ϕ(v)| � |u− v|}, равна нулю [3].
Свойство «заметания» гласит, что достижение функцией u(t) локального максимума стирает

вершины L(t), чьи β-координаты меньше этого максимума, и достижение функцией u(t) ло-
кального минимума стирает вершины, чьи α-координаты находятся выше этого минимума. Это
свойство отражает факт, что модель КСР не накапливает информацию о прошлых экстремаль-
ные значениях входных данных. Другими словами, только последовательность чередующихся
мажорирующих входных экстремумов сохраняется в модели. Все остальные экстремумы u(t)
стираются и не оказывают влияния на состояние преобразователя.
Конгруэнтность преобразователя КСР означает, что при условии симметрии меры Прейзаха

μ(α, β) ≡ μ(α+ β) все малые петли гистерезиса, соответствующие изменениям входа u(t) между
одними и теми же двумя последовательными экстремальными значениями, являются конгру-
энтными. Петли гистерезиса в этом случае инвариантны относительно линейных сдвигов (linear
translation).
Строгие доказательства свойств заметания и конгруэнтности см. в работе [32].
Свойства преобразователя КСР обобщает теорема о характеристике (characterization theo-

rem) [197]:

Теорема 2.1 (теорема о характеристике). Выполнение свойств заметания и конгруэнтно-
сти для некоторого функционального оператора является необходимым и достаточным усло-
вием для представления этого оператора в виде преобразователя КСР для кусочно-монотонных
входов.

2.5. Векторная модель и sweeping-процессы. Обобщение гистерезисных операторов на
случай векторных пространств привлекает внимание исследователей достаточно долгое время
и восходит к классической работе [188]. Современный подход к построению векторного аналога
преобразователя КСР основан на том, что формируется континуальный набор классических (ска-
лярных) преобразователей КСР, расположенных по всем направлениям ϕ ∈ [0, 2π) в некоторой
заданной плоскости [8, 138]. Суперпозиция таких скалярных операторов и образует векторный
преобразователь, выход которого x(t) по определению равен:

x(t) =

2π∫
0

ζ(ϕ)aϕΓϕ(aϕ · u(t))dϕ, (2.21)

где aϕ — единичный вектор в направлении, характеризуемом углом ϕ, Γ— скалярный оператор
КСР, функция ζ(ϕ) определяет анизотропные свойства среды, (a · b)— скалярное произведение
векторов в евклидовом пространстве. С использованием (2.9) формулу (2.21) обычно представ-
ляют в виде:

x(t) =

2π∫
0

ζ(ϕ)aϕ

⎛
⎜⎝∫∫
α<β

μ(α, β)R[α, β, x0, t0](aϕ · u(t))dαdβ

⎞
⎟⎠ dϕ. (2.22)

Известен ряд обобщений (2.22) на случай трехмерного пространства выходов [135,137]. Содержа-
тельные приложения векторных моделей гистерезиса к образованию пространственных структур
и динамики популяций содержатся в [87, 93, 94].
Также отметим близкое к гистерезису понятие, связанное с входно-выходными соответствиями

в рамках так называемых sweeping-процессов. Простейшая модель, относящаяся к этому классу,
описывает связь между движением выпуклой рамки на плоскости и координатами точки, обуслав-
ливающей указанное движение. Математическая модель sweeping-процесса сводится к дифферен-

циальному включению
dx

dt
∈ F (t, x), где правая часть есть многозначное отображение. А решени-

ем указанного включения называется абсолютно непрерывная функция, удовлетворяющая этому
включению при почти всех значениях t. Первые работы в этом направлении относятся к началу
70-х годов прошлого века [146–148]. Из недавних работ выделим [111], посвященную исследованию
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управляемой системы с обратной связью в форме sweeping-процесса; [109], где введено понятие и
доказана устойчивость положения равновесия автономного sweeping-процесса; [110], где доказа-
на разрешимость дифференциальных включений, возмущенных в классе функций ограниченной
вариации.

3. Моделирование технических систем

3.1. Ферромагнитные и сегнетоэлектрические материалы. Вещества, способные обла-
дать намагниченностью в отсутствие внешнего магнитного поля, относятся к классу ферромаг-
нитных материалов. Магнитная индукция B в таких веществах зависит от напряженности внеш-
него магнитного поляH нелинейным образом. Гистерезис в магнитных средах проявляется в виде
зависимости вектора намагниченности и вектора магнитной индукции в веществе не только от
напряженности приложенного внешнего поля, но и от предыстории его изменения и состояния об-
разца. Магнитный гистерезис проявляется в ферромагнитных материалах (к которым относятся
железо, никель, кобальт; гадолиний и некоторые другие редкоземельные элементы; также сплавы
на их основе). Заметим, что ферромагнитные свойства материала зависят от температуры.
Магнитные свойства ферромагнетиков определяются спиновыми магнитными моментами элек-

тронов. В указанных кристаллических материалах формируются условия, при которых магнит-
ные моменты электронов располагаются параллельно друг другу. В результате возникают об-
ласти спонтанного намагничивания, иначе называемые магнитными доменами, или доменами
Вейсса (Weiss domains). Внутри каждого домена вектор намагниченности, равный магнитному
моменту единицы объема, является постоянным по величине и направлению. Между доменами
имеются относительно тонкие доменные стенки толщиной в несколько атомов, в которых направ-
ление намагничивания плавно меняется от направления одного домена к направлению в другом.
При изменении внешнего магнитного поля стенки смещаются, изменяя относительные размеры
и форму доменов.
В отсутствие внешнего поля в пределах каждого домена ферромагнетик спонтанно намагни-

чен до насыщения и обладает определенным магнитным моментом, причем направления таких
моментов для разных доменов различны, т. е. обычных условиях направления магнитных момен-
тов хаотически распределены в пространстве, и образец в целом представляется макроскопиче-
ски ненамагниченным. В слабых полях происходит смещение границ доменов, в результате чего
происходит увеличение тех из них, магнитные моменты которых составляют с вектором H отно-
сительно малый угол. Заметим, что такое смещение в слабых полях носит обратимый характер.
С увеличением H домены с меньшими углами практически полностью поглощают все осталь-
ные. Однако при дальнейшем росте H будет наблюдаться еще один эффект, заключающийся в
повороте магнитных моментов доменов сонаправленно внешнему полю. Моменты электронов в
пределах домена в этом случае поворачиваются единомоментно, и перемагничивание приобретает
необратимый характер, возникает эффект гистерезиса.
Даже при монотонном и непрерывном изменении внешних условий наблюдается скачкообраз-

ное изменение намагниченности ферромагнитного вещества, приводящее к изменению доменной
структуры материала. Это явление называется эффектом Баркгаузена и обусловлено наличием
различного рода неоднородностей материала, в частности, дислокации, инородные включения,
остаточные механические напряжения и т. д. Указанные неоднородности препятствуют пере-
стройке магнитной структуры, но при достижении некоторого порогового значения H доменная
стенка продвигается скачкообразным образом. Из-за подобных препятствий кривая намагничи-
вания ферромагнетика имеет ступенчатый характер.
Таким образом, физической основой гистерезиса в ферромагнитных материалах является дей-

ствие двух эффектов:

1) вращения вектора намагниченности;
2) изменения размера и/или количества магнитных доменов.

Помимо модели Прейзаха, для описания нелинейных зависимостей в ферромагнитных ма-
териалах также широко используются модели Джиля—Атертона (Jiles—Atherton) и Стонера—
Вольфарта (Stoner—Wohlfarth).
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Модель магнитного гистерезиса Джиля—Атертона была введена в 1984 г. для изотропных ма-
териалов и впоследствии была обобщена на анизотропные [104,168]. Намагниченность M образца
в этой модели вычисляется по следующему алгоритму:
1) по величине намагниченности M с учетом коэффициента междоменной связи α рассчиты-
вается эффективное магнитное поле Heff = H + αM ;

2) на основе Heff рассчитывается негистерезисная составляющая Man;
3) наконец, намагниченность M вычисляется с помощью численного решения некоторого
обыкновенного дифференциального уравнения с учетом знака производной напряженности
магнитного поля H:

dM(H)

dH
=

Man(H) −M(H)

k − α[Man(H) −M(H)]
. (3.1)

Доказано, что за счет специального выбора меры преобразователя КСР можно добиться сов-
падения входно-выходных соответствий модели Джиля—Атертона и преобразователя КСР [155].
Заметим, что в ряде работ было проведено сравнение моделей КСР и Джиля—Атертона [10,60],
а в недавней работе [130] построена новая гибридная модель гистерезиса на их основе с ис-
пользованием нейронных сетей с обучением по алгоритму обратного распространения ошибок
(backpropagation neural networks).
В модели Стонера—Вольфарта намагниченность M не изменяется внутри ферромагнетика,

но этот вектор вращается при изменении магнитного поля H [188]. Магнитное поле изменяется
только вдоль одной оси; его скалярная проекция h является положительной в одном направлении
и отрицательной в противоположном. Предполагается, что ферромагнетик состоит из одноосных
магнитных частиц. В условиях изменяющегося внешнего магнитного поля намагниченность огра-
ничена плоскостью, содержащей направление магнитного поля и легкую ось (для большинства
магнитно-анизотропных материалов существует два противоположных направления наибольше-
го намагничивания материала, и линия, параллельная этим направлениям, называется легкой
осью.) Модель Стонера—Вольфарта описывает процесс вращения домена с использованием эл-
липсоидальных частиц с одноосной анизотропией, моделирующих доменные области. Магнитный
момент таких частиц определяется анизотропией, а его положение равновесия определено услови-
ями минимума энергии. Но для проведения расчетов требуется функция распределение частиц в
ферромагнитном материале, которая, как правило, неизвестна [192]. Среди других особенностей
этой модели, ограничивающих ее использование в физических приложениях, отметим формиро-
вание в ее рамках только симметричных внутренних петель гистерезиса (minor loops).
Классическая модель Прейзаха широко применяется для моделирования нелинейных явле-

ний в ферромагнетиках [42, 75, 135, 174]. В серии работ Майергольца [136, 141–143] предложены
некоторые ее обобщения. Так, например, в [141] предложено обобщение модели, в которой в урав-
нение (2.9) добавляется слагаемое

x(t) =

∫
α<β

μ(u(t), α, β)Γ[z0(γ)]u(t)dαdβ +

∞∫
−∞

ν(β)λ̂βu(t)dβ, (3.2)

где оператор λ̂β определен на пространстве допустимых входов согласно правилу:{
λ̂βu(t) = −1, если u(t) < β,

λ̂βu(t) = 1, если u(t) > β.
(3.3)

Весовая функция ν(β) отражает распределение плотности операторов λ̂β по оси β. (Заметим,
что в настоящей работе величины α и β поменяны местами относительно обозначений в работах
Майергольца.)
Обратим внимание на два важных отличия (3.2) от классической модели. Во-первых, весовая

функция μ(u(t), α, β) зависит от входа u(t). Во-вторых, введение в определение выхода интеграла
∞∫

−∞
ν(β)λ̂βu(t)dβ отражает влияние полностью обратимой компоненты гистерезисной нелинейно-

сти. В итоге, выход x(t) описывается частично обратимой зависимостью, что позволяет модели-
ровать, например, петли гистерезиса, образуемые доменами Стонера—Вольфарта [188].
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В классической модели Прейзаха малые петли гистерезиса являются конгруэнтными. Для то-
го, чтобы обойти это ограничение, в работе [136] предложено следующее определение выхода
динамической модели КСР:

x(t) =

∫
α<β

μ

(
u(t), α, β,

dx(t)

dt

)
Γ[z0(γ)]u(t)dαdβ +

1

2

(
f−u(t) + f+u(t)

)
, (3.4)

где f−u(t) и f
+
u(t) являются выходными значениями на нисходящей и восходящей ветвях основного

контура гистерезиса соответственно. Как видим из (3.4), в уравнение введена зависимость весовой
функции от скорости изменения выхода.
Теория, первоначально разработанная для ферромагнитных систем, может быть адаптирована

к сегнетоэлектрическим материалам, на которых сконцентрировано внимание исследователей в
области актуаторов и преобразователей-накопителей энергии.
Спонтанная поляризация сегнетоэлектрического материала и, как следствие, нелинейная за-

висимость электрического смещения (dispacement) от внешнего электрического поля демонстри-
руют вид классической петли гистерезиса во многих классах кристаллических материалов. Зави-
симость физических величин от предыстории используется как материальная основа для реали-
зации энергонезависимой RAM-памяти для электронных вычислительных систем и RFID-карт
(radio-frequency identification) [20, 45].
Модель КСР применялась для описания такого рода зависимостей во многих работах, среди

которых можно отметить, например, [42,45]. В работе [171] проведено моделирование сегнетоэлек-
трических суженных петель (pinched, или constricted). Исходя из модельной функции распределе-
ния дипольного момента в материале, получено аналитическое выражение для результирующей
сегнетоэлектрической петли, и соответствующая форма гистерезиса отражает ее явное сужение.
Применяемый подход позволяет идентифицировать распределения дефектов, исходя из характе-
ристики цикла.
Существенное отличие от ферромагнитных эффектов заключается в том, что, как правило, су-

ществует максимальное значение внешнего поля, при котором материал может эксплуатировать-
ся без повреждения (пробоя). Таким образом, приложенное поле пьезокерамического материала
не может достичь положения насыщения. Часто предполагается, что максимально допустимое
входное значение образует ограничивающий треугольник для модели КСР в пьезокерамической
системе привода. Но в приложениях системное входное значение часто не достигает этого фик-
сированного максимального значения, и иногда начальное входное значение может быть просто
нулевым.
Экспериментальные данные показывают, что классическая модель КСР с достаточной точно-

стью моделирует пьезокерамический преобразователь (piezoceramic actuator), когда он подвер-
гается воздействию низкочастотного электрического напряжения. Точность модели ухудшается,
если диапазон частот напряжения становится шире, а также в случае относительно больших
механических нагрузок [95].
Кроме того, отметим, что модель Прейзаха естественным образом используется при разработке

математических моделей ферромагнетизма в рамках вариационного принципа [145]. В указанной
книге приводится строгое обоснование гистерезисной модели, описывающей входно-выходные со-
ответствия на основе КСР.

3.2. Идентификация меры и технические системы. Прямой и обратный пьезоэлектриче-
ский эффект и, соответственно, функционирующие на их основе технические системы находят са-
мое широкое применение в промышленности. Приведем краткий список таких устройств: кварце-
вые резонаторы (crystal oscillator), используемые как эталон частоты, пьезотрансформаторы для
изменения напряжения высокой частоты, датчики микрофонов и гидрофонов, пьезокерамиче-
ские излучатели звука и ультразвука, системы точного позиционирования [128,170]. В последние
годы этот список расширился за счет значительного прогресса в разработке преобразователей-
накопителей энергии (energy harvesters) (см. например, работы [23, 73, 131], в которых подчер-
кивается роль нелинейных и гистерезисных эффектов в функционировании и эффективности
преобразования таких устройств).
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Как известно, процесс запасания энергии заключается в перераспределении кинетической энер-
гии колеблющегося массивного тела в электрическую форму энергии [91]. Принципиальное зна-
чение в этом эффекте имеет нелинейность характеристик механической и/или электрической
подсистем. В работах [53,72,169] подчеркивается значимость наличия нелинейных звеньев в пре-
образователях энергии. Неизбежно наблюдаемые в промышленных условиях систематические
изменения механических параметров, возникающие в силу механического износа, старения ма-
териалов, приводят к ухудшению передаточных характеристик. Отметим также немаловажное
влияние внешних шумов, корректно оценить которое возможно только вероятностными и ста-
тистическими методами, для чего приходится вводить вероятностные характеристики для от-
дельных составных частей системы [47]. Моделирование нелинейных гистерезисных эффектов
применительно к задачам накопления энергии было осуществлено в работах [123,132,179].
Несмотря на указанные выше «положительные» применения физических гистерезисных нели-

нейностей в технических устройствах, в управлении интеллектуальными приводами (smart
actuators) влияние этих явлений стараются минимизировать. Для компенсации гистерезиса же-
лательно, чтобы функция входа, сгенерированная искусственно с помощью операции инверсии,
обладала свойствами регулярности. В частности, в работе [102] показано существование слабо-
го ∗-непрерывного обращения оператора КСР, рассматриваемого на множестве непрерывных по
Гёльдеру (Hölder) функций. Также в этой работе предложены алгоритмы обращения оператора
КСР, исследованы их свойства сходимости и непрерывности по Липшицу (Lipschitz). Совместный
учет гистерезисных нелинейностей и явления ползучести (creep dynamics) приведен в [125].
Компенсация гистерезисных эффектов в динамике искусственных мышц рассмотрена в [113],

где продемонстрирована важность описания так называемого «уединенного цикла» (lonely stroke).
В этой работе проведено математическое моделирование зависимостей «voltage—strain» и «load—
strain» и представлена экспериментальная процедура для определения параметров гистерезиса.
Предложен итерационный алгоритм для компенсации гистерезиса путем численного инвертиро-
вания оператора КСР. Другие примеры применения этого оператора в задаче совершенствования
искусственных мышц можно найти в работах [29, 193].
Близкой научно-технической проблемой является идентификация параметров различных ги-

стерезисных моделей. Как уже отмечалось выше, достаточно общий подход к идентификации
меры преобразователя КСР был впервые изложен в [92]. Авторы предложили последователь-
ность входов, позволяющую наблюдать отклик локальной части системы гистеронов, что, в свою
очередь, позволило определить плотность их распределения. Различные методы вычисления ха-
рактеристик преобразователя КСР используются в работах [120, 199]. Например, в статье [189]
предложен выбор плотности меры в виде

μ(x1, x2) =

n∑
i=1

ϕi(x1)ϕi(−x2), (3.5)

где вспомогательные функции ϕi(x), i = 1, 2, . . . , N, равны

ϕi(x) =
ai
2

[
1 + ch

(
x− bi
ci

)]−1

. (3.6)

В уравнении (3.6) ai — амплитуда, bi — среднее значение, ci —дисперсия, ch(z)— гиперболический
косинус. Выбор (3.5) позволяет вычислить выход преобразователя КСР в аналитической форме.
Верификацию предложенного метода авторы выполнили с помощью моделирования переходных
электрических цепей, основу которых составляет тороидальная катушка с ферромагнитным сер-
дечником. Методы идентификации параметров в условиях малого объема данных предложены
в статьях [101, 173]. Интересная работа [172] посвящена идентификации и компенсации гисте-
резисных эффектов в задаче управления луча в ускорителе заряженных частиц. Для описания
отклика луча на магнитные поля системы фокусировки применяется байесова статистическая
модель и методы машинного обучения.
До недавнего времени казалось, что модель КСР, несмотря на свой ясный физический смысл,

носит, тем не менее, лишь умозрительный характер и является довольно абстрактной сущностью.
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Однако недавняя работа [194] демонстрирует, что элементарные части модели могут быть наблю-
даемы. Как указывают авторы, модель Прейзаха была краеугольным камнем в области ферро-
магнетизма и сегнетоэлектричества с момента ее создания. Она описывает реальный, неидеаль-
ный ферроидный материал как сумму распределения идеальных «гистеронов». Однако физиче-
скую сущность модели в сегнетоэлектрических материалах до последнего времени было труд-
но установить. В этой работе авторы экспериментально определяют распределение Прейзаха
(распределение гистеронов) для двух сегнетоэлектрических систем и показывают, как его ши-
рина напрямую связана с морфологией материалов. Авторы связывают распределение Прейзаха
с измеренной микроскопической кинетикой переключения гистеронов, которая лежит в основе
макроскопической дисперсионной кинетики переключения поляризации, обычно наблюдаемой на
практике для сегнетоэлектриков. Представленные результаты еще раз демонстрируют глубокую
физическую сущность модели КСР и подтверждают, что эта модель является мощным инстру-
ментом для объяснения переключения поляризации во всех временных масштабах в различных
типах сегнетоэлектриков.
Полученные в [194] результаты могут быть использованы для дальнейшего развития сегнето-

электрических технологий в области обычных и многобитовых устройств хранения данных. Как
известно, совместное хранение нескольких битов на элемент памяти является позволяет значи-
тельно увеличить плотности записи в запоминающих устройствах. Кроме того, таким образом
можно смягчить проблему ограниченного минимального размера элемента органической сегне-
тоэлектрической памяти с произвольным доступом (ferroelectric random access memory, FeRAM).
Среди недавних работ, посвященных исследованию модели КСР применительно к объек-

там со структурой сети и путей на них (complex pathways), отметим [105, 106]. В интерес-
ной работе [106] рассматривается граф, описывающий переходы между дискретными входно-
выходными состояниями гистерезисной модели Прейзаха. Такой граф обладает самоподобной
(блочно-иерархической) несимметричной матрицей смежности. Авторы вычисляют в явном ана-
литическом виде собственные значения, матрицы смежности, их распределение (кратность) и
соответствующие им собственные векторы. В частности, спектр матрицы смежности получен в
явной аналитической форме благодаря тому, что ее характеристический многочлен представляет
собой произведение полиномов Чебышева. Помимо этого, распределение собственных значений
матрицы смежности (плотность состояний) также может быть вычислено в явной аналитической
форме и, что является весьма неожиданным, в масштабе, похожем на так называемую «дьяволь-
скую лестницу». Эти результаты могут быть использованы для определения параметров моде-
ли Прейзаха, в частности, для определения меры μ(α, β). Кроме того, помимо значительного
академического интереса, полученные результаты могут оказаться плодотворными при изучении
сложных сетей, структура которых обладает свойством самоподобия —фракталов и мультифрак-
талов.
Моделирование современных источников энергии включает учет динамики выходного напря-

жения, тока, холостого напряжения (open circuit voltage), состояния заряда (state of charge, отно-
шение оставшейся емкости к эталонной емкости) и других параметров. Аккумуляторная ячейка
достигает разных значений холостого напряжения в одном и том же состоянии заряда и при той
же температуре в зависимости от предыдущей истории заряда. В работах [18, 19] различные мо-
дели гистерезиса, в т. ч. модель Прейзаха, использовались для описания свойств литий-ионных
источников аккумуляторов. Несколько более общий подход предложен в [24,195].

3.3. Сплошные среды и процессы в пористых средах. Помимо описания электрических
и магнитных эффектов, преобразователь КСР оказался очень удобным инструментом для мате-
матического моделирования процессов переноса жидкости в пористых средах [31,57,71,124,176].
Как правило, зависимость насыщения среды жидкостью от давления в ней (pressure-saturation
relation) носит нелинейный гистерезисный характер. Динамика содержания почвенной влаги в
слое грунта в предположении, что единственными компонентами водного потока являются ин-
фильтрация и дренаж, описывается дифференциальным уравнением первого порядка с гистере-
зисным членом [66]. Задача о диффузии воды с возможностью замораживания и плавления в
вязкоупругопластичном пористом твердом теле детально решена в недавней работе [71]. Изме-
нение гидравлической проводимости почв (soil-saturated hydraulic conductivity), рассматриваемых
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как пример пористых сред, изучено в работах [7,90,116]. За счет полива таких почв водой невысо-
кого качества, т. е. с повышенным содержанием солей и щелочей, происходит деградация почвен-
ного слоя и существенное снижение его сельскохозяйственного значения. Тем не менее, процессы
деградации, как правило, сопряжены с процессами частичного самовосстановления почвенных
пород, что проявляется в виде гистерезисных зависимостей в моделях гидравлической прово-
димости. При моделировании и оптимизации процессов нефтедобычи приходится сталкиваться
с необходимостью учета гистерезисных явлений, проявляющихся в неоднозначной (гистерезис-
ной) связи между геологическими параметрами, характеризующими изменение состояния верх-
ней части земной коры. В этой связи отметим работы [6, 62]. Прецизионный учет гистерезисных
эффектов на модельном уровне позволяет разработать и усовершенствовать технологии (water
alternating gas, huff-n-puff и др.), позволяющие существенно повысить экономические показатели
процесса нефтедобычи.
Применение модели КСР и соответствующий выбор весовой функции позволяет учитывать ха-

рактеристики конкретных почв, например, содержание глины и других минералогических вклю-
чений. Для идентификации весовой функции авторы [116] предлагают использовать стандарт-
ный метод на основе измерения обратных кривых первого порядка (FORC). Заметим, что в этой
статье приведено также исключительно подробное и ясное описание программной реализации
классической модели КСР.
В самое последнее время интерес к описанию существенно нелинейных процессов проявляется

и в сейсмологии, где особую роль играет взаимодействие «грунт—конструкция» (soil–structure
interaction). Так называют процессы, при которых массивная конструкция (например, промыш-
ленная установка, здание, масштабная инженерная конструкция) участвует в общем движении
совместно с грунтом, на котором она располагается. В зависимости от параметров, определяющих
такие процессы, сейсмические колебания могут либо усиливаться, либо, напротив, уменьшаться
и минимизировать возможные повреждения конструкции. Так, в работах [37,38] преобразователь
КСР используется для моделирования взаимодействия грунта и фундамента в приближении ма-
лых и умеренных деформаций грунта. С помощью метода гармонического баланса определяется
реакция равновесного состояния (steady-state) системы на внешнее гармоническое воздействие.
Также показано, что по сравнению с численным методом конечных элементов, традиционно ис-
пользующимся для решения подобных задач сейсмологии, модель КСР позволяет получить ана-
литические зависимости (для выбранной функции μ(α, β)) и оценивать значимость параметров
задачи.

3.4. Оптимальное управление. Большое число исследований посвящено задаче оптимально-
го управления динамическими системами, имеющими в своем составе гистерезисные блоки. Так, в
работах [14,15] решена задача оптимального управления для системы с двумя переменными состо-
яния, у одного из них эволюция регулируется управляемым обыкновенным дифференциальным
уравнением, а другое содержит гистерезисный оператор (люфт, оператор Прандтля—Ишлинского
и оператор КСР). С помощью метода динамического программирования выводится соответству-
ющее уравнение Гамильтона—Якоби первого порядка и доказывается, что целевая функция яв-
ляется единственным ограниченным равномерно непрерывным решением задачи Коши.
В ряде работ гистерезисные слагаемые присутствуют как в уравнениях состояния, так и в

управлении [21, 22]. Здесь задача оптимального управления сводится к системе с дискретным
временем, и далее применяется метод динамического программирования. Устанавливается аналог
принципа Беллмана оптимальности траектории для системы, включающей в свой состав звено,
моделируемое преобразователем КСР.
Конкретные задачи математической физики, в частности, задача диффузии, рассмотрены

в [33,70]. Предложен конструктивный метод, основанный на двухпараметрической «штрафной»
функции. Малый параметр определяет отклонение решения за конечное время от ожидаемо-
го значения, второй параметр используется для аппроксимации основных вариационных нера-
венств. Решение проблемы управляемости может быть получено путем перехода к пределу в
дважды вырожденной системе управления, при этом наблюдается сходимость по пространствен-
ным координатам в сильном смысле, причем она является равномерной по времени. Диффузия в
биологических системах обсуждается в [43], в этой статье анализируемая система содержит три
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уравнения диффузии, описывающих эволюцию трех биологических видов: жертвы, хищника и
пищи для добычи (или растительности). Уравнение для плотности пищи включает оператор ги-
стерезиса в виде обобщенного упора. Изучена задача минимизации интегрального функционала
затрат по отношению к решениям вышеупомянутой системы. Получены некоторые результаты
релаксационного типа для задачи минимизации и установлено существование почти оптималь-
ного решения. Задача управления реакционной диффузии [150] моделируется системой с двумя
видами управления, а именно распределенными функциями управления или элементами управ-
ления, которые действуют на части границы области. Уравнение состояния задается системой
реакция—диффузия с дополнительным свойством, заключающимся в том, что в скорость реак-
ции включен скалярный оператор упора. Особенностью вывода сопряженной системы является
нелокальность во времени производной Адамара оператора управления по состоянию.
В задачах, модели которых сводятся к уравнениям с распределенными параметрами, пробле-

ма идентификации оптимального (квазиоптимального) управления является весьма нетривиаль-
ной [33]. Один из возможных способов ее решения связан с трансляцией управляющего воздей-
ствия посредством динамически меняющихся граничных условий. Именно к такому классу отно-
сится задача, связанная с поддержанием (установлением) желаемой температуры в теплопрово-
дящих средах. Гистерезисное слагаемое в задачах указанного типа может проявляться на границе
области [81, 114] или являться составной частью рассматриваемой системы. Разработке модели
управления, проблеме существования периодических решений посвящен цикл работ [80, 82, 85],
а также [68,74, 164]. Исследованию задачи Стефана с гистерезисными особенностями посвящена
работа [46]. Проблема регуляризации параболических уравнений, в том числе и с гистерезисом,
рассматривалась в работах [9, 63, 196].
Еще один интересный способ учета гистерезисных нелинейностей в задачах управления пред-

ложен в [34]. Здесь гистерезисное слагаемое вводится в вариационное неравенство эволюции с
замкнутым выпуклым ограничением m-мерного вещественного арифметического пространства.
В этом случае существуют оптимальные решения, а также необходимые условия оптимальности
первого порядка. В частности, при определенных предположениях о регулярности детально опи-
сано поведение решений сопряженной системы. Подчеркивается, что существенную трудность в
получении условий оптимальности вносит недифференцируемость рассматриваемых нелинейных
операторов.
В работе [178] рассматривается задача оптимального производства, хранения и сбыта про-

дукции в условиях гистерезисного характера функции спроса, а именно, для функции спроса,
определенной с помощью преобразователя КСР с инвертированными индивидуальными реле.
Целевой функционал I(T ) равен с точностью до знака общему доходу за конечное время T :

I(T ) =

T∫
0

[−c(t)P (t) + U(t) + kZ(t)] dt, (3.7)

где c(t)—цена единицы товара на монотоварном рынке, P (t)— темп продаж (т. е. количество
проданного за единицу времени товара), U(t)— темп производства (т. е. количество товара, по-
ступающего на склад в единицу времени), Z(t)—количество товара на складе у производителя,
k—коэффициент, характеризующий затраты на хранение единицы товара; зависимость темпа
продаж от Z(t) является гистерезисной. Такая модель по своей природе позволяет учитывать
«историю» потребительских отношений на конечном временном интервале.
В технических задачах большой интерес представляет управление элементами механических

систем, в частности, механической трансмиссией [133]. В ряде случаев задача сводится к устра-
нению эффекта гистерезиса в высокоточной механической передаче. Для описания гистерезис-
ного поведения гармонического привода применяется модифицированная модель Боука—Вена.
С помощью преобразования координат и линеаризации обратной связи получена математическая
модель последовательной системы механического привода. Эталонная траектория отслеживает-
ся контроллером, основанным на линейном квадратичном регуляторе. Относительная погреш-
ность в отслеживании установившихся колебаний стремится к нулю. При использовании опти-
мального управления выходной сигнал гармонического привода может следовать более сложной
траектории.
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3.5. Стохастические внешние воздействия и недетерминированные системы. Извест-
но, что базовые характеристики гистерезисных блоков большинства динамических систем, как
правило, известны лишь с ограниченной точностью и, более того, подвержены нерегулярным из-
менениям вследствие процессов «старения», «износа», а также особенностей внешнего окружения,
что наиболее типично для механических составляющих. Это влечет необходимость обобщения
известных гистерезисных моделей на случай стохастических возмущений параметров анализиру-
емой системы.
Приведем несколько примеров систем с гистерезисом, в которых носитель указанных свойств,

обладая доменной структурой, демонстрировал «не совсем» детерминированное поведение: пер-
вый из них касается экспериментального исследования отклика намагниченности ферромагнети-
ков различного химического состава на внешнее магнитное поле, изменяющееся по гармониче-
скому закону [58]. В этой работе показано, что гистерезисная петля на каждом этапе перемагни-
чивания испытывала неконтролируемые вариации (при этом условия эксперимента обеспечивали
почти идеальное постоянство внешних условий — температуры, давления и т. д.). Аналогичные
результаты, в том числе и для сегнетоэлектриков, поляризуемых периодически меняющемся элек-
трическим полем, представлены в работах [153,202]. Это означает, что существующие модели (как
феноменологические, так и конструктивные) можно рассматривать лишь как «первое приближе-
ние» в задачах идентификации параметров систем с ферромагнитным и сегнетоэлектрическим
гистерезисом. Следующий пример основан на гистерезисной модели безработицы [48]. В этой ра-
боте моделируется занятость населения, работающего на предприятиях-производителях монопро-
дукции в зависимости от ценовой конъюнктуры. На основе статистических данных предлагается
гистерезисная модель безработицы — преобразователь КСР, при этом элементарный носитель ги-
стерезисных свойств (неидеальное реле) отождествляется с отдельным предприятием. Входом
для соответствующего преобразователя является цена, выходом — состояние, соответствующее
вовлеченности (невовлеченности) в производственный процесс. Отметим, что посредством ука-
занной модели естественным образом может быть описано поведение производителей сланцевой
нефти — действительно, ее цена на мировых рынках является определяющим наличие или отсут-
ствие производства фактором (хотя и не единственным).
Модели систем с гистерезисом в условиях стохастических воздействий рассматривались в ра-

ботах [59,139,140,165,185,187], посвященных изучению отклика гистерезисного преобразователя
на случайный или зашумленный сигнал. Тем не менее, внутренние параметры гистерезисной
подсистемы в этих работах считались детерминированными. В работах [1, 30] рассматривалось
обобщение одной из простейших гистерезисных моделей — обобщенного люфта: его определяю-
щие кривые полагались подверженными случайным возмущениям, выход такого преобразователя
трактовался как случайный процесс. В указанных работах была доказана корректность соответ-
ствующего определения, изучены основные свойства стохастического преобразователя.
В работе [139] исследуется отклик нелинейной системы на стохастическое внешнее воздействие.

Введена модель последействия (after-effect) случайных тепловых возмущений, приводящих к по-
степенной потери памяти в гистерезисных системах. В предположении, что каждый домен имеет
температуру фазового перехода Tc ± δTc, где знаки плюс и минус соответствуют нагреву и охла-
ждению соответственно, пространственные распределения Tc и δTc служат параметрами модели.
Рассматривался детерминированный вход, который в начальный момент времени t = 0 прини-

мает некоторое постоянное значение u. В детерминированной ситуации выход x(t) оставался бы
также постоянным для всех t > 0. Далее, на постоянный вход u накладываются тепловые возму-
щения или шум, описываемые случайным процессом Xt. Выход представляет собой случайный
процесс

xt =

∫∫
α>β

Γ[z0(γ)](u +Xt)dαdβ. (3.8)

Параметры шума можно определить следующим образом. Время переключения для элемен-
тарных гистеронов связано с параметрами тепловых возмущений, которые не наблюдаются непо-
средственно. Статистические характеристики времени переключения гистерезисной системы на-
блюдаются экспериментально. Следовательно, может быть решена задача идентификации пара-
метров шума.
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Общие выражения для спектральной плотности выходного сигнала модели КСР с некоррелиро-
ванным входным сигналом выведены в [78], причем для частного случая равномерной плотности
Прейзаха автокорреляционная функция {C(t)} убывает по степенному закону ∼ t−3, соответ-
ствующему логарифмической низкочастотной расходимости второй производной спектра. Также
получено более простое выражение для симметричных моделей КСР, которое подробно обсужда-
ется в [79]; показано, что долговременные «хвосты» 1/f являются общими чертами этого класса
моделей [77].
В дальнейшем исследования моделей, основанных на процессах Орнштейна—Уленбека, были

распространены на негауссовы входные процессы, с акцентом на долгосрочное корреляционное
затухание отклика системы [175]. Численное моделирование показывает, что аналитические вы-
ражения, полученные для автокорреляционных функций и спектральных плотностей мощности
модели Прейзаха с некоррелированными входными данными, асимптотически эквивалентны экс-
поненциально убывающим корреляциям внешнего воздействия. Как следствие, механизмы, вы-
зывающие шум 1/f в системах с гистерезисными звеньями в виде преобразователя КСР с некор-
релированными входными данными, остаются в силе и при наличии быстро затухающих входных
корреляций. Кроме того, автокорреляционные функции и спектральные плотности мощности мо-
нотонно уменьшаются независимо от выбора входного сигнала и меры Прейзаха.
В [154] предполагается, что система состоит из большого числа абстрактных гистеронов, в

которых изменение внешнего управляющего параметра (магнитного поля) может привести к пе-
реходам между двумя состояниями s1 и s2. Состояние гистерона частицы характеризуется зна-
чением +1 или −1 случайной величины (направлением намагничивания). Переходы между ними
регулируются двумя вспомогательными случайными величинами, отвечающим инверсии s2 → s1
и s1 → s2. Метод позволяет вычислить распределение вероятностей и, следовательно, математи-
ческое ожидание числа частиц в состоянии s1 и s2 как для возрастающих, так и для убывающих
значений параметров, т. е. могут быть определены кривые гистерезиса переходов. Получается,
что критические точки управляющего параметра являются точками Маркова, которые определя-
ют стохастическую эволюцию процесса. Было показано, что ветви петли гистерезиса сходятся к
фиксированным предельным кривым, когда количество циклов управляющего параметра между
двумя последовательными точками разворота достаточно велико. Было доказано, что процесс
намагничивания становится стационарным с увеличением числа циклов намагничивания.
Достаточно общий и математически абстрактный подход, основанный на методе функцио-

нального интегрирования в колмогоровских пространствах, предложен в [27]. Этот подход имеет
широкую область возможного применения, поскольку мера μ генерируется марковским стохасти-
ческим процессом.
Во многих прикладных задачах, связанных с моделированием гистерезисных эффектов, где

априори предполагается доменная структура носителей гистерезисных свойств (многократное
перемагничивание ферромагнитных составляющих электромагнитных систем, поляризация се-
гнетоэлектрика в зависимости от напряженности электрического поля, зависимость занятости
от цены на монотоварных рынках и др.), приходится сталкиваться с необходимостью учитывать
неопределенности в реакциях отдельных доменов на внешнее воздействие.
Естественное обобщение КСР, учитывающее стохастические флуктуации элементарных носи-

телей гистерезиса, приведено в [2]. В указанной работе априори предполагалось, что пороговые
числа каждого неидеального реле имеют заданную функцию распределения (при этом носители
левого и правого пороговых чисел не пересекаются). Приводится определение и устанавливают-
ся основные свойства стохастического преобразователя неидеального реле и систем неидеальных
реле (конечных и континуальных), соединенных параллельно: управляемость, монотонность по
входам и начальным состояниям, и некоторые другие.
Перечисленные свойства преобразователя открывают возможности использования его для мо-

делирования гистерезисных связей в системах, где не предполагается детерминированность па-
раметров гистерезисных преобразователей
Неидеальное реле со стохастическими параметрами определяется следующим образом:

R[p0, α̂, β̂, x0, t0]. Здесь α̂, β̂ — случайные величины с известным законом распределения. При этом
величины α̂ и β̂ непрерывны (см. рис. 5, a)).
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Следуя классическому определению, допустимыми для стохастического реле являются непре-
рывные при t � t0 входы u(t), а пространство возможных состояний состоит из пар Ω =
Ω({−1, 1}, 0 � p(t) � 1, u ∈ R).
Переменным состоянием преобразователя является пара {u(t), p(t)}, а выходом является слу-

чайный процесс R[p0, α̂, β̂, x0, t0]u(t), принимающий значение +1 с вероятностью p(t) и значение
−1 с вероятностью (1 − p(t)), т. е.

P{R[p0, α̂, β̂, x0, t0]u(t0) = 1} = p0. (3.9)

Вторая компонента определяется соотношением p(t) ≡ p[p0, u(τ)|t0�τ�t](t) во всякий момент
времени. На монотонных входах вероятность того, что реле находится во включенном состоянии
p[p0, u(τ)|t0�τ�t](t) при t � t0, равна

p[p0, u(τ)|t0�τ�t](t) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

max

[
p0,

u(t)∫
−∞

ϕβ(u)du

]
, если u(t) возрастает,

min

[
p0,

u(t)∫
−∞

ϕα(u)du

]
, если u(t) убывает.

(3.10)

На кусочно-монотонных входах оператор стохастического реле R определяется с помощью
полугруппового тождества: предположим, что имеет место разбиение области определения входа
на участки монотонности:

[t0, t1] ∪ [t1, t2] ∪ · · · ∪ [tn−1, tn] ∪ [tn, t]. (3.11)

На каждом из них оператор определен соотношением (3.10). Состояние в моменты времени, соот-
ветствующие изменению монотонности, играют роль начальных состояний для следующих вре-
менных промежутков.
Рассмотрены основные свойства дискретной и континуальной систем реле, параметры кото-

рых трактуются как случайные величины, при этом выход системы реле представляется как
случайный процесс. Исследована корректность определения, в частности, установлена независи-
мость выхода (случайного процесса) от способа дискретизации в рамках предельного перехода от
конечной к континуальной системе неидеальных реле, а также установлена управляемость и мо-
нотонность (в рамках соответствующего определения) стохастического аналога преобразователя
КСР [2].
Преобразователь, соответствующий конечной системе неидеальных реле, определяется схемой,

представленной на рис. 5. Однако выход определяется как случайный процесс, равный взвешен-
ной сумме случайных процессов, определяемых входно-выходными соответствиями стохастиче-
ских реле:

ξN [p(t), α̂, β̂, x0, t0, u(t)] =

N∑
j=1

μjR[p0, α̂j , β̂j , x0, t0]u(t). (3.12)

Предельный переход, когда число стохастических реле стремится к бесконечности, а весовые
коэффициенты стремятся к нулю пропорционально элементам площади на плоскости параметров
(αj , βj), приводит к определению стохастического аналога преобразователя КСР:

ξN [p(t), α̂, β̂, x0, t0, u(t)] =

N∑
j=1

R[p0, α̂j , β̂j , x0, t0]u(t)ΔαjΔβj. (3.13)

Стохастическим оператором КСР назовем преобразователь, сопоставляющий всякому непре-
рывному входу двухпараметрический случайный процесс, являющийся пределом сумм (3.13) при
стремлении диагонали

d(γj) = max
1�j�N

√
(Δαj)2 + (Δβj)2 (3.14)

прямоугольника γj к нулю.
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α− α+ β− β+

ϕα(u)
ϕβ(u)

u

1

0

x��

Рис. 5. а) Правило изменения второй компоненты переменного состояния; б) при-
мер элемента пространства состояний набора неидеальных реле со случайными
параметрами.

Fig. 5. а) Rule for changing the second component of a variable state; б) example of
an element of the state space of a set of nonideal relays with random parameters.

За определение стохастического аналога оператора КСР примем равенство:

Ξ[p(t), α̂, β̂, x0, t0, u(t)] = lim
d(γj)→0

N∑
j=1

R[p0, α̂j , β̂j , x0, t0]u(t)ΔαjΔβj =

=

∫∫
α<β−δ

R[p0, α̂, β̂, x0, t0]u(t)dαdβ. (3.15)

Таким образом, выход стохастического оператора КСР есть случайный процесс, формально опре-
деленный равенством (3.15).



КОНТИНУАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ РЕЛЕ 319

Переменное состояние стохастического преобразователя КСР есть упорядоченная пара
{u(t), p[p0, α, β, u(t)]}, вторая компонента которой есть вероятность того, что инфинитезималь-
ное реле с пороговыми числами α и β находится во включенном состоянии.
В работе [2] сформулированы и доказаны следующие теоремы.

Теорема 3.1. Случайный процесс, определенный равенством (3.15), инвариантен в смысле
сходимости порядка p (p > 1) по отношению к последовательности разбиения множества Dδ =
{(α, β) : α < β − δ}.
Теорема 3.2. Математическое ожидание и дисперсия случайного процесса Ξ[p(t), α̂j , β̂j , x0,

t0, u(t)] определяются соотношениями

M
{
Ξ[p(t), α̂, β̂, x0, t0, u(t)]

}
=

∫∫
α<β−δ

p[p0, α, β, x0, t0, u(t)]dαdβ, (3.16)

D
{
Ξ[p(t), α̂, β̂, x0, t0, u(t)]

}
=

∫∫
α<β−δ

p[p0, α, β, x0, t0, u(t)] {1 − p[p0, α, β, x0, t0, u(t)]} dαdβ. (3.17)

Теорема 3.3. Пусть на промежутке [t0, T ] имеет место равномерная сходимость последо-
вательности кусочно-монотонных функций {un(t)}, где n = 1, 2, . . . , к функции u∗(t):

∀t ∈ [t0, T ] [un(t) ⇒ u∗(t)]. (3.18)

Тогда выход представляет собой случайный процесс, сходящийся по распределению к случайному
процессу

x∗(t) = Ξ[p(t), α̂, β̂, x0, t0, u∗(t)]. (3.19)

Эти теоремы открывают возможности к имплементации стохастического преобразователя КСР
в модели динамических систем с носителями гистерезисных свойств с флуктуирующими пара-
метрами.

3.6. Динамика систем с оператором КСР. Динамические свойства систем с конструк-
тивными гистерезисными нелинейностями радикально отличается от динамики традиционных
систем с функциональными нелинейностями. Это обусловливается расширением фазового про-
странства систем за счет пространства состояний гистерезисного преобразователя. В частности,
пространство состояний преобразователя КСР состоит из характеристических функций полу-
плоскости α < β, а соотношение «вход—состояние» этого преобразователя является частью ди-
намических систем с гистерезисными нелинейностями. Особенности динамики систем с преоб-
разователем КСР нашли отражение в работах [16, 25, 35, 144, 160, 167]. В первых двух из них
рассматривается достаточно простая система, описывающая вынужденные колебания ферромаг-
нитного шарика с малым вязким трением в магнитном поле:

d2x

dt2
+ γ

dx

dt
+ ω2x = A sin(Ωt) + EΓ[x(t)], (3.20)

где γ —логарифмический декремент затухания, ω— собственная частота осциллятора, Ω—часто-
та внешнего гармонического воздействия, E — величина, пропорциональная градиенту внешнего
магнитного поля, Γ[x(t)]— выход преобразователя КСР.
Основной результат этой статьи связан с возникновением хаотических колебаний в определен-

ном интервале значений градиента внешнего магнитного поля. Иными словами, возникновение
хаоса в указанной системе обусловливается исключительно проявлением внутренней структуры
гистерезисного слагаемого, формализуемого преобразователем КСР.
Отметим, что проблема идентификации динамических режимов (с точки зрения разделения

на регулярную и хаотическую динамику) является достаточной сложной: основные методы бази-
руются на вычислении ляпуновских показателей. Арсенал таковых методов достаточно широк:
алгоритмы Бенеттина, Кантца, Вольфа, Розенстейна и др. Однако все указанные алгоритмы тре-
буют гладкости правых частей уравнений. В ситуации, когда динамика носителей гистерезисных
свойств формализуется феноменологической моделью с негладкими правыми частями, удовле-
творительные (но не всегда точные) результаты вычислений ляпуновских показателей могут быть
получены путем аппроксимации негладких нелинейностей гладкими функциями.
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Характеристические показатели Ляпунова определяются как собственные значения матрицы
инфинитезимального возмущения траектории в фазовом пространстве. Их обычно рассматрива-
ют как меру чувствительности системы по отношению к малым изменениям начальных условий.
Старший показатель часто используется для разграничения хаотического и детерминированных
режимов [190].
В работе [177] предложен метод вычисления ляпуновских показателей в системах с различными

видами моделей гистерезисных нелинейностей. Приведем краткое описание указанного метода
применительно к системам с преобразователем КСР.
Пусть динамическая система описывается векторным дифференциальным уравнением

dx

dt
= F (x), (3.21)

где x ∈ R
n, F : Rn → R

n.
В общем случае преобразователь КСР не имеет даже слабой производной Гато. Однако су-

ществуют такие входы и отвечающие им направления (в функциональном пространстве), для
которых аналог производной Гато имеет место. Ниже описываются соответствующие конструк-
ции.

Определение. Односторонними производными по параметру входа в момент времени t � t0
преобразователя КСР назовем функции, определяемые правилами:

D+
u(t)P [z0(α, β, t), u0, t0]u(t) = lim

μ→+0

P [z(α, β, t), u(t), t]δu(τ)
∣∣
τ=1

− P [z0(α, β, t), u0, t0]u(t)

μ
, (3.22)

D−
u(t)P [z0(α, β, t), u0, t0]u(t) = lim

μ→−0

P [z(α, β, t), u(t), t]δu(τ)
∣∣
τ=1

− P [z0(α, β, t), u0, t0]u(t)

μ
, (3.23)

где δu(τ) = u(τ) + μϕ(τ)— вариация входа u(τ). Здесь ϕ(τ)—произвольная непрерывная моно-
тонно возрастающая функция, определенная на 0 � τ � 1 и принимающая на границах значения
ϕ(0) = 0 и ϕ(1) = 1.

В простейшей ситуации, когда носитель меры преобразователя КСР сосредоточен в треуголь-
нике {(α, β) : α ∈ [−L,L], β ∈ [α,L]}, введенные выше производные по параметру допускают
аналитическое представление.
Выберем некоторое начальное условие x0, которое подвергается возмущению δx

(0)
i , i =

1, 2, . . . , n. Рассмотрим разбиение промежутка времени [t0, T ] =
m⋃
j=1

[tj−1, tj ]. Для некоторого фик-

сированного j ∈ [1,m] через малый промежуток времени Δtj = tj − tj−1 система перейдет из
состояния x(j−1) = x(tj−1) в состояние x(j) = x(tj), причем δx

(j)
i = δxi(j), i = 1, 2, . . . , n. Алго-

ритм вычисления спектра показателей Ляпунова заключается в последовательности следующих
шагов.
Во-первых, вычисляется очередное значение x(j). Далее находим матрицу Якоби ΦΔtj (x

(j−1)),

с использованием которой вычисляются новые возмущения y
(j)
i = ΦΔtj (x

(j−1))δx̂
(j−1)
i . При этом

для линеаризации гистерезисного слагаемого используются уравнения (3.22)-(3.23) с учетом ин-
формации о поведении входа на каждом из интервалов.
Для сохранения точности вычислений в связи со значительно отличающимися по порядку вели-

чины смещениями от невозмущенной траектории в различных пространственных направлениях
применяется процедура ортогонализации Грама—Шмидта:

δx
(j)
1 = y

(j)
1 ,

δx̂
(j)
1 = x

(j)
1 /|x(j)

1 |,
. . . ,

δx
(j)
i = y

(j)
i − (y

(j)
i , x̂

(j)
1 )x̂

(j)
1 − · · · − (y

(j)
i , x̂

(j)
i−1)x̂

(j)
i−1,

δx̂
(j)
i = δx

(j)
i /|δx(j)

i |.
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Выполнение вышеописанных шагов для последовательности точек разбиения t1, t2, . . . , tj,
. . . ,tJ , где j = 1, 2, . . . , J, приводит к оценке спектра Ляпунова

λi =
1

T

J∑
j=1

ln |δx(j)
i |. (3.24)

Для применения рассмотренного алгоритма к системам с гистерезисными нелинейностями
предлагается следующая модификация. Для определенности положим, что правая часть F (x) =
(F1(x), . . . , Fn(x)) рассматриваемой системы дифференциальных уравнений (3.21) содержит ги-
стерезисное слагаемое в первой компоненте набора, F1(x). В вычислительном цикле на каждой
итерации вводится дополнительная проверка условия ẋ1 = 0. Заметим, при численной реализации
алгоритма указанное условие означает, что произведение

((x1)k − (x1)k−1) ((x1)k+1 − (x1)k)

становится отрицательным —функция x1(t) достигает локального экстремума. Здесь индекс k
соответствует дискретизированным значениям первой компоненты на сеточном множестве в фа-
зовом пространстве системы. При справедливости условий ẋ1 = 0 и ẍ1 
= 0 в некоторой точке
xk следует закончить вычисление смещений δx̂(m) и осуществить переход к очередной итера-
ции вычислительного цикла, приняв xk за начальную точку фазовой траектории (см. рис. 6). На
рис. 6 приведена иллюстрация к реализации модификации алгоритма Бенеттина для вычисления
показателей Ляпунова: в точке x∗, геометрически совпадающей с точкой траектории, в которой
первая компонента претерпевает изменение монотонности, накопление сумм приостанавливается
и, следуя предложенной модификации, возобновляется на новом участке монотонности.

Рис. 6. Схема вычисления показателей Ляпунова с помощью численного решения
уравнений динамики. Здесь x0 —некоторая исходная точка фазового пространства,
xk — точка, в которой выполняется условие ẋ1 = 0. Траектории системы, началь-
ные значения которой подвергнуты возмущениям, изображены тонкими линиями.

Fig. 6. Scheme of calculating Lyapunov exponents using numerical solution of the
equations of dynamics. Here x0 is some initial point of the phase space, xk is the point
at which the condition ẋ1 = 0 is satisfied. The trajectories of the system, the initial
values of which are subjected to perturbations, are depicted by thin lines.

Отметим также работы [144,152,160], в которых рассматривались системы с преобразователем
КСР, находящимся под знаком производной. В силу недифференцируемости (в общем случае)
этого преобразователя под решениями указанных систем понималась абсолютно непрерывная
функция, удовлетворяющая системе почти всюду. Центральный вопрос этих работ был связан
с устойчивостью периодических решений в условиях периодичности правых частей. Приведены
условия, формализуемые в виде неравенств и ограничений на правую часть, гарантирующие
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существование устойчивого периодического решения. Эти результаты оказались полезны в задаче
моделирования увлажнения (т. е. динамике влагосодержания пористой среды) [160].
Динамика потоков воды через ненасыщенные почвы (water flow through unsaturated soil) в гид-

рологии с достаточной степенью точности описывается дифференциальными уравнениями, со-
держащими гистерезисные нелинейности под знаком производной по времени:

d

dx
(ax(t) + Γ[x(t)]) = f(x(t), t), (3.25)

где a > 0— const, Γ[x(t)]— оператор КСР, f(x(t), t)—неоднородное слагаемое, характеризующее
источники инфильтрационных и дренажных потоков (infiltration and drainage flows). В этом урав-
нении Γ[x(t)] характеризует гистерезисную зависимость между капиллярно-сорбционным потен-
циалом (matric potential) и содержанием воды в почве (water content). Показано, что оператор
Γ[·] дифференцируем по исходным данным для общего класса решений, предложен алгоритм
вычисления его производной, проведен анализ устойчивости периодических решений [152]. Заме-
тим, что вопросы существования решения и свойства решений дифференциальных уравнений с
оператором КСР под знаком производной по времени детально исследованы в работах [117,119].

3.7. Биология, медицина и общественные науки. Широкое применение моделей с ги-
стерезисом в биологических науках и в медицине обусловлено принципиальной сложностью и
многогранностью исследуемых объектов в науках о живых системах [56, 61, 69, 157, 159]. Так, в
работе [159] адаптивное поведение биологических сообществ исследуется в рамках классической
модели Лотки—Вольтерры с введенной гистерезисной нелинейностью в виде преобразователя
КСР. Отмечается, что учет зависимости параметров от истории состояния переменных откры-
вает перспективы для построения более детальных моделей адаптации в моделях конкуренции.
При этом авторы указывают на сложности, связанные с идентификацией параметров гистере-
зисных блоков. Динамика популяций на примере бактерий, обладающих двумя фенотипами, рас-
смотрена в [69]. В качестве нелинейного слагаемого в уравнениях населенности среды выбраны
неидеальные реле. Обзор [122] дает представление о применении моделей гистерезиса не только
в биологических, но и в макроэкономических, гидрологических и некоторых других задачах (см.
также [67,121,134]).
В ряде работ известная эпидемиологическая модель SIR, в которой популяция разделяется

на группы восприимчивых, инфицированных или выздоровевших представителей (susceptible,
infectious, recovered, введено в [112]) усовершенствована с учетом предположения о влиянии ис-
тории эпидемиологического процесса на его динамику [76, 115, 158, 166]. В недавней работе [115]
предполагается, что уровень вакцинации меняется в ответ на динамику эпидемии. Авторы смоде-
лировали адаптивную реакцию индивидуума с помощью двухпорогового переключателя (неиде-
ального реле). Как следствие, поведение эпидемиологического процесса восприимчивой популя-
ции в ответ на воздействие со стороны возбудителя моделируется в рамках модели Прейзаха.
Показано, что произвольная траектория динамической системы сходится либо к эндемическо-
му равновесию, либо к периодической орбите. Тем не менее, при дополнительных естественных
предположениях периодический аттрактор не реализуется в реальных системах, и обеспечивает-
ся сходимость каждой траектории к конечному состоянию равновесия. Роль моделей поведения
популяции, зависящих от текущего состояния эпидемии на основе модели Прейзаха, подчеркива-
ется в работе [166]. В этой работе показано, что более широкий разброс порогов различных групп
населения приводит к значительному увеличению пика инфекции во время эпидемии.
В ряду исследований моделей биологических процессов с гистерезисными нелинейностями осо-

бый интерес представляют недавние работы [61,100]. В этих работах предлагается рассматривать
дыхательный орган (легкие) как вязко-упругую деформируемую пористую среду, в которой со-
отношение давление/объем носит гистерезисный характер и может быть описано посредством
модели КСР. Процесс дыхания с термодинамической точки зрения представляет собой изотер-
мический периодический процесс с газообменом между внутренней и внешней частями тела. При
этом такая модельная система основана на принципах сохранения массы и импульса. В пред-
положении о малости деформаций получаемая система имеет структуру, аналогичную модели
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ненасыщенных деформируемых пористых сред. Основной результат работы состоит в доказа-
тельстве существования периодических решений для любой возбуждающей силы с заданным
периодом.
Проблеме динамики популяции в условиях неоднозначной (гистерезисной) связи между пара-

метрами системы посвящены работы [84, 86, 87]. Также отметим интересные работы [11, 12], где
устанавливаются свойства решений параболических уравнений с оператором неидеального реле
в правой части. Полученные там результаты применимы к задачам моделирования химических,
биологических процессов.
Отметим также, что, так или иначе, интерес к гистерезисным нелинейностям в рамках моделей

биологических систем связан с наличием у таких нелинейностей свойств эредитарности, что,
несомненно, имеет место практически в любых биопроцессах.
Применение гистерезисных эффектов (в том числе и преобразователя КСР) в общественных

науках, в частности, в экономике, дало исследователям более обоснованные методы описания
микро- и макроэкономических процессов. Несомненное лидерство в этой области принадлежит
профессору Роду Кроссу. Отдельно отметим две работы [48,50]. В первой из них рассматриваются
макроэкономические процессы. Как указывают авторы, такие процессы часто концептуализиру-
ются как «потоки», и здесь может быть проведена аналогия с физическими потоками. Однако
большинству экономических процессов присуща необратимость, что, в свою очередь, игнори-
руется в рамках таких аналогий. Авторами предлагается более адекватная аналогия, рассмат-
ривающая экономические потоки как потоки через пористую среду. Эта новая концептуальная
основа включает в себя важные функции, такие как необратимость и гетеростазис, за счет того,
что для описания процессов в пористых системах используются модели гистерезиса. В рамках
представленной концепции авторами выведена простая модель, которую можно использовать
для получения качественных результатов. Во второй работе показано, что гипотеза естественно-
го уровня безработицы, согласно которой равновесная безработица определяется только струк-
турными переменными, неверна. Как демонстрирует автор, такая гипотеза неправдоподобна и
несовместима с наблюдаемыми фактами. Вместо этого, автор предлагает рассматривать различ-
ные гистерезисные модели, в частности, модель КСР с ее выборочным свойством «стирания»
памяти. В рамках таких предположений анализируются данные о влиянии гистерезиса на про-
цесс выпуска продукции, а также на безработицу. Кроме этого, обсуждаются эффекты такого
подхода для макроэкономической политики.
Еще одной работой, тесно связанной с экономикой, но вводящей фундаментальные аспекты но-

вого класса гистерезисных операторов, является [49]. В этой работе изучается новый тип гистере-
зисной нелинейности, возникающий в нестационарных системах — нестационарная модель КСР.
В стандартную модель КСР внесены поправки, позволяющие использовать пороговые значения,
зависящие от состояния или времени. В статье представлена простая нестационарная модель
КСР, основанная на одной экономической модели инвестиций, рассмотрены основные свойства
этой модели, включая конечные приближения. Схожие конструкции использовались также в ра-
боте [4].

4. Заключение

В настоящей работе приведен обзор работ, связанных с формализацией гистерезисных зависи-
мостей посредством модели КСР. Приводятся определения и основные свойства преобразователя
КСР, рассмотрены его основные обобщения, даются многочисленные примеры использования
этого оператора в математическом моделировании процессов в естественно-научных областях.
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Ann. Inst. H. Poincaré Anal. Non Linéaire.— 2018. — 35, № 4. —С. 1041–1077.—DOI: 10.1016/j.
anihpc.2017.09.006.
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151. Néel L. Théorie des lois d’aimantation de Lord Rayleigh: I. Les déplacements d’une paroi isolée// Cahiers
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Continual systems of relays

M. E. Semenov, S. V. Borzunov, O. I. Kanischeva, A. I. Proshunin,
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Voronezh State University, Voronezh, Russia

Abstract. The converter of continual systems of relays (also known as the Preisach converter) is a well-
known model applicable to describe the hysteresis relationships of a wide range. This article provides a
review of works devoted to the study of systems from various subject areas (physics, economics, biology),
where the continual system of relays plays a key role in the formalization of hysteresis dependencies.
The first section of the work is devoted to a description of the input-output correspondences of the
classical converter of continual systems of relays, its main properties are established, methods for
constructing the output using the formalism of the demagnetization function are described, and a
generalization of the classical converter of continual system of relays to the case of vector input-output
correspondences is given. Applications of the Preisach model, classified according to various natural
science fields, are given in the second section. Various generalizations of the model as applied to systems
containing ferromagnetic and ferroelectric materials are described there. The main attention was paid to
experimental works, where the model of continual system of relays was used to analytically describe the
dependences observed in experiments. Special attention in the review is paid to technical applications
of the model such as energy storage devices, systems using the piezoelectric effect, models of systems
with long-term memory. The review also presents the results of using the converter of continual systems
of relays in biology and medicine, as well as in economics. The third part of the review describes the
properties of the converter of continual system of relays in terms of its response to stochastic external
influences and provides a generalization of the converter model to the case of stochasticity of the
threshold numbers of its elementary components. In addition, the review contains fresh results in the
field of dynamics of systems with a converter of continual system of relays: a method for identifying
dynamic modes is given, based on a modification of Benettin’s algorithm for calculating Lyapunov
exponents in systems with nonsmooth multivalued characteristics.

Keywords: hysteresis, non-ideal relay, continual systems of relays, converter of CSR, stochastic input,
sales rate, price function, consumer behaviour.
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