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 Аннотация. Оценка производных продольной устойчивости и управ-
ляемости математической модели летательного аппарата проводи-
лось методом наименьших квадратов, применение которого требует 
использования численного дифференцирования. В целях аппрокси-
мации производных угловой скорости тангажа применены методы
численного дифференцирования, такие как метод левосторонней 
разности, метод правосторонней разности, метод двусторонней раз-
ности, комбинация трех методов конечных разностей «gradient»
и метод Поплавского. На основании результатов, демонстрирую-
щих преимущества и недостатки каждого из этих методов, разра-
ботано два подхода для обеспечения повышения точности оценива-
ния коэффициентов. Предложенный в исследовании подход, путем
комбинации результатов, полученных при раздельном использова-
нии трех методов конечных разностей, обеспечивает повышение 
точности оценивания коэффициентов за счет увеличения эффек-
тивности и компенсации недостатков, обусловленных особенно-
стями и свойствами методов конечных разностей. 

Ключевые слова: производные продольной управляемости, оценка
параметров, методы конечных разностей, метод Поплавского, ком-
бинация методов, комбинация результатов 
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Introduction 

Estimating aircraft stability and control deriv- 
atives is relevant in aircraft engineering because 
these parameters provide crucial information 
regarding aircraft performance, stability, and control 
[1; 2]. Stability and control derivatives estimation 
also plays a significant role in flight testing, aircraft 
simulation, and control system design. It helps in 
predicting aircraft behavior during various flight 
conditions, such as takeoff, landing, and maneu- 
vering. Methods for the estimation of these para- 
meters are important in flight control system design, 
optimization of aircraft design, improvements 
in fuel efficiency, enhancement of flight safety, 
and help ensure the stability and maneuverability 
of aircraft, and these methods have been proposed 
in real time in some papers [3–5]. Moreover, 
aircraft stability and control derivative estimation 
is essential for simulation, aircraft performance 
analysis, and optimization, whereas it helps in the 
determination of the aircraft’s maximum speed, 
range, payload capacity, and fuel consumption [6]. 
By understanding these parameters, aircraft 
operators can make informed decisions on flight 
planning, route selection, and operational efficiency. 
To estimate the dynamic stability derivatives, 
a computational fluid dynamics (CFD)-based force 
oscillation method was also applied by engineers 
[7]. Therefore, the accurate estimation of the aero- 
dynamic parameters, aircraft stability, and control 
derivatives is relevant in the field of aircraft 
engineering. It is evident that measurement errors 
affect the accuracy of aerodynamic coefficient 
estimation [8]. There are various forms of input 
signals, i.e. the control organs’ deflections, which 
also have a significant influence on the estimation 
accuracy [9–11]. It was observed that the application 
of appropriate methods for signal filtering can 
ensure an improvement in the accuracy of the 
estimation of the aerodynamic coefficients depending 
on the nature of the signals [12–14].  

The main purpose of this study is to propose 
an approach for enhancing the accuracy of para- 
meters estimation by analyzing the effects of 
numerical differentiation methods on the accuracy 

of estimation performed by the least-squares method 
without the application of any methods for filtering 
noisy signals. The derivative of the pitch rate is 
used as the output variable or the dependent variable 
in the least-squares method. Because the output 
vector represents the actual output values, its range 
and variations can influence parameter estimation 
accuracy. 

1. Problem statement 

In aircraft dynamics, the short-period mode of 
aircraft motion refers to the pitch motion, in which 
the aircraft rotates around its lateral axis. This motion 
includes changes in the pitch angle, pitch rate, and 
airspeed. In this short-period mode, the aircraft 
experiences rapid pitch angle fluctuations owing 
to interference such as turbulence or pilot actions. 
The stability and controllability characteristics 
of the aircraft in this mode are crucial for flight 
safety and efficiency. Therefore, to estimate the 
longitudinal stability and control derivatives of the 
aircraft mathematical model, the mathematical 
simulation of the short-period mode of the aircraft 
motion in a longitudinal channel is performed by 
applying the aircraft dynamic equations [15]. 
Because the problem under the current research 
focuses on the longitudinal stability and control 
derivatives, only the equations for the angle of attack 
and pitch rate are used. The elevator deflection was 
mathematically simulated, as shown in Figure 1. 
The necessary aerodynamic coefficients are deter- 
mined to perform a mathematical simulation of the 
aircraft spatial motion, and they are estimated after 
the measurements.  

In this study, the normally distributed random 
variables with a zero mean and different standard 
deviation values characterize the measurement noise. 

The ordinary least-squares method (LSM) 
was used to estimate the aerodynamic coefficients. 
The derivative of the pitch rate was used to form the 
LSM output vector. It is very important to choose 
the correct numerical differentiation methods so 
that the accuracy of the estimation can be assured, 
whereas every numerical differentiation method 
has its own distinct effectiveness depending on the 
intensity of the measurement noise.  
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Figure 1. Angle of elevator deflection 
S o u r c e: made by O.N. Korsun, M.H. Om, S. Goro 

For the simulation, it was necessary to form 
the object model and determine the output signals. 
To form the object model, the angle of attack and 
pitch rate of the aircraft were simulated using 
mathematical equations. In this study, integration 
was performed by applying simpler Euler methods 
for the angle of attack and pitch rate. Usually, it is 
convenient and easy to perform simulation and 
identification in a discrete form; for this reason, 
the simulation of all the necessary signals is per- 
formed in a discrete form. The mathematical 
formulas in discrete form for the angle of attack 
(1) and pitch rate (2) are as follows: 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )α δ
1α α α ω δ ;i i z i iit t t Y t t Y t+

 = + Δ − + + −   (1) 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )ωα δ
1ω ω  α ω δ ,z

z z i z i z z i z iit t t M t M t M t+  = + Δ + +   (2) 

where ( )( )1α it +  is the angle of attack for time

instant ( )( )1it +  (rad), ( )( )1ωz it +  is the pitch rate for 

time instant ( )( )1it +  (rad/s), ( )α it  is the angle of 

attack for time instant ( )it , ( )ωz it  is the pitch rate 

for time instant ( )it , and ωα φ α δ, , , ,z
z z zY Y M M M

are the aerodynamic parameters. 
After the simulation of the short-period mode 

of the aircraft motion in longitudinal motion was 
performed, it was necessary to proceed with the 
measurement of the signals (Figure 2) used in the 
process of parameter estimation.

a    b 

Figure 2. Measurement of signals: a is the simulated angle of attack; b is the pitch rate 
S o u r c e: made by O.N. Korsun, M.H. Om, S. Goro

Delta, deg 

Alpha, deg Omegaz, deg/s
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To imitate the measurement mathematically, 
the normally distributed random variables with 
zero mean and different standard deviation values 
were subjected to the measurement noise for every 
signal. The values of the standard deviations of 
the measurements are listed in Table 1. It is assumed 
that the measurements took place under various 

intensities of measurement noise (Figure 3); there- 
fore, the effectiveness of the estimation will be ana- 
lyzed based on the numerical methods applied to 
approximate the derivatives of the pitch rate under 
the influence of various levels of noise intensity. 
In Table 1, Std represents the values of the standard 
deviations in degrees subjected to measurement noise. 

Table 1  
The values of standard deviations subjected to measurement noise 

Signal, deg Std, deg Std, deg Std, deg Std, deg Std, deg 

Angle of attack 0.02 0.08 0.2 0.4 0.8

Pitch rate 0.02 0.08 0.2 0.4 0.8 

Elevator deflection 0.02 0.08 0.2 0.4 0.8 

a     b 

Figure 3. Measurement of signals under the influence of measurement noise: 
 a — Angle of attack; b — Pitch rate 

S o u r c e: made by O.N. Korsun, M.H. Om, S. Goro 

2. Estimation of stability
and control derivatives 

There are many distinct methods for parametric 
system identification, and each method has its 
advantages and disadvantages depending on the 
system itself [16; 17]. These parametric identification 
methods are also applicable for detecting dynamic 
errors in on-board measurements of aircraft based 
on flight data [18]. 

The least-squares method (1) was used in this 
study to estimate the aerodynamic coefficients. 
Evidently, the least-squares method is more effective 
for linear systems. The mathematical model of an 
object can be described as: 

( ) ( )
T ,ˆt ty a x= (3) 

where ( )ty is the vector of the output signal, ( )tx

is the vector of the regressors, and â  is the vector 
of unknown parameters. 

The observation model for N number of 
observations can be expressed as 

( ) ( ) ( ) ,εt t tz y += (4)

where ( )ε t  denotes the measurement noise. 

Therefore, for each of the N discrete time 
points at which the measurements are available, 
it can be described in matrix notation as: 

, εˆY Xa +=      (5) 

Alpha, deg Omegaz, deg/s
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where [ ]T

1 2 3 .  NY y y y y………= , [ ]T

1 2 3 .ε ε ε ε  εN………=  

are 1  N ×  size vectors and X is the  N p×  

  N p× matrix of the independent variables: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

1 1 1

2 2 2

...

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1

1     .

1
N N N

t t t

t t t

t t t

x x x

X x x x

x x x
… …

 
 
 
 




=


 


 

Unlike the maximum likelihood, in the least-
squares method (6), the parameters to be estimated 
must arise in the expressions for the means of the 
observations. When the parameters appear linearly 
in these expressions, the least-squares estimation 
problem can be solved in closed form, and it is 
relatively straightforward to derive the statistical 
properties for the resulting parameter estimates. 
The least-squares method is given by 

( ) 1T T ,â X X X Y
−

=  (6) 

where â  is the vector of unknown parameters to 
be estimated, X is the matrix of the object model, 
and Y is the vector of the output signal. 

Only three moment coefficients involved in 
the angle of attack and pitch rate were estimated, 
whereas the present study focused on analyzing the 
effect of numerical differentiation methods on the 
estimation. The estimation of three moment 
coefficients using LSM requires the derivative of 

the pitch rate 
.

ωz for the formation of the output 
signal vector Y. The object model matrix X is 

formed by the angle of attack α,  pitch rate ωz  and 

elevator deflection δ. Then, the object model 
matrix, output signal vector and vector of 
unknown parameters take the following form: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

1 1 1

2 2 2

...

1 α ω δ

1 α ω     δ ,

1 α ω δ
N N N

t zt t

t zt t

t zt t

X
… …

=

 
 
 
 
 
 
 

 

( )

( )

( )

1

2

.

.

ω

,

ω

ω
 

z

z

z N

d
dt

d
Y

dt

d
dt

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=



  
Tωα δˆ .z

z z za M M M =    

3. Numerical differentiation methods 
for the approximation of derivatives 

The aerodynamic moments acting on the air-
craft in flight are proportional to the derivatives 
of the corresponding angular velocities of the air- 
craft, which are usually obtained from the onboard 
measurements. Therefore, the numerical differ- 
entiation methods that ensure the accurate appro- 
ximation of the derivatives are crucial in aircraft 
engineering [19]. 

Generally, differential equations can be 
solved analytically; however, significant effort 
and effective mathematical theory are often 
required, and the closed form of the solution may 
be too confusing to be useful. When an analytical 
solution to a differential equation is not available, 
it is too difficult to deduce, or it takes on a sophi- 
sticated form that is unhelpful to apply, an appro- 
ximate solution can be considered. There are two 
approaches to this purpose. The first approach is a 
semi-analytical methods that consider the use of 
series, that is, integral equations, perturbation 
methods, or asymptotic methods for obtaining an 
approximate solution expressed in terms of simpler 
functions. The second one is numerical solutions. 
Discrete numeric values can represent solutions 
with a certain precision. Currently, these numerical 
arrays (and their associated tables or graphs) are 
obtained using computers to provide effective 
solutions to many problems that were previously 
impossible to obtain [20].  

In this study, to approximate the derivative of 
the pitch rate, forward difference, backward differ- 
ence, and central difference methods were applied. 
The finite difference methods — forward difference, 
backward difference, and central difference — 
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are used for the numerical approximation of the 
derivatives of a certain function. The forward 
difference method approximates the derivative of 
a function at a particular point by considering the 
function values at the very point and a nearby point 
ahead of it. This can be expressed mathematically 
as follows: 

( ) ( ) ( )( )
.'

x h xf f
f

h
x + −

=   (7) 

The backward difference method considers 
the function values at that point and the nearby 
point behind it to approximate the derivatives of a 
function at a particular point. This can be 
expressed mathematically as follows: 

( ) ( ) ( )( )
.'

x x hf f
f

h
x −

=
−

 (8) 

The central difference method takes the 
function values at two nearby points, one ahead 
and one behind it to approximate the derivative of 
a function at a particular point. This can be 
expressed mathematically as follows: 

( ) ( ) ( )( )
,'

2

x h x hf f
f

h
x + −

=
−

 (9) 

where ( )' xf is the derivative of a function, ( )xf  is the 

function that is differentiated, and h is the step size. 

Moreover, the combination of these three 
methods “gradient” that is implemented in Python 
is also utilized for the approximation of the 
derivative of pitch rate. This combination method 
“gradient” uses the forward/backward difference 
methods for approximating the boundary points 
(first and last points) of the signal and the central 
difference method is used to calculate the 
derivatives of interior points of the signal. 

Poplavsky method was also applied in this 
study to approximate the derivatives [19]. 

The approximation polynomials of k degrees 
were used to estimate the first derivative. This is 
expressed as follows:  

( ),
m

j ij m
S b y t

=−
=   (10) 

( ) ( )
( ) ( )( )( )

4 3 2 3

2 2

3 6 3 1 7 3 3 1
,

1 2 4 1 2

5 5

3
j

m m m j m m j
b

m mh m mm

+ − + − + − 
− −


+

=
+  (11) 

where h is the sampling interval, and m is the 
sliding interval size. 

First, the estimation of aerodynamic para- 
meters using LSM was performed under noise-free 
conditions to clarify how the method functions 
without noise. Table 2 presents the results. The 
estimation was repeatedly executed 15 times and 
the average of the relative errors of the estimates was 
calculated. 

 
Table 2 

Relative errors of estimates given by numerical differentiation methods under noise%free condition 

Method Relative error 
α
zM , % Relative error 

ωz
zM , % Relative error 

δ
zM , % 

Forward Difference 1.90588286e�12 8.38218384e�12 3.89965837e�12 

Backward Difference 56.54558069 167.07475111 90.06760292 

Central Difference 28.27279035 83.53737555 45.03380146 

Combination of Methods 1.89378435 1.36827312 0.96303547 

Combination of Results 1.89414061 1.36895486 0.96301928 

Poplavsky Method_1 8.40614113 28.35047731 14.42287996 

Poplavsky Method_2 1.89026931 1.33060582 0.97035183 
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After obtaining the results calculated by the 
forward difference method, backward difference 
method, central difference method, and Poplavsky 
method, two approaches are proposed considering 
the efficiency and weaknesses of these methods. 
The first one is Poplavsky methods-2, where the 
sample points are cut off along the left and right 
edges of the dataset in accordance with the size of 
the sliding window used in the Poplavsky method. 
The second approach considered a com- 
bination of the results obtained by separately using 
three finite difference methods. 

As shown in Table 2, the forward difference 
method demonstrated superior performance com- 
pared to the other methods under noise-free 
conditions. Combination of methods “gradient”, 
Combination of results and Poplavsky method 
also demonstrate their effectiveness in providing 
satisfactory estimates. The backward difference 
method is generally less accurate, and when it 
is used for the output vector, which is crucial in 
estimating parameters, it provides less favorable 
estimates. The results provided by the central 

difference method are less favorable because this 
method does not accurately approximate the deri- 
vatives at the boun-dary points. The results show 
that Poplavsky method also provides gratifying 
accuracy in the estimation of the parameters under 
noise-free conditions. 

4. Results and discussion 

For better accuracy and reliability of the 
estimates of the stability and control derivatives, 
the estimation was performed 15 times. For each 
execution of the program, whereas the normally 
distributed random variables with zero mean and 
several values of standard deviation characterized 
the measurement noise, the relative errors of the 
estimates were calculated. Subsequently, the average 
values of the relative errors of the estimates according 
to the repeated execution of the estimation are 
obtained. The results obtained by the five methods 
and two approaches are presented in Tables 3–9 
and their graphical presentation is shown in 
Figures (4–6).  

 
Table 3 

Relative errors of estimates given by forward difference method 

Std, deg Relative error 
α
zM , % Relative error 

ωz
zM , % Relative error 

δ
zM , % 

0.02 0.15205137 0.86688247 0.29560156 

0.08 0.66371885 11.94143302 3.2670063 

0.2 3.55255766 69.70950238 18.22990503 

0.4 19.66459307 258.66536699 63.01107033 

0.8 116.90595768 724.5247589 132.21844664 

 
 

Table 4 

Relative errors of estimates given by backward difference method 

Std, deg Relative error 
α
zM , % Relative error 

ωz
zM , % Relative error 

δ
zM , % 

0.02 56.46582798 167.64983046 90.18434052 

0.08 57.33883809 181.78023716 95.01045211 

0.2 58.34679468 250.40740951 116.16826948 

0.4 54.42187212 459.89022414 175.76298856 

0.8 18.73253971 960.14423628 275.98508977 
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Table 5 

Relative errors of estimates given by central difference method 

Std, deg Relative error 
α
zM , %  Relative error 

ωz
zM , % Relative error 

δ
zM , % 

0.02 28.30462418 83.64873361 45.08821755 

0.08 28.66114439 83.85506646 45.40073055 

0.2 30.98583624 89.82494974 48.79572234 

0.4 37.10499183 104.01791904 57.41742689 

0.8 48.81781812 117.835604 69.74591019 

 
Table 6 

Relative errors of estimates given by combination of three methods “gradient” 

 
Table 7 

Relative errors of estimates given by combination of results given by finite difference methods 

Std, deg Relative error 
α
zM , % Relative error 

ωz
zM , % Relative error 

δ
zM , % 

0.02 1.84662819 1.36845403 0.93535781 

0.08 1.44177607 3.93460101 1.52677994 

0.2 2.89059324 14.78572012 6.41968791 

0.4 11.46850026 35.22754859 18.59589663 

0.8 35.05152409 87.77718717 51.02816458 

 
Table 8 

Relative errors of estimates given by Poplavsky method_1 

Std, deg Relative error 
α
zM , % Relative error 

ωz
zM , % Relative error 

δ
zM , % 

0.02 8.44056384 28.78966508 14.56942007 

0.08 8.18407016 29.35411495 14.57706342 

0.2 11.86598703 39.18062433 19.97106469 

0.4 22.38493718 65.62501345 35.51506445 

0.8 41.11094292 101.28620295 59.36737503 

Std, deg Relative error 
α
zM , % Relative error 

ωz
zM , % Relative error 

δ
zM , % 

0.02 1.7906732 1.53301677 0.83952767 

0.08 1.37399282 3.27782994 1.37076629 

0.2 3.40201398 15.52870946 6.96162448 

0.4 13.13329098 39.18691594 20.89832966 

0.8 36.63975232 85.35310955 51.29733977 
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Table 9 

Relative errors of estimates given by Poplavsky method_2 

Std, deg Relative error 
α
zM , % Relative error 

ωz
zM , % Relative error 

δ
zM , % 

0.02 1.76466215 1.89400133 0.71172912

0.08 1.73815893 7.24275427 3.36221295

0.2 12.51837471 27.97205869 17.2391036

0.4 49.55022288 65.28447612 54.77609201

0.8 79.72952628 90.19302059 83.77492038

In the presented Tables 3–9, the notation 
“Std” stands for the values of the standard deviations 
that characterized the measurement noise for the 
simulation of the measurement of the aircraft per-
formance signals using the mathematical equations 
of flight dynamics. The relative errors in the estimates 
of the pitch moment coefficient with respect to 
the angle of attack, which is a static longitudinal 
stability derivative, are shown in Figure 4. 

The relative errors in the estimates of the pitch 
moment coefficient with respect to the pitch rate, 
which is a dynamic longitudinal stability derivative, 
are shown in Figure 5.  

The relative errors in the estimates of the pitch 
moment coefficient with respect to the elevator 
deflection, which is the longitudinal control deri- 
vative, are shown in Figure 6.  

Figure 4. Relative errors of the estimates of pitch moment 
coefficient with respect to angle of attack 

S o u r c e: made by O.N. Korsun, M.H. Om, S. Goro

Figure 5. Relative errors of the estimates of pitch moment  
coefficient with respect to pitch rate 

S o u r c e: made by O.N. Korsun, M.H. Om, S. Goro

Figure 6. Relative errors of the estimates of pitch moment coefficient 
with respect to elevator deflection 

S o u r c e: made by O.N. Korsun, M.H. Om, S. Goro
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In Figures 4–6, the X axes of each figure rep- 
resent the values of standard deviations in degrees 
that characterize the measurement noise, while the 
Y axes represent the relative errors of the estimates 
of the longitudinal stability and control derivatives 
calculated by the least-squares method, which 
requires the derivatives of the pitch rate.  

According to the results presented in Tables 
3–9 and Figures 4–6, it can be observed that the 
backward difference method is less effective for 
estimating coefficients. The forward difference 
method ensures a good and satisfactory result when 
the noise intensity is relatively low; however, 
its ability deteriorates with an increase in the noise 
intensity. The central difference method provides 
moderate and stable accuracy of the estimation 
at every level of noise intensity, but it provides 
a less accurate approximation of the derivatives 
at the boundary points, resulting in a significant 
deterioration in the accuracy of the estimation. 
Poplavsky method also provides a good accuracy 
of the estimates, and it can be observed that this 
method is robust and stable despite changes in the 
noise intensity. The combination of three finite 
difference methods “gradient” ensures gratifying and 
stable accuracy for every level of noise intensity.  

The forward difference method is efficient for 
approximating derivatives at the left boundary, and 
the backward difference method is effective at the 
right boundary. The central difference method pro- 
vides better results than the other two methods, but 
it is observed that this method is much more suitable 
for finding the derivatives of the interior points. 
Based on these advantages and disadvantages, 
a combination of three finite-difference methods 
was proposed. The three combined methods were 
observed to be more efficient in handling different 
levels of noise intensity throughout the entire 
dataset, as they approximated the derivatives at the 
boundary points using the forward and backward 
difference methods, which are generally effective 
at the boundary points. It also potentially allows 
for a more accurate approximation of the derivative 
considering the specific characteristics of noise in 
different locations.  

Nevertheless, in the combination of the three 
methods, the central difference method still strugg- 
les at the second and second last points of the 
processing time because these two points become 
the first and last points at the left and right 
boundaries, where the method has weakness.  

The combination of the results obtained by 
separately approximating the derivatives using 
three finite-difference methods compensates for 
this weakness and ensures the enhancement of the 
accuracy of parameter estimation. Poplavsky method 
also struggles at the left and right boundaries, but 
after cutting off the edges according to the size of 
the sliding window, it becomes more efficient under 
a low intensity of noise. However, the efficiency 
of this approach deteriorates with an increase in 
the intensity of the measurement noise. 

Conclusion 

This study comprehensively analyzed the effects 
of numerical differentiation methods: the forward 
difference method, backward difference method, 
central difference method, combination of finite 
difference methods, and Poplavsky method on the 
estimation of the longitudinal stability and control 
derivatives of the mathematical model of the 
motion of the aircraft. Moreover, two proposed 
approaches take into account the combination of the 
results separately obtained by three finite difference 
methods and Poplavsky method-2, where the un- 
necessary edges of the dataset at the boundaries are 
cut off.  

The numerical differentiation methods are used 
to approximate the derivatives of the pitch rate that 
is necessary for forming the output vector in the 
least-squares method. It is important to note that 
the choice of method depends on specific tasks and 
requirements. All of these numerical differentiation 
methods may have advantages depending on the 
task. The combination of the results separately 
obtained by the three finite difference methods 
can be especially useful in practical applications 
where noise is present, for example, in scientific 
experiments, data analysis, or signal processing. 
This method also has the ability to reduce the 
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effects of noise and provides reliable estimates of 
derivatives, even at high noise levels.  

Based on the results obtained in this work, 
it can also be noted that every single point of the 
dataset is crucial for the parameter estimation, as 
the first and last points, that is, boundary points, 
significantly affect the accuracy of estimation. 
This advantage of the proposed approach enhances 
the accuracy and reliability of numerical differ- 
entiation methods in various scientific research 
fields. 
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μ робастная устойчивая экстраполяция стационарного случайного
процесса с интервально-ограниченной дисперсией 
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Аннотация. Представлен метод синтеза μ робастно-устойчивого 
линейного минимаксного экстраполятора стационарного случай-
ного процесса в условиях интервальной неопределенности пара-
метров измеряемого сигнала. Показана в конструктивном виде
μ робастно-устойчивая минимаксная экстраполяция как по резуль-
тату, так и по решению. Сформулированы и доказаны теоремы
детерминизации и редукции существования и единственности со-
гласованной интервальной седловой точки в задаче экстраполяции 
с малыми нечетко-интервальными отклонениями в правых частях 
ограничений на спектральную плотность мощности возмущения 
измеряемого сигнала в форме согласованной интервальной функ-
ции Лагранжа. В конструктивной форме предложен 4-шаговый
алгоритм детерминизации поиска оптимума неполностью опреде-
ленного функционала дисперсии ошибки оценивания к нахожде-
нию одноименного оптимума двух полностью определенных (детер-
минированных) функционалов. Этот подход, в отличие от других 
(например, вероятностного), всегда обеспечивает существование 
устойчивого по результату и решению единственного оптимума 
в задаче интервальной минимаксной экстраполяции за счет регуля-
ризации по малому параметру при производной от собственной 
функции сингулярно-возмущенного интегро-дифференциального 
уравнения первого порядка с интегральным оператором типа Воль-
тера второго рода, определяемым симметрическим, замкнутым 
вещественным ядром. В отличие от классических методов прогно-
зирования и оценивания  предложенный метод позволяет получить 
гарантированные интервально устойчивые робастные оценки состо-
яния при некоторых отклонениях действительных вероятностных 
характеристик исходных данных от гипотетических.   

Ключевые слова: седловая точка, некореллированный, спектраль-
ная плотность, робастная устойчивость, регуляризация, минимакс, 
экстраполяция 
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 Abstract. A method for synthesizing μ robust stable linear minimax extrapolator of 
a stationary random process under conditions of interval uncertainty of the para-
meters of the measured signal is presented. A robust and stable minimax extrapolation 
is shown in a constructive form of μ, both in terms of the result and the solution.
The theorems of determinization and reduction on the existence and uniqueness of
a consistent interval saddle point in the problem of extrapolation with small indistinct 
interval deviations in the right parts of the restrictions on the spectral power density 
of the perturbation of the measured signal in the form of a consistent interval 
Lagrange function are formulated and proved. In a constructive form, a 4-step 
algorithm is proposed for determinizing the search for the optimum of an imperfectly 
defined functional of the variance of the estimation error to find the optimum of the 
same name for two fully defined (deterministic) functionals. This approach, unlike 
others (for example, probabilistic), always ensures the existence of a stable result and 
solution of a single optimum in the problem of interval minimax extrapolation due 
to regularization by a small parameter with a derivative of the eigenfunction of
a singularly perturbed integro-differential equation of the first order with an integral 
operator of the Voltaire type of the second kind, defined by a symmetric, closed real 
the core. Unlike classical forecasting and estimation methods, the proposed method 
allows us to obtain guaranteed interval-stable robust estimates of the state with some 
deviations of the actual probabilistic characteristics of the initial data from the 
hypothetical ones. 

Keywords: saddle point, uncorrelated, spectral density, µ robust-stable, regularization, 
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Введение 
 
Большинство современных задач оптими-

зации решается в предположении детермини-
рованных параметров оптимизируемой системы. 
Однако на практике системы в технике, эконо-
мике, социологии и т. д. имеют, как правило, 

недетерминированные параметры, в частности, 
ими могут быть интервально неопределенные 
параметры, такие как спектральные интерваль-
ные плотности ошибок измерения полезного 
сигнала и/или неизвестного интервально-не-
четкого возмущения, присутствующего в изме-
рениях полезного сигнала. В этих условиях 
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получить аналитическое решение оптимальной 
задачи экстраполяции или фильтрации не пред-
ставляется возможным. Достаточно часто мате-
матическая модель системы управления учиты-
вает лишь допустимые области изменения наб- 
людаемых параметров управляемой системы 
и характеристик ее отдельных элементов без 
конкретизации самих этих параметров и харак-
теристик. Указанные области могут опреде-
ляться, например, интервальными ограничени-
ями, соответствующими заданным техниче-
ским допускам на систему. Решение таких за-
дач требует специальных методов, отличных от 
методов обычных детерминированных уравне-
ний. В ряде работ группы авторов [1–4] пред-
ложили несколько фундаментальных подходов 
к решению задач линейной минимаксной экс-
траполяции для стационарного случайного про-
цесса, получивших распространение в научной 
литературе в период 1991–2017-х гг. Среди них 
была рассмотрена задача минимаксной экстра-
поляции стационарного случайного процесса с 
непрерывным и дискретным временем постав-
лена и решена О.М. Куркиным [1]. Задача син-
теза экстраполяции временных стационарных 
в широком смысле временных последователь-
ностей на интервале времени исследовалась в [2]. 
Несколько результатов было получено M. Mok- 
lyachuk и A.Yu. Masyutka в [3], в которой была 
решена задача линейной минимаксно-робаст-
ной экстраполяции линейных функционалов 
для пропущенных значений стандартной век-
торной стационарной случайной последова-
тельности с ортогональными значениями ко-
нечного ранга. Ими было показано, что мак-
симальную среднеквадратическую ошибку в 
оценке линейных функционалов дает модель 
скользящего среднего первого порядка. Рас-
смотрена задача линейной экстраполяции про-
цесса, когда спектральные интервальные плот-
ности ошибок измерения сигнала удовлетво-
ряют моментным условиям и известным апри-
орным ограничениям в форме вещественно не-
отрицательно-определенных симметричных ин-
тервалов по отношению к ожидаемым незадан-
ным границам своих ограничений требуемой 

ширины. Рассматривается μ робастно-устойчи-
вая интервальная гарантирующая оценка, под 
которой понимается наилучшая оценка пара-
метров полезного сигнала в смысле минимума 
ошибок измерений и возмущений с интерваль-
ными спектральными плотностями, принадле-
жащими множеству неотрицательно определен-
ных плотностей. μ Робастно-устойчивая мини-
максная экстраполяция понимается по пара-
метру μ как множителю при производной от ис-
комой собственной функции в интегральном 
уравнении Гренандера, определяющем опти-
мальный минимаксный экстраполятор, как ре-
гуляризация задачи, обеспечивающая устойчи-
вость ее как по решению, так и по ее результату. 
Решение проблемы сводится к решению двух 
полностью определенных задач условной оп-
тимизации того же вида [4]. При этом исполь-
зуется математическая теория сравнений ин-
тервалов, позволяющая заменить сравнение ин-
тервалов сравнением их нижних и верхних гра-
ниц и выделить максимальный и минимальный 
интервал в рамках сохранения μ робастной 
устойчивости задачи экстраполяции. В иссле-
довании показано, что линейный минимаксный 
μ робастно-устойчивый интервальный экстра-
полятор совпадает с оптимальным линейным 
экстраполятором для объединенных множеств 
всех нижних (верхних) значений игры, которые 
образованы нижними (верхними) значениями 
детерминированных «точечных» игр с интер-
вальными стратегиями игроков и их функци-
ями выигрыша. Показано, что оптимальный 
интервальный экстраполятор совпадает c мини-
максным детерминированным экстраполятором 
в форме согласованной интервальной функции 
Лагранжа по ее первой компоненте искомого 
экстраполятора и второй, спектральной, компо-
ненте наихудшего возмущения с регулярной 
областью допустимых ее нижней (верхней) 
граничной задачи. Указанный подход позво-
ляет в конструктивной форме построить 4-ша-
говый μ робастно-устойчивый алгоритм реше-
ния интервальной задачи минимаксной экстра-
поляции, который реализует метод детерми-
низации. 
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1. Постановка задачи минимаксной 
экстраполяции при отсутствии ошибок 
измерений в непрерывном времени 

 
Предположим, что фактическая составляю- 

щая измеренного сигнала была сформирована 
из определенного возмущения с помощью дина- 
мической системы управления  

( ) ( ).( ) +t = t u tx Ax b    (1) 

Здесь постоянная матрица A размерности 

n × n, ( , )t ∈ −∞ +∞ , )x( nRt ∈  является векто- 

ром состояния системы; b — постоянный век-
тор; ( )u t  — неизвестное интервально-нечет-

кое возмущение или управление, представляю-
щее скалярный cтационарный случайный про-
цесс с нулевым средним значением с един-
ственной информацией о его интервально не-
четкой корреляционной функции об ограниче-
нии на его интервально-нечеткую дисперсию, 
которая удовлетворяет неравенству 

2 ,E ( )u t a ≤  

где E(•) обозначает математическое ожидание, 
2 ( )u t ; a < ∞  — фиксированная интер-

вально-нечеткая мощность возмущения и, воз-
можно, ограничение на область концентрации 
его спектральной плотности — (λ)uh в точке

λ Λ∈ ; Λ  — заданное подмножество частотной 
оси. Измеренный сигнал ( )ty  по результатам 

наблюдений на временном интервале 0( , )t t∈ −∞  

представим в виде 

( ) ( ) .t t = Ty C x   (2) 

Сделаем следующие предположения отно-
сительно матриц A, b, и C:  

1) система «измеритель — объект» (1), (2) 
является наблюдаемой системой 

( )( ) .rank n=
TT n-1C, A C, ..., A C  

На протяжении всей статьи rank будет мат-
ричным оператором принятия ранга над соот-
ветствующей составной матрицей: 

( )–1n TTC, A C, ..., A C.  

Это означает, что если хотя бы один из его 
миноров порядка n отличается от нуля, при 
этом каждый минор порядка (n + 1) равен нулю; 

2) cистема «измеритель — объект» (1), (2) 
является «маскируемой» возмущением, т.е. лю-
бое ее состояние можно всегда выразить в виде  

( τ)( ) ( ) τ
t tt e u t d −

−∞
= 

Ax b  (3) 

или эквивалентное условие 

( )1 .nrank n− =b, Ab, ..., A b  

Так как ( )y t  — гaуссовский случайный 

процесс, то наилучшей экстраполяцией явля-
ется линейная экстраполяция, которая в данном 
случае имеет вид  

ˆ( ) ( τ) (τ) τ,
t

s t T g t T y d+ = + −
−∞

 

чтобы найти переходную функцию ( )g t  физи-

чески реализованного фильтра, который оцени-
вает процесс  

( ) ( τ) (τ) τTt
s t T q t T x d+ = + −

−∞
 

в момент времени ,  0t T T+ > . 

Здесь ( )q t  — заданная функция «вектор-

строка» размера n линейного преобразования, 
которое задается строкой частотных характери-
стик (λ )Q  полезного сигнала ( )t=x x  стацио-

нарного n-мерного процесса. 
Критерием качества является дисперсия 

ошибки прогнозирования с периодом времени 
экстраполяции T: 
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2

0 0ˆmin max  ( ) ( )s t T s t T
g u

 + − + = E

min sup ( , ) ,
extG K h

D G h
Ξ 


∈

=
∈

 (4) 

где G — передаточная функция, связанная с 
функцией ( )g t , h  — параметрический спектр 

неизвестного интервально-нечеткого возмуще-

ния ( )u t , 
ext

K  — класс комплекснозначных 

линейных экстраполяторов, Ξ  — класс спек-
тра возмущений 

1( )LΞ Λ ⊆ , где 
1 ( )L Λ  — класс

абсолютно интегрированных вещественных 
функций на ,Λ  определяемый как 

{ 1(λ, ) :  ( )= h q L I hΞ = ∈ 

=
1

(λ, ) (λ) λ
2π uh q d D

Λ

Ψ ≤ 
  .  (4а) 

Для фиксированной спектральной плотно-
сти h Ξ∈   оптимальный линейный экстраполя-

тор (λ)extG  находится путем решения экстре-

мальной задачи 

min sup ( , ).
extG K h

D G h
Ξ 


∈ ∈

(5) 

Таким образом, задача сводится к нахож-
дению частотных характеристик по минимакс-
ному критерию (4). Представляет интерес рас-
смотрение ситуаций, в которых известна точ-
ная форма спектральной плотности мощности 
сигнала, но форма спектральной плотности 
мощности возмущения неизвестна. Относи-

тельно неизвестной компоненты (λ, )h q  из-

вестно лишь, что она удовлетворяет условию 
параметрической интервальной нечеткости: 

( ) ( ) ( )1 (λ) λ, + λq h qhh q −= , (5а) 

где (λ)h — неизвестная ожидаемая нижняя гра-

ничная реализация, (λ)h  — неизвестная ожи- 

даемая верхняя граничная неизвестных пара-
метрических составляющих спектральных плот-
ностей (λ, ),  h q  которые слабо меняются при

изменении параметра q, [0,1]q ∈  — параметр, 

задающий возможную степень девиации реа-

лизации (λ, ),  h q на ее интервале нечеткости

[ (λ), (λ)],h hΞ = (λ, )h q ∈ Ξ   от ее ожидае-

мых граничных реализаций, (λ, ) h q  сосредо-

точена на ожидаемой полосе частот 1Λ : 

(λ, ) 0,   h q = если 
1λ Λ∉

положительной меры 1 0mesΛ >  (возможна 

и бесконечная мера), интервальный параметр 

uD  в правых частях ограничений (4.а) пред-

ставлен в виде симметричного интервала 

[ ]δ, δu u uD D D= − +

с малыми неотрицательными отклонениями δ , 
где 

uD < ∞  — фиксированная мощность возму-

щения, (λ)Ψ  — неотрицательная заданная чет-

ная функция по частоте λ,  удовлетворяющая 

условию Пейли — Винера: 

 2

| ln (ω) |
ω .

1 ω
d

∞

−∞

Ψ < ∞
+ (6) 

Мы будем рассматривать Ξ в дальнейшем 
как подпространство 

2(λ)L  гильбертова про-

странства комплекснозначных функций, задан-
ных на частотной оси [ , ]−∞ ∞ , интегрируемых 

по квадрату относительно меры Лебега с плот-
ностью (λ, )h q , неравной нулю. Будем считать 

далее, что множество спектральных плотно-
стей, заданных в виде (5a) и удовлетворяющих 
ограничениям (4a), принадлежит выпуклому 

слабому компакту Ξ  допустимых неотрица-
тельно определенных спектральных плотно-
стей возмущений помехи. В [5] впервые пред-
ложен такой подход к задаче интерполяции для 
стационарных процессов. Аналогичный при- 
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чинный случай был рассмотрен для интерваль-
ной нечеткости линейной динамической си-
стемы с параметрической неопределенностью 
спецификации только в матрице состояний в 
рамках формы H-устойчивости с ограниченной 
дисперсией случайного возмущения в полез-
ной составляющей модели сигнала в [6]. Для 
этой задачи теперь мы можем сформулировать 
следующую теорему без очевидного доказа-
тельства, которая дает методику поиска наиме-
нее благоприятных спектров в определенных 
случаях. 

Теорема  1. Данная задача имеет седло-
вую точку в силу того, что критерий оценива-
ния ( , )D G h  является линейным функционалом 

по h  и множество всех (λ, )h q  с ограниченной
интервальной дисперсией 

1
(λ, ) (λ)

2π uh q D
∞

−∞

Ψ ≤  

является выпуклым, слабо компактным и функ-
ционал выигрыша ( , )D G h  является квадратич-
ным по G  и линейным по h . Условия выпукло-
сти-вогнутости, которые требуются при 
использовании известных теорем из теории 
игр [7], выполняется классическое условие 
существования седловой точки и мы имеем со-
ответствующее соотношение, определяющее 
седловую точку: 

min max ( , )
ext hG K

D G h
Ξ 


∈∈

=  

max min ( , ) .
ext opth G K

D G h D
Ξ 

 
∈ ∈

= =  (7) 

Таким образом, проблему следует интер-
претировать как антагонистическую игру 

( , , )extD KΓ Ξ , где функционал выигрыша ( , )D G h  

связан с соответствующими стратегическими 
пространствами двух игроков: пространство 
первого игрока, названного природой, стремя-

щегося максимизировать ( , )D G h , и простран-

ство второго extK игрока, названного исследова-

телем, стремящегося минимизировать ( , )D G h . 

Отметим, что в данной математической поста- 

новке алгоритма гарантированного решения 
интервальной задачи μ робастно-устойчивой 
линейной минимаксной экстраполяции соблю-
даются все требования по обеспечению его 
возможности широкого применения на прак-
тике [8] — по оптимальности, однозначности, 
несмещенности и сходимости. Однознач-
ность и несмещенность алгоритма гарантиро-
ванного интервального μ робастно-устойчи-
вого прогноза очевидна. Указанный алгоритм 
также и оптимален в том смысле, что экстре-
мальные полиномы на интервале прогноза T 
выделяют из всего множества реализаций ( )y t , 

0( ,  )t t T∈ −∞ +  область, содержащую только 

такие реализации, которые могли бы наблю-
даться на интервале 

0( , )  t t∈ −∞ при условии, 

что ошибка измеренийε( )t лежит в некоторых 

пределах 
1 2ε( ) [ ( ), ( )]t t tΔ Δ∈ , т. е. область, огра-

ниченная экстремальными полиномами на ин-
тервале T, является наименьшей из возможных, 
в которой находится гарантированно истинная 
реализация y(t). Оптимальная оценка, характе-
ризующая точность гарантированного про-
гноза, может быть записана как  

α β

*
α β

,
( ) min max | ( ) ( ) |,

y y N t T
t y t y t

∈ ∀ ∈
= −   (7a) 

где N  — множество, содержащее на интер-
вале T  только такие реализации y(t), которые 
лежат в интервале измерений 

1[ ( ) ( ),z t tΔ−  

2( ) ( )]z t tΔ+ , где ( )z t  — результаты наблюде-

ний реализации случайного процесса y(t). Асим- 
птотическая сходимость рассматриваемых ал-
горитмов прогноза вытекает из свойств экстре-
мальных полиномов, например полиномов Кар-
лина [7], и может быть доказана с использова-
нием теоремы 2.4 [7] в смысле критерия (7a). 

Система соотношений, определяющих 
седловую точку в задаче минимаксной 
экстраполяции 

Теорема 1 может быть применена для нахо- 
ждения решений задачи экстраполяции для ста- 
ционарного случайного процесса в случае спек- 
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тральной неопределенности, когда спектраль-
ная плотность возмущения точно неизвестна. 

Спектральная плотность сигнала из (2) 
может быть представлена в виде 

(λ, ) (λ) (λ, ),uX q T h q= +   (7б) 

где известна неотрицательная составляющая 
(λ)T , удовлетворяющая условию Пейли — Ви- 

нера (6) и (λ, )
exth q K ∈ является неизвестной 

составляющей в спектре сигнала. Решение за-
дачи (5) можно найти для этого случая, приме-
нив результаты [1] относительно связи задачи 
минимаксной фильтрации с решением про-
блемы марковских моментов [9]. 

Пусть (λ) 0T = , тогда система соотноше-

ний, определяющих седловую точку в этом слу-
чае, определяется формулами 

2
;(λ) | φ(λ) |Ψ =  (8) 

( )

( ) ( )

2

0

(λ) λ,
λ;

α (λ)

α ( , ) , , ξ;

u

T

u u

Q X q
d

X t q K t X q d

++∞
−

−∞

  
Ψ

= ξ ξ







 




(9)

( ) ( )
min[ ; ξ ]

( ,ξ) τ ξ τ.
t T

K t P t a t d
−

−∞

= − +  (9a)
 

(λ) (λ, )
(λ, )

(λ, )
uext

u

Q X q
G q

X q

+

+

  = =





max
*(λ, )

(λ) φ (λ) ,
(λ,

μ
)

u

u

X qQ
X q

−

+= − 



  (10) 

где α  — интервальный коэффициент Лагранжа, 
удовлетворяющий системе соотношений, опре-
деляющий седловую точку минимаксного экс-

траполятора [1, пункт 3. 6. 1] ( , )uX t q  — функ-

ция оригинал изображения (λ, )uX q
+

, ( )P t  — 

оригинал изображения 1 / φ(λ) ; ( )a t  — ори- 

гинал изображения (λ)Q на отрезке времени 

0 t T≤ ≤ ; φ(λ)  — результат факторизации 

(λ) φ (λ)φ (λ)Ψ + −= , *
φ (λ) φ (λ)

−= ; maxλ  — 

максимальное нечетко интервальное собствен-
ное значение, соответствующее собственной 

функции (λ, )uX q в однородном интегральном

уравнении Гренандера [10]. Дисперсию ошибки 
экстраполяции с периодом времени экстрапо-
ляции можно в этом случае представить в виде 

(λ, )extD q =

  22
max

1
(λ, ) (λ) (λ, ) λ

2π
G q Q h q d aλ

+∞

−∞

= − =  . (11) 

В соотношениях (9), (10) и далее подразу-
мевается использование α -уровневого прин-
ципа обобщения с интервальной арифметикой 
для выполнения алгебраических и арифмети-
ческих операций с нечеткими числами или 
функциями [10], символы в уравнениях (9), (10) 

для функций и символы (λ)A+  и (λ)A−  были

введены как соответствующие операции раз-
деления функции (λ)A  в нижней и верхней 

аналитической полуплоскости, соответственно 

(λ)A+
, (λ)A−

и являются причинной и непри-

чинной частями удовлетворяющей факториза-

ции функции (λ) (λ) (λ)A A A+ −= , при фикси-

рованной (λ, )G q , (λ, )h q  является решением

задачи проблемы моментов Маркова [9], каса-
ющейся возмущения спектральной плотности 
(точно неизвестной), связанной с критерием 
минимаксной среднеквадратичной ошибки (4). 

2. μ  робастно	устойчивая минимаксная

экстраполяция по результату и решению 

Для того чтобы продемонстрировать раз-
работку методики, мы предлагаем рассмот-
реть переход от интегрального уравнения (9.1) 
к эквивалентному сингулярно возмущенному 
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интегро-дифференциальному уравнению [12] 
первого порядка с интегральным оператором 
типа Вольтера второго рода, определяемым сим-
метрическим, замкнутым вещественным ядром

( , )K t ξ , содержащим малый параметр μ  как 

множитель при производной от собственной 
функции ( , )uX t q . Такая процедура вполне кор-

ректна и целесообразна при наличии незначи-
тельных малых возмущений, неизбежно возни-
кающих, например, при появлении небольших 
изменений в границах изменения параметров 
модели для данной задачи в верхней оценке a  

дисперсии возмущения ( )u t  в уравнении объ-

екта (1). Решение интегрального уравнения 
второго рода (в отличие от уравнения первого 
рода) — корректная задача. В результате такого 
перехода мы получим эквивалентное в указан-
ном выше смысле равносильное интегро-диф-
ференциальное уравнение в нечетко-интерваль-
ном виде 

μ ( , ) α ( , )u uX t q X t q 
 = − +

0
( , ) ( , ) ( ),

T

uK t X q d f tξ ξ ξ+ +  (12)

0
(0, ,μ)u uX q X = ,  (13) 

где функцию 2( )f t L∈ , согласно лемме 1,

будем считать ортогональной всем собствен-
ным функциям союзного ядра ( , )K tξ  уравне-

ния (12), отвечающим тому же собственному 

числу λ α = . Лемма 1 «о возможном вы-
боре ортогональной функции ( )f t  к собствен-
ным функциям ядра ( , )K tξ » приведена в при-

ложении. В этом случае, как известно [12, тео-
рема 6.7]), существует регуляризируемое реше-
ние уравнения (12). При малом параметре регу-
ляризации μ  связь между решением уравнения 

(12) и союзным, однородным к нему уравне-
нием устанавливается альтернативой Фред-
гольма (разрешимость при любой ( )f t  из гиль-

бертова пространства) [13]. Ядро ( , )K tξ  в 

уравнении (12) обладает свойством ( , ) 0K tξ =  

при t ξ> , то есть уравнение (12) является 

уравнением типа Вольтерра, поэтому в силу 
теоремы [13, c. 461] для него всегда имеет ме-
сто первый случай альтернативы Фредгольма. 
Для уравнения (12) справедлива теория, разви-
тая в [14]. 

Докажем теорему об устойчивости задачи 
экстраполяции относительно ошибок вычисле-
ния функций ( , )X t qu  и результата задачи

(λ, )
extD q , которая указывает соотношение

между параметром регуляризации μ  и вычис-

лительной погрешностью ε , обеспечивающее 
сходимость вычисленного гарантированного 
результата к истинному. 

В дальнейшем задачу экстраполяции (5) 
будем называть задачей (E), а задачу экстрапо-
ляции (5) с малыми нечетко-интервальными 
отклонениями в правых частях ограничений 
на спектральную плотность мощности возму-

щения в классе (5а) задачей ( εE ). Число ε
будем интерпретировать как интервальную 
погрешность определения параметра в задаче 

( εE ) и считать, что справедливо в нечетко ин-

тервальном смысле неравенство | |u uD Dε ε
 
  − ≤ . 

Введем определения робастной устойчи-

вости задачи ( εE ) по результату и по решению.

Определение 1. Задача ( εE ) называется

робастно-устойчивой по результату, если 
найдется такое интервально-нечеткое число 

0ε 0 > , что при всех 
0ε ε ≤  задача ( εE  ) раз-

решима и для любой последовательности 

{ε } 0k →  существует предел
ε

lim k
opt optk

D D
 

→∞
= . 

Определение 2. Задача ( εE ) называется

робастно-устойчивой по решению, если для 

любого интервально-нечеткого числа δ 0 >
найдется такое 0ε 0 > , что при всех 0ε ε ≤  за-

дача ( εE ) разрешима и множество ее решений 



Sidorov I.G. RUDN Journal of Engineering Research. 2024;25(3):216–236 

224 

принадлежит интервально-нечеткой окрестно-
сти множества решений P задачи ( E ). 

Теорема  2. Для робастной устойчиво-
сти задачи (

εE ) по результату необходимо и до-

статочно, чтобы она была робастно-устойчи-
вой по решению. 

Доказательство:  
1) Достаточность. Зададим произвольное

интервально-нечеткоеω 0 > . Пусть 
0
ε  таково, 

что при всех 
0

ε ε ω  ≤ ≤  решения 
ε

( )
u

X t


 при-

надлежат ω  — окрестности множества реше-
ний P задачи ( E ). Тогда согласно уравне-
нию (11) 

ε 2
max| | | λk

opt optD D a
 − = −  

–
2 2
max max( ε )λ | ε λ 0k ka    + = →

при {ε } 0k → , поскольку ядро ( , ξ )K t  уравне-

ния (12) в этих условиях не изменилось, не из-
менилось и максимальное интервально-нечет-
кое собственное значение 

m axλ ядра ( , ξ )K t . 

Замечание 1. Отметим без доказательства, 
что в условиях небольшого изменения ядра 

( , ξ )K t  по малому возмущению ( )f t  уравне-

ния (12), достаточное условие теоремы 2 также 
верно. 

2) Необходимость. Пусть задача ( εE ) ро-

бастно устойчива по результату, по определе-
нию 2 имеем 

0ε 0 >  такое, что при всех 
0ε ε ≤  

выполнимо условие 

Определим необходимое число ε (δ )  по 

произвольному числу δ ,  для которого должно 

соблюдаться условие 

ε
| ( , ) ( , ) | δ(ε).

opt

u u
X t q X t q

 
 − ≤

Из уравнения (11) имеем 

ε| (λ, ) (λ, ) |optD q D q − =  

2| (λ, ) (λ) |
1

( (λ, )
2π

G q Q h q
+ ∞

−∞
= − −  

δ(ε) (λ, )) λ εh q d
  − ≤ . (14)

Вынесем за знак интеграла в (14) макси-

мум функции 
δ(ε )k(λ , ) (λ , )h q h q
  − , послед-

ний достигается в силу принадлежности 
функции (λ , )h q  классу положительных 

функций, интегрируемых по Лебегу вместе с 
квадратом модуля функций 

2 ( )L Λ , заданных 

на измеримом подмножествеΛ действитель-
ной прямой, и обозначим значение интеграла 

21
| (λ , ) (λ )| λ

2π
G q Q d

+∞

−∞
−  через ( )M q  при 

фиксированной частотной характеристике 
фильтра-экстраполятора ( λ , )G q , тогда полу-

чим оценку сверху для абсолютного изменения 
искомой функции (λ , )h q  в виде  

δ(ε )
.

λ

1
| (λ, ) (λ, ) | εsup

( )
k

kh q h q
M q

   
−∞< <∞

− ≤

Выбирая 
kδ (ε )   равным

1
ε

( )
kM q
 , 

будем иметь устойчивость задачи ( E ) по реше-

нию при {ε } 0k →  и в оригинале ( , )
opt

u
X t q


, 

поскольку выполнимо равенство Парсеваля 
[13], связывающее малые изменения функции 

( λ , )h q  с малыми изменениями ее оригинала 

( , )
u

optX t q


, выполнимыми не только в про-

странстве функций с суммируемым квадратом 

2[ π,π]L −  на отрезке [ π,π]−  или в простран-

стве функций с суммируемым квадратом 

2 ( , )L − ∞ + ∞ на всей прямой ( , )−∞ +∞ , но и

для пространства обобщенных функций 
*S
∞

, 

ε| | εopt k
D D  − ≤
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соответствующего пространству функций S
∞

, 

бесконечно дифференцируемых и убывающих 
на бесконечности вместе со своими производ-
ными быстрее, чем любая степень [13], вклю-
чающего и обобщенную функцию путем вве-
дения понятия преобразования Фурье для обоб- 
щенных функций с сохранением равенства План- 
шереля: 

δ(ε ) 2| (λ, ) (λ, ) | λkh q h q d λ  
+∞

−∞

− =  

δ(ε ) 2| ( , ) ( , ) | ,
k

u

opt
uX t q X t q dt
 

 

+∞

−∞

= −  

следовательно, число 
1

δ(ε ) ε
( )k kM q

  =  — 

также приемлемо и для искомой функции 

( , )opt

u
X t q . Теорема доказана. 

Пример  1 . Рассмотрим экстраполяцию на 
один шаг вперед в дискретном времени в соот-
ветствии с уравнением (12). Дисперсия ошибки 
экстраполяции в этом случае имеет выражение, 
аналогичное выражению для этой величины, 
полученному в [1] 

02β
2πextD e= , 

а наименее благоприятная спектральная плот-
ность полезного сигнала реализует решение за-
дачи 

0 0β β ( , )h q= =  

π1
ln[ (λ, ) (λ)] λ

π4π
h q T d= + →

−
 

max;  (λ, ) .h q Ξ → ∈  

В частности, когда (λ ) 0,T =  

0

π1
β ( ) ln[ (λ , )] λ .

π4π
h h q d = 

−
 

Отметим, что 0β  с точностью до постоян-

ного множителя совпадает с функционалом 
удельной энтропии наблюдаемого процесса, 

поэтому в случае 
λ(λ) 1; iQ e=  наименее бла-

гоприятная спектральная плотность полезного 
сигнала должна максимизировать функционал 
удельной энтропии наблюдаемого процесса [15]. 

Покажем, что задача робастно устойчива 
по результату. Зададим произвольное ε 0 > . 

Пусть ε
(λ , )h q  принадлежит ε -окрестности 

решения задачи экстраполяции функции 

(λ , ) 0h q > : 

ε| ( λ , ) ( λ , ) | εh q h q  − ≤ , 

в силу неравенства ln(1 ) ,   0,x x x+ < >  по-

лучим верхнюю оценку границы в изменении 

результата задачи δ(ε)   в зависимости от задан-

ного малого положительного числа ε : 

εln (λ , ) ln (λ , )h q h q− ≤   

ln( (λ, ) ε) ln (λ, )h q h q≤ + − =   

(λ, ) ε
ln

(λ, )

h q
h q

+= =
 
  

ε ε
ln 1 δ(ε) = ε.

(λ, ) (λ, )h q h q
 
  
 

= + ≤ =       

Случай обращения в ноль функции 
( λ , )h q  при | λ |→ ∞  учитывается с учетом 

абсолютной интегрируемости функции (λ , )h q , 

а значит, и функции ε (λ , )h q  на устойчивость 

по результату в силу выполнимого выше ука-
занного логарифмического неравенства для 
малых значений положительной функции 

(λ, ) 0h q →  при
0λ λ , λ≥ → ∞ , поскольку 

крайние интегралы  

0

0

λ

ln [ ( λ , ) ] λ , ln [ ( λ , ) ] λh q d h q d
λ

 
+ ∞−

− ∞
   
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при | λ |→ ∞  в разложении исходного инте-

грала в параметре 
0β ( )h  

0
λ

ln[ (λ, )] λ ln[ (λ, )] λh q d h q d 
−+∞

= +
−∞ −∞
   

0

0

λ

λ
ln[ (λ, )] λh q d

+

+ +
−
  

0
λ

ln[ (λ, )] λh q d
+∞

+
+
  

будут в этом случае стремиться к 0, а средний 

интеграл 
0

0

λ

λ
ln[ (λ , )] λh q d

+

−
  оценивается по 

рассмотренному выше способу оценки измене-
ния результата задачи в зависимости от малого 
положительного числа ε , задающего малые из-
менения решения задачи. 

Следовательно, задача экстраполяции на 
один шаг вперед в непрерывном времени ро-
бастно устойчива по результату, а значит, как 
было показано выше, и по решению. Можно 
показать, что аналогичный результат имеет ме-
сто и при произвольном числе шагов вперед 
как в дискретном, так и в непрерывном вре-
мени, что очень важно при решении практиче-
ских задач прогнозирования на кратко- или 
среднесрочную перспективу, в частности в раз-
личных сферах управления экономикой и фи-
зико-технических задачах, в присутствии неиз-
бежных малых возмущений в системе «измери-
тель — объект» (1), (2) исследуемой модели. 

3. Статистическая робастная 

устойчивость задачи экстраполяции ( εE ) 

по малому параметру регуляризации μ  

Теорема  3. При достаточно малых 0μ μ≤  

для решения ( , , μ )opt

u
X t q


 задачи ( εE ) на сег-

менте π πt− ≤ ≤  справедливо представление 
(аналог четкого представления из [13]) 

0 1( , ,μ) ( , ,) ( , , )μu uX t R tX q qq t П = + +  (15) 

где μ1| |R C≤  (C  — не зависящая от μ  посто-

янная). 
Доказательство .  Подставим выражение 

для ( , ,μ)uX t q в виде (15) в (12) и (13). Для по-

строения асимптотической формулы, которая 
дает равномерное приближение,  нужно к ре-
шению вырожденной системы прибавить так 
называемую пограничную функцию, которая 
определяется дифференциальным уравнением 

0
0

 
α   (ξ = )

μ

dП x
П

dt
= −  (16) 

при условии 

0
0|ξ=0 (0).u uП X X = −  

В явном виде выражение имеет вид 
 
 

(17) 
 

Отметим, что необходимое условие устой-
чивости для предельного перехода 

( , ,μ) ( , )X t q X t qu u →  

при 0 t T≤ ≤ , которое в данном случае 

имеет вид α 0− < , выполнено. Свойства 1R  

пока неизвестны, мы просто перешли к новой 

неизвестной функции 1R . Учитывая определе-

ние ( , )uX t q  и 0П , получим для 1R  уравне-

ние 

( )1
1μ α , ,μ

dR R
dt

t q= − +   

( ) ( ) ( )1

0

, ,μ ,,ξ , ,μ
T

K R s qt ds F t q+ +   (18) 

где 

( ) ( ) 0

0

, ,μ , , μ .
μ

T
uF K dXtt q t s П q ds

dt
 

=  
 

−   

α
0 μ

0 [ (0)] .
x

u uП X X e


 

−
= −
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Пользуясь (17), нетрудно получить при  

достаточно малых 0μ μ≤ оценку

1| ( , ,μ) | μF t q C< , (19) 

где 1C некоторая не зависящая от μ постоян-

ной. Начальное условие для ( )1 , ,μR t q следую-

щее: 

1 (0, ,μ) 0.R q = (20) 

Из (18), (20), интегрируя уравнение (18) 
как дифференциальное с неоднородностью 

( )
0

... ,
T

ds F+

имеем

( )
α

( ξ )
μ

ξ

1 1

0 0

1

2
, ,μ ξ (ξ, ) ( , ,μ)

TT

R et q d K s R s q ds
− −

= + 


 

+ ( )
α

( ξ )
μ

0

ξ, ,μ ξ
μ

TT

e t F q d
−




. 

Изменяя в полученном выражении в пер-
вом слагаемом порядок интегрирования, полу-
чим 

( ) ( )1 1

0

, ,μ ( , ,μ) ( , ,μ) , ,μ ,
T

R K FT q T s R s q ds T q= +    

где 
α ξ( ξ)
μ

0 0

1
ξ (ξ, ),
μ

T T
K e d K s

− −
=  





α
( ξ )

μ

0

1
(ξ, ,μ) ξ.

μ

TT

F e F q d
− −

= 




Пользуясь условием устойчивости α 0− <  

решения уравнения (12) и оценкой (19), не-
трудно получить неравенства 

( ) ( ) 2, ,μ , , ,μ μ.K T s K const F T q C≤ = < 

Отсюда оценка 1 2μCR ≤  получается точно 

таким же способом, как и в [13, c. 202]. Дока-
занная теорема свидетельствует о том, что вы-
ражение  

( ) 0, ,
μu
tX t q П q 

+  
 

  

является асимптотической формулой для реше-
ния задачи (12), (13) с остаточным членом. Можно 
получить более точную асимптотическую фор-
мулу с остаточным членом ( ) ( ),μ μ ,n

nR t O=

1n ≥ . 

Доказанная выше теорема 1 показывает 
устойчивость решения уравнения (12) по Ляпу-
нову и асимптотическую устойчивость по ма-

лым изменениям параметра 0μ μ≤ в задаче εE  .

Cуществование и единственность 
согласованной интервальной седловой точки 

в задаче ( εE  ) минимаксной экстраполяции 

Следуя [17], можно доказать теорему, ана-
логичную теореме детерминизации для реше-
ния интервальной задачи интерполяции.  

Теорема  4  (детерминизации). Для того 
чтобы выпуклая интервальная задача экстрапо-

ляции εE  с регулярной областью допустимых

решений граничных задач линейной минимакс-

ной экстраполяции (4а), (5) имела решение 0G ,
0h , 

0α  необходимо и достаточно, чтобы ее
нижняя и верхняя граничные задачи имели со-
гласованные функции Лагранжа с согласован-

ной парой седловых точек [18–23] вида 
0G , 

0h ,
0α ; 

0G , 
0h , 

0α  с интервальным множителем

Лагранжа 0α , соответствующим ограничению 
(4a). Справедлива также теорема (о редукции) о 
сведении оптимальной задачи интервальной 

минимаксной робастной экстраполяции εE   с

ограничениями к задаче E  без ограничений. 
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Теорема  5  (о редукции). В выпуклой ин-
тервальной минимаксной задаче экстраполя-
ции (4а), (5) с регулярной областью допусти-
мых решений согласованных граничных задач 

точка 0G , 
0h , 

0α  является решением тогда 
и только тогда, когда существует множитель 

Лагранжа 
0α 0≥  такой, что 0G , 

0h , 
0α  — 

согласованная интервальная седловая точка ин-
тервальной функции Лагранжа задачи (4а), (5). 

Отметим, что множители Лагранжа 
0 0

α  (α)  в нижних и верхних граничных зада-

чах робастной экстраполяции εE   определяют 

седловые граничные точки. В силу слабой ли-
нейной зависимости от параметра q  спек-

тральной плотности возмущения (5а) интер-
вальный линейно зависимый от нее целевой 

функционал выигрыша D  и связанная с ним 
интервальная функция Лагранжа представимы 
в виде линейной комбинации их границ в зави-
симости от q. Как известно, в этом случае 
утверждение из § 4. 3. 2 в [24] решения нижней 
и верхней граничных задач оптимизации гра-
ничных функций (экстремальных функций) це-
левого функционала выигрыша задачи оптими-
зации и связанной с ним функции Лагранжа 

( , ,α)F G h  неразличимы, если их интервальные 

оценки вложены друг в друга. Очевидно, что 
это условие соблюдается в задаче (4а), (5), так 

как в предельном случае, когда δ 0,→  реше-

ние нижней и верхней граничных задач совпа-
дают. Таким образом справедлива следующая 
теорема. 

Теорема  6. Решение интервальной за-

дачи робастной экстраполяции εE   всегда суще-

ствует в предельном случае, когда параметры 
в правых частях моментных ограничений задачи 

робастной экстраполяции (4а) δ 0,→  и пред-

ставляется в виде пересечения решений ее ниж-

ней ( ){ }0 0, ,αнM G h  и верхней ( ){ }0 0, ,αвM G h  

граничных задач 

( ) ( ){ } ( ){ }0 0 0 0 0 0, , ,α , ,α ,н вG h M G h M G h=     (21) 

( )min α α
α min (α), min (α) , ϒ = ϒ ϒ  

   

sup ( , ) (α), sup ( , ) (α)
h h

D G h D G h
∈Ξ ∈Ξ

= ϒ = ϒ
  

   . 

4. Алгоритм детерминизации 

Для решения интервальной задачи (4а), (5) 
методом детерминизации [23–30] необходимо 
действовать по следующему алгоритму.  

Шаг 1. Используя формулы интервальной 
арифметики, выражающие элементарные пре-
образования интервалов [21–30], представляем 
целевой функционал нашей задачи в интер-
вальной форме 

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0
,, , ,, G h G hD G h D D =  

    

а линейные функционалы в левых частях огра-
ничений (5а) и параметры в правых частях в виде 
интервалов 

,( ), ( )I I h I h =  
   

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0, ,, ,α δ ., α+δн в GG hG h M M h= − ∩  

Шаг 2. Используя полученные на шаге 1 
представления, формируем нижнюю гранич-
ную и верхнюю граничную задачи решаемой 
нами интервальной задачи условной оптимиза-
ции — линейной минимаксной экстраполяции 
(5), (5а): 

( )0 minsup, (λ) ,G hD =

( )0 minsup;, (λ)G hD =  

1
(λ)ψ(λ) λ δ;

2π
h d a

+∞

−∞
≤ −  

1
(λ)ψ(λ) λ δ;

2π
h d a

+∞

−∞
≤ +  

, (λ) , (λ) .extG K h h h h∀ ∈ = ∈Ξ = ∈Ξ    
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Шаг 3. Решаем нижнюю и верхнюю гра-
ничную задачи интервальной задачи экстрапо-
ляции, сформированные на предыдущем шаге 
программирования, получаем решения нижней 
и верхней граничных задач. При этом множе-
ство точек решения нижней граничной задачи, 
на котором ее целевой функционал выигрыша 
достигает своего нижнего оптимума, и множе-
ство точек решения верхней граничной задачи, 
в которых ее целевой функционал выигрыша 
достигает своего верхнего оптимума имеет вид 

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0, , ,α-δ , ,α+δ .н вG h G h G hM M= ∩    (22) 

При этом в качестве оптимального значе-
ния целевого функционала берем интервал 

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0, ,, ,G h D G hG h DD  
  

=      от оптимума 

целевого функционала нижней граничной за-

дачи 0D  до оптимума целевого функционала 

верхней граничной задачи 0D , переход к пре-
дельному случаю, когда δ 0 ,→  дает пред-

ставление искомого решения в виде 

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0
, , , .G h G h G h= =    

Пример  2. Рассмотрим объект 2-го по-
рядка 

1 1 2

2 2

2

( ) ( 1) ( );

( ) ( 1) ( );

( ) ;

[ δ , δ ].

x n x n x n

x n x n u n

M u n a

a a a

= − +

= − +

≤

= − +



 

  (23)

 

Пусть 

Тогда  

λ 2 2 4ψ(λ) | (1 ) | 16sin (λ / 2).ie−= − =  

По результатам наблюдения ( ),s n  ,n N≤
требуется оценить ( 2)s N + , 2 λ(λ) iQ e= .  

В обозначениях теоремы 3.8 [6, с. 140]  

(λ) 0, [ π,π], 1.T n= Λ = − =  

Зададим произвольное малое число 
ε 0,>  на которое могут отличаться граничные 

оценки спектральной плотности 0 (λ , )h q : 

 
 (24) 

 
тогда с учетом полученного изменения границ 
спектральной плотности возмущения ( )u n  по-

лучим верхние оценки в изменившихся пара-
метрах оптимизации минимаксной экстраполя-

ции задачи εE  — 0 1 0 1, ,β ,βd d    : 

0β
0 ;d e−=

  0β
1 1β ;d e= −

   

π

0
π

(λ, )
1

β ln λ
4π

h q d  ≤ = 
−

  

π

π
(λ) ε

1
ln λ;

4π
h d + ≤ 

−
 

π

1
π

1
β ln (λ, ) cosλ λ

2π
h q d= ≤

−
   

π

1
π

(λ, ) ε
1

β ln cos λ λ.
2π

h q d + ≤ = 
−

  (25) 

При оценивании ( 2),Ns + 2 λ(λ ) iQ e=  

в интервальной задаче εE  , согласно [1, с. 140] 

система соотношений, определяющих седло-
вую точку в игре экстраполяции, принимает 
верхний (нижний) граничный вид  

{
2 2

2 40 1 1 02 cos λ λ
τ max 0; 16sin λ=( δ);

α 2

d d d d
d а

+∞ + +
− +

−∞

 
 
 

 

2 2
2 40 1 1 02 cosλ λ
τ {max 0; 16sin λ=( δ).

α 2

d d d d
d а

+∞ + +
− −

−∞

 
 
 

 

2 2
1( ) ( ) ξ( ), , ξ σ .s n x n n n N M= + ≤ =

0 0(λ ) (λ ) ε ,h h= +
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Выражения для значений множителя Ла-

гранжа 
0 0 0α , αα   =  в нижних и верхних гра-

ничных задачах экстраполяции будут опреде-
ляться из выражения для спектра возмущения 

( )u n : 

где константа c  имеет вид 02β
0/ α .c e−=  

Отсюда находим оптимальную нижнюю и 
верхнюю границы для множителя Лагранжа: 

( )
0

2 2 4
1 1

(λ)
α ,

τ 1 β 2β cosλ 16sin λ/2

h
    
  

=
+ − −

 

( ) ( )
0

2 2 4
1 1

(λ) ε
α .

τ 1 β 2β cosλ 16sin λ/2

h
 
  

+

+ − −
=  (26) 

Как видно из выражения (26), в пределе 
при δ 0→  множители Лагранжа сколь угодно 
близки при любом заданном малом числе ε .
Следовательно, при δ 0→  согласно (24) вы-
полнимо и соотношение 

0(λ ) (λ ) (λ )h h h= =

и предельная оценка искомого функционала в 
точке 0 0 0α αα = =  при наихудшем возму-

щении ( )u n const=  будет равна 

( ) ( ) ( )200 0 0 0, , 1 2αG h G hD D += =    , 

где 
0α  определяется из соотношения (28),

поскольку пересечение множеств решений ниж-

ней ( ){ }00
,, αн G hМ   и верхней ( ){ }0 0, ,αв G hМ 

граничных задач в этом случае непусто, в соот-
ветствии с теоремой 7 решение интервальной 
задачи существует и принимает вид  

0

0

0

02 1/ α
;

3 2 / α
λ(λ) ,

1 / α

z iG z e
z

 + 
 

+ −
−= =

+






λ [ π,π];∈ −  

( )
0

2 2 4 ,1 1

0, | λ | π
(λ, )

τ 1 β 2β cosλ 16sin λ/2
h q

c
    
  

>
=

+ − −






 

;Г| λ | λ≤

0
0

2 2 4
1 1

(λ, )
α .

τ 1 1 β 2β cosλ 16sin (λ/2)

h q
    

  

=
+ − −




 
 

Выигрыш в точности оценки прогноза 
наблюдения составляет 

( )3/ 1+ 2 1 *100 % 25 %. −   ≈

На рис. 1. приведены графики весовых функ-

ций э ( )g n  экстраполяции при 
2σ

1,05;k
a

= =

0,95;  1k =  и 0, 05δ = . 

Рис. 1. Графики весовых функций э( )g n
экстраполяции при разных значениях параметра k

И с т о ч н и к: выполнено И.Г. Сидоровым 

Figure 1. Graphs of э( )g n  extrapolation weight

functions for different values of the k  parameter
S o u r c e: made by I.G. Sidorov 

Пример  3. Покажем возможность практи-
ческого применения данной методики робаст-
ной экстраполяции на примере прогнозирова-
ния сезонного спроса в задачах с экономичес- 

2 2 4
Г1 1

0, | λ | π
(λ, )

τ 1 β 2β cosλ 16sin (λ/2) | λ | λ ,
h q

c
    
  

>
=

+ − − ≤






 
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ким содержанием при экстраполяции на 

0N N≤  шагов, где 0N  — период сезонных ко-

лебаний спроса. Пусть полезная составляющая   

1( ) ( ) ( )s n x n z n= +   ,

где 1( )x n  — «регулярная» составляющая, отно-

сительно медленно изменяющаяся во времени 
(инерционная); ( )z n  — «сезонная» составляю-

щая, относительно быстро изменяющаяся во 
времени. Пусть 

1( )x n  описывается уравнени-

ями объекта 2-го порядка:  

1 1 2

2 2

( ) ( 1) ( 1);

( ) ( ) ( );

( ) 0.

x n x n x n

x n x n u n

Mu n

= − + −

= +

=

  

  


( )z n  описывается уравнением объекта 1-го по-

рядка, учитывающим сезонность, 

( ) ( 2 ) ( ) ;

( ) 0 .

z n z n n
M n

ν
ν

= − +
=

 


Здесь ( )u n , ( )nν  — нечетко-интерваль-

ные возмущения, дисперсии которых могут 
быть оценены сверху: 

2

2 2
1( ) ; ( ) ;Mu n a M n aν≤ ≤  

1 1 1[ δ, δ],a a a= − +

2 2 2[ δ, δ].a a a= − +

Требуется оценить значение ( 1)s N +  по 

результатам наблюдения процесса ( )s n  на ин-

тервале времени ( , ]N−∞ . Для синтеза робаст-

ного минимаксного устойчивого фильтра вос-
пользуемся системой соотношений [1, с. 157–

158]. По этим соотношениям найдем гλ
  из

уравнения  

2 г г 1

г 2

λ λ

2 π λ

a
tg

a
=

−
 
 
 

  
 

. 

Решив это нечетко-интервальное уравне-
ние, получим   

1 1 2 г гλ λ(α ,α , ) [ , ],Λ = −    

2 1 2 г гλ λ(α ,α , ) [ π , ) ( , π ],Λ = − −     

1 г 1

2 г 2λ

α =2λ /a ,

α =2(π- )/a ;

 
 

г 1 г

г

при

при

2λ /   |λ| λ
(λ)

0              |λ| > λ
u

a
h

≤
=






 


 — 

спектр процесса ( )u n ; 

г

2 г

при

при

0  |λ| < λ
(λ)

2(π λ) /   |λ| λ
h

a
ν =

− ≥










 — 

спектр процесса ( )nν . 

Частотная характеристика минимаксного 
нечетко-интервального робастного устойчи-
вого фильтра имеет вид при любом заданном 
малом числе нечеткости δ 0→  в дисперсиях 
нечетко-интервальных возмущений 

0βλ λ(λ) [ / (λ)];i iG e e e X += −    

π

0

π

1
β ln (λ) λ;

4π
X d+

−

=  

(λ) (λ) (λ);uX h hν
+ = + 
  

1 λ

0

( (λ)) .i n
n

n
X b e

∞
+ − −

=

=   

Отсюда значения интервально нечеткой 
весовой функции фильтра  

1

0

( ) nbg n
b

+= −


 
. 
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Для дисперсии ошибки оценивания спра-
ведливо соотношение [1, (3.167), с. 157]   

02β2π .D e=   

Характерно, что наибольшее значение ве-
совая функция ( )g n  достигает при 1n = , т. е. 

интервальный прогноз 

( ) ( )
0

( 1) g k y n k
k

s n
∞
 −
=

+ =  

процесса ( )s n  с наибольшим весом входит не 

«измерение» ( )y n , а ( 1)y n −  — «измерение» 

процесса ( )s n  за предыдущий «сезон». На 

рис. 2. показаны графики весовой функции 

э( )g n  экстраполяции для случая влияния 

только возмущения u  и для случая одновре-
менного влияния обоих возмущений u  и ν . 

Рис. 2. Графики весовой функции э( )g n  экстраполяции: 

a — для случая влияния только возмущения u ;
б — для случая одновременного влияния 

обоих возмущений u  и ν  
И с т о ч н и к :  выполнено И.Г. Сидоровым 

Figure 2. Graphs of the э ( )g n  extrapolation weight function: 

a — for the case of influence only u  perturbations;
б — for the case of simultaneous influence 

of both u  and ν  perturbations 
S o u r c e :  made by I.G. Sidorov 

Заключение 

В исследовании показано, что проблема 
интервальной μ -робастной нечеткой линейной 

минимаксной экстраполяции в условиях интер- 

вальной неопределенности параметров доста-
точно просто разрешима, если использовать 
конструктивную теорию сравнения интерваль-
ных величин, которая сводит указанное сравне-
ние к сравнению одноименных неизвестных 
границ этих интервалов с использованием μ  

робастной регуляризации в задаче экстраполи-
рования стационарного случайного процесса с 
учетом интервальных моментных ограничений, 
которым удовлетворяют неизвестные парамет-
рические составляющие спектральных плотно-
стей полезной составляющей и помехи. Тем са-
мым поиск оптимума неполностью определен-
ного функционала дисперсии ошибки оценива-
ния можно свести к нахождению одноимен-
ного оптимума двух полностью определенных 
(детерминированных) функционалов. Наш де-
терминизационный подход примечателен тем, 
что позволяет вполне строго свести оптимиза-
цию неполностью определенных согласован-
ных функций Лагранжа к хорошо известным и 
эффективным методам оптимизации уже пол-
ностью определенных согласованных функций 
Лагранжа. Этот подход, в отличие от других 
(например, вероятностного), всегда обеспечи-
вает существование устойчивого по результату 
и решению единственного оптимума в задаче 
интервальной минимаксной экстраполяции за 
счет регуляризации по малому параметру μ  при 

производной от собственной функции сингу-
лярно-возмущенного интегро-дифференциаль-
ного уравнения первого порядка с интеграль-
ным оператором типа Вольтерры второго рода, 
определяемым симметрическим, замкнутым 
вещественным ядром. Предлагаемый подход 
можно обобщить и на нестационарную — 
слабо стационарную динамическую линейную 
систему с медленно изменяющимися коэффи-
циентами линейной системы «объект — изме-
ритель», в предположении выполнимости ана-
логов слабой робастной теоремы В.Л. Харито-
нова для непрерывного случая и дискретного 
случаев. Рассмотренный минимаксный подход 
к решению робастно устойчивой линейной экс-
траполяции процесса по результату и решению 
по малому параметру регуляризации μ является 
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крайне актуальным в своем применении в об-
ластях автоматического управления, радиотех-
ники, радиолокации, в математических моде-
лях обработки слабоструктурированной инфор-
мации о состоянии параметров движения воз-
душного судна и их оперативного мониторинга, 
разработки и эксплуатации систем автоматизи-
рованного контроля и диагностирования, в эко-
номике в отсутствие достоверных статистиче-
ских моделей сигналов и помех в очень мно-
гих стохастических измерительных системах, 
необходимых для использования байесовских 
алгоритмов типа Винера — Колмогорова, Кал-
мана. 

Приложение 

Лемма  1  (о возможном выборе ортого-
нальной функции ( )f t  к собственным функ-

циям ( , )uX t q  ядра (ξ , )K t  в уравнении 

(12) в задаче ( εE  )).  

Функция ( )f t  будет ортогональна к соб-

ственным функциям ( , )uX t q  в том случае, 

если Фурье-изображение этой функции 

0 0ξ (λ) ξ (λ) / (λ, )uX q
 −=  является анали-

тической в верхней полуплоскости функцией, 
такой что в соответствии с теоремой 1.1 (см. [1, 
с. 21]) выполняется условие оптимальности 
фильтра-экстраполятора, которое можно запи-
сать в случае возможной факторизации функ-

ции (λ)Xu  в виде  

0(λ)( (λ, ) (λ)) ξ (λ) / (λ),
ext

u uX G q Q X 
+ −− =  

(λ, ) (λ, )uX q h q
=  или в случае невозможно-

сти факторизации функции (λ, )uX q  в виде 

0(λ, )( (λ, ) (λ)) ξ (λ),ext
uX q G q Q − =  

где 0 (λ)ξ — некоторая аналитическая в верх-

ней полуплоскости функция. 

Доказательство .  Поскольку никаких 
дополнительных условий аналитичности на 

функцию ( λ ) 1 / φ ( λ )P = в задаче εE  не 
накладывается, то условия оптимальности экс-
траполятора в соответствии с теоремой 1.1 [1, 
с. 21] заключаются в выполнении соотношения 

(c учетом ограничения (λ ) 0T =  в задаче εE ): 

0(λ, )( (λ, ) (λ)) ξ (λ)ext
uX q G q Q − =  

или с учетом факторизации функции 

λ λ(λ, ) ( , ) ( , )u u uX q X q X q  
+ −=  это соотноше-

ние можно переписать в виде 

0λ λ λ λ λ( , )( ( , ) ( )) ξ ( ) / ( , ),ext
u uX q G q Q X q 
+ −− =  

при этом скалярное произведение функции 

0 0λ λ λξ ( ) ξ ( ) / ( , )uX q
 −=  и собственной 

функции (λ, )uX q
+  будет равно нулю: 

0 λ λ λ λ
1

(ξ ( ) / ( , )) ( , )
2π u uX q X q d 

+∞
− +

−∞


 
=

 

( ) ( , ) 0.uf t X t q dt

+∞

−∞

= = . 

Это следует из теоремы Планшереля [15, 
c. 431], что и требовалось доказать. Лемма 1 до-
казана. 
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 Abstract. The problem of statistical acceptance control of reliability of 
complex space technology systems in a two-level hierarchical structure is 
considered: in the production of space technology products that make up 
the hierarchical system of space technology, and in the production of the 
system as a whole. A mathematical model and algorithm for determining 
optimal reliability control plans in this structure have been developed. 
Control plans are interrelated and optimal in terms of minimizing the target 
functions of the economic costs of control and losses associated with the 
risks of making erroneous decisions, which are truncated. The model and 
algorithm make it possible to take into account the results of reliability 
control of the products that make up the system when planning optimal 
reliability control of the system as a whole, which will reduce the economic 
costs of control and losses when confirming the high requirements for 
reliability of complex space technology systems in conditions of lack of 
statistical information. 
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Введение 

Как известно, этап производства является 
важнейшим этапом создания космической тех-
ники (КТ). При этом особенностью производ-
ства систем КТ является его мелкосерийность, 
а системы, которые изготовляются по коммер-
ческим заказам, вообще не имеют серийности, 
то есть изготовляются в единичных экземпля-
рах. Кроме того, требования, предъявляемые в 
технической документации к надежности систем 
КТ, очень высокие, что влечет за собой значи-
тельные экономические затраты на контроль вы-
полнения этих требований [1]. При этом отказ 

от проведения каких-либо видов приемочного 
контроля с целью экономии денежных средств 
вызывает опасения возникновения отказов в кос-
мическом пространстве, аварий в полете и т.д., 
которые приносят существенные финансовые 
и престижные потери для России. 

Более того, современное состояние и пер-
спективы развития КТ характеризуются следу-
ющими особенностями: 

• возрастанием спектра задач, выполняе-
мых в космосе за счет внедрения новых техно-
логий;  

• увеличением конструктивной и функци-
ональной сложности систем КТ;  
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• дальнейшим повышением требований,
предъявляемых к надежности систем КТ;  

• увеличением экономических затрат на
производство и контроль заданных требований; 

• увеличением потерь, связанных с рис-
ками принятия ошибочных решений при кон-
троле выполнения заданных требований в усло-
виях мелкосерийного производства. 

Все эти особенности и тенденции приво-
дят к еще большему увеличению стоимостных 
затрат на создание КТ.  

Проведенный анализ [2] показал, что про-
изводство систем КТ идет по уровням иерархии, 
его следует рассматривать как единый процесс 
и учитывать постоянное изменение и накопле-
ние статистической информации о результатах 
приемочного контроля надежности на каждом 
уровне иерархии для повышения достоверно-
сти контроля выполнения заданных требова-
ний. 

Анализ практики и особенностей приемоч-
ного контроля надежности таких систем также 
показал: 

• контроль в общем случае носит выбо-
рочный характер; 

• приемочный контроль низших уровней
иерархии, то есть изделий, составляющих си-
стему, на их заводах-изготовителях, предше-
ствует контролю системы в целом после ее из-
готовления на сборочном предприятии-изгото-
вителе;  

• результаты контроля низших уровней
системы свидетельствуют не только о состоя-
нии данного уровня, но и несут определенную 
долю информацию о надежности системы в це-
лом. В условиях единичного и мелкосерий-
ного производства систем КТ, которое характе-
ризуется недостатком статистической инфор-
мации для достоверного подтверждения задан- 
ных требований, это должно учитываться при 

1 ГОСТ Р 56516–2015. Порядок и правила обеспечения контроля надежности и безопасности космических систем, ком-
плексов и автоматических космических аппаратов единичного(мелкосерийного) изготовления с длительными сроками актив-
ного существования. М.: Стандартинформ, 2016. 32 c. 

2 ГОСТ Р 56526–2015. Требования надежности и безопасности космических систем, комплексов и автоматических кос-
мических аппаратов единичного (мелкосерийного) изготовления с длительными сроками активного существования. М.: Стан-
дартинформ, 2016. 50 c. 

планировании и проведении контроля более 
высоких уровней. То есть статистические планы 
контроля этих технических объектов должны 
быть взаимосвязаны. 

Актуальность и важность проблемы кон-
троля качества и надежности КТ нашли отра-
жение в трудах многих российских ученых, 
например: С.Н. Шевченко [3–6], Ю.В. Богда-
нова, С.В. Ульянова, Д.А. Пузаня [7], В.Я. Гечи, 
Р.Н. Барбула, Н.И. Сидняева, Ю.И. Бутенко [8], 
Ю.Н. Дорохина, И.А. Круглова, Ю.В. Кругло-
вой [9], А.Ю. Колобова, Ю.А. Петрова [10], 
Д.М. Кривопалова, А.Е. Давыдова, Р.Н. Барбу- 
ла [11], С.В. Кудрявцева В.М. Розовенко [12], 
В.В. Ламзин, В.А. Ламзин [13], В.М. Макарова 
[14; 15], В.А. Милованова [16], И.А. Соцков 
[17]. За рубежом вопросу контроля надежности 
КТ также уделяется пристальное внимание как 
учеными [18; 19], так и практическими специа-
листами [20].  

Основные требования, а также порядок и 
правила обеспечения контроля надежности и 
безопасности космических систем, комплексов 
и автоматических космических аппаратов еди-
ничного (мелкосерийного) изготовления с дли-
тельными сроками активного существования 
регламентированы Национальными стандар-
тами Российской Федерации ГОСТ Р 56516-
20151 и ГОСТ Р 56526-20152. 

1. Материалы и методы

В то же время проведенный анализ основ-
ных существующих методов статистического 
выборочного контроля, например [1], показал, 
что они основаны на использовании статисти-
ческих планов контроля вида ( ).,α, β, 0n c =
Здесь n — объем контроля, α и β — безуслов-
ные риски 1-го и 2-го рода (забраковать годное 
изделие и принять дефектное, с точки зрения 
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выполнения заданных требований), 0c =  — 
приемочное число плана контроля. Эти методы 
не учитывают виды контроля по иерархии из-
готовления систем КТ в производстве, исполь-
зуют различные целевые функции для учета 
экономических составляющих контроля, ори-
ентированы на значительные объемы статисти-
ческих данных, которые при производстве от-
сутствуют.  

Кроме того, использование вероятностно-
статистических методов теории надежности, 
основанных на определении оценок вероятно-
стей безотказной работы изделий и системы в 
целом, также затруднительно, поскольку оценки, 
полученные по ограниченному объему стати-
стических данных, являются случайными вели-
чинами, обладают недостаточной достоверно-
стью, что может привести к ошибочным резуль-
татам. 

Таким образом, в современных условиях 
весьма актуальной является задача подтвер-
ждения постоянно возрастающих требований 
к надежности сложных систем КТ, в условиях 
недостатка статистической информации, харак-
терных для единичного и мелкосерийного про-
изводства, обеспечивая при этом минимум за-
трат на контроль и потерь, связанных с рисками 
принятия ошибочных решений о выполнении 
этих требований. 

2. Обсуждение

Для решения поставленной задачи рассмот-
рим систему КТ, которая состоит из совокупно-
сти S независимых изделий (подсистем). Каж-
дое изделие изготовляется на собственном пред-
приятии-изготовителе. Далее готовые изделия 
поступают на головное сборочное предприя-
тие, где из них изготовляется система в целом. 

Контроль заданных требований к надеж-
ности в процессе производства систем КТ осу-
ществляется по уровням иерархии их созда-
ния и проводится при следующих видах кон-
троля [1]:  

– при заводских испытаниях на предприя-
тиях-изготовителях после изготовления каждого 

j-го изделия, , ,1j S= из которых состоит си-

стема;  
– при приемо-сдаточных испытаниях си-

стемы в целом после ее изготовления на голов-
ном сборочном предприятии.  

Реализация этих видов контроля позволяет 
оценить взаимодействие и взаимовлияние от-
дельных изделий на надежность системы в це-
лом.  

Вместе с тем, как отмечалось, поскольку 
готовая система КТ имеет определенную струк-
туру построения из изделий и контроль их 
надежности предшествует контролю надежно-
сти системы в целом, то результаты этого пред-
шествующего контроля будут нести не только 
информацию о надежности самих изделий, но 
и долю информации о надежности системы в 
целом. Исследования показали, что аналитиче-
ски эту информацию при планировании кон-
троля готовой системы можно учесть на уровне 
вероятностей, то есть рисков 1-го и 2-го рода, 
входящих в статистический план контроля 
надежности системы. То есть риски 1-го и 2-го 
рода, возникающие при контроле надежности 
готовой системы, будут функциями рисков 1-го 
и 2-го рода, возникающих при предшествую-
щем контроле надежности изделий, из которых 
состоит система. Физически это означает, что 
риски принятия ошибочных решений при кон-
троле надежности готовой системы КТ явля-
ются не только функциями заданных требова-
ний к ее надежности и объема контроля этой 
системы. Они также являются функциями со-
ответствующих рисков 1-го и 2-го рода, кото-
рые возникают при предшествующем контроле 
изделий с учетом результатов этого контроля. 
А поскольку контроль надежности изделий как 
составных частей иерархической системы КТ 
предшествует контролю ее надежности после 
изготовления, эту информацию необходимо 
учитывать при планировании контроля готовой 
системы. То есть план контроля надежности го-
товой системы должен быть связан со стати-
стическими планами предшествующего кон-
троля и результатами контроля надежности из-
делий, составляющих систему, что особенно 
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важно в условиях недостатка статистической 
информации для достоверного подтверждения 
заданных требований.  

В работах [1; 2] для оптимизации планов 
контроля иерархических систем КТ были ис-
пользованы планы контроля, основанные на 
минимизации целевых функций затрат на кон-
троль и потерь, связанных с рисками принятия 
ошибочных решений. Эти целевые функции тео-
ретически обоснованы с использованием аппа-
рата алгебры событий и теории принятия реше-
ний и вытекают из самой статистической струк-
туры контроля. Они имеют следующий вид:  

– для контроля надежности изделий при за-
водских испытаниях на предприятиях-изгото-
вителях после изготовления каждого j-го изде-

лия, , ,1j S=  из которых состоит система:  

1 2 1K ,α β
jj j j j j jC C C C n= + +  (1) 

– для контроля надежности при приемо-
сдаточных испытаниях системы в целом после 
ее изготовления на головном сборочном пред-
приятии:  

cс 1c c 2c c 1K c ,α βC C C C n= + +  (2) 

где C1α — математическое ожидание экономи-
ческих потерь (индексы опущены) за счет бра-
ковки годного изделия или системы, т.е. удовле-
творяющих заданным требованиям к надежно-
сти (α — безусловная вероятность забраковать 
годное изделие (систему), т.е. риск 1-го рода); 
C2β — математическое ожидание экономиче-
ских потерь за счет приемки дефектного изде-
лия (системы), т.е. не удовлетворяющих задан-
ным требованиям к надежности (β — безуслов-
ная вероятность принять дефектное изделие 
(систему), т.е. риск 2-го рода); C1, C2, C1K — 
средние потери и затраты (математические ожи-
дания) на контроль надежности изделия (си-
стемы) в течение времени испытаний; n — 
объем контроля, подлежащий определению 
(количество циклов контроля, связанное с вре-
менем испытаний и т.д.). 

При этом риски 1-го и 2-го рода опреде-
ляют достоверность контроля надежности. 

Рассмотрена наиболее общая биномиаль-
ная схема контроля, и в работах [21] были по-
лучены математические зависимости для 
оценки рисков 1-го и 2-го рода, которые опре-
деляются на основе использования априорного 
распределения, сопряженного биномиальному 
плану контроля [22], следующим образом: 

( ) ( )
ТР

1
α 1 n

P
P f P dP− ==   

( )
( ) ( ) ( )

ТР

1 1 1 ,
Г

1 (1 )
Г Г

n b a

P

a b
P P P dP

a b
− −+

= − −  (3) 

( )ТР

0
β

P nP f P dP ==   

( )
( ) ( )

ТР 1 1

0

Г
(1

Г Г
,)

P n b aa b
P P dP

a b
+ − −=

+
−   (4) 

где Г(…) — полная гамма-функция или инте-
грал Эйлера второго рода; ТРP  — заданное зна-

чение вероятности безотказной работы изделия; 
P  — истинное значение показателя надежно-
сти изделия, трактуется как случайная вели-
чина (в байесовском смысле), имеющая плот-
ность бета-распределения  

( )
( ) ( )

1 1.
Г

( ) (1 )
Г Г

b aa b
f P P P

a b
− −=

+
−  (5) 

Здесь использован известный результат [22], 

что сопряженным распределением по отноше-

нию к биномиальному плану контроля является 

априорное бета-распределение (5). 
Параметры а и b априорного бета-распре-

деления определяются по накопленной стати-
стической информации о надежности по фор-
мулам [23]:  

ˆ(1 ) 1,Σ= − +а N P , (6) 

ˆ( 1)Σ= +b N P , (7) 

где P̂  — реализовавшаяся оценка максималь-
ного правдоподобия показателя надежности из-

делия Σˆ 1 ;.P
N
m

Σ

= −  Σm  — количество отказав- 
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ших изделий, определенное по предваритель-
ной накопленной информации о результатах 
контроля и испытаний совокупности NΣ изде-

лий-аналогов на предшествующих этапах кон-
троля (или количество отказов одного изделия 
при NΣ  испытаниях).  

При этом если накопленная информация о 
надежности статистически неоднородна, то при-
влекаются методы обработки такой информа-
ции, изложенные, например, в [21]. Поэтому 
значения ݉ஊ и NΣ  в общем случае могут быть 

нецелочисленными. Для их определения, наряду 
с самой оценкой максимального правдоподо-
бия, используется и среднее квадратическое от-
клонение случайной величины Р относительно 

реализовавшейся оценки P̂ : 

( )( )
Σ

ˆ

Σ Σ Σ

Σ

1 11
σ

ˆ

2 3

ˆ
[ ]P

N P N N P
P

N N

+ + −
= +

+ +
 

( )2

2 ˆ 1 .P+ −  (8) 

Таким образом, целевая функция (1) для 
контроля надежности изделий при заводских 
испытаниях на предприятиях-изготовителях и 
целевая функция (2) для контроля надежности 
при приемо-сдаточных испытаниях системы в 
целом после ее изготовления на головном сбо-
рочном предприятии содержат в качестве со-
ставляющих выражения (3)–(8). При этом в ра-
ботах [24; 25] показано, что риски принятия 
ошибочных решений о выполнении заданных 
требований к надежности (3) и (4) с увеличе-
нием объема контроля изменяются в противо-
положных направлениях: риск 1-го рода воз-
растает, а риск 2-го рода убывает, а затраты на 
контроль линейно возрастают. То есть целевые 
функции (1) и (2) должны иметь минимум, ко-
торому соответствует оптимальный план кон-
троля. Кроме того, функции (1) и (2) могут 
быть возрастающими и убывающими. 

Если функции являются возрастающими, 
то контроль надежности проводить нецеле-

сообразно, поскольку это приведет к увеличе-
нию экономических затрат и потерь, связанных 
с рисками принятия ошибочных решений. Если 
функции являются убывающими, то необходим 
стопроцентный контроль всех изделий партии 
(если рассматривается партия изделий) или 
контроль надежности изделий и системы КТ в 
пределах заданной наработки. И, наконец, если 
функции имеют минимум, то контроль следует 
проводить по оптимальным планам. То есть 
сама целевая функция является как бы инди-
катором необходимости проведения испыта-
ний и контроля [2].  

Теперь перейдем к рассмотрению априор-
ных рисков 1-го и 2-го рода (3) и (4). Как видно 
из этих выражений, риски учитывают априор-
ную информацию о надежности с учетом ее 
статистической неоднородности не напрямую, 
а только через параметры a и b бета-распреде-
ления (5). То есть областью определения воз-
можных значений показателя надежности Р 
является область 0 < Р < 1. Такая область опре-
деления представляет собой наиболее общий 
случай и ограничивает использование данного 
подхода.  

В то же время практика показывает, что ис-
пользуемые в настоящее время изделия и си-
стемы КТ обладают достаточной степенью пре-
емственности и по ним накоплена достаточная 
априорная информация о надежности на раз-
личных этапах жизненного цикла (проектиро-
вание, отработка). С учетом указанных обстоя-
тельств были проведены исследования и кон-
кретизированы границы области возможных 
значений показателя надежности Р, который 
трактуется как случайная величина в байесов-

ском смысле, в виде 1 2P P P< <  [24; 26].  

Исследование основано [27] на представ-
лении гипотетического множества изделий (ги-
потетическая генеральная совокупность), кото-
рое условно было разделено на два подмноже-
ства: 

– подмножество изделий, удовлетворяю-
щих требованиям к надежности 2 ТРP P≥  (год-

ное подмножество); 
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– подмножество изделий, не удовлетворя-
ющих требованиям к надежности 1 ТРP P<  (де-

фектное подмножество). 
В качестве границ Р1 и Р2 были приняты 

их оценки, выраженные через математические 
ожидания показателя надежности Р изделий 
соответственно первого и второго подмноже-
ства. Механизм перехода бета-распределения 
от области0 < Р < 1 к области Р1 < Р < Р2 свя-
зан с усечением априорной плотности распре-
деления (5) по этой области. Используя общую 
процедуру усечения плотности распределения 
[28] и выражения (3) и (4), получены следую-
щие формулы для определения усеченных рис-
ков 1-го и 2-го рода: 

( ) ( )
ТР

2
α 1 n

P
P f P dP− == 

( )
( ) ( ) ( )

ТР

12 1 ,
Г

1 (1 )
Г Г

n b a

P

a b
P P P dP

a b
− −+

= − −  (9) 

( )ТР

1
β

P nP f P dP == 
( )

( ) ( )
ТР 1 1

1

Г
(1

Г Г
,)

P n b aa b
P P dP

a b
+ − −=

+
−  (10) 

где Р1 и Р2 определяются следующим образом:  

[ ] ( )
( )

ТР

ТР

1 1

1,
;

,
P

P

b abP m P
b a b a

Ι
Ι

+
= =

+
(11)

[ ] ( )
( )

ТР

ТР

2 2

1 1,
,

1 ,

P

P

b abP m P
b a b a

− Ι

Ι

 + = =
+  − 

 (12) 

где [ ]1m P и [ ]2m P  — математические ожида-

ния; плотность бета-распределения усечена по 
области [ ]1 2,P P , а ( )

ТР
...PΙ  — неполная бета-

функция [21; 29; 30]. 
Усеченные риски, входящие в целевые 

функции, в зависимости от объемов контроля 
монотонно изменяются в противоположных 
направлениях (рис.).  

Характер изменения усеченных рисков 

1�го и 2�го рода α α,j c и β β,j c  в зависимости 

от объема контроля j�го изделия и системы в целом 
И с т о ч н и к : выполнено М.Ш. Насибулиным, 

В.Б. Рудаковым 

The nature of the change in the truncated risks 

of the 1st and 2nd kind α α,j c and β β,j c  depending on the 

scope of control of the j�th product and the system as a whole 
S o u r c e : completed by M.Sh. Nasibulin, V.B. Rudakov 

Проведены исследования системы целе-
вых функций (1) и (2) на наличие глобального 
минимума. Исследование основано на исполь-
зовании способа минимизации функций с по-
мощью частных производных по переменным

cn  и ,jn  полагая их непрерывными перемен-

ными, и использовании обобщенной теоремы 
о среднем определенного интеграла [29]. При 
этом установлено, что глобального минимума 
не существует, а существует условный мини- 

nj, nс 0

1,0 

αj, αс 

βj, βс 

nj, nс 0

1,0 

αj, αс 

βj, βс 

c
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мум системы целевых функций, то есть услов-
ный вектор решений, координаты которого 
можно определить следующим образом. Сна-
чала необходимо определить оптимальный 
объем контроля надежности каждого j-го изде-

лия *,jn , ,1j S=  исходя из min ,jC  и соответ-

ствующие риски *α ,j и *β ,j входящие в целевую 

функцию (1). Затем следует определить опти-
мальный объем контроля надежности системы 
в целом *

cn  и риски *α ,c и *β ,c которые достав-

ляет условный минимум целевой функции Сс 
(2) при фиксированных оптимальных *,jn

, .1j S=  Эти результаты подтверждаются прак-

тикой проведения контроля. 
Однако при таком подходе взаимосвязь 

планов контроля изделий и системы в целом 
обеспечивается только структурой построения 
иерархической системы КТ из изделий. В то же 
время, как отмечалось, контроль надежности 
изделий предшествует контролю надежности 
системы в целом, и результаты этого предше-
ствующего контроля необходимо учитывать 
при планировании контроля надежности си-
стемы в целом. 

В работах [1; 27] установлено следующее 
свойство рисков 1-го и 2-го рода, которое поз-
воляет учесть эти результаты. Если контроль 
надежности j-го изделия не проводится или 
контроль уже проведен и изделие принято для 
дальнейшего использования, то риск 1-го рода
α j в выражении (1) становится равным нулю, 

а апостериорный риск 2-го рода βA
j совпадает 

с вероятностью того, что изделие является 
дефектным, то есть не удовлетворяет заданным 
требованиям к надежности. То есть априорные 
риски 1-го и 2-го рода αc и βc , входящие в це-

левую функцию (2) для оптимального плани-
рования контроля надежности системы КТ 
в целом, будут зависеть только от реализовав-

шихся апостериорных рисков βA
j для всех изде-

лий , ,1j S=  составляющих систему, то есть 

( )α α βA
c c j= и ( ).β β βA

c c j=  

На основе использования аппарата алгебры 
событий и изложенного свойства рисков полу-
чены математические зависимости для опреде-
ления априорных рисков 1-го и 2-го рода для 
оптимального планирования контроля надеж-
ности системы КТ в целом с учетом результа-
тов предшествующего контроля надежности 
изделий КТ, которые определяются по форму-
лам: 

( ) ( )2

ТР
1α 1 β 1 ,c

P nS A
с j j P

P f P dP=  = ∏ − −    (13) 

{ } ( )ТР

1
1β 1 1 β ,c

P ns A
с j j P

P f P dP=  = − ∏ −     (14) 

где ( )f P — определяется выражением (5); 

βA
j — апостериорные риски 2-го рода, с кото-

рыми принято каждое j-е изделие по результа-
там испытаний на их предприятиях-изготови-

телях, 1,j S=  определяются на основе выраже-

ния (10) с учетом результатов контроля их 
надежности при заводских испытаниях: 

( )ТР

1

.β
j j

j

P nA
j j j jP

P f P dP=   (15) 

Обобщая все изложенное, а также учиты-
вая выражения (1), (2), (5)–(15), математиче-
скую модель оптимального контроля надежно-
сти иерархических систем КТ в условиях еди-
ничного и мелкосерийного производства 
можно записать в следующем виде: 

– найти условный вектор 

{ }min ,min ,j cY C C=


  (16) 

( ) ( ) ( ),α ,β ... ,α β ,β β ,A A
j j j c c S c Sn n    

где по-прежнему 

1 2 1Κ ,α βj j j j j j jC C C C n= + +   (17) 

( ) ( )1 2 1Κα β β ;βA A
c c c S c c S c cC C C C n= + +   (18) 

– риски 1-го и 2-го рода α j и β j определить 

на основе формул (9)–(12) с учетом их усечения 
и формулы (15); 
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– βA
j  — апостериорные риски 2-го рода,

с которыми принято каждое j-е изделие по ре-
зультатам испытаний на их предприятиях-изго-

товителях, 1,j S= , определяются на основе 

(15) или (10), (11) с учетом полученных резуль-
татов контроля надежности; 

– риски 1-го и 2-го рода для планирования
контроля надежности системы в целом после 
ее изготовления на сборочном предприятии с 
учетом результатов предшествующего контроля 
надежности изделий вычисляются на основе 
(13) и (14) в области, которая определяется не-
равенствами:  

0 ,j jn N≤ ≤  0 ,x S≤ ≤  0 ,c cn N≤ ≤
α 0, β 0, α 0, β 0,j j S S≥ > ≥ >  

α 0,β 0,c c≥ >  

, .1j S= (19) 

Для практического использования форма-
лизованной постановки задачи (16)–(19) необ-
ходимо разработать алгоритм, который обеспе-
чит реализацию оптимального планирования 
контроля надежности иерархических систем 
КТ с учетом результатов предшествующего 
контроля надежности входящих в них изделий. 
Чтобы решить этот важный вопрос, поступим 
следующим образом. 

Рассмотрим целевую функцию (17) с уче-
том входящих в нее рисков 1-го и 2-го рода. 
Все, что будет изложено ниже, относится и к 
целевой функции (2): 

( ) ( )2

TP
1 1j j

j
j

P n
j j j jP

C C P f P dP= − +

( )TP

1
2 1K ,j j

j j
j

P n
j j j jP

C P f P dP C n+ +  (20) 

где плотность бета-распределения ( )jf P  опре-

деляется на основе формулы (5) в усеченной 
области 1 TP 2 ,

j j j
P P P< <  а параметры распреде-

ления вычисляются на основе (6)–(8) в случае 
однородной статистической информации о на- 

дежности либо по формулам [21] в случае ста-
тистически неоднородной информации. 

Как отмечалось выше, при различных зна-

чениях величин TP ,α, ,β
j j jP  1 2 1,,

j j jKC C C  целе-

вая функция jC в зависимости от переменной 

jn  может быть убывающей, возрастающей 

функцией этого аргумента или иметь минимум.  
Если функция имеют минимум, то кон-

троль следует проводить по оптимальным пла-
нам [24]. 

3. Результаты

Исследования показали, что аналитически 
определить минимум этой целевой функции

*,j jC C=  соответствующий оптимальному плану 

контроля ( )* * *,α ,β , 0 ,j j jn c = не удается, что свя-

зано с наличием многих параметров и сложных 
связей между ними. Однако данную задачу 
можно решить численно, поскольку величина 

jn  является дискретной и принимают значения 

0, 1, 2, ..., то есть изменяется целочисленно. 
Определим условия, необходимые для су-

ществования минимума целевой функции (20), 
опуская индексы.  

Поскольку функция является выпуклой, 
очевидно, что в любой точке 0,n > она должна 

иметь хотя бы одно значение меньше, чем ее 
значения в точках 0,n = и быть достаточно уда-

ленной от нуля точкой n N= (величина N опре-
деляется из практических соображений, напри-
мер, из заданного количества циклов контроля 
для подтверждения требований к надежности в 
течение заданного времени). Поэтому сначала 
следует определить значения функции (20) в 
точках 0n =  и .n N= Затем определить значе-
ния функции в точках, близких к 0,n = и в точ-

ках, близких к ,n N=  т.е., например, в точке 

( )1, 1 ,n C=  и в точке ( )1, 1 .n N C N= − −  Если

при этом будет выполняться система нера-
венств 
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( ) ( )
( ) ( )

0 1
,

1

C C
C N C N

>
 − <

 (21) 

то функция (20) имеет минимум внутри интер-
вала 0 .n N< <  

Если (21) не выполняется, то существует 
два результата: 

1. Если значение целевой функции (0),C  

меньше, чем ее значение ( ),C N  то контроль 

надежности проводить нецелесообразно, по-
скольку это приведет к увеличению экономиче-
ских затрат на контроль и потерь, связанных с 
принятием неправильных решений. В этом 
случае достаточно контролировать стабиль-
ность производства. 

2. Если значение целевой функции (0)C
больше, чем ее значение ( ),C N то целесооб-

разно провести весь объем контроля в течение 
заданного в документации времени испытаний, 
поскольку потери уменьшаются.  

Проведенные исследования позволили 
разработать алгоритм оптимального планиро-
вания и проведения контроля надежности 
иерархических систем КТ. Основное его содер-
жание состоит в следующем. 

Шаг  1 .  Оптимальное планирование и про-
ведение контроля надежности каждого j-го из-
делия по результатам заводских испытаний на 

предприятиях-изготовителях, , .1j S=  
Для этого используется целевая функция 

(20). 
1.1. При выполнении условий (21) зада-

емся первым значением объема контроля 

j jn n= Δ  ( jnΔ — шаг изменения jn ). Для вы-

бранного объема j jn n= Δ  (обычно 1jnΔ = ) 

рассчитываем величины усеченных рисков 1-го 
и 2-го рода α и β по формулам (9)–(12) и рас-
считываем также величину потерь по целевой 
функции (20).  

1.2. Задаемся вторым значением объема 

2j jn n= Δ и проводим расчеты по тем же фор-

мулам. 

1.3. Аналогичные вычисления (с величиной 

шага jnΔ ) ведутся до тех пор, пока величина 

jC не начнет возрастать. Соответствующее ми-

нимуму *
jC  значение объема контроля изделия 

*
jn , а также значения усеченных рисков 1-го и 

2-го рода при приемочном числе 0c =  пред-
ставляют собой оптимальные характеристики 
планов контроля надежности j-го изделия. 

1.4. Проводится контроль надежности каж-
дого изделия в соответствии с оптимальными 

планами контроля ( )* * *,α ,β , 0j j jn c = . 

1.5. По результатам контроля после приня-
тия каждого изделия на их предприятиях-изго-
товителях определяются апостериорные риски 

2-го рода βA
j , с которыми принято каждое изде-

лие, с учетом информации, полученной по ре-
зультатам контроля. Для этого в качестве ос-
новы используется формула (15) с учетом усе-
чения.  

Шаг  2.  Оптимальное планирование кон-
троля надежности системы в целом после ее из-
готовления на сборочном предприятии с учетом 
результатов контроля, полученных на шаге 1.  

2.1. Определяется оптимальный план кон-
троля надежности системы в целом при при-
емо-сдаточных испытаниях. Для этого приме-
няется целевая функция (17), а также риски 

1-го и 2-го рода αc и β ,c  которые вычисляются 

с учетом их усечения по формулам (13)–(14), 
а также с учетом реализовавшихся значений 
апостериорных рисков 2-го рода β௝஺, с которыми 

приняты изделия по результатам предшествую-
щего контроля их надежности при заводских 
испытаниях на предприятиях-изготовителях. 

2.2. Проводится минимизация целевой 
функции потерь (17) в соответствии с изложен-
ной выше процедурой, пункты 1.1–1.3. Резуль-
татом является оптимальный план контроля 

надежности ( )* * *,α ,β , 0c c cn c =
 
системы КТ в це-

лом после ее изготовления на сборочном пред-
приятии. 
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Заключение 

Таким образом, разработанная модель и 
алгоритм обеспечивают оптимальное планиро-
вание и реализацию интегрированного кон-
троля систем КТ в иерархической структуре: 
«контроль надежности изделий, составляющих 
иерархическую систему КТ — контроль надеж-
ности системы в целом».  

Их практическое использование позволяет 
последовательно учитывать результаты кон-
троля нижних уровней при определении опти-
мальных планов контроля более высоких уров-
ней иерархических систем КТ, что обеспечит 
снижение экономических затрат на контроль и 
потерь, связанных с принятием ошибочных ре-
шений, при подтверждении высоких требова-
ний, предъявляемых к надежности сложных 
систем КТ.  
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Abstract. This study investigates patterns of land displacement in Kern County, 
California, using Sentinel-1 satellite imagery and the Interferometric Synthetic 
Aperture Radar (InSAR) technique. A time-series analysis was performed to 
examine the temporal evolution of land displacement using the Small Baseline 
Subset (SBAS-InSAR) approach. The LicSAR (Comet Portal) and Liscbas toolbox 
were employed to analyze Sentinel-1 satellite data collected between 2014 and 
2022. For the ascending orbit, the observation period spanned approximately 
6.6 years, encompassing 256 images and 1,499 interferograms. The descending 
orbit covered around 7 years, with a network of 266 images and 954 interferograms. 
The data were decomposed into ascending and descending paths to identify both 
vertical and horizontal displacement patterns. An accuracy evaluation was 
conducted using 85 GPS stations in central California, revealing an RMSE of 1.89 
and an R-squared value of 0.9 for the horizontal direction, and an RMSE of 2.4 with 
an R-squared value of 0.94 for the vertical direction, indicating a high level of 
accuracy. These results demonstrate the effectiveness of InSAR in capturing 
detailed land displacement patterns. This study also discusses the advantages and 
limitations of using InSAR for tracking land deformation and provides 
recommendations for future research. 
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 Аннотация. Изучены закономерности смещения грунта в округе 
Керн, Калифорния с использованием спутниковых снимков
Sentinel-1 и техники интерферометрического радара с синтезиро-
ванной апертурой (InSAR). Для изучения динамики смещения 
грунта с применением подхода Small Baseline Subset (SBAS-InSAR)
был выполнен анализ временных рядов. Для анализа спутниковых 
данных Sentinel-1, собранных в период с 2014 по 2022 г., исполь-
зовалось программное обеспечение LicSAR (Comet Portal) и набор 
библиотек Liscbas. Для восходящей орбиты период наблюдения 
составил приблизительно 6,6 года. Набор данных для исследова-
ния включает 256 изображений и 1499 интерферограмм. Нисходя-
щая орбита охватывала семилетний период, включала в себя 
266 изображений и 954 интерферограммы. Данные были разло-
жены на восходящие и нисходящие орбиты для определения как 
вертикальных, так и горизонтальных моделей смещения. Оценка 
точности была проведена с использованием 85 станций GPS в Цен-
тральной Калифорнии. Для горизонтальных моделей смещения 
RMSE составила 1,89 и значение R-квадрата 0,9, для вертикаль-
ных моделей смещения RMSE 2,4, R-квадрат 0,94, что указывает 
на высокий уровень точности. Эти результаты демонстрируют эф-
фективность InSAR в составлении моделей активности земной 
коры. В представленном исследовании также обсуждаются пре-
имущества и ограничения использования InSAR для отслежива-
ния активности земной коры и даются рекомендации для будущих 
исследований в данной предметной области. 

Ключевые слова: смещение Земли, интерферометрический син-
тезированный радиолокатор (InSAR), Sentinel-1, округ Керн. 
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Introduction 
 

Land displacement and ground deformation 
present significant risks to infrastructure, natural 
resources, and communities, particularly in regions 
with extensive industrial activities such as oil and 
gas extraction [1]. The extraction of subsurface 
resources can lead to changes in land elevation, 
causing subsidence or uplift that may result in 
damage to roads, pipelines, buildings, and natural 
habitats [2]. Monitoring these patterns of displace- 
ment is crucial for understanding the impacts of 
industrial activities on the environment and for 
developing effective mitigation strategies to protect 
infrastructure and local communities [3]. 

Traditionally, ground-based monitoring tech- 
niques, such as leveling and GPS, have been used 
to measure land displacement. While these methods 
can provide accurate data, they are often limited in 
spatial coverage, labor-intensive, and costly when 
applied to large areas [4].The advent of satellite-
based Interferometric Synthetic Aperture Radar 
(InSAR) technology has significantly improved 
the ability to monitor land displacement over wide 
geographic regions with high precision [5]. InSAR 
uses radar signals to detect changes in the Earth’s 
surface, as shown in Figure 1, making it an effective 
tool for identifying even subtle shifts in terrain that 
would otherwise be difficult to detect with ground-
based methods [6]. 

 
 

 
 

Figure 1. Geometry of Synthetic aperture radar 
S o u r c e: made by A. Ferretti et al. [6] 

 
Sentinel-1 satellite imagery, when combined 

with the Small Baseline Subset (SBAS-InSAR) 
approach, provides a robust solution for capturing 
both temporal and spatial variations in land 
displacement [7]. This study utilized Sentinel-1 
satellite data and the SBAS-InSAR technique to 
investigate land displacement patterns in Kern 
County over an 8-year period from 2014 to 2022. 
By analyzing data from ascending and descending 

orbits, the study aimed to identify both vertical and 
East-West horizontal displacement components, 
providing a comprehensive view of ground defor- 
mation across the region. Figure 1 depicts the geo- 
metry of real aperture radar, which serves as the 
foundation for the InSAR technique. This research 
aims to demonstrate the effectiveness of InSAR 
technology for monitoring land displacement and 
to provide valuable insights into the impacts of 
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such displacement on infrastructure and natural 
resources in Kern County. The findings contribute 
to a better understanding of ground deformation 
processes and offer data-driven guidance for 
managing and mitigating the effects of land 
displacement in affected areas. 

1. Methodology 

The Sentinel-1 satellite imagery, combined 
with the SBAS-InSAR approach, was employed to 
monitor land displacement in Kern County, 
California [7]. This technique enables continuous 
tracking of ground deformation, allowing for the 
analysis of long-term trends and sudden changes in 
the landscape. Sentinel-1 data were processed 
using the LiCSAR (Comet Portal) and LISCBAS 
toolbox to investigate land displacement over 
the 8-year observation period. The data were 
decomposed into ascending and descending orbits 
to identify both vertical and East-West horizontal 
displacement components, providing a detailed 
picture of ground deformation across the region. 

1.1. Case Study Kern County 

Kern County is situated in the southern 
portion of the Great Valley in California, bordered 
by the Coast Ranges, Sierra Nevada, and Transverse 
Ranges [8]. This unique geographic setting contri- 
butes to the complexity of land displacement 
observed in the region. The study area is depicted 
in Figure 2, which illustrates the monitored regions. 

1.2. GPS 

To ensure the accuracy and validation of the 
InSAR measurements, GPS stations were utilized. 
These GPS stations provided critical ground-based 
data that allowed for the comparison and validation 
of the displacement measurements obtained through 
the Sentinel-1 satellite data. This integration of GPS 
data is vital for confirming the reliability and 
precision of satellite-based displacement monitoring. 

The GPS stations shown in Figure 3 cover a 
broad area across central California, including 
Kern County. They served as a key reference for 

evaluating the accuracy of the InSAR-derived 
displacement data, ensuring the robustness of the 
study’s findings. 

 

 
Figure 2. Kern County oil and gas fields 

S o u r c e: made by K. Okamura, A. Quandt [8]  

 

 
Figure 3. GPS stations in central zone of California 

S o u r c e: made by J. Hatamiafkoueieh 
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1.3. Data Acquisition and Processing 

The Sentinel-1 satellite imagery, combined 
with the SBAS-InSAR approach, was employed to 
monitor land displacement in Kern County, 
California [7].This technique enables continuous 
tracking of ground deformation, allowing for the 
analysis of long-term trends and sudden changes in 
the landscape. Sentinel-1 data were processed 
using the LiCSAR (Comet Portal) and LISCBAS 
toolbox to investigate land displacement over 
the 8-year observation period. The data were 
decomposed into ascending and descending orbits 
to identify both vertical and East-West horizontal 
displacement components, providing a detailed 
picture of ground deformation across the region. 

1.4. Sentinel&1 Satellite Data Analysis 

The Sentinel-1 satellite data were collected 
and processed using the SBAS-InSAR technique 

to monitor land displacement in Kern County, 
California, from 2014 to 2022. The LicSAR (Comet 
Portal) and Liscbas toolbox were employed to 
analyze the data. The ascending orbit (LiCSAR 
frame ID 137A_05534_131822) covered an obser- 
vation period from January 31, 2015, to August 15, 
2021, consisting of 256 images and 1.499 inter- 
ferograms over approximately 6.6 years, as shown 
in Figure 4. The descending orbit (LiCSAR frame 
ID 144D_05501_131413) covered the period from 
November 8, 2014, to November 7, 2021, with 266 
images and 954 interferograms over 7 years, 
as shown in Figure 5.  

The acquisition interval was primarily 24 days 
before February 18, 2017, and reduced to 12 days 
afterward due to the increased observational capacity 
from the availability of Sentinel-1B, even though 
all the data were acquired by Sentinel-1A. It is 
worth noting that the acquisition start dates are not 
consistent for all frames because of the non-
uniform observation strategy of Sentinel-1. 

 

 
 

Figure 4. Ascending Orbit Frame Id 137a_05534_131822 
S o u r c e: made by J. Hatamiafkoueieh 
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Figure 5. 131822 Descending Orbit Frame Id 144d_05501_131413 
S o u r c e: made by J. Hatamiafkoueieh 

 

 
 

Figure 6. General flowchart of the LiCSAR processing chain 
S o u r c e: made by Y. Morishita et al. [9]  
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1.5. The LiCSAR Processing Chain 

The LiCSAR (Lithuania’s SAR) Processing 
Chain was utilized for the processing of Sentinel-1 
data1 [9]. This automated workflow extracts and 
merges bursts covering a frame into Single Look 
Complex (SLC) mosaics for each acquisition 
epoch. The SLC mosaics are then coregistered and 
resampled to match the geometry of a primary 
SLC acquisition, which is determined during the 

initialization of the frame. The resampled SLC 
data are subsequently used to form interferometric 
products, including wrapped and unwrapped 
interferograms and coherence maps, by combining 
the new Resampled SLC (RSLC) with, by default, 
four preceding RSLCs. This process is designed 
for efficient batch processing in computer clusters, 
ensuring that large datasets are handled effectively 
[9]. Figure 6 shows the general flowchart of the 
LiCSAR processing chain.

 

 
Figure 7. Workflow of LiCSBAS 

S o u r c e: made by J. Hatamiafkoueieh 

 
1.6. The LISCBAS toolbox 

The LISCBAS (LiCS Basic Analysis Soft- 
ware) toolbox is another essential tool used for 
processing Sentinel-1 data and for monitoring 
ground displacement [10]. The toolbox provides a 
comprehensive workflow for InSAR data process- 
ing, facilitating the generation of high-quality 
displacement maps and time series. It is designed 
to manage the complexity of InSAR data process- 

 
1 LiCSAR Project Team. LiCSAR Processing Chain Documentation. 2018. Available from: https://comet.nerc. 

ac.uk/COMET-LiCSAR (accessed: 30.05.2024). 

ing, ensuring accurate and reliable results for 
ground deformation studies. The workflow of the 
LISCBAS toolbox is illustrated in Figure 7. 

The data were decomposed into ascending 
and descending orbits to identify vertical and East-
West horizontal displacement patterns. An accuracy 
evaluation was conducted using measurements 
from 85 GPS stations across central California 
[11]. The SBAS-InSAR technique, as processed 
through the LiCSAR and LISCBAS tools, proved 
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to be a robust method for detecting ground 
deformation, utilizing multiple satellite images 
taken over time to identify subtle changes in the 
Earth’s surface. The dual-approach allowed for the 
decomposition of displacement vectors into 
vertical and East-West components, providing a 
more accurate representation of the deformation 
process. 

2. Results and analysis 

The SBAS-InSAR technique was instrumental 
in providing a comprehensive analysis of land 
displacement patterns in Kern County, identifying 
regions with significant deformation rates that 

required further investigation. This approach 
allowed for the detection of both subsidence and 
uplift trends across various areas, offering a clearer 
understanding of the deformation dynamics at 
play. To enhance the analysis, the SBAS-InSAR 
method was used to construct detailed connection 
networks for both the ascending and descending 
orbits. The connection network for the ascending 
orbit, as shown in Figure 8, illustrates the relation- 
ships between interferometric pairs generated 
during the observation period in a similar fashion, 
the connection network for the descending orbit, 
depicted in Figure 9, provides a complementary 
viewpoint.

 

 
Figure 8. SBAS connection network of the Ascending 

S o u r c e: made by J. Hatamiafkoueieh 

 

 
Figure 9. SBAS connection network of the Descending 

S o u r c e: made by J. Hatamiafkoueieh 

 
The decomposition of ascending and descend- 

ing orbit data allowed for the separation of different 
deformation components occurring on the Earth’s 
surface. Generally, ascending data is more sensitive 
to vertical deformation, while descending data 
better captures horizontal deformation. By analyz- 
ing both components, this study effectively 
identified the distinct types of deformation affecting 
the region, revealing displacement patterns in 
two primary directions: vertical, as shown in 

Figure 10 and horizontal (east-west), as shown in 
Figure 11. 

The analysis revealed significant and varied 
patterns of land subsidence across multiple areas 
within Kern County, providing a comprehensive 
understanding of the spatial and temporal dynamics 
of ground displacement in the region. The most 
pronounced subsidence was detected in the South 
Belridge area, where ground displacement rates 
reached up to 20 mm per year, indicating severe 
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subsurface deformation likely linked to intensive 
extraction activities and groundwater depletion. 
This high rate of subsidence suggests that the 
underlying geological structures in this region are 

particularly susceptible to changes resulting from 
human activities, such as oil and gas extraction, 
which can lead to the compaction of sediment 
layers and subsequent ground lowering.

 

Figure 10. Descending Horizontal (East�West) 
Displacement Velocity Map 

S o u r c e: made by J. Hatamiafkoueieh

 
Figure 11. Vertical Displacement Velocity Map 

S o u r c e: made by J. Hatamiafkoueieh

 
In contrast, the North Belridge and Lost Hills 

regions displayed subsidence rates ranging from 
10-15 mm per year, which, although lower than the 
rates observed in South Belridge, still represent 
significant ground displacement over time. These 
rates of subsidence indicate that while the extraction 
activities in these areas may be less intensive or 
distributed differently, they still contribute to 
noticeable ground deformation. The continuous 
monitoring of these areas is essential, as even 
moderate subsidence can have long-term impacts 
on infrastructure, water resources, and overall land 
stability. 

The Midway-Sunset region exhibited a more 
complex pattern of land subsidence, with moderate 
deformation rates that fluctuated throughout the 

observation period. These variations suggest that 
subsidence in this area might be influenced by a 
combination of factors, including variable extraction 
rates, groundwater management practices, and 
natural geological processes. The presence of 
fluctuating subsidence rates underscores the 
importance of long-term monitoring to capture the 
full extent of deformation dynamics and to 
understand the interplay between human activities 
and natural environmental factors. 

Interestingly, the study also identified areas 
experiencing uplift, which is the opposite of 
subsidence. This phenomenon is likely attributed 
to natural aquifer recharge following periods of 
drought, causing the ground to rise as water is 
reintroduced into the subsurface layers. Such uplift 
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suggests that the region's hydrogeological system 
is dynamic and responds to changes in water 
availability, highlighting the potential for land 
recovery in areas where extraction pressures are 
reduced or managed more sustainably. 

Accuracy assessment 

The accuracy evaluation of the InSAR data 
using GPS measurements demonstrated a strong 
correlation between the two data sets. The Root 
Mean Square Error (RMSE) and R-squared values 
for the east-west direction were 1.89 and 0.9, 
respectively, indicating a strong agreement between 

the SBAS-InSAR and GPS measurements. The 
results suggest that approximately 90% of the 
variation in the GPS data in the east-west direction 
can be explained by the SBAS-InSAR data, as 
shown in Figure 12, a — East-West Direction 
displacement and East-West Direction movement 
in GPS, where y represents the linear regression of 
the displacement data, and R² denotes the 
coefficient of determination, and in Figure 12, b — 
Vertical Direction displacement and vertical 
movement in GPS, where y represents the linear 
regression of the displacement data, and R² denotes 
the coefficient of determination.

 
 

 
a 

 
b 

 
Figure 12. Chart of Registration Between SBAS INSAR And GPS: 

a — East�West Direction; b — Vertical Direction 
S o u r c e: made by J. Hatamiafkoueieh 
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In the vertical direction, the RMSE was 2.4, 
and the R-squared value was 0.94, signifying 
a high degree of accuracy in the InSAR data when 
compared to the GPS measurements. This means 
that around 94% of the variations in the GPS data 
in the vertical direction were captured by the SBAS-
InSAR data. Together, the RMSE and R-squared 
values suggest that the InSAR technique is a 
reliable method for measuring ground deformation 
in both horizontal and vertical directions. 

Conclusion 

The findings of this study underscore the 
significant role of oil and gas extraction, ground- 
water pumping, and natural sedimentary com- 
paction in contributing to land displacement in Kern 
County, particularly in the oil fields. The South 
Belridge region exhibited the highest rates of 
subsidence, reaching up to 20 mm per year, high- 
lighting the critical impact of resource extraction 
activities on ground stability. These results are 
consistent with previous studies conducted in other 
oil-producing regions, where similar subsidence 
patterns have been linked to intense extraction 
activities, indicating that the extraction processes 
are a primary driver of land deformation. The 
integration of Sentinel-1 satellite imagery and the 
SBAS-InSAR technique proved highly effective 
in detecting land displacement at a high spatial 
resolution, allowing for a detailed analysis of sub- 
sidence patterns over time. By decomposing the 
displacement vectors into vertical and east-west 
components through the dual-orbit (ascending and 
descending) approach, this study offered a more 
accurate representation of the deformation processes 
occurring in Kern County. This method enabled 
the identification of not only subsidence but also 
uplift in certain areas, likely due to natural aquifer 
recharge following periods of drought, suggesting 
that natural geological processes also play a role 
in the observed deformation patterns. The study 
revealed a strong correlation between the spatial 
distribution of subsidence and the locations of active 
oil extraction wells, indicating that subsurface 
pressure changes from oil and gas production 
activities significantly influence land deformation. 

Groundwater extraction, which often accompanies 
oil production, also contributed to the observed 
subsidence rates. The North Belridge and Lost Hills 
fields experienced subsidence rates of 10–15 mm 
per year, while the Midway-Sunset field displayed 
more moderate and fluctuating displacement rates, 
further demonstrating the complex interplay between 
human activities and natural processes in influenc- 
ing ground deformation. 
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Аннотация. В настоящее время, в эру информационных технологий, 
интеллектуальные методы обработки данных занимают важное место 
в различных сферах жизни. Эти методы, совместно с современными 
алгоритмами и компьютерными моделями, позволяют извлекать цен-
ную информацию из огромных объемов сырых данных, а также ана-
лизировать и прогнозировать различные явления и тренды. Рассмот-
рены ключевые концепции и принципы работы вейвлет-преобразо-
вания и стохастических методов, а также их взаимосвязь и возмож-
ности комбинированного применения в решении задач по обработке 
данных. Исследованы интеллектуальные методы обработки данных, 
сосредоточенные на вейвлет-преобразовании и стохастических ме-
тодах, которые стали неотъемлемой частью современных бизнес-
процессов, предоставляя прогнозы, существенные для взвешенных 
решений. В исследовании использовалось вейвлет-преобразование
и стохастические методы, позволяющие обнаруживать скрытые пат-
терны и тенденции в данных. Эти методы предоставили возможность 
анализировать данные различной структуры и масштаба, включая тек-
сты, изображения, звук и видео. Вейвлет-преобразование обеспечило 
эффективное представление данных и многомасштабный анализ,
в то время как стохастические методы использовались для модели-
рования неопределенности и проведения вероятностного анализа. 
Продемонстрировано, что применение вейвлет-преобразования спо-
собствовало выявлению значимых особенностей в анализируемых 
данных, тогда как стохастические методы обеспечивают надежные 
прогнозы на основе статистических моделей. Практическое приме-
нение этих методов на примерах из различных областей показало их 
высокую эффективность и значимость в научных и прикладных при-
ложениях, что подтверждало актуальность и перспективность даль-
нейшего изучения и развития интеллектуальных методов обработки 
данных. Подтверждена важность вейвлет-преобразования и стоха-
стических методов в контексте анализа больших объемов данных
и предсказания различных явлений. 

Ключевые слова: вейвлет-преобразование, вейвлеты, стохастиче-
ские методы, статический анализ, электроэнцефалограмма 
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 Abstract. Nowadays, in the era of information technology, intelligent data processing
methods play an important role in various spheres of life. These methods, together 
with modern algorithms and computer models, allow extracting valuable information 
from huge volumes of raw data, as well as analyzing and forecasting various 
phenomena and trends. The key concepts and principles of operation of the wavelet 
transform and stochastic methods, as well as their interrelation and possibilities of 
combined application in solving data processing problems are considered. Intelligent 
data processing methods focused on the wavelet transform and stochastic methods, 
which have become an integral part of modern business processes, providing 
forecasts essential for informed decisions, are investigated. The study used the 
wavelet transform and stochastic methods to detect hidden patterns and trends in 
data. These methods provided an opportunity to analyze data of various structures 
and scales, including texts, images, sound and video. The wavelet transform 
provided efficient data representation and multiscale analysis, while stochastic 
methods were used to model uncertainty and perform probabilistic analysis. It was 
demonstrated that the use of the wavelet transform contributed to the identification 
of significant features in the analyzed data, while stochastic methods provided 
reliable forecasts based on statistical models. Practical application of these methods 
on examples from various fields showed their high efficiency and significance in 
scientific and applied applications, which confirmed the relevance and prospects of 
further study and development of intelligent data processing methods. The 
importance of the wavelet transform and stochastic methods in the context of 
analyzing large amounts of data and predicting various phenomena was confirmed.
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Введение 

В современном информационном обще-
стве процессы обработки данных и анализа ин-
формации становятся все более важными и ак-
туальными. В этом контексте большое значе-
ние приобретают интеллектуальные методы 
обработки данных, такие как вейвлет-преобра-
зование и стохастические методы. Эти методы 
позволяют эффективно обрабатывать и анали-
зировать разнообразные данные, что имеет 
прямое отношение ко многим областям науки 
и практической деятельности. 

Одной из важнейших задач, стоящих пе-
ред современной наукой, является разработка 
эффективных методов обработки и анализа боль-
ших объемов данных. С развитием информаци-
онных технологий объемы данных постоянно 
растут, и возникает необходимость в создании 
инновационных подходов для их анализа. Вей- 
влет-преобразование и стохастические методы 
представляют собой мощные инструменты, спо-
собные эффективно работать с разнообразными 
типами данных и выявлять в них скрытые зако-
номерности и структуры. 

Сочетание вейвлет-преобразования, сто-
хастических методов и ключевых научных и 
практических задач заключается в их способ-
ности проводить анализ данных на различных 
уровнях детализации. Это позволяет выявлять 
как сложные закономерности, так и мелкие осо-
бенности, которые могут быть упущены при ис-
пользовании традиционных методов анализа, 
что делает данные методы востребованными 
в различных областях науки, начиная от обра-
ботки сигналов и изображений до анализа био-
медицинских данных. 

В данном исследовании представлены ана-
лиз ключевых методов вейвлет-преобразова-
ния и стохастических методов, их взаимосвязь, 
а также значимость их применения в различ-
ных областях науки и практики. Приведены 
практические примеры их применения для де-
монстрации важности и результативности этих 
методов.  

1. Методы 

Вейвлет-преобразование является одним 
из наиболее широко применяемых методов об-
работки данных. Данный метод основан на идео-
логии разложения сигнала на набор элемен-
тарных вейвлет-функций разных размеров и 
частот. Этот метод позволяет обнаруживать 
и анализировать частотные компоненты сиг-
нала с различной разрешающей способностью. 
Он нашел применение во многих областях, 
включая медицину, финансы, обработку изоб-
ражений и звука [1]. 

Стохастические методы, или методы стати-
стического анализа, представляют собой важ-
ный класс интеллектуальных методов обра-
ботки данных. Они основаны на применении 
статистических моделей для описания и ана-
лиза данных. Эти методы позволяют изучать 
случайные процессы, выявлять зависимости 
и прогнозировать будущие значения данных. 
Они широко используются в финансовых ана-
лизах, прогнозировании экономических пока-
зателей, анализе временных рядов и других об-
ластях [2]. 

2. Моделирование 

Начнем с вейвлет-преобразования. Это ме-
тод анализа сигналов, который базируется на 
использовании специальных функций, называ-
емых вейвлетами. Вейвлеты представляют со-
бой функции, которые могут быть адаптиро-
ваны к различным масштабам и сдвигам сиг-
нала для обнаружения его локальных особен-
ностей [3]. 

Одним из популярных типов вейвлетов 
является вейвлет-функция Мексиканская шляпа 
(Mexican Hat), получившая название из-за сво-
его внешнего вида, который напоминает шляпу 
с широкими полями и узкой вершиной Вейвлет. 
Мексиканская шляпа широко применяется в 
обработке сигналов и изображений, особенно 
в задачах детекции краев и шумоподавления. 
Ее форма позволяет эффективно обнаруживать 
резкие перепады и края в сигнале. 
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Еще одним распространенным типом вей- 
влета является вейвлет Морле (Morlet). Вейвлет 
Морле является комплексным вейвлетом, кото-
рый сочетает модуляцию гармонической функ-
ции с гауссовым огибающим. Это делает его 
особо полезным для анализа сигналов, содер-
жащих периодические компоненты, такие как 
временные ряды или электроэнцефалограммы 
(ЭЭГ). Вейвлет Морле обладает хорошим вре-
менным и частотным разрешением, что делает 
его предпочтительным вариантом для анализа 
сигналов, включая оконный анализ и долго-
срочную спектральную оценку. 

Вейвлет-преобразование с вейвлетами, та-
кими как Мексиканская шляпа или Морле, поз-
воляет анализировать сигналы на разных вре-
менных и частотных масштабах. Это дает воз- 

можность обнаруживать локальные особенно-
сти сигнала, такие как перепады, края, преходы 
между состояниями, а также выявлять перио-
дические компоненты. Вейвлет-преобразование 
нашло применение во многих областях, вклю-
чая обработку изображений, аудио-анализ, био-
медицинскую диагностику и многое другое [4]. 

Для дальнейшей работы потребовалось за-
грузить файл формата EDF. Это реальная запись 
пациента, полученная с помощью системы 
Nihon Kohden и преобразованная в EDF-формат. 
Запись взята с сайта профессионального инже-
нера по электронике с опытом работы в области 
проектирования медицинских устройств для 
ЭЭГ и ЭКГ1. Запись содержит 37 униполярных 
сигналов. На рис. 1 выведено изображение этих 
сигналов. 

 

 
Рис. 1. Изображение многоканальной записи ЭЭГ, содержащейся в EDF�файле 
И с т о ч н и к: выполнено В.В. Толмановой на языке программирования Python 

Figure 1. An image of a multichannel EEG recording contained in an EDF file 
S o u r c e: made by V.V. Tolmanova in Python programming language 

 

 
1 Some EDF/BDF testfiles. URL: https://teuniz.net/edf_bdf_testfiles/ (accessed: 10.03.2024). 
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На данном изображении вверху видно пе-
речисление всех каналов. В данном случае число 
отчетов по временному ряду равно 363 620. 
Выбрав интервал чтения с 1500 до 200.000, 
задав время, количество сигналов и взяв пя-
тый канал, смотрим, как выглядит наш гра-
фик (рис. 2). 

Преобразование Фурье  используется для 
представления сигнала в частотной области. 

Оно разлагает сигнал на синусоидальные ком-
поненты разных частот, а также дает информа-
цию о том, какие частоты присутствуют в сиг-
нале, но не дает информацию о временной или 
пространственной структуре сигнала. Это под-
ходит для анализа периодических или стацио-
нарных сигналов. На рис. 3 представлен гра-
фик, полученный с помощью преобразования 
Фурье. 

 
 

 
Рис. 2. График сигнала во времени 

И с т о ч н и к: выполнено В.В. Толмановой на языке программирования Python 

Figure 2. Graph of the signal in time 
S o u r c e: made by V.V. Tolmanova in Python programming language 

 

 

 
 

Рис. 3. Результат преобразования Фурье 
И с т о ч н и к: выполнено В.В. Толмановой на языке программирования Python 

Figure 3. The result of the Fourier transform 
S o u r c e: made by V.V. Tolmanova in Python programming language

1е – 5
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Построение спектра плотности мощно-
сти. Спектр плотности мощности — это графи-
ческое представление распределения мощно-
сти сигнала по его частотам. Он позволяет на- 
глядно увидеть, какие частоты вносят наиболь-
ший вклад в общую мощность сигнала. Чтобы 
вычислить спектр плотности мощности, обычно 
используют методы, основанные на преобразо-
вании Фурье.  

Построен график, показывающий, какого 
ритма на данной записи ЭЭГ больше всего. Для 
этого необходимо было посчитать энергию для 

каждого ритма, что является важной задачей 
для изучения активности мозга и характери-
стик его состояния. Каждый ритм соответствует 
определенному диапазону частот и имеет свои 
особенности [5; 6]. 

Ранее применено преобразование Фурье 
к сигналу ЭЭГ, чтобы перевести его в частот-
ную область, что позволило разложить сигнал 
на частотные компоненты [7]. Теперь можно 
оценить энергию каждого ритма, используя раз-
личные методы, например вычисление спек-
тральной плотности мощности (рис. 4).

 

 
 

Рис. 4. Построение энергии в различных частотных диапазонах 
И с т о ч н и к : выполнено В.В. Толмановой на языке программирования Python 

Figure 4. Construction of energy in various frequency ranges 
S o u r c e : made by V.V. Tolmanova in Python programming language 

 
Прописан перечень вейвлетов, установ-

лено максимальное значение сдвига и постро-
ено вейвлет-преобразование относительно мас-
штаба материнского вейвлета [8]. Вейвлет-пре-
образование — это метод анализа сигнала, 
основанный на использовании вейвлетов. Вей- 
влеты представляют собой функции, которые 
описывают как локальные, так и глобальные 
особенности сигнала.  

Масштабирование материнского вейвлета 
является важным аспектом вейвлет-преобразо-
вания. Материнский вейвлет — это основная 
функция, которая используется для рассмотре-
ния различных масштабов сигнала. Масштаби-
рование материнского вейвлета позволяет адап- 

тировать его к различным частотным компо-
нентам сигнала. 

При построении вейвлет-преобразования 
используется масштабирование материнского 
вейвлета относительно его ширины. Это позво-
ляет изменять размер вейвлета, чтобы лучше ана- 
лизировать различные частоты сигнала. Мас-
штабирование может происходить путем увели-
чения или уменьшения масштаба вейвлета [8]. 

Масштабирование вейвлета дает возмож-
ность получить информацию о частотных свой-
ствах сигнала на разных масштабах. При ана-
лизе сигнала с использованием вейвлет-преоб-
разования можно обнаружить регионы с высо-
кой или низкой энергией на разных частотах 
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и масштабах, что полезно для исследования раз-
личных особенностей сигнала [10]. 

Вейвлет-преобразование с масштабирова-
нием материнского вейвлета позволяет анали-
зировать сигналы на разных уровнях детализа-
ции, что делает его мощным инструментом для 
обработки и анализа сигналов во многих обла- 

стях, таких как обработка изображений, аудио-
анализ и т.д. (рис. 5) [11]. 

Получен график, который строит связку 
частоты и масштаба. С помощью полученного 
графика можно сразу увидеть на какой частоте 
и в какое время возникает всплеск активности 
(рис. 6) [12]. 

 

 
Рис. 5. Масштаб в вейвлет(преобразовании 

И с т о ч н и к : выполнено В.В. Толмановой на языке программирования Python 

Figure 5. Scale to wavelet transform 
S o u r c e : made by V.V. Tolmanova in Python programming language 

 

 

Рис. 6. Вейвлет(преобразование 
И с т о ч н и к: выполнено В.В. Толмановой на языке программирования  Python 

Figure 6. The wavelet transform 
S o u r c e: made by V.V. Tolmanova in Python programming language 
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Классические методы обработки сигна-
лов [13]. Это набор алгоритмов и техник, кото-
рые были разработаны перед появлением со-
временных методов на основе машинного обу-
чения и искусственного интеллекта. Эти ме-
тоды широко применялись в обработке сигна-
лов на протяжении десятилетий и остаются 
значимыми до сих пор. Примерами классиче-
ских методов обработки сигналов являются 
фильтрация, корреляция, спектральный анализ 
и стохастический анализ [14]. 

Фильтрация — процесс обработки сиг-
нала для удаления нежелательных шумовых 
компонент, усиления сигнала или преобразова-
ния его спектральной характеристики. Это мо-
жет быть достигнуто с помощью различных 
фильтров, таких как низкочастотный фильтр, 
высокочастотный фильтр, полосовой фильтр и 
фильтр с откликом на импульс. 

Корреляция — метод анализа сигналов для 
определения степени связи между двумя сигна-
лами или для обнаружения паттернов и перио-
дичностей в сигналах. Корреляция может быть 
использована, например, для обнаружения син-
хронизации сигналов, распознавания образов 
или коммуникаций. 

Спектральный анализ — метод анализа 
спектральных характеристик сигнала, таких как 

частоты и амплитуды. Он позволяет определить 
спектральные свойства сигнала, такие как гар-
монические компоненты, пики или шумовые 
искажения. Спектральный анализ может быть 
достигнут, например, с помощью преобразова-
ния Фурье или вейвлет-преобразования. 

Стохастический анализ — метод анализа 
сигналов, основанный на статистических свой-
ствах. Он позволяет моделировать и анализиро-
вать случайные сигналы или сигналы, которые 
можно представить в виде случайного процесса. 
Стохастический анализ используется в различ-
ных областях, включая статистику, теорию ин-
формации, обработку сигналов и машинное обу-
чение [15]. 

Применение стохастического анализа в об-
работке сигналов может включать моделиро-
вание случайных шумовых искажений, анализ 
случайных сигналов, таких как электроэнце-
фалограммы (ЭЭГ), или предсказание будущих 
значений сигнала на основе предыдущих наблю-
дений. Стохастический анализ также может 
включать использование вероятностных мо-
делей для описания и предсказания поведения 
сигналов в случайных условиях [16]. 

Используя тот же файл EDF, изобразим 
наш сигнал с помощью графика (рис. 7). 

 

 
 

Рис. 7. Изображение сигнала 
И с т о ч н и к : выполнено В.В. Толмановой, программа Python 

Figure 7. Signal image 
S o u r c e : made by V.V. Tolmanova in Python programming language 
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Рис. 8. Результаты расчетов 
И с т о ч н и к : выполнено В.В. Толмановой на языке программирования Python 

Figure 8. Calculation results 
S o u r c e : made by V.V. Tolmanova in the Python program 

 

 
 

Рис. 9. Изображение среднего значения на графике 
И с т о ч н и к : выполнено В.В. Толмановой на языке программирования Python 

Figure 9. Shows the average value on the graph 
S o u r c e : made by V.V. Tolmanova in Python programming language 

 
Рассчитано математическое ожидание и 

среднеквадратическое отклонение (рис. 8). 
Математическое ожидание на графике. 

Внесем некоторые уточнения: красной (сплош-
ной) линией на графике изображена средняя 
линия, серым цветом среднеквадратическое от-
клонение (рис. 9). 

Автокорреляция. Ранее давалось опреде-
ление понятия «корреляция», однако в данном 
случае будем использовать именно автокорре-
ляцию. Эти два понятия связаны с измерением 
степени взаимосвязи между двумя или более 
переменными. Разница между ними заключа-
ется в том, что корреляция используется для из-
мерения связи между двумя разными перемен-
ными, в то время как автокорреляция использу-
ется для измерения связи между различными 
значениями одной и той же переменной в раз-
ные моменты времени. 

Корреляция — это статистическая мера, 
показывающая степень линейной связи между 
двумя переменными. Она позволяет определить, 
насколько одна переменная изменяется при из-
менении другой. Коэффициент корреляции мо-
жет принимать значения от –1 до 1. Значение 1 
означает положительную линейную связь, зна-
чение –1 — отрицательную линейную связь, 
а значение 0 — отсутствие линейной связи. 

Автокорреляция, с другой стороны, изучает 
связь между различными значениями одной и 
той же переменной в разные моменты времени. 
Она служит для определения наличия система-
тических зависимостей значениями переменной 
в прошлом и настоящем. Отрицательная авто-
корреляция, равная 1, свидетельствует о том, что 
связь между сигналами линейная. Автокорре-
ляция, равная 0, свидетельствует о том, что вза-
имосвязи нет. Отрицательная автокорреляция 
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свидетельствует о том, что связь обратно про-
порциональная. Другими словами, автокорре-
ляция показывает линейную взаимосвязь. 

Таким образом, корреляция изучает связь 
между двумя переменными, в то время как ав-
токорреляция изучает связь между различными 
значениями одной переменной в разные мо-
менты времени. На рис. 10 показан график авто-
корреляции. 

Скользящее среднее. Это метод анализа вре-
менных рядов, который используется для сгла- 

живания данных и выявления трендов. Он пред-
ставляет собой вычисление среднего значения 
с определенным окном или интервалом, кото-
рое «скользит» по временному ряду. 

Процесс вычисления скользящего сред-
него начинается с выбора размера окна, кото-
рое определяет количество наблюдений, участ-
вующих в расчете среднего значения. Затем 
окно передвигается по временному ряду, при-
меняя операцию среднего значения к каждому 
поднабору данных, охватываемому окном. 

 

 

 
Рис. 10. Автокорреляция 

И с т о ч н и к: выполнено В.В. Толмановой на языке программирования Python 

Figure 10. Autocorrelation 
S o u r c e: made by V.V. Tolmanova in Python programming language 

 
Скользящее среднее имеет несколько при-

менений. Во-первых, оно помогает сгладить 
шумы и выбросы в данных, позволяя сосредо-
точиться на общих трендах и паттернах. Во-
вторых, оно может использоваться для обнару-
жения и анализа долгосрочных и краткосроч-
ных трендов в данных. Скользящее среднее так- 
же может быть полезным для прогнозирования 
будущих значений на основе прошлых данных. 

Существуют различные виды скользящего 
среднего, включая простое скользящее среднее 
(Simple Moving Average), взвешенное сколь- 

зящее среднее (Weighted Moving Average) и экс-
поненциальное скользящее среднее (Exponential 
Moving Average). Каждое из них имеет свои 
преимущества и подходит для различных ситу-
аций. 

В целом скользящее среднее является 
мощным инструментом для анализа временных 
рядов и предоставляет понятную и плавную 
версию данных, облегчая выявление трендов и 
паттернов. 

Для заданных параметров скользящее сред- 
нее представлено на рис. 11.
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Рис. 11. График сигнала скользящего среднего 
И с т о ч н и к: выполнено В.В. Толмановой на языке программирования Python 

Figure 11.The graph of signal and moving average 
S o u r c e: made by V.V. Tolmanova in Python programming language 

 
Показатель Хёрста. Основан на теории 

долговременной памяти, которая утверждает, 
что временные ряды могут выражать струк-
турную зависимость в различных временных 
масштабах. Получил свое название в честь ин-
женера Гарольда Хёрста. Впервые это понятие 
использовалось в гидрологии в практических 
целях для определения размеров плотины на 
реке Нил в условиях непредсказуемых дождей 
и засух, наблюдаемых в течение длительного 
времени. 

Ключевая идея показателя Хёрста заклю-
чается в изучении масштабирующих свойств 
временного ряда. Он анализирует, как измене-
ния во временном ряде распространяются на 
разных уровнях детализации. С помощью этого 
анализа можно оценить наличие корреляции 
или самоподобия временного ряда. 

Для вычисления показателя Хёрста ис-
пользуется методика, называемая анализом раз-
маха-резкости. Первоначально временной ряд 
разбивается на различные временные масштабы. 
Затем для каждого масштаба оценивается из-
менчивость ряда. Это делается с помощью вы-
числения разности между выборками на теку- 
щем масштабе и их средним значением, а затем 

нахождения среднеквадратичного отклонения 
полученных разностей. В результате получа-
ется набор значений, которые представляют 
изменчивость временного ряда на различных 
масштабах [17]. 

Затем показатель Хёрста вычисляется пу-
тем логарифмирования значения изменчивости 
и логарифмирования соответствующего мас-
штаба. Затем производится линейная регрессия 
полученных логарифмических данных и пока-
затель Хёрста определяется как наклон прямой, 
полученной в результате регрессии. 

Значение показателя Хёрста можно ин-
терпретировать следующим образом: 

– значение меньше 0,5 указывает на то, что 
уровень подобия, то есть хаотичность, увели-
чивается; 

– значение 0,5 указывает на то, что мы 
имеем дело с броуновским движением; 

– значение больше 0,5 указывает на то, 
что присутствует тренд, то есть зависимость от 
предыдущих значений. 

Таким образом, показатель Хёрста позво-
ляет оценить степень зависимости во времен- 
ном ряде и предсказать его долгосрочные трен- 
ды. Это очень полезный инструмент для прогно- 
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зирования и анализа временных рядов в раз-
личных областях исследований. Следуя выше- 
перечисленным шагам, сделана попытка высчи-
тать показатель Хёрста. Для этого сначала по-
строен график «Среднее значение (математиче-
ское ожидание)». 

На графике сплошная прямая линия — 
это математическое ожидание; серым цветом 

показано среднее квадратическое отклонение; 
синим цветом — сама зависимость (рис. 12). 
На этой же зависимости выделено пять участ-
ков. Для каждого из этих участков высчитано 
математическое ожидание и среднеквадрати- 
ческое отклонение. Из этого графика стано-
вится понятно, что в зависимости от участка 
среднее значение меняется (рис. 13). 

 

 

 
Рис. 12. Среднее значение (математическое ожидание) 

И с т о ч н и к: выполнено В.В. Толмановой на языке программирования Python 

Figure 12. The average value (mathematical expectation) 
S o u r c e: made by V.V. Tolmanova in Python programming language 

 
 

 
 

Рис. 13. Среднее значение (математическое ожидание) на каждом из 5 участков 
И с т о ч н и к : выполнено В.В. Толмановой на языке программирования Python 

Figure 13. The average value (mathematical expectation) for each of the 5 plots 
S o u r c e : made by V.V. Tolmanova in Python programming language 
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Рис. 14. Очищенный от среднего значения ряд 
И с т о ч н и к: выполнено В.В. Толмановой на языке программирования Python 

Figure 14. Cleared from the average value of the series 
S o u r c e: made by V.V. Tolmanova in Python programming language 

 
Далее получен очищенный от среднего 

значения ряд. Для этого выполнены следующие 
действия: взят сигнал у, от него отнимается 
средняя величина, в результате чего получен 
сигнал с нулевым математическим ожиданием. 
Дальше сложено каждое следующее значение с 
предыдущим. Смотрим, какой получится очи-
щенный от среднего значения ряд, если будет 
складываться каждое значение (рис. 14). 

Далее построен график среднеквадрати-
ческого отклонения в зависимости от значения 
порядкового номера измерения. Принцип под-
счета аналогичен предыдущему: сначала счи-
тается среднеквадратичное отклонение для од-
ного числа; далее берется второе значение и 
считается среднеквадратическое отклонение 
для ряда, состоящего из первого и второго зна-
чений и так далее (рис. 15). 

 

 
 

Рис. 15. Среднеквадратическое отклонение от очищенного от среднего значения ряда 
И с т о ч н и к: выполнено В.В. Толмановой на языке программирования Python 

Figure 15. The standard deviation from the cleared average value of the series 
S o u r c e: made by V.V. Tolmanova in Python programming language 

1e – 6 
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В результате получилось два временных 
ряда. Перейдем к расчету следующей вели-
чины. Размах является важной характеристи-
кой временного ряда, используемой для оценки 
его степени изменчивости на разных времен-
ных масштабах. Размах определяет разность 
между максимальным и минимальным значе-
ниями ряда в заданном интервале. 

При анализе размаха для показателя Хёр-
ста временной ряд разбивается на разные мас-
штабы, то есть на различные временные интер-
валы. Затем для каждого интервала вычисля-
ется размах путем нахождения разности между 
максимальным и минимальным значениями ряда 
в данном интервале. Полученные значения раз-
маха представляют собой меру изменчивости 
ряда на соответствующем масштабе [18]. 

Анализ размаха на различных масштабах 
позволяет выявить наличие или отсутствие 
структурной зависимости в ряду на разных вре-
менных уровнях. В контексте показателя Хёрста 
размах используется для определения масшта-
бирующих свойств временного ряда и оценки 
его самоподобия. 

Чтобы вычислить размах в рамках показа-
теля Хёрста, предварительно необходимо раз-
делить временной ряд на интервалы разной 
длины. Затем для каждого интервала находятся 
минимальное и максимальное значения ряда. 

Разность между максимальным и минималь- 
ным значениями для каждого интервала и явля-
ется размахом на соответствующем масштабе. 

Анализ размаха ряда на разных масшта-
бах позволяет увидеть, как изменения в ряде 
распространяются на различных уровнях дета-
лизации и выявить наличие корреляции или са-
моподобия в ряде. Показатель Хёрста исполь-
зуется для систематического изучения этих 
масштабирующих свойств временного ряда и 
может быть полезным инструментом для про-
гнозирования и анализа различных видов дан-
ных (рис. 16). 

Теперь берется размах и делится на сред-
неквадратическое отклонение. Полученные зна-
чения изображены в логарифмическом масштабе 
и получено следующее (рис. 17). 

На данном графике оранжевая линия — 
показатель Хёрста. Под графиком высчитано его 
значение (Н = 0,966). 

Значение показателя Хёрста можно ин-
терпретировать следующим образом: 

–  значение меньше 0,5 указывает на отри-
цательную корреляцию или антипериодичность 
ряда; 

– значение 0,5 указывает на случайность 
или отсутствие корреляции в ряде; 

– значение больше 0,5 указывает на поло-
жительную корреляцию или периодичность ряда. 
 

 
Рис. 16. Размах от очищенного от среднего значения ряда 

И с т о ч н и к: выполнено В.В. Толмановой на языке программирования Python 
Figure 16. The span of the row cleared from the average value 

S o u r c e: made by V.V. Tolmanova in Python programming language 
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Рис. 17. Показатель Хёрста 
И с т о ч н и к: выполнено В.В. Толмановой на языке программирования Python 

Figure 17. Hearst indicator 
S o u r c e: made by V.V. Tolmanova in Python programming language 

 
Применение этих интеллектуальных ме-

тодов обработки данных способствует получе-
нию более точных результатов в анализе и про-
гнозировании данных. Они помогают выявлять 
скрытые закономерности, определять важные 
компоненты сигнала, улучшать качество дан-
ных и облегчать принятие решений на основе 
полученных результатов [19]. 

Заключение 

Исследовано два интеллектуальных ме-
тода обработки данных: вейвлет-преобразова-
ние и стохастические методы, которые пред-
ставляют собой эффективные методы, приме-
няемые для анализа сигналов и временных ря-
дов, а также для обработки различных типов 
данных. 

Вейвлет-преобразование — это метод ана-
лиза сигналов, который основан на декомпози-
ции их на сумму базисных функций, называе-
мых вейвлетами, и предоставляет информацию 
о частотных составляющих сигнала в зависи-
мости от времени. Этот метод позволяет извле-
кать значимые частотные компоненты сигнала 

и определять их временные положения. Вей- 
влет-преобразование широко применяется в об-
ласти обработки изображений, сжатия данных, 
обнаружения аномалий и других задач. 

Стохастические методы, в свою очередь, 
базируются на статистическом анализе данных 
и моделировании случайных процессов. Они 
позволяют моделировать и прогнозировать вре-
менные ряды с использованием вероятностных 
моделей. Стохастические методы широко при-
меняются в финансовой аналитике, прогнози-
ровании рынка, управлении рисками и других 
областях, где важно моделирование случайных 
явлений. 

Однако следует отметить, что выбор под-
ходящего метода обработки данных зависит 
от конкретной задачи и характеристик данных. 
В некоторых случаях может быть полезно ком-
бинировать различные методы для достижения 
оптимальных результатов. 

Таким образом, интеллектуальные методы 
обработки данных, такие как вейвлет-преобра-
зование и стохастические методы, представ-
ляют собой эффективные средства для анализа 
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и прогнозирования различных типов данных. 
Их использование может повысить эффектив- 
ность и точность анализа, что является важным 
в условиях современных информационных тех-
нологий и огромного объема данных. 
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Минимизация оплаты по тарифу за сетевую энергию 

в условиях заданной динамики ее потребления при наличии аккумулятора 
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Аннотация. Негативные последствия пикового отбора сетевого про-
дукта: электроэнергии, водных, газовых и других ресурсов, включая 
распределение времени в компьютерных программах, заставляют по-
ставщика вводить тарифную повременную оплату. Как минимизиро-
вать оплату при заданном режиме потребления продукта при нали-
чии системы его накопления для потребителя, проще говоря накопи-
теля (аккумулятора, хранилища), восполняя или расходуя его запасы 
соответственно в моменты низкой и высокой тарифной цены? Для 
этого необходимо попытаться разумно использовать накопители 
(хранилища) ресурсов, из которых можно черпать ресурсы в периоды 
высоких тарифов оплаты, а тогда, когда потребность в них снижается 
и, соответственно, низки тарифы оплаты, пополнять хранилища ре-
сурсами. С этой целью формулируется соответствующая математи-
ческая задача, относящаяся к вопросу минимизации оплаты за по-
требление электрической  энергии и учитывающая эксплуатацион-
ные характеристики накопителя и различные режимы потребления 
энергии. Показано, что эта математическая задача на минимум может 
быть решена с помощью стандартного линейного программирова-
ния. Приведены результаты численных расчетов оплаты для конкрет-
ного предприятия как без накопителя, так и с использованием нако-
пителя. Выигрыш в оплате составляет порядка 20 %. 

Ключевые слова: повременной тариф, минимизация оплаты, нако-
питель, линейное программирование 
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Abstract. The negative consequences of the peak selection of network products 
(electricity, water, gas, and other resources, including time distribution in computer 
programs) force the supplier to introduce tariff-based time payments. Thus, the 
question arises as to whether the consumer’s payment can indeed be minimized at a 
specific mode of product consumption if there is a system of its accumulation, that is, 
capacitor or storage, which replenishes or consumes its reserves at times of low and 
high tariff prices. To achieve this objective, it is necessary to make optimal use of 
accumulator resources, which can be drawn upon during periods of high tariffs and 
replenished when the need for them is less urgent and tariffs are lower. To achieve 
this, an appropriate mathematical problem is formulated (for the purposes of 
concretization, relating to the question of minimizing the payment for electricity 
consumption) that considers the operational characteristics of the storage and the 
different modes of energy consumption. This mathematical problem for the minimum 
can be solved using standard linear programming. The results of the numerical 
calculations of payments for a particular enterprise both without storage and with the 
use of capacitor are presented. The gain in payment was approximately 20 per cent. 
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Введение 

Сетевой поставщик энергии, например, 
электрической, заинтересован в том, чтобы по-
требители, прежде всего крупные промышлен-
ные предприятия, не создавали пикового отбора. 
В связи с этим поставщик энергии обычно взи-
мает плату с потребителя в зависимости от ди-
намики : ( )Q t Q t→  отбора энергии из сети за 

тот или иной временной период T. Этот пе-
риод подразделяется на N равных интервалов 
длительности τ, разделенных моментами вре-
мени τ,nt n=  0,1,2, , .n N=   Интервал τ также 

может быть разделен на одинаковые подынтер- 

валы и т.д. Но чтобы не загромождать изложе- 
ние многоуровневым разбиением временного 
периода T (год, месяц, сутки, минуты, секунды), 
ограничимся здесь лишь разбиением T на три 
уровня (сутки, часы, минуты). Этого обычно 
достаточно даже в наиболее типичной ситуа-
ции, когда плата за отбираемую энергию берется 
помесячно, поскольку функционирование име-
ющейся у предприятия системы накопления 
(накопителя энергии, газа, воды и др.), как пра-
вило, одинаково и в дальнейшем (для конкре-
тизации постановки задачи и простоты изложе-
ния) будем считать, что T = Nτ — это одни 
сутки, а τ — это один час, т.е. N = 24. 

https://orcid.org/0000-0002-0245-233X
https://orcid.org/0009-0002-6307-8609
http://doi.org/10.22363/2312-8143-2024-25-3-280-287
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Одной из возможных формул оплаты в те-
чение периода T (одни сутки) за отбираемую из 
сети энергию является следующая1 [1–9]: 

1 2 3,S S S S= + +  (1) 

18

17

24

0

1

1 1

2 2

3 3 8 19

( ) ,

( ) ,

max ( ) ,
n

n

t

t

t

t

t

n
t

S K Q t dt

S K Q t dt

S K Q t dt
+

≤ ≤

=

=

=







 (2) 

где , 1,2,3,jK j =  — тарифные коэффициенты, 

а функция : ( )Q t Q t→ , характеризующая по-
часовой отбор энергии из сети, является сту-
пенчатой (иначе говоря, кусочно-постоянной): 
она принимает некоторое постоянное значение 

1( ) при [ , ),

0,1,2, , 1.
n n nQ t u t t t

n N
+= ∈

= −
 (3) 

Через tn,m будем обозначать момент вре-
мени n часов и m минут, считая, что tn,M = tn+1,0, 
где n = 0, 1,…, N – 1, N = 24 и m = 0, 1, 2,…, M, 
M = 60. 

Фиксированная для данного предприятия 
функция поминутного потребления энергии 
Р: ( )t P t→  тоже является ступенчатой с интер-

 
1 См.: Арктик-энерго. Плановые часы пиковой нагрузки по месяцам 2022 г. URL: http://www/arctic-energo.ru 

(дата обращения: 22.03.2024); ЭНКОСТ. Я энергетик. Как перейти на более выгодный тариф по электроэнергии. 
URL: https://encost.com/publikacii/cenovye-kategorii/ (дата обращения: 22.03.2024); Об установлении единых (кот-
ловых) тарифов на услуги по передаче электрической энергии по сетям г. Москвы на 2022 г. URL: https://www. 
mos.ru/depr/documents/tarifnaia-politika/pa-v-sfere-gosudarstvennogo-regulirovaniya-tarifov/view/263421220/ (дата 
обращения: 22.03.2024); Предельные уровни нерегулируемых цен на электрическую энергию (мощность), по-
ставляемую АО «Мосэнергосбыт» потребителям. С. 2, 30. URL: https://www.mosenergosbyt.ru/legals/tariffs-n-prices/ 
between-670kW-10MW.php (дата обращения: 22.03.2024); Ценовые категории. URL: https://encost.com/publikacii/ 
cenovye-kategorii/ (дата обращения: 15.03.2024); Насколько вырастут тарифы на электроэнергию для предприятий 
в 2024 году? URL: https://encost.com/publikacii/na-skolko-vyrastut-tarify-na-elektroenergiju-dlya-predpriyatij-v-2024-
godu/ (дата обращения: 22.03.2024). 

2 Сетевые накопители энергии Лиотех // Сетевые накопители энергии. Характеристики. URL: https://www.li-
otech.ru/products/nakopiteli-i-ibp/setevye-nakopiteli-energii-01/ (дата обращения: 23.03.2024); 

Li-ion для предприятий — NEOSUN Energy // Аккумуляторные батареи NEOSUN — NS48112-S и NS48112-P. 
www.so-ups.ru https://neosun.com/ru/industrial-ess/ (дата обращения: 12.03.2024). 

валами постоянства, определяемыми узлами 

,n m
mt n
M

= + . 

Замечание 1. Очевидно, что зарядка/раз-
рядка накопителя, характеризуемая функцией 
Q, не должна происходить чаще минимального 
интервала изменения функции потребления P. 
Поэтому шкала разбиения временного периода 
T (год, месяц, сутки, часы, минуты, секунды) для 
функции потребления P может либо совпадать, 
либо быть более мелкой, чем у функции от-
бора Q. Для большей общности рассмотрения 
здесь выбран второй вариант: для P трехуров-
невый (сутки, часы, минуты), а для Q двухуров-
невый (сутки, часы). Впрочем, в расчетах был 
взят двухуровневый (сутки, часы) как для P, 
так и для Q, что соответствует реальной ситуа-
ции по данным потребления электроэнергии на 
конкретном промышленном производстве. 

Если предприятие имеет накопитель2 [10–
12], то при заданной динамике потребления 
энергии : ( )P t Pt→  предприятие может снизить 

плату за отбираемую из сети энергию за счет 
снижения отбора сетевой энергии в каждый пе-
риод 1[ , ]n nt t +  ( 0 1n N≤ ≤ − ) до некоторого ис-

комого уровня nu , компенсируя ее недобор  

max{ ( ) ,0}nP t u− в период 1[ , )n nt t +  энергией из 

системы накопления, запасенной ранее, когда 
максимум P(t) был меньше nu . Таким образом, 
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надо найти значения nu , при которых величина 

S, определяемая формулой (1), будет мини-
мальна. Как можно это сделать, изложено 
ниже. 

1. Математическая постановка задачи 

Заметим, что поиск минимума требуемой 
величины 

23(1) (2)

1 17 2 3 8 19
0

maxn n n
n

S K u K u K u
−

≤ ≤
=

= + +  

эквивалентен поиску минимума функции, ли-
нейно зависящей от компонент вектора 

0 1 2 24( , , , , ),u u u u u=   

а именно функции 

23

1 17 2 3 24
0

( ) n
n

u S u K u K u K u
=

→ = + +  (4) 

при ограничениях, задаваемых линейными не-
равенствами 

24 8 19max
def

n s su u u≤ ≤≤ = , 8,9, ,19,n =   

т.е. неравенствами 

8 24 9 24 10 24 18

24 19 24

, , ,...,

, .

u u u u u u u
u u u
≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤
  (5) 

При этом необходимо учитывать, что сум-
марное потребление энергии не может превы-
шать отбираемую из сети энергию, т.е. должно 
быть выполнено неравенство 

1 1 1.

,
0 0 0

1
( ) .

N M N

n m n
n m n

P t u
M

− − −

= = =

≤   (6) 

Кроме того, при эксплуатации накопителя 
должно быть выполнено ограничение 

( )W W t W− +≤ ≤  (7) 

на емкость накопителя ,( )n mW t  в момент 

,n m
mt n
M

= +  (n часов и m минут), представлен-

ную формулой 

, ,

,

0 0

( ) (0) ( ) ( ) ,
n m n mt t

n mW t W Q t dt P t dt= + −   (8) 

где константы W ±  заданы изготовителем, 
а (0)W  потребителем. 

При этом 0 1,n N≤ ≤ −  24,N =  и 

0 1,m M≤ ≤ −  60.M =  
Поскольку кусочно-постоянная функция 

потребления P задана поминутно значениями 

,( )n mP t , а искомый почасовой отбор энергии 

определяется значениями 
(3)

( ) kQ t u=  при 

1 τk k kt t t t+≤ ≤ = + , 

где τ / 1T N= =  (ибо в рассматриваемом вре-
менном периоде T ровно N часов), то 

, ,

0 0

( ) ( ) ( )
n m n mt tn

n

P t dt P t dt P t dt= + =    

1 1 1

, ,
0 0 0

1 1
( ) ( ) ,

n M m

k j n j
k j j

P t P t
M M

− − −

= = =

= +   

а 

, ,

0 0

( ) ( ) ( )
n m n mt tn

n

Q t dt Q t dt Q t dt= + =    

1

0

.
n

k n
k

mu u
M

−

=

= +  

Поэтому условие 
(7)

,( ) [ , ]n mW t W W− +∈  на 

емкость накопителя принимает вид 

1

0

(0)
n

k n
k

mW W u u
M

−
−

=

≤ + + −  

1 1 1

, ,
0 0 0

1 1
( ) ( ) ,

n M m

k j n j
k j j

P t P t W
M M

− − −
+

= = =

− − ≤   (9) 

где для n = 0 опускаются суммы 
1 1

0 0

n

k k

− −

= =

=  . 

Кроме того, в каждый момент времени 

,n mt t=  (n часов и m минут) скорость изменения 

емкости накопителя лимитируется параметром 

* 0P > , а именно 
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* , *( ) ,

0,1, , 1,

0,1, , 1,

n n mP u P t P

n N
m M

− ≤ − ≤

= −

= −




 (10) 

где параметр *P  задается требованиями к экс-

плуатации накопителя, а N = 24 (в сутках 
24 часа) и M = 60 (в одном часе 60 минут). 

Таким образом, получаем задачу линей-
ного программирования [13] о минимизации 
функции 

23(4)

1 17 2 3 24
0

: ( ) ,n
n

S u S u K u K u K u
=

→ = + +  

линейно зависящей от компонент вектора 

0 1 2 23 24( , , , , , ),u u u u u u=   

которые подчинены линейным неравенствам 
(5), (6), (9) и (10). Эти неравенства задают в 25-
мерном пространстве R25 векторов u выпуклый 
многогранник, в одной из вершин которого ли-
нейная функция достигает искомого мини-
мального значения. Оно может быть найдено, 
например, с помощью программного пакета3.

2. Численные результаты 

На рис. 1 представлены почасовые данные
( )nP t  динамики потребления одного из пред-

приятий. Диаграмма почасовой оплаты за отби-
раемую из сети энергию по тарифу (рис. 2), 
соответствующему коэффициентам [5; 6] 

K1 = 45 у.е./кВт/ч, 
K2 = 2 у.е./кВт/ч, 
K3 = 45,8 у.е./кВт/ч 

позволяет нам предположить, что с наступле-
нием стабилизации оплаты за отбираемую из 
сети энергию после завершения активной фазы 
ее потребления должна начаться фаза подза-
рядки системы накопления. Это «физической 
строгости» предположение в целом соответ-
ствует строго математически обоснованным 
численно полученным значениям функции 

: ( )Q t Q t→ почасового отбора сетевой энер-

гии, которые представлены на рис. 3 для следу-
ющих числовых значений [3; 4]: 

W −  = 229,2 кВт/ч, *P = 2292 кВт, 

W + = 2292 кВт/ч, W(0) = 229,2 кВт/ч.

 

 
  

Рис. 1. Почасовое потребление 
И с т о ч н и к: выполнено 

А.С. Демидовым, А.С. Кочуровым 
Figure 1. Hourly consumption 

S o u r c e: made by A.S. Demidov, A.S. Kochurov 

Рис. 2. Диаграмма почасовой оплаты S1 + S2 + S3 

И с т о ч н и к: выполнено 
А.С. Демидовым, А.С. Кочуровым 

Figure 2. Hourly payment diagram S1 + S2 + S3 

S o u r c e: made by A.S. Demidov, A.S. Kochurov 

 
3 Linear Program Solver (LiPS) — бесплатный оптимизационный пакет, предназначенный для решения задач 

линейного, целочисленного и целевого программирования. URL: https://linexp.ru/mathematic-modeling-algorithms/ 
lipside.html (дата обращения: 12.03.2024). 

S1=185 

S3 = 
265 

S2=281 

P, кВт/kW 

t, час/h 
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Рис. 3. Почасовой отбор энергии из сети при наличии накопителя 
И с т о ч н и к: выполнено А.С. Демидовым, А.С. Кочуровым 

Figure 3. Hourly extraction of energy from the network in the presence of a battery 
S o u r c e: made by A.S. Demidov, A.S. Kochurov 

 
Суммы 

SB1 = 288336, SB2 = 281181, B3 = 370583, 

SB = SB1 + SB2+ SB3 = 940 100 

в условных единицах, соответствующие режиму 
потребления без аккумулятора, ощутимо выше 
(на 22 %) сумм 

S1 = 185 196, S2 = SB2 = 281 181, 

S3 = 265 609, S = S1 + S2 + S3 = 731 986, 

соответствующих режиму потребления с ис-
пользованием накопителя. 

Замечание 2. Изложенный алгоритм реше- 
ния исходной задачи предполагает, что априори 
известна функция P для данного временного 
периода T, в качестве которого выше были 
взяты 24 часа. Если такая априорная информа-
ция отсутствует, то можно, как и в случае с 
прогнозом погоды, сделать ориентировочные 
оценки на следующий день, используя данные 
«метеостанций» в виде случайных ε-возмуще- 
ний, добавляющих случайным образом к функ-
ции P одно из трех значений ε− , 0, +ε. Если 
при этом функция Q, соответствующая этому 
ε-возмущению, будет «мало» отличаться от не-
возмущенной, то можно предполагать, что на 
следующий день функция Q почти не изме-
нится. 

В качестве примера были взяты «метео-
станции» на двух временных участках с априо- 
ри наиболее непредсказуемой «погодой» пот- 
ребления энергии. В итоге были просчитаны 
9 = 3^2 случайных изменений потребления энер-

гии, таких, что | | / 0,05,jP P Pε − ≤  j = 1, 2. 

Если считать, что такими наиболее непредска- 
зуемыми временными участками являются 
t1 = 8 и t2 = 12, то, как оказалось, соответствую- 
щие суммы незначительно изменились от при-
веденной выше S = 731 986. А именно они для 
просчитанных 9 = 3^2 случаев были таковы: 

736 266, 738 471, 

max = 756 249, 752 379, 728 867, 

min = 708 296, 733 733, 720 571, 740 248. 

Заключение 

1. Вполне очевидной является идея снизить 
плату за потребляемые ресурсы в условиях по-
вышенной тарифной платы в периоды пиковых 
потреблений. Для этого необходимо попытаться 
разумно использовать накопители (хранилища) 
ресурсов, из которых можно черпать ресурсы 
в периоды высоких тарифов оплаты, а тогда, 
когда потребность в них снижается и, соответ-
ственно, низки тарифы оплаты, пополнять хра- 

Q, кВт/kW 

t, час/h 
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нилища ресурсами. В работе доказана возмож-
ность минимизации оплаты и представлен про- 
стой метод реализации этой возможности. По-
казано, как такая задача минимизации сводится 
к стандартной задаче линейного программиро-
вания. 

2. Хотя в работе проблема минимизации 
иллюстрируется лишь на примере промышлен-
ного потребления сетевой электроэнергии, од-
нако предложенный метод минимизации мо-
жет быть применен во многих других областях, 
где имеются пиковые нагрузки как различных 
материальных, так и временных ресурсов, на- 
пример при распределении времени в супер-
компьютерах. 
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Аннотация. Доказано существование точных частных решений в 
форме выпуклых четырехугольников в общей задаче четырех тел, 
взаимодействующих по произвольному закону ~ 1/ кr , где k ≥ 2. 
Для каждого фиксированного k ≥ 2 найдены расстояния между те-
лами и соответствующие им совокупности четырех масс, определя-
ющих частные решении в форме квадрата, ромба, дельтоида и тра-
пеции. На основе методологии работ классиков выведены уравнения 
движения в переменных Рауса — Ляпунова в общей задаче четырех 
тел, взаимодействующих по совершенно произвольному закону, как 
это имело место при доказательстве Лапласом существования точ-
ных частных треугольных решений общей задачи трех тел с произ-
вольными массами. Приведено объяснение проблемы существова-
ния данного типа решений, обусловленной, в частности, более слож-
ной геометрией четырехугольных решений по сравнению с тре-
угольными, существование которых доказано в общей задаче трех 
тел классиками небесной механики. Высказывается предположение,
что если произвольность закона взаимодействия несколько ограни-
чить, можно численными методами доказать существование точных 
частных решений при различных фиксированных значениях k ≥ 2
и неравных значениях масс четырех тел. 

Ключевые слова: небесная механика, задача четырех тел, перемен-
ные Рауса — Ляпунова, частные решения, законы взаимодействия, 
ограниченные задачи 
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 Abstract. We prove the existence of exact partial solutions in the form of convex 
quadrilaterals in the general problem of four bodies mutually acting according
to an arbitrary law ~ 1/ кr , where k ≥ 2. For each fixed k ≥ 2 the distances between 
the bodies and their corresponding sets of four masses are found, which determine 
private solutions in the form of square, rhombus, deltoid and trapezoid. On the 
basis of the methodology of classical works the equations of motion in Raus —
Lyapunov variables in the general problem of four bodies interacting according to 
a completely arbitrary law are derived, as it took place when Laplace proved the 
existence of exact partial triangular solutions of the general problem of three bod-
ies with arbitrary masses. An explanation of the problem of existence of this type 
of solutions is given, due, in particular, to the more complicated geometry
of quadrangular solutions in comparison with triangular ones, the existence of 
which is proved in the general three-body problem by the classics of celestial me-
chanics. It is suggested that if the arbitrariness of the interaction law is some-
what restricted, it is possible to prove by numerical methods the existence of exact 
partial solutions at different fixed values k ≥ 2 and unequal values of the masses 
of the four bodies. 

Keywords: celestial mechanics, four-body problem, Raus — Lyapunov variables, 
particular solutions, laws of interaction, bounded problems 
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Введение 
 

Классики небесной механики, в частности 
Л. Эйлер1 и Дж. Лагранж2, доказали существо-
вание в неинтегрируемой общей задаче трех вза-
имодействующих по закону притяжения Нью-
тона тел-точек (то есть в ее классическом вари-
анте) точных частных решений — треугольных 

 
1 Evlero L. Formvlae Generales Pro Translatione Qvacvnqve Corporvm Rigidorvm // Novi Commentarii Academiae 

Scientiarum Imperialis Petropolitanae pro Anno MDCCLXXV. 1760. Vol. XX. P. 189–207. URL: http://www.17century 
maths.com/contents/euler/e478tr.pdf (accessed: 12.03.2024). 

2 Lagrange J.-L. Essai sur le problème des trois corps // Oeuvres de Lagrange. Gauthier-Villars. 1772. Vol. 6 (II). 
P. 229–334. URL: https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k229225j/f231.image.r=Oeuvres+de+Lagrange.langFR (accessed: 
12.03.2024). 

3 Laplas P.S. Traite de Mecanique celeste. Paris, 1805. Vol. 4. P. 307–313. URL: https://archive.org/details/ 
traitdemcani01lapl/page/n7/mode/2up (accessed: 15.03.2024). 

(лагранжевых) и прямолинейных (эйлеровых). 
Позже Лаплас3 доказал, что и прямоугольные 
и треугольные решения в этой задаче суще-
ствуют не только в классическом случае ньюто-
новского притяжения, но и при произвольном 
законе взаимодействия, зависящем кроме масс 
тел лишь от расстояний между телами (точ-
ками). Поэтому треугольные решения задачи 
трех тел в случае отличия закона взаимодей- 
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ствия от ньютоновского называются также лап- 
ласовыми. 

Что касается проблемы устойчивости вы-
шеупомянутых решений, то ее решением зани-
мался не только сам Лаплас, но и несколько по-
следователей этой теории, наиболее извест-
ными из которых были Лиувилль [1] и Раус [2]. 
Последний внес в теорию наибольший вклад с 
точки зрения математической формализации 
задачи, обобщив критерий устойчивости тре-
угольных решений в задаче трех тел , ,M m m′ , 

для закона притяжения пропорционального 
21 / r , рассмотренного ранее на случай закона 

взаимодействия, пропорционального 1 / кr . 
Затем, при упрощающих предположениях, что 
рассматриваемый треугольник можно принять 
как равносторонний и угол между его сторо-
нами близок к / 3π , а также считая массу 

1M =  неподвижной, Раус вывел уравнения 
движения двух остальных тел ,m m′  относи-

тельно тела M . В трудах было отмечено, что 
предложенные переменные и система уравне-
ний задачи трех тел имеют заметные преиму-
щества перед системой уравнений движения, 
записываемой относительно центра масс си-
стемы. 

Далее А.М. Ляпунов [3] развил метод Ра-
уса, сняв упомянутые упрощающие предполо-
жения, но сохранив подход к выводу системы 
уравнений движения и основную часть обозна-
чений. Переменные и форма уравнений движе-
ния оказались весьма удобными, многими ис-
пользовались и получили название уравнений 
и переменных Ляпунова или Рауса — Ляпунова. 

В 1960–1970 гг. к проблеме обобщения 
классических задач небесной механики, под ко-
торыми здесь будут пониматься варианты, в ко-
торых не предполагается выполнение третьей 
аксиомы механики (действие в системе взаимо-
действующих тел не равно противодействию), 
обратился Г.Н. Дубошин [4]. Сначала им рас-
смотрен случай, когда каждые две точки взаи-
модействуют по особому закону и предполага-
ется, что третья аксиома механики выполнена. 
Доказано, что лагранжевы решения в задаче 
трех тел существуют только в случае единого 

для всех трех тел (однако произвольного) за-
кона взаимодействия, в то время как эйлеровы 
решения могут существовать и в случае трех 
различных законов взаимодействия.  

Далее Г.Н. Дубошин рассмотрел наиболее 
общий случай, при котором действующие между 
тремя телами силы определяются шестью про-
извольными функциями и, таким образом, тре-
тья аксиома динамики не считалась выполнен-
ной. Проанализированы различные варианты 
действующих сил и случаи, когда системы со-
ответствующих уравнений допускают частные 
решения.  

Однако с конца XIX в. начались поиски но-
вых частных решений, подобных упомянутым 
эйлеровым, лагранжевым и лапласовым реше-
ниям в общей задаче трех тел [5–7], а именно в 
общих задачах 4-х [8], 5-ти [9–11], …, n тел 
[12–14]. Были найдены строгие частные реше-
ния центральных конфигураций [15–17]. В пе-
речисленных публикациях использовались урав- 
нения движения в барицентрических или гелио-
центрических относительных вращающихся си-
стемах координат, что являлось вполне есте-
ственным, и в большинстве из перечисленных 
публикаций рассматривался лишь закон притя-
жения Ньютона.  

1. Уравнения движения в общей задаче
четырех тел в форме Рауса — Ляпунова 

Воспользуемся подходом и уравнениями 
Рауса — Ляпунова, использованными ими в об-
щей задаче трех тел [2; 3]. Уравнения и пере-
менные Ляпунова были введены последним в 
его работе по исследованию устойчивости лап- 
ласовых решений в общей задаче трех тел (по 
его собственному утверждению они подобны 
уравнениям и переменным Рауса) и оказались 
достаточно удобными так, что они использу-
ются многими исследователями по сей день. 

Рисунка в работах Рауса Е.Дж. и А.М. Ля-
пунова не было, равно как и в последовавших 
затем исследованиях Г.Н. Дубошина в задаче 
трех тел [4]. Это, по-видимому, объясняется 
простотой соответствующей геометрии — тре- 
угольник вращается относительно одной из его 
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вершин (три расстояния и три угла). Рисунок 
появился позже в работе Г.Н. Дубошина по 
обобщенной задаче трех тел.  

Мы обобщили упомянутый рисунок на слу-
чай общей задачи четырех тел для доказатель- 
ства тем же методом существования уже четы-
рехугольных решений (см. рис.). Необходи-
мость такого рисунка очевидна: для описания 
геометрии четырехугольника требуется уже 
6 расстояний и 8 углов. 

 

 
 

Графическая интерпретация задачи 4 тел 
И с т о ч н и к: выполнено Ю.В. Перепелкиной 

Graphic visualization of the 4�body problem 
S o u r c e: compiled by Yu.V. Perepelkina 

 
Введем следующие обозначения для внут-

ренних углов четырехугольника 0 1 2 3M M M M : 

1 2 2 3

1 13 1` 1 12 13

2 12 2 2 23 2

3 23 13 3 13 3

ψ ( , ) , ψ ( , ) ,

φ ( , ) , φ ( , );

φ ( , ), φ ( , ) ,

φ ( , ) , φ ( , ).

r r r r
r
r r

r

′= ∠ = ∠
′= ∠ Δ = ∠ Δ Δ

′= ∠ Δ = ∠ Δ
′= ∠ Δ Δ = ∠ Δ

 

Запишем систему дифференциальных урав- 
нений движения общей задачи четырех тел в 
форме Рауса — Ляпунова.  

Вместо часто используемых в небесной 
механике координат 1 2, , , , ,r r Iψ Ω Φ  ( Ω  — 

узел восходящего узла плоскости орбит, I  — 
наклон плоскости орбит и Φ  — угол собствен-
ного вращения соответственно), определяю- 

щих положение плоскости фигуры (треуголь-
ника) в неподвижных осях и положение фи-
гуры (треугольника) в ее плоскости, A.M. Ля- 
пунов предложил другую систему переменных, 
а именно 1 2 1 2 3, ,ψ,ω ,ω ,ωr r , в которой 

1 2 3ω (ω ,ω ,ω )=
 
— вектор угловой скоро-

сти вращения триэдра 0ξηςM  и его проекции: 

ω1 — на ось 0M ξ ; 
2ω  — на ось 0M η ; 

3ω  — на 

ось 0M ς .   

Такая замена вполне объяснима, поскольку 
ключевыми уравнениями в доказательстве су-
ществования тех или иных частных решений 
(стационарных решений или центральных кон-
фигураций в другой терминологии) являются 
уравнения, содержащие помимо геометриче-
ских параметров соответствующих фигур квад-
раты угловых скоростей вращения радиус-век-
торов тел.  

Выпишем координаты тел 
1 2 3, ,M M M в 

двух системах координат: 

1 1 1 1 1: ξ , η 0 , ς 0;M r= = =  

2 2 2 2 2: ξ cos ψ , η sin ψ ,M r r= =  

2ς 0;=

 
3 3 3: ξ cos(ψ+ψ ),M r ′=

 3 3 3η sin(ψ+ψ ), ς 0;r ′= =  (1) 

1 1 11 1 1 21 1 1 31 1: , , ;M x a r y a r z a r= = =  

2 2 11 2 12: cos ψ sin ψ ,M x a r a r= +  

2 21 2 22 2cosψ sinψ,y a r a r= +  

2 31 2 32 2cosψ sinψ;z a r a r= +  

3 3 11 3: cos(ψ + ψ )M x a r ′= +  

12 3 sin(ψ+ψ ),a r ′+  

3 21 3 cos(ψ + ψ )y a r ′= +

 
22 3 sin(ψ+ψ ),a r ′+  

3 31 3 cos(ψ + ψ )z a r ′= +  

32 3 sin(ψ+ψ ).a r ′+  (2) 
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Уравнения движения четырех тел в гелио-
центрической системе координат (относительно 

тела 0M с массой 
0m ) берутся из работ [18; 19]. 

Преобразуем их с учетом явных значений коор-
динат тел и геометрии (рис. 1). Имеют место 
следующие соотношения:  

0 1
1 1 1 1 1 1

1

( )f m mx x y y z z
r
++ + + =    

2 1 1 12 2
12 2

1 1
cos(φ + φ ) cosψfm r

r
 ′= − + − Δ 

 

3 1 12 2
13 3

1 1
cosφ cos(ψ + ψ ) ;fm r

r
 ′− + Δ 

 

0 2
2 2 2 2 2 2

2

( )f m mx x y y z z
r
++ + + =    

1 2 22 2
12 1

1 1
cosφ cosψfm r

r
 ′= − + − Δ 

 

3 2 22 2
13 3

1 1
cosφ cosψ ;fm r

r
 ′− + Δ 

 

0 3
3 3 3 3 3 3

3

( )f m mx x y y z z
r
++ + + =    

1 3 32 2
13 1

1 1
cosφ cos(ψ + ψ )fm r

r
 ′ ′= − + − Δ 

 

2 3 3 32 2
23 2

1 1
cos(φ + φ ) cosψ ,fm r

r
 ′ ′− + Δ 

 

 
из которых получим первые три дифференци-
альных уравнения из девяти, описывающих 
движение четырех тел: 

( )
2

2 2 0 11
1 2 32 2

1

( )
ω + ω

f m md r r
dt r

+− = − −  

2 1 12 2
12 2

1 1
cos(φ + φ ) cosψfm

r
 ′− + − Δ 

 

3 12 2
13 3

1 1
cosφ cos(ψ + ψ ) ;fm

r
 ′− + Δ 

 

2
2 2 0 22

2 2 32 2
2

( )
(ω + ω )

f m md r r
dt r

+′ ′− = − −  

1 22 2
12 1

3 12 2
23 3

1 1
cosφ cosψ

1 1
cos(φ + ψ) cosψ ;

fm
r

fm
r

 ′− + − Δ 
 ′− + Δ 

 

 

( ) ( )2
0 32 23

3 2 32 2
3

ω + ω
f m md r r

dt r
+

′′ ′′− = − −  

( )

( )

1 32 2
13 1

2 3 32 2
23 2

1 1
cosφ cos ψ + ψ

1 1
cos φ + φ cosψ ,

fm
r

fm
r

 ′ ′− + − Δ 
 ′ ′− + Δ 

 (3) 

 

где 1 2 3ω= (ω ,ω ,ω )


 — угловая скорость враще-

ния неизменяемой системы, определяемой, 

прежде всего, точкой 0M , направлением 0 1M М


, 

плоскостью четырехугольника ( )0 1 2 3M М М М  

и проекцией, соответственно на направление 

0 1M М


, на направление перпендикуляра к 0 1M М


 

в плоскости ( )0 1 2 3M М М М , составляющее ост-

рый угол с направлением 0 2M М


, и на направ-

ление перпендикуляра к плоскости четырех-
угольника.  

Для двух других угловых скоростей, а 

именно ( )1 2 3ω = ω ,ω ,ω′ ′ ′ ′
 и ( )1 2 3ω = ω ,ω ,ω′′ ′′ ′′ ′′

, 

имеют место аналогичные геометрические 

описания для направлений 0 2M М


, 0 3M М


 соот-

ветственно, которые мы не приводим. Отметим 

лишь, что ось 0 2M М


 второй системы коорди-

нат повернута в направлении против часовой 

стрелки на угол ψ  относительно оси 0 1M М


 
первой системы координат, а ось 0 3M М


 тре-

тьей — на угол ′ψ  относительно оси 0 2M М


 

второй системы координат. Связь между ком-
понентами трех угловых скоростей ω , ω , ω′ ′′  

 

задается следующими известными формулами: 
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1

1 1 2

1 1 2

ω sin sin cos ;

ω ω cosψ ω sinψ;

ω ω cosψ ω sinψ ;

J J= Φ ⋅ Ω + Φ ⋅
′ = +
′′ ′ ′ ′ ′= +

 
 

2

2 1 2

2 1 2

ω cos sin sin ;

ω ω sinψ ω cosψ;

ω ω sinψ ω cosψ ;

J J= Φ ⋅ Ω − Φ ⋅
′ = − +
′′ ′ ′ ′ ′= − +

 
 (4) 

3

3 3

3 3

ω cos ;

ω ω ;

ω ω .

J= ⋅ Ω + Φ
′ = + ψ
′′ ′ ′= + ψ

 




 

Далее получаем еще шесть дифференци-
альных уравнений:  

2
3 1

1 1 2
1

(ω )1
ω ω

d r r
r dt

+ = −  

2 1 12 2
2 12

1 1
sinψ sin(φ + φ )fm

r
 ′− − − Δ 

 

3 12 2
3 13

1 1
sin(ψ + ψ ) sinφ ;fm

r
 ′− − Δ 

 

2
2 1

1 1 3
1

(ω )1
ω ω 0;

d r r
r dt

− =  

( )2
3 2

2 1 2
2

ω1
ω ω

d r
r

r dt

′
′ ′+ =  

( )1 22 2
1 12

3 12 2
3 23

1 1
sinψ sin φ +φ

1 1
sinψ sinφ ;

fm
r

fm
r

 ′− − − Δ 
 ′− − Δ 

 

( )2
2 2

2 1 3
2

ω1
ω ω 0;

d r
r

r dt

′
′ ′− =  

( )2
3 3

3 1 2
3

ω1
ω ω

d r
r

r dt

′′
′′ ′′+ =  

( )

( )

1 32 2
1 13

2 3 32 2
2 23

1 1
sin ψ + ψ sinφ

1 1
sinψ sin φ + φ ;

fm
r

fm
r

 ′ ′− − − Δ 
 ′ ′− − Δ 

 

2
2 3

3 1 3
3

(ω )1
ω ω 0.

d r r
r dt

′′ ′′ ′′− =  (5) 

Объединение уравнений (3) и (5) дает си-
стему из девяти обыкновенных дифференци-
альных уравнений, описывающих движение в 
рамках общей задачи четырех тел, взаимодей-
ствующих, вообще говоря, по закону обратных 
квадратов. Для обобщения уравнений движе-
ния на случай взаимодействия тел по произ-
вольному закону, зависящему лишь от расстоя-
ний между телами, необходимо разбить компо-
ненты сил в правых частях уравнений на две 
подкомпоненты каждую. Например, если 

2 2 12 2 21 22
2

1
( ( ) ( ))fm fm F r F r

r
→ ± ,  

тогда  

[ ]
[ ]
[ ]

2
2 21

1 2 3 0 10 1 20 2 30 32

1 01 1 21 21 1 1 31 31 1

2 02 2 12 12 1 1 32 23 2

3 03 3 13 13 1 23 23

(ω + ω ) ( ) ( ) cosψ ( ) cos(ψ + ψ )

( ) ( ) cos(φ + φ ) ( ) cosφ

( ) ψ ( ) cos(φ + φ ) ( ) cos(φ ψ)

( ) cos(ψ + ψ ) ( ) cosφ ( ) c

d r r m F r F r F r
dt

m F r F F

m F r cos F F

m F r F F

′− + + + +

′+ − Δ − Δ +

′+ − Δ + Δ − +

′+ − Δ − Δ[ ]2os(φ ψ) 0,− =

 

( )2
1 3 1 1 2 2 02 2

1

1
ω ω ω ( ) sin ψ

d r r m F r
r dt

+ + −  

12 12 1 1 3 13 13 1( )sin(φ + φ ) ( )sinφ 0,F m F′− Δ + Δ =  

( )2
1 2 1 1 3

1

1
ω ω ω 0,

d r r
r dt

− =  

[ ]
[ ]
[ ]

( ) ( )

2
2 22

2 2 3 0 20 2 01 1 30 32

1 01 1 21 12 2 31 31 1

2 02 2 12 12 2 32 23 2

3 03 3 13 13 1 23 23 2

(ω +ω ) ( ) ( )cosψ ( )cosψ

( )cosψ ( )cos(φ +ψ) ( )cos(φ +ψ)

( ) ( )cos(φ +ψ) ( )cosφ

( )cosψ cos φ +ψ ( )cosφ

d r r m F r F r F r
dt

m F r F F

m F r F F

m F r F F

′ ′ ′− + + + +

′+ + Δ − Δ +

′+ + Δ − Δ +

′+ − Δ − Δ   0,=

 

2
3 2

2 1 2 1 2
2 1

(ω )1 1
ω ω sinψ

d r r fm
r dt r

′ ′ ′+ − +  

1 2 22
12

3 3 12 2
3 13

1
sin(φ + φ )

1 1
sinψ sinφ 0,

fm

fm fm
r

′+ −
Δ

′− + =
Δ

 

2
2 2

2 1 3
1

(ω )1
ω ω 0,

d r r
r dt

′ ′ ′− =  

[ ]
[ ]
[ ]

2
2 23

3 2 3 0 30 3 1 01 1 20 22

1 01 1 21 12 2 31 13 3

2 02 2 2 12 12 2 32 23 3 3

3 03 3 13 13

(ω + ω ) ( ) ( ) cos(ψ + ψ ) ( ) cosψ

( ) cos(ψ + ψ ) ( )cos(φ + ψ ) ( ) cosφ

( ) cosψ ( )cos(φ + ψ ) ( ) cos(φ + φ )

( ) ( ) cosφ

d r r m F r m F r F r
dt

m F r F F

m F r F F

m F r F

′′ ′′ ′− + + + +

′ ′ ′+ − Δ − Δ +

′ ′ ′ ′+ + Δ − Δ +

′+ + Δ[ ]3 23 23 3 3( ) cos(φ + φ ) 0,F ′+ Δ =
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( )2
3 2 3 1 3

3

1
ω ω ω 0,

d r r
r dt

′′ ′′ ′′− =

2
3 3

3 1 2 1 2
3 1

(ω )1 1
ω ω sin(ψ + ψ )

d r r fm
r dt r

′′ ′′ ′′ ′+ − +  

1 1 2 22 2
13 2

1 1
sinφ sin(φ - ψ)fm fm

r
+ − −

Δ

2 22
23

1
sinφ 0.fm− =

Δ
(6) 

В случае 1 2ω =ω =0 ,  3ω =ω+ψ  (из соот-

ношений (5) следует 

1 2 1 2ω =ω =ω =ω =0 ,′ ′ ′′ ′′  

3 3ω =ω =ω+ψ′ ′′   

и вращение осуществляется лишь в плоскости 
фигуры) система уравнений (6) упростится: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
21

1 0 10 1 20 2 30 32

1 01 1 21 21 1 1 31 31 1

2 02 2 12 12 1 1 32 23 2

3 03 3 13 13 1 23 23 2

ω cosψ cos ψ + ψ

cos φ + φ cosφ

cosψ cos φ + φ ( )cos φ ψ

cos ψ + ψ cosφ cos φ ψ 0,

d r r m F r F r F r
dt

m F r F F

m F r F F

m F r F F

′− + + + +  

′+ − Δ − Δ +  
′+ − Δ + Δ − +  

′ ′+ − Δ − Δ − =  

( )2
1 2 02 2

1

1
ω ( )sinψ

d r m F r
r dt

+ −

12 12 1 1 3 13 13 1( )sin(φ +φ ) ( )sinφ 0,F m F′− Δ + Δ =  

[ ]
[ ]
[ ]

( ) ( )

2
22

2 0 20 2 01 1 30 32

1 01 1 21 12 2 31 31 1

2 02 2 12 12 2 32 23 2

3 03 3 13 13 1 23 23 2

ω ( ) ( )cosψ ( )cosψ

( )cosψ ( )cos (φ +ψ) ( )cos(φ +ψ)

( ) ( )cos(φ +ψ) ( )cosφ

( )cosψ cos φ +ψ ( )cosφ 0,

d r r m F r F r F r
dt

m F r F F

m F r F F

m F r F F

′− + + + +

′+ + Δ − Δ +

′+ + Δ − Δ +

′+ − Δ − Δ =  

( )2
2 1 01 1

2

1
ω ( ) sin ψ

d r m F r
r dt

− −

1 12 12 1 1( )sin(φ + φ )m F ′− Δ +

3 32 32 1 3 03 3( )sinφ ( )sinψ 0.m F m F r ′+ Δ − =  (7) 

На основании аналитических расчетов 
можно предполагать, что если произвольность 
закона взаимодействия несколько ограничить, 
например, вместо произвольной функции рас- 

стояний F(r) взять функцию F(r)~1/rk, k ≥ 2, 
то можно численными методами доказать суще- 
ствование точных частных решений при раз-
личных фиксированных значениях k ≥ 2 и фик-
сированных неравных значениях масс четырех 
тел. 

Заключение 

Сформулирована общая задача четырех тел 
в переменных Рауса — Ляпунова. Выведены 
одноименные уравнения движения в предполо-
жении взаимодействия тел по совершенно про-
извольному зависящему, кроме масс тел, лишь 
от расстояний между телами закону. Получен 
общий вид уравнений движения четырех тел, 
расположенных в вершинах выпуклого четы-
рехугольника, и их частный вид, выведенный 
для случая квадратной конфигурации.  
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 Аннотация. Несмотря на повсеместное внедрение 3D-печати на ма-
шиностроительных производствах в рамках Индустрии 4.0, качество 
изготовленной продукции на данный момент требует регламентации 
и усовершенствования. Для уменьшения объемов брака и повышения 
отказоустойчивости продукта, улучшения состояния рабочего места, 
удобства труда, учета готовых изделий и других немаловажных фак-
торов качественного производственного цикла существует достаточ-
ное число методов и практик, применяемых во многих сферах (авто-
мобильная, машиностроение, энергетика и т.д.). Один из этих мето-
дов — DMAIC (ОИАСК), предполагающий внедрение в технологиче-
скую сферу управления качеством продукции аддитивного производ-
ства метода 6 сигм с целью повышения ее качества на данных предпри-
ятиях. Цикл «определить — измерить — анализировать — улучшить —
контроль» используется автором в контексте данного исследования для 
проведения анализа возможной оптимизации производственных проце-
дур на предприятиях аддитивного производства методом селективного 
лазерного плавления (SLM). Анализ производственных практик и пред-
ложения по улучшению качества изготовленной продукции, основан-
ные на методе ОИАСК, позволяют усовершенствовать нынешние про-
цессы аддитивного производства на крупных технологических предпри-
ятиях и смогут положительно повлиять на качественные характеристики 
изделий. С помощью технологического подхода на основании цикла 
DFSS, благодаря применению последовательно каждого из шагов, воз-
можно эффективное изменение в положительную сторону качества как 
самого процесса производства: вырастает точность изготовления на 
каждом этапе, процесс модернизируется с каждым новым циклом на ос-
нове предыдущих результатов, так и готовой продукции: уменьшается 
количество брака, улучшаются механические характеристики изделий. 

Ключевые слова: аддитивные технологии, управление качеством, 
искусственный интеллект, имитационное моделирование 
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 Abstract. Despite the widespread introduction of 3D printing in machine-building 
industries within the framework of Industry 4.0, the quality of manufactured 
products currently requires regulation and improvement. To reduce the volume of 
defects and increase the fault tolerance of the product, improve the condition of the 
workplace, work convenience, accounting for finished products and other important 
factors of the high-quality production cycle, there are a sufficient number of 
methods and practices used in many fields (automotive, mechanical engineering, 
energy, etc.). One of these methods is DMAIC, which involves the introduction
of the 6 sigma method into the technological sphere of additive manufacturing 
product quality management in order to improve its quality at these enterprises.
The “define-measure-analyze-improve-control” cycle is used by the author in the 
context of this study to analyze the possible optimization of production procedures 
at additive manufacturing enterprises by selective laser melting (SLM). The analysis
of production practices and suggestions for improving the quality of manufactured 
products, based on the DMAIC, method, will improve the current additive manu-
facturing processes at large technological enterprises and will be able to positively 
affect the quality characteristics of products. With the help of a technological
approach based on the DFSS cycle, through the application of each step sequentially, 
an effective change in the positive side of quality as the production process itself is 
possible: the manufacturing accuracy increases at each stage, the process is 
modernized with each new cycle, based on previous results; as well as finished 
products: the number of defects decreases, the mechanical characteristics of products
improve. 
Keywords: additive technologies, quality management, artificial intelligence, 
simulation modeling 

Conflicts of interest 
The authors declare that there is 
no conflict of interest. 

Authors’ contribution 
Kushnir I.S. — analysis of scientific sources, writing the text of the manuscript, generalization of research results, 
preparation of graphic materials, visualization; Adylina A.P. — development of research methodology; Levina T.A. —
work with the text of the manuscript, formulation of conclusions. 

For citation 
Kushnir IS, Adylina AP, Levina TA. Assessment of the applicability and steps of implementing the Six Sigma Method 
in the quality management system of additive manufacturing. RUDN Journal of Engineering Research. 2024;25(3):
296–307. (In Russ.) http://doi.org/10.22363/2312-8143-2024-25-3-296-307 

https://orcid.org/0009-0002-5032-468X
https://orcid.org/0009-0008-6763-9278
https://orcid.org/0000-0001-5471-5632


Kushnir I.S., Adylina A.P., Levina T.A. RUDN Journal of Engineering Research. 2024;25(3):296–307 
 

 

298  

 

Введение 

Внедрение аддитивного производства (АП) 
как процесса в нашу жизнь произвело револю-
цию во многих системах производства как в 
предприятиях, так и при создании мелкосерий-
ных деталей для фундаментальных отраслей. 
Создание новых продуктов, систем и процес-
сов на производствах подразумевает управле-
ние их качеством как ключевой фактор для 
формирования регламентации для выходного 
изделия, а также работы предприятия — от про-
изводства до цепочки поставок. Основная осо-
бенность, которую предлагает АП, заключается 
в высокой гибкости дизайна и расширенной 
функциональности, при условии сокращенного 
времени выполнения работы над деталью. Ши-
рокое применение аддитивного производства 
ограничено из-за технических проблем, связан-
ных с управлением качеством процесса. Для из-
менений в отрасли АП мы предлагаем исполь-
зование метода шести сигм (6S), который про-
демонстрировал прорывной эффект в традици-
онных производственных отраслях, например 
в полупроводниковой и автомобильной про-
мышленности [1], благодаря пяти шагам мето-
дологии DMAIC, включающего в себя опреде-
ление, измерение, анализ, улучшение и контроль, 
которое и является основой для 6S. По мне-
нию Giovanni Condé и др. [2], «…концепция бе-
режливого производства „шесть сигм“ счита-
ется одним из наиболее эффективных подхо-
дов к трансформации. В проекте, описанном в 
этом исследовании, использовалась методология 
DMAIC для изучения первопричин дефектов, а 
также предлагались решения по их устранению 
для достижения цели проекта, ориентирован-
ной на сокращение дефектов в процессах литья 
под давлением алюминиевых автомобильных 
деталей и механической обработки. Используя 
методологию DMAIC, команда разработчиков 
достигла цели проекта...». В контексте аддитив-
ного производства сосредоточенное использо-
вание данной методологии из всевозможных 
систем управления качеством отсутствует, не-
смотря успешное внедрение метода в устояв-

шихся отраслях (производство, здравоохране-
ние, логистика и т. д.). Одними из первых, кто 
описал пример внедрения 6 сигм качества, были 
R.R. Delgadillo, K. Medini, T. Wuest [3]. Были 
приведены структура и шаги реализации ме-
тода на основе аддитивного производства и 
описана практика применения на примере, по-
казавшем, что для создания подобных решений 
необходима команда аналитиков и сотрудников 
высшего звена. На основании анализа этих и 
многих других источников в данной статье по-
стараемся описать основные шаги внедрения 
метода 6 сигм в 3D-печати, руководствуясь 
также опытом иностранных компаний из дру-
гих сфер производства.  

1. Метод «Шесть сигм» и его применение 
в аддитивных технологиях 

Препятствием для широкого применения 
технологии АП в промышленности являются 
технические проблемы в управлении качеством. 
Например, сложные и трудно моделируемые 
технологические явления, такие как термиче-
ские эффекты и остаточные напряжения, вли-
яют на микроструктуру и механические свой-
ства сборок АП. В результате возникают скры-
тые внутренние дефекты, которые ухудшают ка-
чество деталей и приводят к высокому уровню 
брака, особенно в случае единичного произ-
водства [4]. Реальные примеры показывают, 
что детали, создаваемые одновременно на од-
ном аддитивном станке с одной и той же CAD-
моделью, могут иметь разные результаты ка-
чества. На рис. 1 показан пример, где из семи 
деталей, произведенных одновременно на од-
ном коммерческом аддитивном станке с исполь-
зованием одной CAD-модели, только две из них 
не имеют дефектов. Высокий процент отказов 
в процессе производства деталей АП и связан-
ные с этим затраты препятствуют более широ-
кому использованию данной технологии.  

Метод шести сигм (6S) — практика, ши-
роко применяемая в традиционных производ-
ственных отраслях, таких как полупроводнико-
вая промышленность, планирование качества, 
обеспечения качества, контроля качества и неп- 
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рерывных улучшений [5; 6]. Для этого 6S вклю-
чает методологию DMAIC, основанную на дан-
ных, которая состоит из этапов определения, 
измерения, анализа, улучшения и контроля. 

Этап «определение» заключается в форму-
лировке проблемы качества на основе техниче-
ского задания клиентов. На этапе «измерение» 
производится сбор данных об основных пере-
менных процесса из производственных систем. 

«Анализ» — это этап извлечения полезной ин-
формации из процесса, связанной с факторами, 
влияющими на дефекты. «Улучшение» — раз-
работка проектных решений и методов для уве-
личения качества производственной системы. 
И на этапе «контроль» создаются планы управ-
ления процессами и оптимальной стратегии 
контроля в случае его потери над производствен-
ной системой.

 
 

Рис. 1. Семь деталей из нержавеющей стали, 
построенных на коммерческой системе AП, 

условия процесса которых идентичны 
И с т о ч н и к: выполнено И.С. Кушниром

 Figure 1. Seven stainless steel parts built 
on a commercial AP system, 

the process conditions of which are identical 
S o u r c e: made by I.S. Kushnir 

 
Данные шаги направлены на выявление и 

устранение основных причин дефектов с целью 
повышения качества конечной продукции. Хотя 
эта методология добилась значительных успе-
хов во множестве областей, начиная от произ-
водства, здравоохранения и логистики, необхо-
димо провести дополнительные исследования, 
чтобы инициировать практику управления ка-
чеством 6S в конкретном контексте AП. 

Методы 6S были разработаны для обнару-
жения и устранения основных причин дефек-
тов с целью улучшения качества конечной про-
дукции. Несмотря на успехи этой методологии 
в различных областях, включая производство, 
здравоохранение и логистику, требуется прове-
дение дополнительных исследований для внед-
рения практики управления качеством 6S в кон-
кретных условиях АП. 

Постепенный подход к АП создает серьез-
ные проблемы для обеспечения и контроля ка- 

чества. В частности, при использовании метал-
лической пудры ее механические и физические 
параметры (форма и размер частиц) могут ва-
рьироваться от партии к партии, различия в ин-
тенсивности и диаметре лазерных и электрон-
ных лучей даже внутри одной производствен-
ной машины могут создавать детали с различ-
ными отклонениями от первоначально спроек-
тированной CAD-модели. Поэтому каждый па-
раметр, влияющий на итоговый результат 
процесса, должен быть адаптирован к исполь-
зуемым материалам [7]. 

Кроме того, система аддитивного производ- 
ства может использовать различную толщину 
слоя при создании деталей. Например, объект 
высотой 5 см, созданный с использованием слоя 
толщиной 100 мкм, потребует 500 слоев. Если 
толщина слоя составляет 50 мкм, то количество 
слоев будет составлять 1000. Каждый из этих 
слоев может иметь свои дефекты. Даже если у 
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одного слоя есть маленькая вероятность нали-
чия дефекта, для общей сборки высока вероят-
ность иметь по крайней мере один дефект. Чтобы 
проиллюстрировать эффекты и проблемы мно-
гослойного производства, рассмотрим следую-
щий пример. 

1. Если вероятность наличия дефектов в 
слое равна 0,0114, то какова вероятность того, 
что этот слой не будет иметь дефектов?   

1 – 0,0114  98,86 %;=  

2. Какова вероятность отсутствия дефек-
тов для сборки со 100 слоями? 

( )1001  0,0114   31,77 %;− =  

3. Какова вероятность наличия хотя бы од-
ного дефекта для сборки со 100 слоями? 

( )1001 – 1  0,0114   68, 23 % ;− =  

4. Если вероятность того, что сборка будет 
содержать дефекты, указана как менее 10 %, то 
какова должна быть вероятность того, что слой 
будет иметь дефекты? 

( )1001 – 1   10 %    0,0011.x х−  ==  

Важно отметить, что в данном примере 
предполагается, что каждый слой является не-
зависимым от остальных. Однако аддитивное 
производство имеет сильную корреляцию между 
уровнями, т.е. дефекты, образованные в одном 
слое, могут быть исправлены при обработке 
последующего слоя либо могут негативно ска-
заться на верхних уровнях и оказывать влияние 
на все последующие слои. Это аналогично мно-
гоступенчатой сборочной линии в традици-
онной производственной парадигме. В авто-
мобильной промышленности сборка кузова ав-
томобиля часто включает в себя последователь-
ность сборочных операций. Вариации на одном 
этапе сборки потенциально могут привести 
к потоку вариаций на следующих этапах [8]. 
Однако физика операций многоэтапной сборки 
отличается от многослойного АП с НДФ в каж-
дом слое. 

 

2. Этапы и внедрение метода DMAIC  

На этапе «измерение» производится сбор 
данных по ключевым переменным, связанным 
с процессом аддитивного производства. Вход-
ные переменные процесса: физические и хими-
ческие характеристики металлических порош-
ков и параметры конструкции модели CAD. 
Ситуативные переменные: настройки машины, 
отображение слоев. Выходные переменные про-
цесса: контрольные точки после сборки. Для 
устранения высокого уровня сложности в мони-
торинге качества на протяжении всего процесса 
на предприятиях АП, а также повышения про-
зрачности и актуальности информации о клю-
чевых переменных современные производ-
ственные отрасли активно инвестируют в пе-
редовые системы измерений.  

Из-за доступности обширных данных на 
этапе «Измерение» по аддитивному производ-
ству на этапе «Анализ» становится возможным 
разработать более глубокое понимание теку-
щего состояния и производительности про-
цесса. Эти данные могут быть собраны либо 
в процессе послойного изготовления, либо в ав-
тономном режиме — характеристики матери-
ала перед сборкой или компьютерная томогра-
фия после сборки. Автономные измерения поз-
воляют проводить проверку качества, но имеют 
ограниченные возможности для исправления 
или ремонта в процессе, поскольку дефекты ча-
сто уже встроены в сборку.  

Данные, собранные на этапе «Измерение», 
могут быть визуализированы различными спо-
собами для предоставления наглядной инфор-
мации о процессе аддитивного производства. 
Примерами таких визуализаций могут быть 
стеки изображений, трехмерные облака точек, 
гистограммы, сетевые представления, а также 
преобразования Фурье или вейвлет-преобразо-
вания. Эффективная визуализация также помо-
гает на этапе «Анализ» оценить и выделить су-
щественные особенности изменчивости про-
цесса или дефектов продукта. Последователь-
ность шагов для реализации этой системы по-
казана на рис. 2.
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Рис. 2. Шаги по управлению качеством методом 6 сигм 
И с т о ч н и к: выполнено И.С. Кушниром 

 

 
 

Figure 2. Steps for quality management using the 6 sigma method 
S o u r c e: made by I.S. Kushnir 

 
Извлеченная полезная информация из про-

цесса (онлайн- и/или офлайн-данные с датчи-
ков) на этапе «измерение» полномасштабно ис-
пользуется на этапе «анализ». Основная цель 
данного этапа заключается в исследовании вза-
имосвязей между ключевыми переменными в 
процессе (т.е. входными данными процесса, 
выходными данными и внутрипроцессными 
переменными), моделировании причинно-след-
ственных связей между этими переменными и 
проблемами качества, а также разработке но-
вого понимания их влияния на изменчивость 

процесса и дефекты продукта. Анализ помогает 
определить случайные и определяемые при-
чины проблем с качеством в процессе модели-
рования. Если в процессе присутствуют только 
случайные причины (т.е. неопределяемые фак-
торы, неидентифицируемые), то распределение 
должно быть нормальным. Однако если есть 
определяемые причины, то инструменты ана-
лиза помогают отследить, когда и как они вли-
яют на производительность процесса, и вы-
явить возможные причины для их устранения, 
чтобы вернуться к нормальному производству. 
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Конечные результаты производственного 
процесса АП, такие как внешний вид и качество 
сборки, часто зависят от настроек машины, та-
ких как пространство для штриховки, мощ-
ность лазера и скорость сканирования. В АП всё 
чаще используются расширенные датчики для 
повышения наглядности информации и борьбы 
со сложностью взаимодействия машины и про-
цесса, что в результате приводит к генерации 
больших объемов данных, таких как оптиче-
ские изображения и КТ после сборки. Однако 
для реализации всего потенциала этих данных 
датчиков необходимы новые методы статисти-
ческого контроля качества (Statistical Quality 
Control — SQC). 

Существующие методы SQC, разработан-
ные для традиционных производственных про-
цессов, больше ориентированы на контроль 
ключевых характеристик готовой продукции, 
таких как точность размеров и профили, а не на 
многомерные данные датчиков. Исследования, 
проводимые в области аддитивной технологии, 
включают в себя сенсорную метрологию для 
контроля качества на месте. Также использу-
ются традиционные методы, такие как геомет-
рическая метрология поверхности и опреде-
ление размеров и допусков (GD&T), в основ-
ном ориентированные на евклидовы характе-
ристики готовых изделий, а не на контроль 
внутренних дефектов в деталях АП со сложной 
геометрией [7]. 

Статистическое управление качеством для 
AП — текущие подходы к мониторингу каче-
ства являются автономными, основанными ис- 

ключительно на методах, управляемых данными 
(нейронные сети, смешанное гауссовское моде-
лирование и статистический анализ), или фор-
мулировках с сосредоточенными массами [9]. 
Изучение управления качеством AП с исполь-
зованием аналитических моделей на основе дат-
чиков и многоуровневых стратегий AП QA/QC 
в данный момент всё еще является темой дол-
гих и глубоких исследований. Местный мони-
торинг предоставляет возможность устранения 
дефектов AП в процессе, т.е. незаменим для 
производственных отраслей, требующих стро-
гих стандартов качества и эстетики продукции.  

Следовательно, первым шагом является из-
влечение полезной информации из данных дат-
чиков AП, а затем оценка уровней дефектов де-
тали. На рис. 3 показан верхний слой детали АП 
в разных масштабах, где в некоторой степени 
можно наблюдать многомасштабное самоподо-
бие. Другими словами, детализированные изоб-
ражения построений AП часто могут отобра-
жать мультифрактальные характеристики в раз-
личных масштабах. Ограниченные возможно-
сти обработки фракталов с присутствием нели-
нейности и нерегулярных узоров на изображе-
ниях при традиционных линейных методах яв-
ляются главным подводным камнем данного 
способа. При анализе фракталов извлекается 
лишь одно фрактальное измерение, которое опи-
сывает масштабно-инвариантное поведение 
фрактальных объектов, но не может полностью 
охарактеризовать мультифрактальные паттерны, 
которые часто проявляются в объектах реаль-
ного мира [10]. 

 

 
Рис. 3. Мультифрактальные паттерны в профилях изображений детали AП 

И с т о ч н и к: выполнено И.С. Кушниром 

Figure 3. Multifractal patterns in the image profiles of the AP part  
S o u r c e: made by I.S. Kushnir 
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Шаг «улучшить» использует знания, осно-
ванные на данных, для поиска изменений или 
параметров, которые можно внести в процесс 
производства, для улучшения производительно-
сти. На этапе «Измерения» создается база об-
ширных данных о главных переменных для по-
вышения наглядности информации в процессе 
производства. На этапе «анализа» из данных 
извлекается полезная информация и выполня-
ется причинно-следственный анализ между 
этими ключевыми переменными процесса.  

Для изучения и понимания взаимосвязей 
параметров, элементов и переменных в про-
цессе AП создается единая высокоуровневая 
карта — онтология. Для описания входных и 
выходных параметров прожигающего лазера, 
механических, тепловых и иных микрострук-
турных свойств деталей аддитивного произ-
водства могут быть использованы десятки тер-
минов-наименований внутри этой онтологии. 
Данные онтологические модели используются 
для перепроектирования процесса, выбора дат-
чиков и улучшения качества, также они приме-
няются для связи характеристик материалов и 
параметров процесса. 

Для наглядного примера в процессе про-
изводства лазер влияет на тепловое поведение 
и эволюцию микроструктуры детали [11], а теп-
ловое распределение источника оказывает воз-
действие на поведение ее микроструктуры и ме-
ханические свойства [12]. Случайные или назна-
чаемые причины изменчивости в процессе про-
изводства определяются на этапе «анализа». 
На этапе «улучшения» появляется возможность 
экспериментировать с использованием разных 
уровней факторов с помощью статистических 
планов (например, случайный план блоков, фак-
торный план и дизайн поверхности отклика), 
исследовать влияние этих факторов на качество 
процесса производства деталей. Самое главное, 
можно определить оптимальные настройки фак-
торов, чтобы гарантировать достижение жела-
емой производительности процесса AП, кото-
рый устойчив к неконтролируемым факторам 
и/или случайным шумам. 

Для улучшения производительности про-
цессов и качества деталей приведенные выше 
эксперименты могут проводиться на физиче-
ских машинах АП, а также на моделях компь-
ютерного моделирования. Анализ моделирова-
ния включает разработку компьютерных экспе-
риментов, которые часто выполняются быст-
рее и дешевле, чем физические эксперименты. 
Перед проведением дорогостоящих экспери-
ментов на машинах аддитивного моделирова-
ния анализ с помощью моделирования может 
помочь проверить переменные процесса, умень-
шить количество факторов и разработать более 
экономически эффективные эксперименты на 
этапе «улучшения». Если процесс АП не соот-
ветствует желаемому уровню производитель-
ности и приводит к большому количеству де-
фектных сборок, может потребоваться отказ от 
старого процесса и перепроектирование нового 
процесса АП. Таким образом, в подходе DMAIC 
этап «улучшения» превращается в этап «проек-
тирования». 

И на заключительном шаге «контроль» про-
изводится изучение и оптимизация стратегий 
действий для аддитивного моделирования (АМ), 
когда состояние сборки динамически меняется 
от одного уровня к другому. Поскольку отделка 
каждого слоя будет влиять на следующий и все 
последующие слои, это типичная программа 
последовательного принятия решений в усло-
виях реальной неопределенности (например, 
случайных вариаций, возмущений или ошибок 
измерений, настроек машины, условий окру-
жающей среды и статистических данных). 

Крайне важно, чтобы машины AП могли 
устранять зарождающиеся дефекты. Гибридные 
машины как с аддитивными, так и с субтрак-
тивными производственными возможностями 
позволяют предпринимать корректирующие 
действия и выполнять послойный ремонт, тем 
самым реализуя новую парадигму бездефект-
ного АП. Например, аналитические методы на 
основе датчиков помогают охарактеризовать 
и оценить состояние дефектов в каждом слое 
сборки AП. Если слой оценивается как имею-
щий небольшую вероятность содержать дефек- 



Kushnir I.S., Adylina A.P., Levina T.A. RUDN Journal of Engineering Research. 2024;25(3):296–307 
 

 

304 

ты, процесс производства будет продолжаться 
и не будет предпринимать никаких корректиру-
ющих действий. Вместе с тем если слой имеет 
высокую вероятность, чтобы иметь встроенные 
дефекты, процесс AП приостановится и пред-
примет действие по удалению этого дефект-
ного слоя. Количество доступных действий во 
многом зависит от технологического прогресса 
гибридных машин. Если после построения каж-
дого слоя доступно больше действий, то дина-
мические переходы между парами состояние–
действие станут более сложными. В основном 
это связано с тем фактом, что уровни аддитив-
ного моделирования не являются независи-
мыми, а скорее сильно взаимосвязаны друг с 
другом. Кроме того, существуют погрешности 
в измерениях датчиков, настройках машины, 
окружающей среде, оценке дефектов и перехо-
дах от слоя к слою. Новая структура последо-
вательной оптимизации должна учитывать не-
определенность в процессах аддитивного до-
ступа и реализовывать аддитивное управление 
без дефектов путем минимизации ожидаемых 
совокупных затрат в конце, когда все уровни бу-
дут завершены. 

Структура последовательного принятия ре-
шений для интеллектуального AП сформули-
рована как модель марковского процесса при-
нятия решений (Markov decision process — 
MDP). Метод MDP широко используется и до-
казал свою эффективность в управлении инже-
нерными системами, однако необходимы соот-
ветствующие исследования и эксперименты 
для проверки работы данного процесса для ре-
ализации интеллектуального AП с использова-
нием MDP.  

3. Результаты и обсуждение 

Существует достаточное количество при-
меров применения методов шести сигм во мно-
гих сферах производства. P.B. Ranade, G. Reddy 
в своей работе представили показатели, полу-
чившиеся в результате применения системы 
DMAIC к песчаному литью [13]. Исследова-
ния проводились в литейном цехе на основе 
подхода Тагучи для оптимизации параметров 

процесса литья в песчаные формы. Структу-
рированный подход сигм качества помог ре-
шить проблему снижения количества дефек-
тов с помощью таких инструментов качества, 
как гистограмма, диаграмма Парето, контроль-
ная карта, диаграмма причин и следствий. Ре-
зультат, полученный в ходе проверочных экспе-
риментов с использованием оптимальной ком-
бинации параметров, показал отличное согла-
сие с прогнозируемыми результатами при про-
ектировке процесса методом шести сигм. 

Важно понимать, что не все организации, 
имеют возможность внедрить метод шести сигм. 
Нехватка средств, времени и опыта может стать 
препятствием для внедрения этой методологий. 
Реальность такова, что интеграция шести сигм 
не является распространенным явлением среди 
производств и МСП (малое и среднее предпри-
нимательство) [14]. Вероятно, что нехватка ре-
сурсов является причиной невозможности внед-
рения метода шести сигм. Тем не менее, неко-
торые МСП добились успеха в последователь-
ном внедрении данного метода [15]. Фактиче-
ски S.S. Chakravorty показал, что шесть сигм 
могут быть успешными, если дополнительно 
внедряется «бережливое производство» [16]. 
Однако, как заявили M. Kumar и др. [17], руко-
водство относительно того, с какой методологии 
начинать и как изначально внедрять методоло-
гию, неясно и не содержит подробностей. Не-
ясно, является ли подходящей отправной точ-
кой бережливое производство или шесть сигм, 
или интегрированная версия того и другого. 
Это важно, поскольку некоторые организации не 
уверены в том, какие практики улучшения сов-
местимы с бизнесом и средой организации [18]. 

Также следует отметить, что существует 
малое количество исследований, иллюстриру-
ющих успех внедрения шести сигм в систему 
менеджмента качества аддитивного производ-
ства. Следовательно, предприятия, на которых 
изготавливается продукт способом селектив-
ного лазерного сплавления, должны оценить 
свои ресурсы и критические факторы для вы-
бора данной методологии, эффективного и дей-
ственного внедрения в процесс производства, 
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основываясь на результатах исследователей в 
смежных отраслях производства. 

Необходимо провести планирование каче-
ства, чтобы определить потребности клиентов 
в точности готового изделия, оценить количе-
ство дефектов, эстетическую и геометрическую 
точность продукта, и необходимость проведе-
ния планирования качества, основываясь на 
предпочтениях конечного заказчика. 

Заключение 

Таким образом, основываясь на вышеска-
занном, мы делаем вывод, что эффективное уп-
равление качеством АП требует реализации ряда 
мероприятий, ориентированных на качество. 

Необходимо провести планирование качества, 
чтобы определить потребности клиентов в про-
дуктах, оценить количество дефектов, эстети-
ческую и геометрическую точность продукта. 
Учитывая ресурсы, критические факторы и мне-
ние клиентов, производители продукции в сфере 
аддитивного производства смогут разработать 
правильный стратегический план для улучше-
ния качества выпускаемой продукции. Обрат-
ная связь поможет сэкономить время и сни-
зить затраты на обработку возвратов продук-
ции, гарантийные платежи и жалобы покупа-
телей, а также сфокусироваться на уменьшении 
изменчивости процесса и гарантировать соот-
ветствие качества конечных сборок стандартам 
и спецификациям. 

 

 
Рис. 4. Широкое представление потока квалификации AП о материале, процессе и продукте 

И с т о ч н и к: выполнено И.С. Кушниром 

 

 
Figure 4. A broad representation of the AP qualification flow about the material, process and product  

S o u r c e: made by I.S. Kushnir 
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Нерешенные проблемы, связанные с каче-
ством АП, приведут к сохранению применения 
традиционных и хорошо зарекомендовавших 
себя методов производства. Однако с учетом 
важности импортозамещения, стратегической 
выгоды и экономической эффективности возни-
кает всё большая потребность в решении про-
блемы качества в аддитивном производстве, 
а также в уменьшении изменчивости процесса 
и повышении его воспроизводимости. Схема-
тичное представление потока данных при внед-
рении DMAIC в аддитивное производство пред-
ставлено на рис. 4. 

Подход DMAIC позволяет компании опре-
делить факты текущей проблемы и предложить 
решение, основанное на фактах, а не на предпо-
ложениях, что последовательно приведет к по-
вышению показателей качества, значительному 
улучшению перспективы АП в масштабах про-
изводства и даст возможность эффективно ис-
пользовать эту технологию в нашей стране. 

Кроме того, структура была изучена только 
в производственном секторе. Будущие исследо-
вания могут также рассмотреть методы инте-
грации механизмов и моделей DMAIC в суще-
ствующую структуру для повышения произво-
дительности сотрудников на предприятиях АП, 
вовлечения клиентов и стремления к инвести-
циям в сообщество для получения качествен-
ной и количественной оценки улучшений. Нако-
нец, исследователи и практики могут изучить 
включение данного метода в структуру в цулях 
улучшения управления рабочей силой и луч-
шего контроля/мониторинга процессов без-
опасности рабочих кадров на производстве. 
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Abstract. Population growth and urbanization have resulted in land use/land cover 
(LULC) changes and affect land surface temperature (LST), which contributes
to global warming. The study aimed to detect the LULC changes across Mendefera, 
Eritrea, from 2002 to 2022, and examine their impacts on LST. Two Landsat-7 ETM 
and One Landsat OLI_TRI-8 images from 2002, 2012 and 2022 were utilized.
A supervised vector machine algorithm was used to classify LULC. Overall accuracy 
and Kappa coefficient were calculated. Linear regression was performed to show
the relationship between Normalized Difference Vegetation Index (NDVI) and LST. 
The study found remarkable LULC changes in the study area 2002–2022. Built-up 
and agricultural areas increased by 113.5 and 64.4% respectively, whereas natural 
vegetation and open areas decreased by 77.6 and 24.8%, respectively. The highest 
and lowest mean LST were recorded in built-up (35oC) and natural vegetation 
(29.7oC) areas, respectively. Generally, mean LST decreased by 3.3oC in the study 
area from 2002 to 2022, and a negative correlation was observed between NDVI and 
LST. Thus, the study concludes that urbanization causes vegetation degradation, 
abrupt built-up growth and urban heat islands. The study will help planners and 
decisions-makers in planning appropriate mechanisms in land use planning and 
climate change mitigation. 
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Аннотация. Рост населения и урбанизация привели к изменениям в рас-
тительном покрове, которые влияют на температуру поверхности суши, 
что способствует глобальному потеплению. Цель исследования — выяв-
ление изменений в растительном покрове в Мендефере, Эритрея, за пе-
риод с 2002 по 2022 г. и изучение их влияние на температуру поверхности 
суши. Были использованы два снимка Landsat-7 ETM и один снимок 
Landsat OLI_TRI-8, сделанные в 2002, 2012 и 2022 гг. Для классификации
изменений в растительном покрове применен алгоритм управляемой 
векторной обработки. Рассчитаны коэффициенты достоверности и коэф-
фициент Каппа. Для отображения взаимосвязи между нормализованным 
вегетационным индексом и температурой поверхности суши сгенериро-
вана линейная регрессия. В ходе исследования отмечены значительные 
изменения растительного покрова в исследуемой области в 2002–2022 гг. 
Площадь застройки и сельскохозяйственных угодий увеличилась на 113,5 
и 64,4 % соответственно, в то время как естественная растительность
и открытые пространства сократились на 77,6 и 24,8 % соответственно.
Самый высокий и самый низкий средние значения изменений в расти-
тельном покрове отмечены в населенных пунктах (35 °C) и естественной 
растительности (29,7 °C) соответственно, но в целом средние значения 
изменений в растительном покрове снизились на 3,3 °C в исследуемой 
области с 2002 по 2022 г., и наблюдалась отрицательная корреляция 
между нормализованным вегетационным индексом и изменениями в рас-
тительном покрове. Таким образом, сделан вывод о том, что урбанизация 
приводит к деградации растительности, резкому росту застройки и появ-
лению городских островов тепла. Исследование поможет специалистам 
по планированию и лицам, принимающим решения, разработать соответ-
ствующие механизмы для планирования землепользования и смягчения 
последствий изменения климата.  

Ключевые слова: землепользование, температура поверхности Земли,
общая точность, коэффициент Каппа 
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Introduction 

Since the second half of the 20th century, the 
world population has shown rapid increase from 
2.6 billion to 7.7 billion and likely to reach around 
9.9 billion by the year 2050 [1]. Different studies 
revealed that about 66% of the global population 
is expected to be stacked in urban areas in 2050 
[2; 3]. Population growth and urbanization are 
among the prominent factors that affect land surface. 
The major driving forces for the changes that 
happened to land use land cover changes (LULCC) 
are mainly due to anthropogenic activities [4], 
which may also affect LST and global warming. 
Therefore, LULC change detection could help 
understanding LST changes [5; 6] and take proper 
actions to mitigate global warming. The application 
of Remote Sensing and GIS in LULC changes 
detection is effective, appropriate, ultimate, and 
timely. Different techniques and algorithms have 
already been developed for LULC classification, 
including support vector machine (SVM), maxi- 
mum likelihood (ML), random forest/random tree, 
deep learning, etc. SVM is one of the powerful 
classification algorithms for identifying the boun- 
daries of features by dividing and screening the 
classes [7], solving different problems in relation 
to regression and groups [8], and arriving at 
conclusions with limited training samples [9; 10]. 
Suggests that [8] reported that SVM classifier in 
both ArcGIS Pro and Google Earth Engine exhi- 
bited the best performance compared to the 
maximum likelihood, random forest/random tree, 
classification and regression trees, and minimum 
distance classifiers. 

In urban areas, LULC change due to rapid 
urbanization is the main reason for the increased 

 
1 United Nations. UN Department of Economic and Social Affairs Divisions. World Urbanization Prospects. The 

2018 Revision: New York, USA, 2018. 

LST [4]. Suggests that [2] analyzed the dynamics 
in LULC change and its impact on LST for Galle 
City, Sri Lanka, and reported that built-up area 
increased by 38%, whereas vegetation and non-
built-up area reduced by 26% and 12%, respecti- 
vely, and LST increased by 3.2˚C from 1996 to 
2019. Suggests that [11] studied the spatiotem- 
poral relations between LULC change and LST 
for Tehran, Iran, and they found that impervious 
surface area increased by 48.27%, vegetated land 
decreased by 7.10%, and mean LST has increased 
by 2–3˚C at the city center and 5–7˚C at the 
periphery between 1988 and 2018. Also reported 
[12] notable rise in mean LST of 4.5˚C (summer) 
and 5.7˚C (winter) in Sialkot city, Pakistan, due to 
urbanization from 1989 to 2020. On the contrary, 
[13] reported that LST decreased by 0.56˚C from 
2000 to 2020 across the Kanyakumari district, 
India. Linear regression was performed to show 
the correlation between LST and NDVI [6]. Nor- 
malized Difference Vegetation Index (NDVI) is one 
of the frequently used vegetation indices, which is 
calculated from multispectral bands using red, and 
near infrared and provides useful information for 
environmental monitoring, ecosystem conservat- 
ion, urban green infrastructure, and others [14]. 
Correlation graphs between LST and NDVI have 
indicated negative relationship among them [6]. 

Eritrea is one of the six fastest urbanizing 
country in Africa and the ten fastest in the world.1 
More than 65% of Eritreans live in rural areas, 
while its annual urban population growth was 6% 
for the years 2000–2005 [15], and the numbers are 
expected to increase. In many areas of developing 
countries, rapid population increase has often 
resulted in LULC change [9; 15]; approximately 
90% of population growth has been observed in 
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Asia and Africa [16]. Studies on LULC dynamics 
and their impacts on LST are crucial in developing 
countries such as Eritrea for informed-policy 
decisions for land use planning and climate-change 
mitigation; however, there are no such studies in 
Eritrea. Thus, this study was carried out in Greater 
Mendefera to detect the dynamics of LULC changes 
and their associated impacts on LST between 2002 
and 2022.  

1. Materials and Methods 

1.1. Study Area 

Greater Mendefera, with geographic coordi- 
nates of 14053’8’’N and 38048’59’’E (its center), 
is located 54 km south of Asmara in Zoba Debub, 
Eritrea, within the moist highlands agroecological 
zone of Eritrea with 17.35˚C mean monthly air 
temperature, 549 mm average annual rainfall and 

1462.44 mm yr-1 potential evapotranspiration rate. 
Greater Mendefera includes the Mendefera city and 
surrounding villages. The government of Eritrea has 
provided a master plan for the Greater Mendefera 
20 years ago, and the city expanded through different 
infrastructure projects. Mendefera city is the capital 
for both Zoba Debub and Sub-Zoba Mendefera. 
The settlers of the city are engaged in different 
economic activities, trade, services, farming, and so 
on. Mendefera, having favorable climatic conditions 
and fertile black soils in its surroundings, is known 
for its agricultural and dairy activities that produce 
different cereals, peas, beans, vegetables, and dairy 
products. Small-scale irrigated agriculture is com- 
mon at the periphery and within the city. Many 
nearby farming villages surround the city. The sur- 
rounding area is highly populated because of its 
fertile black soils (Figure 1).

 

 
 

Figure 1. Location, DEM and slope of the study area 
S o u r c e: made by T.E. Sereke 
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1.2. Data and Methodologies 

To examine LULC changes, three Landsat 
images Combination-2 Level-2 of Landsat 8 
OLI_TRI for 2022 and Landsat 7 ETM+ for the 
year 2002 and 2012 with WRS Path 169, Row 050 
were downloaded from United States Geological 
Survey Earth Explorer. Composite Bands from 
Landsat images were analyzed to classify LULC. 
Thermal bands that are Band 6 for 2002 and 2012 
and Band 10 for 2022 were extracted and analyzed 
to calculate LST of the study area. NDVI was 
calculated using Band 5 and Band 4 for Landsat 8, 

whereas Bands 4 and 3 were used for Landsat 7. 
Vector layer for the study area was extracted from 
the country’s shape file that was obtained from 
EMIC-Eritrean Mapping and Information Center. 
In addition, ASTER-DEM was used to calculate 
the slope and Digital Elevation Model. All the 
spatial data were geo-referenced using UTM zone 
37 N based on global WGS 84. All the images were 
preprocessed, processed and analyzed using ENVI 
5.3, ArcGIS 10.8.2 and QGIS 3.28. The overall 
methodologies and procedures used in this study 
are shown in the flowchart in Figure 2.

  

 
 

Figure 2. Flowchart showing the methodologies 
S o u r c e: made by T.E. Sereke 
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1.3. Land Use / Land Cover Classification 
and Accuracy Assessment 

LULC classification scheme proposed by 
AfriCover was adopted [17], and four dominant 
LULC classes were chosen in the study area: built-
up, agricultural, natural vegetation, and open areas. 
The major LULC classes and their simplified ex- 

planations for the study area are listed in Table. In 
order to achieve high precision of LULC classi- 
fication for the study area, composite bands with 
ancillary data were utilized. SVM algorithm was 
employed for LULC classification as it has many 
advantages [7–10], and the overall accuracy and 
kappa coefficient were culculated to assess the 
LULC classification accuracy. 

 
Major LULC classes in the study area and their simplified explanations 

No. LULC Classes Simplified Explanation 

1. Built�up Areas Industrial, commercial and public built�ups; transportation and others 

2. Agricultural Areas Any kind of rain�fed agriculture and irrigation 

3. Natural Vegetation Seasonal wetlands, artificial trees and natural bushes and trees 

4. Open Area An area left for fallow, grazing and other purposes 

 
1.4. Land Surface Temperature Computation  

Images for 2002, 2012, and 2022 were captured 
on 29 September 2002; 24 September 2012; and 28 
September 2022 respectively. All images were 
captured in September to reduce variability. 

LST for the year 2002 and 2012-Landsat 7. 
For Landsat 7, LST was estimated using Thermal 
Band 6. The following steps were used to convert 
Band 6 of Landsat 7 from DN to LST: 

1. Conversion of DN to Radiance [18] 

λ λ
λ

LMAX LMIN
( )
QCALMAX QCALMIN

L −= ×
−

 

λ(QCAL QCALMIN) LMIN ,× − +   (1) 

where Lλ is Spectral radiance, QCAL is Quantized 
Calibrated Pixel value in DN, LMAXλ is Spectral 
radiance scaled to QCALMAX in (Watts/ 
(m2×sr×µm)), LMINλ is the spectral radiance scaled 
to QCALMIN in (Watts/(m2×sr×µm)), QCALMIN 
is the minimum quantized calibrated pixel value 
(corresponding to LMINλ) in DN and QCALMAX 
is the maximum quantized calibrated value (corre-
sponding to LMAXλ) in DN.  

2. Conversion of Radiance to BT [19] 

2

1

λ

273.15,
ln( 1)

KBT K
L

= −
+

 (2) 

where BT is Brightness temperature, which is 
effective at satellite temperature in Celsius, K2  

is Calibration constant 2, K1 is Calibration con- 
stant 1, and Lλ is the spectral radiance in (Watts/ 
(m2×sr×µm) from (Equation 1).  

1.5. Land surface temperature 
for 2022–Landsat 8 

For Landsat 8, LST was estimated using 
thermal Band 10. The following steps were used to 
convert Band 10 of Landsat 8 from DN to Land 
Surface Temperature (LST): 

TOA (Top of Atmospheric) spectral radiance 
was calculated using Equation 3 [19] 

( )TOA ,L cal LL M Q= ⋅ + Α   (3) 

where ML refers to Band-specific multiplicative 
rescaling factor from the metadata (RADIANCE_ 
MULT_BAND_x, where x is the band number), 
Qcal refers to quantized calibrated value and AL 
refers to Band-specific additive rescaling factor 
from the metadata (RADIANCE_ADD_BAND_x, 
where x is the band number).  

The radiance values were converted into 
brightness temperature. It was calculated using 
Equation 4 [6] 

( )( )2 1ln 1 273.15BT K K L= / / + − , (4) 
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where TB is brightness temperature in Kelvin; 
K1 refers to Band-specific thermal conversion 
constant from the metadata (K1_CONSTANT_ 
BAND_x, where x is the thermal band number), K2 
refers to Band-specific thermal conversion constant 
from the metadata (K2_CONSTANT_BAND_x, 
where x is the thermal band number) and L refers 
to TOA from (Equation 1).  

The normalized difference vegetation index 
(NDVI) was calculated using Equation 5 [2; 5] 

( )
( )

NIR-RED
NDVI ,

NIR+RED
=   (5) 

where NIR and RED in Landsat 8 refer to the 
surface reflectance values of Band 5 and Band 4 
respectively.   

Proportion of vegetation was calculated using 
Equation 6 [2; 4] 

2

min

max min

NDVI-NDVI

NDVI NDVIvP
 

=  − 
 ,  (6) 

where Pv is the proportion of vegetation, NDVI 
refers to normalized difference vegetation index, 
NDVImin refers to the minimum values of NDVI 
and NDVImax refers to the maximum values of 
NDVI. 

Land surface emissivity was calculated using 
Equation 7 [2]: 

vmP nε ={ + },      (7)  

where ε is the land surface emissivity; m and n 
are the functions of soil emissivity and vegetat- 
ion emissivity, respectively, for m = 0.004 and 

n = 0.9862 [3]; and Pv is the amount of vegetation 
(Equation 4). 

Land surface temperature was calculated using 
Equation 8 [2; 4] 

( )LST 1 lnB BT pΤ= ⁄ + λ ⋅ ⁄ ε,    (8) 

where TB — brightness temperature in Celsius; 
λ — is the central-band wavelength of emitted 
radiance (10.895 µm for Band 10 [2]; p is h × c/σ 
(1.438 × 10−2 m K), where σ is the Boltzmann 
constant (1.38 × 10−23 J/K), h is Planck’s constant 
(6.626 × 10−34 Js), and c is the speed of light 
(3.0 × 108 m/s-1) [4]; ε is land-surface emissivity 
estimated from (Equation 6) [2].  

2. Results and Discussion 

2.1. LULC Change Dynamics 

The total study area was 2536 ha. In 2002, 
the areal coverages for open, agricultural, natural 
vegetation and built-up areas were 47.4, 28.3, 
17.8, and 6.5%, respectively, whereas in 2022, they 
were 35.7, 46.5, 4.0, and 13.9%, respectively 
(Figure 3). The study noted remarkable LULC 
changes between 2002 and 2022. Built-up and 
agricultural areas increased by 186.8 ha (113.5%) 
and 461.8 ha (64.4%) and while natural vegetation 
and open areas decreased by 349.9 ha (77.6%) and 
298.6 ha (24.8%), respectively (Figure 4). Natural 
vegetation was cleared for agricultural and con- 
struction activities, and open areas were converted 
to agriculture and infrastructures owing to populat- 
ion growth and urbanization. These findings are 
supported by reports that built-up area increased 
rapidly but vegetation area decreased [2; 11]. 

 

 
Figure 3. Land uses and their area, ha, in 2002, 2012 and 2022 
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Figure 4. LULC changes, in 2002–2012, 2012–2022 and 2002–2022, % 

S o u r c e: made by T. Tesfay 

 
From 2002 to 2012, built-up, open, and agri- 

cultural areas increased by 128.5 ha (78.1%), 
96.4 ha (8%) and 52.9 ha (7.4%), respectively, but 
natural vegetation area decreased by 277.8 ha 
(61.6%) (Figure 4). The high increase in build-up 
and high decrease in vegetation areas indicates that 
vegetation was cleared for construction purposes. 
Since the loss in the natural vegetation was greater, 
it is clear that vegetation was also cleared for 
agricultural and energy purposes, as an energy crisis 

is common in the study area. From 2012 to 2022, 
natural vegetation and open areas decreased by 
72.1 ha (41.6%) and 395.0 ha (30.4%) while agri- 
cultural and built-up areas increased by 408.9 ha 
(53.1%) and 58.3 ha (19.9%), respectively (Figure 4).  

The LULC classification was performed with 
good accuracy and precision. The overall accuracy 
and Kappa Coefficients for 2002, 2012 and 2022 
were 89, 91 and 89%, and 0.84, 0.85 and 0.85, 
respectively (Figure 5). 

 

 
Figure 5. SVM classification of LULC map 
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2.2. Land Surface Temperature 

The mean LST for the years 2002, 2012, and 
2022 were 35.1, 30.2 and 31.8˚C, respectively, and 
the minimum and maximum ranges were 25.9–40, 
2.2–39.6 and 23.7–38˚C, respectively (Figure 6). 
The mean LST decreased by 3.3˚C from 2002 
to 2022 in the study area. Decreased mean LST 
was also reported by [9], but [2; 11; 12] reported 
increased mean LST due to built-up area increase. 
The overall mean LST in natural vegetation, agri- 

cultural, open, and built-up areas were 29.7, 32.8, 
32.9 and 35.0˚C, respectively (Figure 7). 

The built-up area recorded the highest mean 
LST, indicating the urban heat island effect [11; 
12]. Natural vegetation had the lowest mean LST, 
which can be attributed to a cooling effect of 
vegetation. 

The regression analysis showed that there was 
a negative correlation between NDVI and LST for 
the three years with R2 values of 0.3041, 0.1038, and 
0.4978 for 2002, 2012, and 2022, respectively. 

 

 

Figure 6. Spatial distribution of LST with LULC for 2002, 2012 and 2022 
S o u r c e: made by T. E. Sereke 

 

 
Figure 7. LST ˚C of Land Uses in 2002, 2012 and 2022 
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Conclusion 

The study employed remote sensing data and 
GIS techniques to examine, analyze and process 
the dynamics of LULC and evaluate their associated 
impacts on LST in Greater Mendefera, Eritrea, 
in 2002, 2012, and 2022. This study noted consider- 
able LULC changes from 2002 to 2022 in the study 
area. Between 2002 and 2022, built-up and agri- 
cultural areas expanded by 113.5 and 64.4%, and 
on the contrary, natural vegetation and open areas 
shrank by 77.6 and 24.8%, respectively. The built-
up area recorded the highest mean LST (35oC), 
whereas the natural vegetation area had the lowest 
(29.7oC). The mean LST decreased by 3.3˚C from 
2002 to 2022 in the study area. This study could 
help policy makers in planning sustainable urban 
development to minimize urban heat island and 
global warming effects. 
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Abstract. The article discusses various methods for creating decision support systems 
to determine the technical appearance and design characteristics of multi-apartment 
residential buildings at the pre-construction stage. To solve this problem, structural 
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investment attractiveness of new housing. The advantages and disadvantages of 
machine learning methods and various types of logical inference in expert systems 
for determining the technical appearance and design characteristics of multi-
apartment residential buildings are analyzed. A comparative analysis of the various 
approaches has led to the conclusion that the tools of expert systems based on fuzzy 
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design challenges related to construction projects. 
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 Аннотация. Рассмотрены различные методы создания систем под-
держки принятия решений для определения технического облика
и конструктивных характеристик многоквартирных жилых зданий
на этапе подготовки к строительству. Для решения этой задачи 
используется структурная оптимизация, которая включает в себя 
определение количества лифтов, высоты здания и количества эта-
жей, ориентацию здания по сторонам света, определение парамет-
ров инженерных коммуникаций и инвестиционной привлекатель-
ности нового жилья. Проанализированы преимущества и недо-
статки методов машинного обучения и различных типов логиче-
ского вывода в экспертных системах для определения техниче-
ского облика и конструктивных характеристик многоквартир-
ных жилых зданий. На основе сравнительного анализа различ-
ных подходов сделан вывод о целесообразности использования
инструментов экспертных систем, основанных на нечеткой логике. 
Показаны основные принципы работы нечетких экспертных 
систем и сделан вывод об их универсальности и перспективности 
в задачах проектирования строительных объектов. 

Ключевые слова: системы поддержки принятия решений, эксперт-
ные системы, структурная оптимизация, методы машинного обуче-
ния, технический облик, инженерная концепция, нечеткая логика 
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Introduction 

 
The technical appearance of an apartment 

building is determined during the design stage, 
which represents its conceptual engineering model. 
This model describes the tasks, structure, and main 
design characteristics of a multiapartment residen- 
tial building. The model must consider the main 
elements that determine the compliance of a con- 

struction project with the set goals and objectives. 
The problem of determining the technical appearance 
of an apartment building is solved using structural 
and parametric optimization [1]. 

Structural optimization of the technical appear- 
ance of an apartment building involves determining 
the composition and interrelation of the elements 
of the designed construction project, and parametric 
optimization involves choosing the values of its 
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parameters [2]. In relation to the problem being 
solved, structural optimization includes the deter- 
mination of the following characteristics: 

• Number of elevators in an apartment building; 
• Building height (number of floors) of an 

apartment building; 
• Orientation of an apartment building accord- 

ing to cardinal directions; 
• Determination of engineering communication 

parameters; 
• Determination of the investment attractive- 

ness of a building (important for construction 
planning). 

The technical appearance of an apartment 
building and its design characteristics should be 
determined by considering the restrictions imposed 
on the construction site (cost, parameters of the 
construction site, etc.), as well as available resources 
(financial, material, technical, etc.). 

The purpose of this study is to determine ways 
to solve the problem of parametric optimization of 
the technical appearance and design characteristics 
of multi-apartment residential buildings and to 
justify the choice of the solutions obtained. 

1. Analysis of experience in solving design 
problems in the field of construction using 
intelligent systems 

The analysis and optimization of the technical 
appearance of an apartment building are usually 
carried out using various methods, including mathe-
matical modeling, system analysis, simulation, and 
optimization. Currently, machine learning methods 
are extensively used to solve design problems in 
the field of construction. For example, in [3], where 
three-dimensional models of buildings were built 
using a deep learning neural network (Figure 1).

 

 
 

Figure 1. Three�dimensional models of residential buildings obtained using a deep learning neural network  
S o u r c e: made by H. Fan et al. [3]  

 
The open-source project* combines parametric 

modeling tools, data preprocessing scripts, and 
deep neural network models and provides the 
technical ability to differentiate the generalized 

unlabeled 3D geometry of a building in the form 
of informative three-dimensional models consisting 
of highly detailed architectural components (roofs, 
windows, facades, walls, chimneys, etc.). This tool 
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allows automatic segmentation and detailed 3D 
building models to be segmented more efficiently 
and quickly than the traditional and manual soft- 
ware tools. An example of how the system works 
to detail a building model in an entire city is shown 
in Figure 2.  

Simultaneously, the use of machine-learning 
methods, including neural networks, requires a large 
training sample. 

It should be noted that there are artificial 
intelligence systems based on expert decisions 
(expert systems) rather than statistics (such as 
machine learning). Their essence is to use expert 
knowledge instead of statistical data. A comparative 
analysis of the neural network and expert systems 
for determining the physical forms and design 
characteristics of multiapartment residential build- 
ings is presented in Table 1. 

 

     
 

Figure 2. Coverage map: 
a — the scale of the Montreal city model; b — an example of a neural network reconstruction of one city fragment 

S o u r c e: Figure is taken from 3D Building Classification & Segmentation Pipeline. 
Available from: https://github.com/michaelhasey/3D�Building�Segmentation (accessed: 07.01.2024). 

 
Table 1 

Comparative analysis of the neural network method and logical inference rules 
for the design of decision support systems in construction problems 

Attribute Neural network approach Expert systems 

Advantages 

• Neural networks are capable of learning from large 
amounts of data and automatically extracting patterns. 

• Neural networks can solve problems of classification, 
regression, generation, and natural language processing. 

• The ability to adapt to changing data and conditions 
without the need to directly specify rules. 

• The inference rules of an expert system are easy to 
interpret and explain. This makes them suitable for 
problems where it is necessary to understand how 
the system makes decisions. 

• Expert systems built on rules have predictable 
behavior, and changes to the knowledge base can 
be made through a knowledge filling block.

Restrictions 

• Neural networks can be difficult to interpret and their 
decisions can sometimes appear to be a “black box”, 
making their decision making less transparent. 

• Training neural networks requires a massive amount of 
data, and in some areas the data may not be sufficient.

• Constructing rules and formalizing knowledge can 
be a difficult task, especially in complex scenarios. 

• Inference rules cannot learn from data in the same 
way as neural networks. They depend on the manual 
creation of rules by experts. 

Areas of use 

It is used in tasks that require analysis of large amounts of 
data, pattern recognition, natural language processing, 
and in tasks where patterns are difficult to formalize with 
rules. 

It is effective in scenarios where transparency and 
interpretability of decisions are important, as well as 
in areas where knowledge is easily formalized, which 
is convenient for construction engineering problems.
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An analysis of the literature has shown that 
a significant proportion of expert systems for con- 
struction problems is based on the mathematical 
apparatus of fuzzy logic [4–17]. Knowledge engi- 
neering methods have been used to develop expert 
systems. 

Knowledge engineering is a field of artificial 
intelligence that studies the application of methods 
for organizing, collecting, analyzing, representing, 
storing, and using knowledge in expert systems [18]. 
It includes methods of acquiring, structuring, storing, 
retrieving, retrieving, and applying knowledge. 

A knowledge engineer (cognitologist) plays 
a significant role in creating an expert system. The 
task of a knowledge engineer is to acquire and 
formalize knowledge in one or another formalism 
(logical, production, frame, and other models of 
knowledge representation) with the subsequent 
setting of a task for programmers. To solve this 
problem, it is advisable to use logical-inference 
systems. 

A comparative analysis of crisp and fuzzy 
logic in the design of expert systems for construction 
is presented in Table 2. 

Table 2 
Comparative analysis of crisp and fuzzy logic in the design of expert systems in construction 

Attribute Crisp logic Fuzzy logic 

Basic principles 
Works with precise, discrete values and rules. All 
knowledge and rules are expressed using strictly 
defined conditions and actions. 

Allows you to work with fuzzy values, as well as 
fuzzy rules. Provides tools for describing uncertainty 
and fuzziness in data. 

Application in expert 
systems 

• In expert systems based on clear logic, rules and
knowledge are formulated in an explicit, logical
form. An expert system is capable of making
decisions when knowledge and input data exactly
match specified conditions. 

• Expert systems built on the basis of clear logic work 
well in tasks where rules and knowledge are strictly 
defined. They are easy to develop and provide
accurate results.

• In expert systems based on fuzzy logic, rules
and knowledge can be expressed in natural
language. An expert system based on fuzzy
logic is capable of making decisions even if the
data is fuzzy or inaccurate. 

• Fuzzy logic expert systems can handle complex
scenarios where data is fuzzy and are suitable
for problems where expert knowledge can be
expressed using linguistic variables and fuzzy
inference rules.

Advantages and 
Limitations 

Simple to consider and implement, but it is not always 
possible to take into account the uncertainty and 
fuzziness of the data. It works when tasks and rules 
are clear and strictly followed. 

Allows to take into account and handle fuzziness, 
which makes it useful in real�world situations 
where data is often imprecise. However, it may 
require more complex knowledge engineering. 

Determining the input and output parameters 
serves as the initial stage in the formation of the 
knowledge base underlying an expert system. These 
data were structured, systematized, and adapted for 
use by the logical core of the expert system. Text 
documents and standards contain a significant 
amount of information that should become part of 
the knowledge base, providing the expert system 
with a set of key factors for analyzing input infor- 
mation and making decisions. 

To formalize expert knowledge, the mathema- 
tical apparatus of fuzzy logic was chosen based on 
the analysis in Table 2. This apparatus is more 
flexible than traditional (crisp) logic and allows the 
construction of multidimensional response surface 

functions, which resemble hypersurfaces reproduced 
by neural networks during the learning process on 
the training set. Mamdani’s algorithm allows us to 
reconstruct a response surface function that pro- 
jects the hypersurface into a space consisting of n 
dimensions, where n represents the number of factors 
that influence the phenomena under study. This ap- 
proach allows for a more complete and accurate 
representation of the relationships and dependencies 
between various variables in a fuzzy system. This 
analysis is the basis for making recommendations 
aimed at improving the system efficiency. In par- 
ticular, this is important for determining defuzzifi- 
cation methods, the shapes of membership function 
curves, and other parameters. The response surface 
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allows customization of the operation of the system 
and increases its accuracy and predictive ability. 

Systems based on fuzzy logic operate with 
linguistic variables, each of which has its own spe- 
cified membership functions. In the context of fuzzy 
logic, a variable may not only be classified as 
belonging or not belonging to a specific set, but it 
may also be assigned a degree of membership 
according to the membership function associated 
with that set. For example, a variable temperature 
of +10 °C may belong to the set “warm” with a mem- 
bership of 65% and the set cold with a membership 
of 20%. An example of this function is shown in 
Figure 3. 

Thus, fuzzy logic makes it possible to take 
into account and model uncertainty, fuzziness and 
variability in the parameters, which seems to be 
a significant aspect in the construction industry. 
The use of fuzzy logic in expert systems allows 
flexible modeling of various scenarios, which helps 
to increase the efficiency and accuracy of decisions.  

The Mamdani inference system uses member-
ship functions to express fuzzy rules and logical 
connections between inputs and outputs in accor- 
dance with the diagram shown in Figure 4. 

This algorithm for a conditional expert sys- 
tem consisting of three rules is shown in more detail 
in Figure 5.

 

 
 

Figure 3. Fuzzy membership function of the satisfaction evaluation variable. 
The abscissa axis shows the score in points, the ordinate axis shows the level 

of membership in the range of possible values from 0 to 1 S 
So u r c e: figure was taken by I. Iancu [19] 

 

 
 

Figure 4. Schematic diagram of expert systems with fuzzy logic 
So u r c e: figure was taken by A.M. Abadi [20] 
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Figure 5. Mamdani algorithm 

So u r c e: figure is taken from Mathworks. Help Center. Mamdani and Sugeno Fuzzy Inference Systems. 
Available from: https://www.mathworks.com/help/fuzzy/types�of�fuzzy�inference�systems.html 

(accessed: 07.01.2024). 

 

 
 

Figure 6. Illustration of methods of defuzzification: sdm, centroid, mom, lom 

S o u r c e: figure is taken from Mathworks. Help Center. Mamdani and Sugeno Fuzzy Inference Systems. Available from: 
https://www.mathworks.com/help/fuzzy/types�of�fuzzy�inference�systems.html 

(accessed: 07.01.2024). 
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The final step of this algorithm is to reduce the 
clarity (defuzzification) of the fuzzy output values. 
This process is schematically shown in Figure 6. 

The Mamdani algorithm has a high degree of 
rule interpretability. Owing to the use of fuzzy sets 
and rules that constitute the knowledge base, this 
algorithm has some degree of resistance to noise in 
the data, similar to neural networks. Mamdani's 
algorithm includes the following steps: 

• Fuzzification. The process of transforming
input variables from numeric values into fuzzy sets 
using membership functions. Each input variable 
is associated with a fuzzy set that describes the 
degree to which it belongs to each term (category). 

• Definition of fuzzy rules based on linguistic
variables and terms that have been defined in 
fuzzification. The rules describe the logical relation-
ships between the input and output variables in 
terms of “if-then” in a fuzzy form. 

• Rule aggregation. By combining the output
values of the fuzzy rules for each variable, union 
operations are used to obtain a common fuzzy 
output. 

• Defuzzification converts the fuzzy inference
result back into numeric values based on the 
membership function. 

• In the last stage, the system makes a decision
based on the numerical values obtained after 
defuzzification (control signal or recommendation). 

Any expert system specializes in a narrow 
problem area and is based on a knowledge base built 
based on the interaction of a knowledge engineer 
with sources of information, including experts [18]. 

In the design and construction of buildings, 
where fuzzy and weakly formalized rules operate, 
fuzzy logic provides flexibility in describing the 
conditions and relationships between variables. 
This is useful in situations where precise numerical 
values may be difficult to determine, or where there 
is a significant degree of uncertainty. The knowledge 
base of an expert system based on the Mamdani 
algorithm includes rules, facts, procedures, and 
logic specific to solving problems associated with 
specialized aspects of construction and is a repo- 
sitory of information that covers key aspects and 
expert knowledge in the field of construction. The 

generalizing properties of a knowledge base allow 
us to analyze and solve problems efficiently and 
accurately, thereby providing recommendations and 
solutions to the end user. 

Main types of defuzzification: 
• Center of Gravity (COG, Centroid): the

weighted average of all elements belonging to the 
fuzzy set. 

• Maximum Method (Max-Min Method): the
element with the highest degree of membership in 
the fuzzy set is selected. 

• Weighted Average Method: Each element
belonging to a fuzzy set is weighted according to its 
degree of membership; subsequently, these weighted 
values are averaged. 

• Quasi-average Method (Modified Center of
Sums, MCS): a weighted average of all elements, 
with the weight of each element defined as the sum 
of the degrees of membership of all elements that 
are greater than or equal to that element. 

• Averaging the Maximum of Maximums
(AMOM): The average values of the elements with 
the maximum membership degree at each iteration 
are calculated. The defuzzified value is the result 
of the last iteration. 

• LOM (Largest of Maxima): the element with
the highest degree of membership in the set is 
selected. 

• SOM (Smallest of Maxima): the element with
the smallest degree of membership in the set is 
selected.  

• Bisector: an element that divides a fuzzy set
into two equal parts (the defuzzified value is exactly 
in the middle of the set). 

2. Statement of the problem of parametric
optimization of the technical appearance 
and design characteristics of multi�apartment 
residential buildings using the method 
of expert assessments 

A comprehensive study of literature and open-
source information allows one to explore the theo- 
retical foundations and standards in the construction 
industry, as well as familiarize oneself with current 
research and best practices, which is very important 
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for the formation of basic knowledge and under- 
standing of what is already known in the field. 

To enrich the system with more practical and 
expert methods, it is also important to interact with 
subject matter experts in the construction industry. 
Experts can gain valuable practical knowledge and 
experience that can be incorporated into the system 
to accurately and realistically simulate the situations 
encountered in the field. 

Thus, the combined approach of collecting 
knowledge from literature sources and interacting 
with professional experts provides a comprehensive 
and reliable knowledge base for creating a prototype 
expert system for problems in the construction 
field. As a rule, the process of developing an expert 
system begins with communication between a know-
ledge engineer and experts in order to adopt their 
experience, knowledge, and decision-making 
methods. A knowledge engineer identifies the key 
aspects, rules, and contexts that experts use to solve 
problems in their field. The knowledge engineer 
then transforms this knowledge into the form of 
rules that can be perceived and used by the expert 
system. The initial stage of expert system develop- 
ment establishes a fundamental framework that 
facilitates subsequent advancements, encompassing 
the capacity to accommodate novel data and re- 
visions to building standards. Filling the know- 
ledge base with logical inference rules plays a 
decisive role in the successful implementation of 
an expert system since the accuracy and complete- 
ness of the knowledge base directly affects the 
system’s ability to adequately analyze data and 
make informed decisions. The rule-filling module 
provides a mechanism for systematizing, structuring, 
and entering acquired knowledge into the expert 
system. Objects, their attributes, and relationships 
are defined in accordance with the accepted know- 
ledge engineering methods used for the design and 
creation of expert systems [18]. Once a model is 
developed, it must be tested on the test data to 
evaluate its accuracy and efficiency. 

As a result of this research, a primary proto- 
type of an expert system was created in the form 
of a software platform with a user interface. In 
accordance with the developed architecture, the 

expert system consisted of separate specialized 
modules. Each module performs its own tasks and 
is designed based on expert knowledge. It should 
be noted that when developing an expert system, 
the number of knowledge bases may not coincide 
with the number of calculation modules that use 
these bases. 

Conclusion 

The research presented in this paper represents 
the development of a methodology for automated 
engineering decision support systems in the con- 
struction industry based on the theory of expert 
systems and the theory of fuzzy sets. The use of the 
logical inference apparatus in the architecture of an 
expert system allows one to navigate engineering 
problems associated with design and construction 
and represents a new, innovative approach to solving 
engineering problems. 

The automation of decision support processes 
in the design of building placement on a construction 
site is an important component of the construction 
industry. This approach helps improve housing 
infrastructure based on expert knowledge and 
increases investor appeal and the overall quality 
of construction projects. Automation of decision-
making in the design process allows you to take 
into account various parameters, ranging from the 
orientation of the building to the cardinal directions 
and ending with engineering requirements. An ap- 
proach to automating decision support for multi-
apartment residential construction problems has 
the potential to speed up construction processes, 
increase the level of safety, ensure the sustainability 
of structures, and ultimately improve the overall 
quality performance of construction projects. 

Based on the calculated numerical values, it is 
possible to build a 3D model of the house on the 
construction site. It is also possible to add infor- 
mation regarding nearby gas pipelines, parking 
lots, trees, and other information to determine the 
required setbacks from the site boundaries. 

The implementation of the proposed metho- 
dology opens up new prospects for the use of expert 
systems for the design of housing facilities and 
stimulates further research in the field of develop- 
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ment of intelligent information systems to determine 
the technical appearance and design characteristics 
of multi-apartment residential buildings. Overall, 
decision-support automation in design and con- 
struction contributes to the development of the 
construction industry. 
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