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При описании полицентровой ионно-координационной полимеризации изопрена на катали-
тической системе GdCl3 × n(i-C3Н7OH)‒Al(i-C4H9)3 решена обратная кинетическая задача для 
схемы процесса с медленным инициированием. Задачу определения числа активных центров 
полимеризации решали путем деконволюции экспериментальных ММР суперпозицией распре-
делений Флори. Найдено, что в полимеризации участвует четыре типа активных центров, кине-
тическое различие которых в процессе формирования фракций полимера с характерными для 
них средними молекулярными массами и наиболее вероятным ММР обусловлено их различием в 
концентрациях предреакционных каталитических центров и константах скоростей протекающих 
на них реакций. Для каждого типа активных центров определены парциальные конверсии расхо-
дования мономера, константы скоростей инициирования, роста цепей и передачи на мономер.
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ВВЕДЕНИЕ

Полицентровость каталитических систем 
полимеризации 1,3-диенов ‒ хорошо известное 
явление [1]. Она связана со сложностью хими-
ческой и физической структуры комплексов 
переходных металлов, которые представляют 
собой активные центры (АЦ) роста цепей. Воз-
можность одновременного сосуществования 
нескольких типов металлокомплексных АЦ, 
каждый из которых обладает собственной ак-
тивностью в процессе полимеризации, прояв-
ляется как кинетическая неоднородность в том 
смысле, что каждый тип АЦ имеет свое соотно-
шение констант скоростей роста и ограничение 
роста цепей (kp/ko) и соответственно формирует 
свою фракцию макромолекул с характерными 
для него средними молекулярными массами и 
ММР, которое должно описываться наиболее 
вероятной функцией Флори. Суперпозиция 
ММР всех фракций проявляется как более или 
менее широкое ММР полимера, образующегося 
на конкретной каталитической системе. Данные 
о числе типов АЦ, их концентрации и кинети-
ческих характеристиках (константах скоростей 
элементарных стадий) являются необходимой 

информацией для определения путей управле-
ния процессом. В связи с этим вопросам иденти-
фикации кинетической схемы полимеризации и 
ее количественных характеристик, расчету ММР 
с помощью обработки экспериментальных ре-
зультатов уделяется много внимания.

Для синтеза полиолефинов и стереорегуляр-
ных полидиенов под действием полицентровых 
ионно-координационных катализаторов ключе-
вым моментом является вопрос не только опре-
деления числа типов АЦ, но и количественного 
описания кинетики полимеризации на каждом 
типе АЦ. Совокупность этих результатов дает 
адекватное представление о механизме процесса 
и значимых характеристиках получаемых поли-
меров – брутто-кинетике процесса полимериза-
ции для любых степеней конверсии, динамике 
средних молекулярных масс и ММР. Для поли-
олефинов разработаны и успешно применяются 
методы моделирования, основанные на декон-
волюции экспериментальных широких ММР 
на их элементарные составляющие (распреде-
ления Флори), позволяющие определять число 
типов АЦ, производящих макромолекулы опре-
деленной длины [2‒4], которые впоследствии 
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используются для определения констант скоро-
стей в кинетической схеме полимеризации [5‒7].

В исследованиях ионно-координационной 
полимеризации 1,3-диенов разработан и успеш-
но использован другой подход ‒ решение об-
ратной задачи формирования ММР с помощью 
метода регуляризации А.Н. Тихонова [8, 9]. Он 
состоит в восстановлении функции распределе-
ния АЦ по соотношению скоростей обрыва и ро-
ста цепей, исходя из данных о суммарном ММР 
полимера. Впервые реализованный для случая 
полимеризации этилена на Ti-Mg катализато-
рах, данный подход позволил получить распре-
деление АЦ по кинетической неоднородности в 
координатах ψ(lnβ)‒lnM , где ψ(lnβ)‒ функция 
распределения по вероятности обрыва цепи 
[10]. При исследовании ионно-координацион-
ной полимеризации диенов метод регуляриза-
ции А.Н. Тихонова был использован для поиска 
функции ψ(lnβ) из среднемассового ММР, полу-
чаемого методом ГПХ. Для этого функция ψ(lnβ) 
разбивалась на определенное число элементар-
ных гауссовых функций, площадь которых про-
порциональна кинетической активности i-го АЦ 
(~ kpCi). Подход применяли при исследовании 
кинетической неоднородности титановых, вана-
диевых и лантанидных (неодимовых) каталити-
ческих систем [11‒15]. 

Задача определения кинетических параметров 
для каждого типа АЦ решалась на основании мо-
дели разделения многоцентрового механизма по-
лимеризационного процесса на одноцентровые, 
позволившей построить кинетические модели 
для каждого типа АЦ и решить обратную зада-
чу определения констант и концентраций АЦ из 
их распределения по кинетической активности 
[12, 16, 17]. Решение хорошо описывает конвер-
сионные зависимости и средние значения моле-
кулярных масс, однако широкое полимодальное 
ММР полимера адекватно описать не удается.

В работе [18] при моделировании полимери-
зации бутадиена на полицентровом титановом 
катализаторе для идентификации кинетической 
схемы процесса и определения кинетических 
параметров экспериментальное ММР аппрок-
симировано суперпозицией распределений 
Флори, как в работах [2‒4]. Прямую задачу мо-
делирования полимеризации решали методом 
Монте-Карло с помощью разработанного ин-
версного алгоритма [19, 20]. Показано, что для 
идентификации кинетической схемы полимери-
зации диенов на полицентровых катализаторах 
недостаточно совпадения экспериментальных и 
расчетных конверсионных зависимостей выхода 
полимера и зависимостей средних молекуляр-
ных масс от времени полимеризации. Требуется 

также совпадение экспериментальных и расчет-
ных ММР при всех временах полимеризации.

В настоящей работе аналогичный подход ис-
пользован для описания кинетики полимериза-
ции изопрена на полицентровой каталитической 
системе на основе изопропанольного сольвата 
хлорида гадолиния GdCl3 × n(i-C3Н7OH)‒Al(i-
C4H9)3. Ее полицентровость показана решением 
обратной задачи формирования ММР с помо-
щью метода регуляризации А.Н. Тихонова [21, 
22]. В настоящее время в литературе содержится 
крайне мало данных, касающихся гадолиниевых 
каталитических систем в полимеризации 1,3-ди-
енов, при этом зачастую отмечается их более 
низкая активность по сравнению с неодимовыми 
катализаторами [23, 24] при одинаковой техно-
логии приготовления. Вместе с тем содержание 
1,4-цис-звеньев в получаемых полиизопренах со-
ставляет до 99.1%, что обеспечивает лучшие физи-
ко-механические показатели вулканизатов на его 
основе по сравнению с “неодимовым” каучуком 
[25]. Сведений о кинетическом анализе процесса 
полимеризации изопрена на гадолиниевых ката-
лизаторах на современном уровне в литературе 
нет, что и определило выбор цели исследования. 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ

Толуол (ч.д.а., Общество с ограниченной 
ответственностью “АО РЕАХИМ”) кипятили 
над металлическим натрием в течение 6 ч, за-
тем перегоняли над триизобутилалюминием. 
Изопрен (техн., имп. 99% “Sigma-Aldrich”) очи-
щали от стабилизатора, затем перегоняли над 
триизобутилалюминием и гадолиниевым ката-
лизатором. Метанол (х.ч. Акционерное обще-
ство “ВЕКТОН”) очищали простой перегонкой, 
изопропиловый спирт квалификации х.ч. (Об-
щество с ограниченной ответственностью “АО 
РЕАХИМ”) очищали простой перегонкой и аб-
солютировали. ТГФ квалификации ч.д.а. (техн., 
имп. “РусХим”) выдерживали над КОН, затем 
кипятили в присутствии KOH в течение 1 ч, да-
лее – перегоняли; перегнанный ТГФ хранили в 
присутствии стабилизатора ионола. HCl квали-
фикации х.ч. (Общество с ограниченной ответ-
ственностью “АО РЕАХИМ”), ионол (марка А, 
Акционерное общество “Химреактивснаб”), 
жидкий парафин квалификации х.ч. (Акцио-
нерное общество “ЛенРеактив”), триизобути-
лалюминий (раствор триизобутилалюминия в 
толуоле (высший сорт, Акционерное общество 
“Синтез-Каучук”), КОН квалификации ч.д.а. 
(Акционерное общество “ЛенРеактив”), гептан 
(эталонный Акционерное общество “ЛенРеак-
тив”) использовали без дополнительной очист-
ки. Аргон (высший сорт, с содержанием Ar не 
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менее 99.993%, “Linde”) очищали через систему 
колонок, заполненных прокаленными оксидом 
алюминия и хлористым кальцием.

Все операции проводили в атмосфере арго-
на. Растворитель и мономер хранили в сосудах 
Шленка. Хлорид гадолиния синтезировали пу-
тем кипячения оксида гадолиния в насыщенном 
HCl изопропиловом спирте. Полученный гекса-
гидрат сушили на вакуумном насосе до постоян-
ной массы.

Для приготовления каталитической системы 
использовали коллоидную дисперсию GdCl3 × 
× n(i-C3Н7OH), которую получали следующим 
образом: кристаллогидрат GdCl3 × mH2O рас-
творяли в кипящем изопропаноле, подкислен-
ном HCl, затем в полученный раствор добавляли 
по каплям гептан до полного выделения нано-
размерных частиц сольвата. Выпавшие частицы 
промывали абсолютным изопропанолом и су-
шили под вакуумом. 

Приготовление катализатора GdCl3 × n(i-
C3Н7OH)–Al(i-C4H9)3 и проведение полимери-
зации изопрена осуществляли как в работе [26]. 
Условия полимеризации: [М]0 = 1.5 моль/л, толу-
ол, 25°С, [Gd]0 = 5 × 10-3 моль/л, [Al(i-C4H9)3]0 = 
= 0.06 моль/л. Выход полиизопрена определяли 
гравиметрически.

Молекулярные характеристики (Mw, Mn и Ð) 
полученных полимеров определяли методом 
гель-проникающей хроматографии на жид-
костном хроматографе “МАЭСТРО ВЭЖХ” с 
рефрактометрическим детектором (30 °С, элю-
ент ТГФ, скорость элюирования 1.0 мл/мин). 
Систему колонок, три колонки SDV (стирол 
дивинильный сополимер: размер пор колонок  
1000 Å‒100000 Å‒10000000 Å) калибровали по уз-
кодисперсным полистирольным стандартам.

Анализы выполняли на оборудовании Цен-
тра коллективного пользования “Химия” Уфим-
ского института химии и Регионального центра 

коллективного пользования “Агидель” Уфимско-
го федерального исследовательского центра РАН.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Как показано в работе [26], кинетические 
зависимости полимеризации изопрена на ка-
талитической системе GdCl3 × n(i-C3Н7OH) 
–Al(i-C4H9)3 имеют s-образный вид, свиде-
тельствующий о медленном инициировании 
полимеризации. Данные полимеризационного 
эксперимента приведены в табл. 1.

Широкие ММР (Ð) наглядно свидетельству-
ют о полицентровости полимеризационного 
процесса. 

Деконволюция ММР

Деконволюцию экспериментальных ММР, 
согласно работам [5, 27], провели в виде супер-
позиции распределений Флори

dwt
d M

M W

Y M M M Mj

j

N

n
j

n
j

log
( )

ln / exp /

≡ =

= ⋅

 ⋅ −


=

∑10
1

2 , 

где N – число типов АЦ.

При деконволюции экспериментального 
ММР, аппроксимации экспериментальной об-
щей конверсии мономера, парциальных конвер-
сионных зависимостей на каждом типе АЦ ми-
нимизировали соответствующие функционалы 
(Приложение). 

Типичные результаты деконволюции на при-
мере ММР при 60 мин полимеризации пред-
ставлены на рис. 1. Cумма массовых долей Y j 
фракций полимеров, полученных на АЦ j-типа, 
определенных в процедуре деконволюции, близ-
ка к единице (табл. 2). Это признак корректности 

Таблица 1. Временные зависимости выхода полимера и его молекулярно-массовых характеристик

t, мин U, % Pn × 10–3 Pw × 10–3 Ð t,
мин U, % Pn × 10-3 Pw × 10-3 Ð

7  5.1 3.6 17.3 4.8  80 70.4 2.6 18.8 7.1
15  9.9 4.2 20.9 4.9  90 77.2 3.8 21.2 5.6
30 24.5 4.3 22.0 5.1 100 79.0 3.0 18.4 6.0
40 39.7 2.8 21.5 7.5 110 82.5 3.9 21.0 5.3
50 47.2 3.8 21.5 5.7 140 90.3 2.8 17.5 6.2
60 56.7 2.7 18.4 6.7 160 92.9 3.5 20.5 5.9
70 61.9 3.0 20.1 6.8 180 95.1 3.0 18.4 6.1
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ММР при условии, что оно является суперпо-
зицией распределений Флори с высоким зна-
чением коэффициента корреляции Пирсона. 
Проводили деконволюцию всех эксперимен-
тальных ММР при разном числе типов АЦ. Для 
наилучшего совпадения экспериментального и 

суперпозиционного ММР необходимо и доста-
точно число типов АЦ, равное 4 (табл. 2). 

При этом парциальные среднечисленные сте-
пени полимеризации Pn = Mn/m0, где m0 = 68.12 – 
моль-масса звена, практически не зависят от 
времени полимеризации (табл. 3), что свиде-
тельствует о постоянном отношении скоростей 
реакции роста и обрыва цепей, характерном для 
реакции передачи цепи на мономер, и об отсут-
ствии других реакций передачи цепи. 

Аппроксимация общей конверсии  
в моноцентровом приближении

Аналогично работе [26] для моноцентровой 
модели полимеризации изопрена решили обрат-
ную задачу определения брутто-значений кине-
тических параметров. Эти значения необходи-
мы для расчета общей концентрации мономера  
при аппроксимации парциальных зависимо-
стей U j и Pn 

j.
Кинетическая схема в моноцентровом при-

ближении [26] имеет следующий вид:
инициирование x M Ck

i+ → 1

рост  C M Cp
k

p
p+ → +1

передача на мономер C M C Pp
k

p
m+  → +1 ,

где x – предреакционный центр; M – мономер; 
Cp – растущая “живая” цепь (АЦ); Pp – мертвая 
цепь; p – степень полимеризации; ki, kp, km – 
брутто-константы скоростей реакций иниции-
рования, роста цепей и передачи цепи на моно-
мер. Кинетической схеме соответствует система 
дифференциальных уравнений:

d x
dt

k x Mi
[ ] [ ][ ]= −

 d C
dt

k x Mi
[ ] [ ][ ]=  (I)

d M
dt

k C M k C M k x Mp m i
[ ] [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]= − − −

d P
dt

k C Mm
[ ] [ ][ ]=

с начальными условиями [x](0) = [x]0, [С](0) = 0, 
[M](0) = [M]0, [P](0) = 0. Здесь [С], [P] – концен-
трация всех растущих и всех мертвых цепей.

При условии kp >> km приближенным реше-
нием системы дифференциальных уравнений (I) 
являются следующие формулы для расчета кон-
центрации мономера и конверсии:

[ ]( )

[ ] exp
[ ]

( exp( )) [ ]

M t

M
k x

k
k t k x tp

i
i p
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≈ ⋅ − − −
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0
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Рис. 1. Деконволюция при N = 4: 1–4 – парциаль-
ные распределения Флори, 5 – экспериментальное 
ММР, 6 – суперпозиционное ММР полиизопрена 
при 60 мин.

Таблица 2. Сумма массовых долей фракций полиме-
ра (Y j), коэффициент корреляции, среднеквадратич-
ное отклонение

Число типов АЦ SY j R2 S·102

3 0.985 0.9797 2.8
4 1.003 0.9934 1.6
5 1.004 0.9943 1.5

Таблица 3. Парциальные величины для АЦ четырех 
типов

t,
мин

Uj, % Pn
j × 10-3

1 2 3 4 1 2 3 4
  7  0.9  1.7  1.6  0.9 1.1 3.4 7.8 29.3
 15  1.5  2.9  3.0  2.6 1.0 3.5 7.8 29.7
 30  3.6  6.5  7.8  6.8 1.1 3.4 7.6 30.7
 40  5.9 10.0 13.0 10.7 0.8 2.8 7.3 31.6
 50  6.9 12.1 16.0 12.7 0.9 2.9 7.2 32.2
 60  9.8 15.2 19.0 12.9 0.7 2.4 6.7 30.6
 70  9.1 14.4 21.7 16.6 0.8 2.6 6.7 29.0
 80 10.0 17.1 25.8 17.6 0.6 2.1 6.2 29.1
 90 12.0 19.1 25.4 21.5 0.9 2.9 7.0 30.2
100 11.0 19.8 30.2 19.0 0.6 2.0 6.2 28.6
110 13.5 21.3 26.1 22.8 1.0 3.1 7.1 30.2
140 13.2 22.4 34.7 20.8 0.6 2.1 6.3 27.9
160 13.7 22.9 32.8 24.1 0.8 2.8 7.2 30.1
180 15.1 24.8 33.8 21.9 0.7 2.5 7.0 29.1
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Экспериментальные данные для конверси-
онной зависимости (табл. 1) отлично аппрокси-
мируются численным решением системы диф-
ференциальных уравнений (I) (рис. 2, кривая 3) 
с коэффициентом корреляции R2 = 0.9991. 

Результаты расчетов по приближенным фор-
мулам (1)–(2) близки к численному решению 
системы дифференциальных уравнений (I) в 
моноцентровом приближении (рис. 2) при таких 
значениях кинетических параметров: [предреак-
ционный центр]0 = 3.7 × 10–7 моль/л, ki  = 4.4 × 10–2, 
kp = 56000 (моль/л)–1мин–1 [26]. Впоследствии 
эти значения использовали при аппроксимации 
парциальных конверсий. 

Аппроксимация парциальных зависимостей
Здесь необходимо учесть расход мономера при 

полимеризации на АЦ всех четырех типов (а не 
только при полимеризации на АЦ какого-либо 
типа). Соответственно для моноцентровой по-
лимеризации изопрена на АЦ j-го типа система 
дифференциальных уравнений выглядит следу-
ющим образом:

d x
dt

k x M
j

i
j j[ ] [ ][ ]= −

 d C
dt

k x M
j

i
j j[ ] [ ][ ]=  (Iа)

d M
dt

k C M k C M k x M
j

p
j j

m
j j

i
j j[ ] [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]= − − −

d P
dt

k C Mm
j j[ ] [ ][ ]= ,

где [xj], [Cj] – концентрация предреакционного 
центра и АЦ j-го типа, [ ]M j  – парциальная кон-
центрация мономера. Текущую общую концен-
трацию мономера [M] рассчитывали по форму-
ле (6), а парциальную конверсию вычисляли по 
формуле U M Mj j= −1 0[ ] [ ] .

При аппроксимации “деконволюционных” 
зависимостей Uj(t) и Pn

j(t) решением системы 
дифференциальных уравнений (Iа) искомыми 
кинетическими параметрами являются: [xj]0 – 
начальная концентрация предреакционного 
центра j-го типа и kp

j, ki
j, km

j – константы скоро-
стей реакций, протекающих с участием АЦ j-го 
типа. Для успешного решения обратной задачи 
определения кинетических параметров необхо-
димо задать адекватные стартовые значения этих 
параметров. В первую очередь для наиболее зна-
чимого параметра – константы скорости реак-
ции роста цепей.

Представляется правильным начать с четвер-
того типа АЦ, производящих макромолекулы 
максимальной длины. По методике, описанной в 
работе [28], оценили константу скорости роста 
цепей, исходя из максимальной степени полиме-
ризации pmax экспериментального ММР при наи-
меньшем экспериментальном времени полиме-
ризации 7 мин.: Мmax ≈ 107, pmax = 107/68.12 ~150000. 
Степень полимеризации при росте одной макро-
цепи при условии ее активности с самого начала 
равна p ≈ [M]0 kp t [29]. Отсюда минимальное зна-
чение константы скорости реакции роста це- 
пей k p M tp

min
max /> [ ]( )0 : kp

4
 = 150000/(1.5×7) ≈ 

0.0

1.6
1.4
1.2
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2

U, %[M], M
100

t, мин

1

3

4
5

2

100500 150 200

80

60

40

20

0

Рис. 2. Зависимость концентрации мономера (1, 2) и конверсии изопрена (3–5) от времени полимериза-
ции: 1, 3 – решение системы дифференциальных уравнений; 2, 4 – расчет по формулам; 5 – эксперимент.
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≈ 15000 (моль/л)-1мин-1. И это без учета реакции 
передачи цепи. С учетом реакции передачи цепи 
минимальное значение kp

4
 следует увеличить 

примерно в 10 раз: kp
4

  ≈ 150000 (моль/л)-1мин-1. 
Покажем это. Задавая kp

4 = 15000 (моль/л)-1мин-1 
и, варьируя [предреакционный центр]0

4, ki
4, km

4, 
в результате аппроксимации U4(t) и Pn

4(t) получи-
ли следующие значения кинетических параме-
тров: km

4 = 0.5, ki
4 = 2.0 × 10-2 (моль/л)-1мин-1, 

[предреакционного центра]0
4 = 4.35 × 10-7 моль/л. 

При этих значениях кинетических параметров 
парциальная конверсия U4(t) описывается точно, 
а среднечисленная степень полимеризации неу-
довлетворительно (рис. 3, кривая 2). 

Это связано с тем, что расчетное ММР 
(рис. 4, кривая 2) отличается от распределе-
ния Флори (рис. 4, кривая 1) и является более 

узким: Ð  = 1.91. По значению полидисперсно-
сти, поведению зависимости Pn(t) (рис. 3) и рас-
четному ММР сделали вывод, что значение kp

4 =  
= 15000 (моль/л)–1мин–1 не обеспечивает соответ-
ствия расчетных и экспериментальных данных. 
В связи с этим с учетом реакции передачи цепи 
на мономер стартовое минимальное значение kp

4
 

увеличили в 10 раз: kp
4  ≈ 150000 (моль/л)–1мин–1. 

При этом значении kp
4 модельное ММР является 

распределением Флори (рис. 4, кривая 3).
Далее провели аппроксимацию парциальной 

конверсии мономера U4(t) решением системы 
дифференциальных уравнений (Iа) в прибли-
жении моноцентровой полимеризации, фикси-
руя km

4 и варьируя [предреакционного центра]0
4, 

kp
4, ki

4. Затем аппроксимировали зависимость 
Pn

4(t) решением системы дифференциальных 

Таблица 4. Кинетические параметры полимеризации изопрена на АЦ разного типа

Тип АЦ [Предреакционный центр]0 × 107, моль/л
ki × 102 kp × 10-3 km

 (моль/л)–1мин-1

“Деконволюционные” параметры
1 1.7 1.4  30 36
2 1.2 3.9  40 14
3 1.8 2.4  48   6.9
4 0.3 2.4 202   6.7

Аппроксимация ММР
1 1.7 1.4  27 34
2 1.2 4.0  39 15
3 1.7 2.8  52   8.0
4 0.4 2.7 143   4.9
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Рис. 3. Парциальная конверсия изопрена (1) и среднечисленная степень полимеризации полиизопрена при  
kp

4 = 15000 (2) и 150000 M-1мин-1 (3).
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уравнений (Iа), варьируя только km
4. Аналогич-

ные процедуры провели для других парциальных 
зависимостей. Полученные “деконволюцион-
ные” кинетические параметры (табл. 4) позво-
ляют адекватно описать парциальные зависимо-
сти U j(t) и Pn

j(t) (рис. 5). 

Определение кинетических параметров 
полицентровой полимеризации

Кинетическая схема полицентровой полиме-
ризации в исследуемой системе аналогична схе-
ме реакций, описанной в работе [18] для полиме-
ризации бутадиена:

инициирование x M Cj k j
i

j

+  → 1

рост цепи C M Cp
j k

p
j

p

j

+  → +1

передача цепи C M C Pp
j k j

p
m

j

+  → +1 , 
на мономер
где xj – предреакционный центр j-го типа; M – 
мономер; Cp

j
 – растущая “живая” цепь на АЦ 

j-го типа; p – степень полимеризации; Pp – мерт-
вая цепь; k k ki

j
p
j

m
j, , – константы скоростей реак-

ций инициирования, роста цепей, передачи 
цепи на мономер на АЦ j-го типа, j = 1–4 – номер 
АЦ. Приведенной схеме реакций соответствует 
система дифференциальных уравнений

d x
dt

k x M
j

i
j j[ ] [ ] [ ]= − ⋅ ⋅

 d C
dt

k x M
j

i
j j[ ] [ ] [ ]= ⋅ ⋅  (II)

d M
dt

k C M k C M

k x M
p
j j

m
j j

i
j j

j

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [

=
− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −

− ⋅ ⋅











=
∑

1

4

d P
dt

k C Mm
j j

j

[ ] [ ] [ ]= ⋅ ⋅
=
∑

1

4

с начальными условиями [ ] ( ) [ ]x xj j0 0= , [Cj](0) = 
= 0, [M](0) = [M]0, [P](0) = 0. Здесь [Cj] – концен-  
трация живых цепей любой длины, [P] – концен-
трация всех мертвых цепей. Соответственно при-
веденной выше схеме реакций моделировали по-
лицентровую полимеризацию изопрена на АЦ 
четырех типов. Использование “деконволюцион-
ных” параметров, полученных при аппроксима-
ции парциальных конверсий (табл. 4), позволило 
сразу хорошо описать конверсию мономера, 
средние степени полимеризации, а также поли-
дисперсность полимера и ММР (табл. 5). 

Далее провели аппроксимацию всех ММР су-
перпозицией распределений Флори, рассчитан-
ной в ходе решения системы дифференциаль-
ных уравнений (II). При этом минимизировали 
функционал (4) (Приложение 1) при варьирова-
нии всех 16-ти параметров: [предреакционный 
центр]0

j, kp
j, ki

j, km
j. В качестве стартовых значе-

ний использовали “деконволюционные” значе-
ния, которые в результате аппроксимации ММР 
изменились незначительно (табл. 4). Данные 
значения параметров использовали для расчета 
зависимостей U(t), Pn(t), Pw(t) (рис. 6) при реше-
нии системы дифференциальных уравнений (II). 
Расчетные функции сравнивали с эксперимен-
тальными данными, вычисляя коэффициент 
корреляции Пирсона R2, среднеквадратичное 
отклонение S и относительную погрешность δ. 
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Рис. 4. Распределение Флори (1) и модельные ММР 
после 7 мин полимеризации при kp4 = 15000 (2) и 
150000 M-1мин-1 (3).
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Рис. 5. Зависимость парциальных конверсий изо-
прена на АЦ типов 1–4 от времени полимеризации. 
Точки – “деконволюционные” значения, линии – 
аппроксимация.
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Рис. 7. ММР полиизопрена при времени полимеризации 7 (1), 15 (2), 30 (3), 40 (4), 60 (5), 70 (6), 80 (7), 100 (8), 
110 (9), 140 (10), 160 (11) и 180 мин (12). Черные линии – эксперимент, пунктир – аппроксимация, серые линии – 
метод Монте-Карло.
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Рис. 6. Зависимость конверсии изопрена и средних степеней полимеризации полиизопренаот времени полимери-
зации. Точки – эксперимент, линии – решение системы дифференциальных уравнений.
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Отметим, что никакую аппроксимацию за-
висимостей U(t), Pn(t), Pw(t) и D(t) при расчетах 
полицентровой полимеризации не проводили, 
а осуществляли только аппроксимацию ММР. 
Наконец, провели моделирование полимериза-
ции методом Монте-Карло (рис. 7). Совпадение 
модельных и экспериментальных данных хоро-
шее, погрешности невелики (табл. 5). Необхо-
димо отметить, что проведение аппроксимации 
ММР суперпозицией распределений Флори 
полностью легитимно только в случае отсутствия 
других реакций передачи цепи, кроме передачи 
цепи на мономер.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

 Полимеризация изопрена, осуществляемая на 
каталитической системе GdCl3 × n(i-C3Н7OH)–
Al(i-C4H9)3 является кинетически неоднородной, 
что обусловлено полицентровостью самой ката-
литической системы, включающей четыре типа 
АЦ. Процесс полимеризации описывается ки-
нетической схемой, учитывающей стадию мед-
ленного инициирования реакции роста цепей. 
Для совпадения расчетных и экспериментальных 
конверсионных зависимостей средних степеней 
полимеризации и ММР в кинетической схеме 
достаточно учесть только стадию ограничения 
роста цепей передачей на мономер. Полицентро-
вость, т.е. кинетическое различие АЦ в процессе 
формирования фракций полимера с характер-
ными для них средними молекулярными масса-
ми и наиболее вероятным ММР обусловлено их 
различием в концентрациях предреакционных 
каталитических центров ([предреакционный 
центр]0), константах скоростей инициирования 
роста, роста цепей и передачи на мономер. Более 

всего АЦ различаются между собой по констан-
там скоростей роста и передачи цепи на мономер. 

Работа выполнена при финансовой поддерж-
ке Российского научного фонда (проект 23-13-
20024, https://rscf.ru/project/23-13-20024/).

Приложение 
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 (1)

и определяли парциальные среднечисленные 
массы M n

j
 и доли мономера Y j, заполимеризо-

ванного на активных центрах полимеризации 
(АЦ) j-го типа. Суммирование по индексу i про-
водили по всем экспериментальным точкам 
ММР, N – число типов АЦ.

При аппроксимации экспериментальной об-
щей конверсии мономера Uэксп(t) решением си-
стемы дифференциальных уравнений U(t) мини-
мизировали функционал 

 F x k k U Ui p i i
i

n

([ ] , , )0
1

2

= − 
=
∑ эксп , (2)

где [x]0 – общая начальная концентрация пред-
реакционного центра; ki, kp – брутто константы 
скорости реакций инициирования и роста це-
пей: U Ui i, эксп – расчетное и экспериментальное 
значения конверсии в момент времени ti; n – 
число экспериментальных точек. Фиксировали 
значение kp = 56000 M-1мин-1, определенное в ра-
боте [1], и варьировали [x]0 и ki.

При аппроксимации парциальных конвер-
сионных зависимостей U j(t) решением системы 
дифференциальных уравнений U(t) минимизи-
ровали функционал 

 F x k k U Uj
i
j

p
j

i i
j

i

n

([ ] , , )0
1

2

= − 
=
∑ , (3)

варьируя для АЦ каждого типа начальные кон-
центрации предреакционного центра [ ]x j

0  и кон-

Таблица 5. Статистические показатели совпадения 
расчетных и экспериментальных зависимостей

Параметр R2 S δ, %

“Деконволюционные” параметры
U 0.9991 2.8 4
Pn 0.9637 570 16
Pw 0.9920 2400 8
D 0.9673 1.31 12

ММР 0.9952 2.90 × 10-2 7
Аппроксимация ММР

U 0.9991 2.0 3
Pn 0.9638 570 16
Pw 0.9921 1700 6
D 0.9674 1.25 10

ММР 0.9961 2.84 × 10-2 7
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станты скоростей реакций инициирования ki
j и 

роста цепей kp
j . Парциальную конверсию моно-

мера при полимеризации на АЦ j-го типа вычис-
ляли по формуле

U t Y U tj j( ) ( ).= ⋅ эксп ,

(Uэксп.(t) – общая экспериментальная конверсия 
за время полимеризации t).

При решении обратной задачи определения 
кинетических параметров полицентровой по-
лимеризации путем аппроксимации нескольких 
экспериментальных ММР W(t, M) искали мини-
мум функционала:

 

F x k k k

W t M

Y t M M t

j
i
j

p
j

m
j

i

j

j

N

i n
j

([ ] , , , )

( , )

ln ( ) ( )

0

1
10

=

=

−

− ⋅


=
∑  ×

× −



























∑∑
2

2

exp ( )M M ti n
j

it

, (4)

где M tn
j
( )  – парциальные среднечисленные мас-

сы в момент полимеризации t и доли мономера 
Yj(t) рассчитывали при решении системы диф-
ференциальных уравнений. 
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