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В статье рассмотрен методический подход к оцениванию требуемой тяги для пере-
лета между компланарными круговыми орбитами с помощью электрического ракет-
ного двигателя (ЭРД) за заданное время. Выведены аналитические зависимости тяги 
ЭРД от времени перелета между круговыми компланарными орбитами и текущего 
радиуса от полярного угла. Полученные зависимости могут использоваться для ис-
следования орбитальной динамики космического аппарата под действием непрерыв-
но приложенной тяги ЭРД, действующей по вектору скорости. Представленные зави-
симости получены относительно полярной системы координат.
Ключевые слова: электрический ракетный двигатель, тяга, орбитальный маневр, по-
лярная система координат.

The article considers a methodical approach to estimating the required thrust for a flight 
between coplanar circular orbits using an electric rocket engine (ERE) for a given time. 
Analytical dependencies of the ERE thrust on the flight time between circular coplanar 
orbits and the current radius on the polar angle are derived. The obtained dependencies 
can be used to study the orbital dynamics of a spacecraft under the action of continuously 
applied thrust of an electric propulsion engine acting along the velocity vector. The 
presented dependencies are obtained relative to the polar coordinate system.
Keywords: electric rocket engine, thrust, orbital maneuver, polar coordinate system.

Введение

Одним из направлений развития ракет-
но-космической техники является разработка 
электрических ракетных двигателей (ЭРД). Кро-
ме хорошей экономичности ЭРД обладают ре-
сурсом работы в течение тысяч и десятков тысяч 
часов [1]. 

Электрические ракетные двигатели в соста-
ве космического аппарата (КА) позволяют обес
печить решение следующих задач:

– освоение дальнего космоса;
– доставка грузов к Луне;
– изменение и корректировка орбит косми-

ческих аппаратов;
– высокоточное управление КА на орбите и др.
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Важным этапом создания ЭРД являются 
проведение летных испытаний в составе КА.

При этом одной из задач при оценивании 
параметров работы ЭРД при выполнении про-
ектных расчетов, а также при проведении лет-
ных испытаний является задача по оцениванию 
создаваемой ЭРД тяги. Как правило, ЭРД отно-
сятся к ракетным двигателям малой тяги и при 
работе создают малу тягу в диапазоне от 1 до 
100 мН.

Один из способов оценивания тяги ЭРД КА 
при орбитальном полете основан на радиоконт
роле траектории КА. В этом случае тяга ЭРД 
оценивается по изменению параметров движе-
ния КА или по изменению параметров орби-
ты [2].

В предлагаемом методическом подходе для 
оценивания тяги ЭРД используются данные об 
изменении высоты орбиты КА и продолжитель-
ности работы ЭРД.

В общем случае траектория полета КА 
в  центральном поле сил, когда ЭРД развивает 
постоянную тягу, представляет собою спираль. 
Кроме того, считают, что исходная (начальная) 
орбита  — круговая, а постоянная тяга ЭРД на-
правлена по скорости.

Расчет перелета между орбитами с помощью 
ЭРД за заданное время остается сложной зада-
чей, требующей учета нелинейности динамики 
орбитального движения [3]. Аналитические ре-
шения дифференциальных уравнений движе-
ния КА с ЭРД освещены в открытой печати не-
достаточно широко. Анализ литературы выявил 
три основных подхода к оцениванию тяги ЭРД, 
представленных в табл. 1.

При этом для оценивания тяги ЭРД необхо-
димо знать радиус исходной круговой орбиты, 
изменение высоты орбиты за время работы ЭРД 

и массу КА. Параметры орбиты могут быть дос
таточно точно измерены с помощью современ-
ных средств радиоконтроля, а масса КА должна 
быть известна заранее (например, по результа-
там наземных измерений).

В работе приняты следующие ограничения 
и допущения:

– гравитационное поле Земли — централь-
ное;

– масса КА — постоянная;
– начальная и конечная орбиты — компла-

нарные.

Математическая постановка задачи

В заданный начальный момент времени 
0 0t =  КА движется по круговой орбите радиу-

са 0r . Требуется оценить требуемую тягу ЭРД 
для осуществления перелета между двумя ком-
планарными орбитами. Движение происходит 
в центральном гравитационном поле Земли. КА 
оснащен ЭРД, который обеспечивает непрерыв-
ное, направленное по вектору скорости действие 
тяги F



. Расчет ведется относительно полярной 
системы координат (ПСК), заданной радиаль-
ным 0r  и трансверсальным 0p  единичными век-
торами (рис. 1). Центр ПСК, совпадает с цент
ром масс Земли.

Состояние КА, находящегося на переходной 
орбите, описывается относительно ПСК набо-
ром из четырех переменных }{ , , ,r pr V Vϕ ,
где r — радиус орбиты КА;
	 ϕ  — полярный угол;

	 rV  — r
drV
dt

=  радиальная составляющая ско-
рости;

	 pV  — p
dV r
dt
ϕ

= ⋅  трансверсальная составляю
щая скорости.

Таблица 1
Основные подходы к оцениванию тяги ЭРД

Подход к оцениванию тяги ЭРД Автор Особенности

Энергетический метод Эдельбаум Т.Н., 1965 [4] Оценивает маневры с 
тангенциальными ускорениями

Оптимальное управление Понтрягин Л.С., 1961 [5–8] Требует сложного численного решения

Параметрические аппроксимации Петропулос А., 2003 [9, 10]

Предоставляет ограниченную 
точность определения тяги, так как 
расчет произведен для центрального 
гравитационного поля
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Двумерная динамика КА описывается сле-
дующими нелинейными дифференциальными 
уравнениями:

	

2

2sin ;

cos ,

pr

p r p

VdV F
dt m r r
dV V VF
dt m r

 µ
= ⋅ α − +


⋅ = ⋅ α −

	 (1)

где	 m  — масса КА;
	 α  — угол между вектором скорости и силой:

	 0 0arctan r rV V
V Vϕ ϕ

α = α + ≈ α + 	

при следующих начальных условиях:

	 н0tr r= = ; | 0 0t=ϕ = ; 0 0r tV = = ; 0
н

,p tV
r=

µ
= 	

где ϕ  — полярный угол.
С учетом уравнения (1) необходимо опре-

делить полярный угол ( )tϕ , радиус вектор ( )r t , 
время перелета ( )t ϕ  и на основании определен-
ных параметров найти тягу F .

Аналитическое решение

Уравнения (1) содержат малый параметр F . 
Решение данной задачи будет выполнено мето-

дом разложения в ряд по степеням малого пара-
метра F  [11, 12] (все дальнейшие расчеты про-
изведены при 0α = ):

	

( )
( )
( )

0 1 2
0 1 2

0 1 2
0 1 2

0 1 2
0 1 2

;

;

,

p p p pV t F V F V F V

r t F r F r F r

t F F F

= ⋅ + ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅ + ⋅

ϕ = ⋅ϕ + ⋅ϕ + ⋅ϕ 	 (2)

где	 0pV , 1pV , 2pV , 0 ,r  1,r  2 ,r  0ϕ , 1ϕ , 2ϕ  — коэф-
фициенты разложения.

При этом поперечные и радиальные скорос
ти определяются в соответствии с [13]:

	

0
0 0

01
1 0 1

0 1
0 1

;

;

;  .

p

p

r r

dV r
dt

ddV r r
dt dt

dr drV V
dt dt
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

ϕϕ = ⋅ + ⋅



= =
	

После подстановки рядов (2) в уравнения (1) 
и приравнивания членов при одинаковых степе-
нях F , в результате математических преобразо-
ваний получены коэффициенты нулевого поряд-
ка по F :

	

0 н 0

0
0

0 3
0

;  0;

;

rr r V

V
r

t
r

ϕ

= =


µ =



µϕ = ⋅


	 (3)

и коэффициенты первого порядка по F :

1 3 3
0 0

3
0

1 2 sin ;pV t t
r r

m
r

  µ µ
= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅    µ   ⋅

1 3
0

3 3
0 0

1 2 sin 2 ;r t t
r

m
r r

  µ
= ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅   µ µ  ⋅  

 

Рис. 1. Расчетная схема движения 
под действием постоянно приложенной тяги F
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(6)	

н

3
н

3 3
н н

( )

2 sin ( ) 2 ( ) .

r r

F t t
r

m
r r

ϕ = +

  ⋅ µ
+ ⋅ − ⋅ ⋅ ϕ + ⋅ ϕ   µ µ  ⋅  

  	

Пример оценивания тяги ЭРД

В качестве примера использования разра-
ботанного подхода приведены результаты моде-
лирования движения КА при исходных данных, 
представленных в табл. 2.

Результаты расчета представлены в виде за-
висимостей приложенной тяги от времени пере-
лета на рис. 2.

В качестве примера траектории перелета 
между компланарными орбитами, построенной 
по уравнению (6), представлен график на рис. 3. 
Ввиду малости действующей тяги ЭРД и боль-
шом числе витков, траектория перелета показана 
для увеличения высоты на 30H∆ = км.

Заключение

Разработанный подход позволяет оцени-
вать тягу ЭРД для перелета между заданными 
компланарными орбитами за требуемое время. 
Аналитические выражения дают возможность 
быстро проводить предварительные расчеты без 
необходимости численного интегрирования сис
темы уравнений движения. Показано, что время 

В виду малости F  рассматриваем только 
первые два члена разложения рядов (2). Подстав-
ляя (3) в формулу (2), после преобразований по-
лучены полярный угол ( )tϕ , радиус вектор ( )tr  и 
время перелета ( )t ϕ  под действием тяги двига-
тельной установки малой тяги (ДУМТ).

		  (5)

2

3
0 0

3
0 0

3
3 0

0

2
0

0 3 3
0 0

( ) ;
2

2 sin 2
( ) ;

2

( ) .

F tt t
r r m

t tFt r r
m r

r

m F rm r
r m r

t
F

µ ⋅
ϕ = ⋅ −

⋅ ⋅

  µ
− ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅   = + ⋅ µ  µ  ⋅  

 ⋅µ − ⋅ ⋅ ⋅ϕµ
⋅ −  ⋅ ϕ =

r

После преобразований уравнений (7) полу-
чается искомое выражение для оценивания тяги 
в зависимости от начальной и конечной орбиты 
и времени перелета:

	 ( ) ( )к н

3
03 3

0 0

.

2 2 sin

m r r
F t

t t r
r r

⋅ − ⋅µ
=
  µ µ

⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅      

	

Уравнение траектории ( )r ϕ  перелета между 
компланарными орбитами получается путем ма-
тематических преобразований из уравнений (5):

Рис. 2. Зависимость постоянно приложенной тяги F


 от времени t
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перелета существенно зависит от высоты между 
орбитами, массы КА и тяги ЭРД.

Дальнейшее развитие методического под-
хода может включать учет влияния нецентраль-
ности гравитационного поля Земли, наличие 
остаточной атмосферы и конструктивных осо-
бенностей ЭРД. Применение данного подхода 
позволит сократить время по обоснованию тре-
бований к тяге ЭРД на этапе проектирования КА. 
Также на основе полученных аналитических 
зависимостей могут быть выполнены исследо-
вания по обоснованию требований к тяге ЭРД 
сверхнизкоорбитального КА, как для поддержа-
ния заданной высоты орбиты, так и для увеличе-
ния высоты орбиты на требуемую величину.
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