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В статье представлено описание модели высокоскоростного взаимодействия в систе-
ме «поражающий элемент — преграда» барражирующего боеприпаса, которая по-
зволяет проводить моделирование и анализировать динамику и механизмы разруше-
ния преграды при взаимодействии с различными типами поражающих элементов. 
Модель основана на методе конечных элементов с использованием эволюционирую­
щего во времени алгоритма адаптивного сгущения сетки и учитывает различные ме-
ханизмы разрушения материала преграды, такие как хрупкое разрушение, пласти-
ческое течение и сдвиговую локализацию. Исследование демонстрирует точность 
и эффективность модели и показывает её способность предсказывать механизмы 
разрушения преграды и кинематические поля деформаций и напряжений. Модель 
может быть использована для анализа различных сценариев высокоскоростного 
взаимодействия и оптимизации конструкций средств поражения и преград. Разрабо-
танная модель имеет важное значение для понимания механизмов разрушения при 
высокоскоростном взаимодействии.
Ключевые слова: математическая модель, метод конечных элементов, высокоско-
ростное взаимодействие.

The article describes a model of high-speed interaction in the «striking element — barrier» 
system of a barrage munition, which allows modeling and analyzing the dynamics and 
mechanisms of barrier destruction when interacting with various types of striking elements. 
The model is based on the finite element method using a time-evolving adaptive mesh 
thickening algorithm and takes into account various mechanisms of fracture of the barrier 
material, such as brittle fracture, plastic flow and shear localization. The study demonstrates 
the accuracy and effectiveness of the model and shows its ability to predict the mechanisms 
of barrier failure and kinematic fields of deformations and stresses. The model can be used 
to analyze various scenarios of high-speed interaction and optimize the designs of weapons 
and obstacles. The developed model is important for understanding the mechanisms of 
destruction during high-speed interaction.
Keywords: mathematical model, finite element method, high-speed interaction.
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Для описания процесса соударения барра-
жирующего боеприпаса (ББ) с объектом пора-
жения, как правило, используются модели сжи-
маемого упругопластического тела. Основные 
соотношения, описывающие движение сжимае-
мой упругопластической среды, базируются на 
законах сохранения массы, импульса и энергии, 
замыкаются соотношениями Прандтля — Рейс-
са при условии текучести Мизеса [3]. Условия 
разрушения зависят от температуры, скорости 
нагружения и прочностных свойств материалов. 
Рассмотрим основные уравнения, описывающие 
процесс соударения [1] (рис. 1).

Законы сохранения импульса, массы и энер-
гии представим в виде [2]:
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где p — плотность;
	 au  — компоненты скорости деформации;
	 aβσ  — компоненты тензора напряжений;
	 aβε  — компоненты тензора скоростей дефор-
мации;

	 E — внутренняя энергия;
	 ax , xβ  — составляющие вектора координат;
	  α, β — индексы координатного вектора. Ука-
зание индексов α, β означает, что берется его со-
ответствующая координата: α, β { }, ,x y z∈ ;

	 d
dt

 — субстанциональная производная по 
времени [7].

Здесь для сокращения записи используется 
форма с немыми индексами, которая означает, 
что если в произведении встречаются величины с 
одинаковыми индексами, то по ним ведется сум-
мирование. Например, из уравнения (1) имеем:
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для случая трехмерного пространства, а из урав-
нения (2) следует:
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Реологические соотношения запишем в ги-
перупругой форме в следующем виде [4]:
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где aS β  — девиатор тензора напряжений для ко-
ординатных составляющих α и β, определяющий 
напряжения в точке, не связанный с гидростати-
ческим напряжением (всесторонним давлением);
	 0G  — модуль сдвига;
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	 aβδ  — символ Кронекера;

	 1,  если  ,
0,  если .a

a
aβ
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Для описания пластических течений ис-
пользуется теория Прандтля — Рейсса. В этой 
теории для определения начала пластическо-
го течения используется критерий Мизеса [3]. 
При 2

П 2a aq S S Kβ β= = , K — предел текучести на 
сдвиг, считается, что имеет место пластическое 
течение. При 2

П 2q K<  движение среды счита-
ется упругим. Для учета эффекта пластичности 

Рис. 1. Схема динамического взаимодействия ББ 
с объектом поражения
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в правую часть уравнения (2) необходимо доба-
вить член ( )( )П a a aq S Sβ β βθ ε , где:

(3)
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В этом случае выражение a aS β βε  не выхо-
дит за границы поверхности Мизеса. В качестве 
уравнения состояния моделируемой среды ис-
пользовано уравнение состояния [1]
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где p  — полное давление системы;
	 нp  — давление в начальном состоянии;
	 Г  — коэффициент Грюнайзена в текущий 
момент времени;
	 0Г  — коэффициент Грюнайзена при нор-
мальных условиях, который характеризует терми­
ческое давление со стороны колеблющихся ато-
мов;

	 нE  — внутренняя энергия в начальном сос­
тоянии;
	 0p  — плотность материала при нормальных 
условиях;
	 0c  — скорость звука в материале;
	  µ — изменение плотности в процессе иссле-
дования. Константы 0Г , 0c  определяются экспе-
риментальным путем.

Достаточно интенсивное ударное нагруже-
ние преград часто приводит к возникновению 
нарушений сплошности материала в результа-
те разрушения. Например, при ударе пластиной 
происходит откол (рис. 2, а), под которым пони-
мают образование макроскопической полости 
внутри материала преграды, которая может быть 
замкнутой, либо выходить на поверхность пре-
грады, а в некоторых случаях возможно отделе-
ние тыльной части преграды (рис. 2, б).

Численное моделирование процессов раз-
рушения можно осуществлять несколькими пу-
тями. В континуальном подходе определяется 
область поврежденной среды и корректируется 
напряженно-деформированное состояние мате-
риала в этой области. В качестве критерия разру-
шения могут быть выбраны различные модели. 
В настоящей работе используется модель Джон-
сона — Кука, согласно которой предел текучести 
определяется формулой (3).

Рассмотрим метод сглаженных частиц, он яв-
ляется бессточным лагранжевым численным ме-
тодом для расчетов процессов высокоскоростно-
го соударения, а также иного интенсивного дина-
мического нагружения тел, в особенности, когда 
имеет место существенное изменение топологии 
моделируемых объектов (разлет вещества). Про-
изводные вычисляются с помощью сплайн-ин-

а б
Рис. 2. Схема динамического взаимодействия ББ с объектом поражения
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терполяции, в соответствии с чем каждая гладкая 
частица является точкой интерполяции, в которой 
известны параметры деформируемой среды. Чис-
ленное решение во всей области интегрирования 
получается с помощью интерполяционных функ-
ций, для которых эти частицы являются интерпо-
ляционными узлами. Таким образом, вычисление 
градиентов сводится к аналитическому диффе-
ренцированию гладких функций.

Основная суть метода заключается в при-
ближении формулы следующей цепочкой преоб-
разований:

	 ( ) ( ) ( ) ,
I

R

a x a x x x dx= δ −∫    	

где ( )a x  — некоторое свойства материала, на 
месте данной величины может быть плотность, 
скорость, положение в пространстве;
	 x  — конкретное значение координаты;
	 ( )x xδ −  — дельта-функция (функция Дирака):
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	  R — некоторая область, где представляет 
интерес определение величины ( )a x . Сначала 
обобщенная функция δ( ) x  заменяется аналити-
ческой функцией ω (x x− , h), которую называют 
ядром сглаживания, а h — радиусом сглажива-
ния. В результате получаем:
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В случае если рассматривается среда плот-
ности ρ( ) x , то удобна бывает запись с исполь-
зование нормировки. Ядро ω (x x− , h) должно 
удовлетворять условиям
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В работе Моногана установлено, что при со-

блюдении этих условий и выборе ω ( )
2

,
x
hx h e

 − 
 =  

аппроксимация обеспечивает порядок O ( 2h ).
Далее требуется рассмотреть численные ме-

тоды вычисления этих интегралов. Будем пола-
гать, что среда разбита на маленькие, по сравне-

нию с характерными размерами рассчитываемой 
модели, элементы. Каждый такой элемент име-
ет свое значение аппроксимируемого параметра 
( )a x , равное ia  . Так же будем считать извест-

ными его плотность — ip , место положения — 
ix  и массу — im . Здесь и далее, если не огово-

рено другое, верхний индекс у параметра будет 
обозначать его принадлежность к конкретному 
дискретному элементу. Вопрос расположения 
этих элементов (далее частиц), так, чтобы наи-
более лучше аппроксимировать параметр ( )a x , 
пока является открытым. Будем использовать са-
мое простое и очевидное начальное расположе-
ние — кубическую равномерную решетку.

Заменой интегрирования суммированием по 
частицам-соседям получаем выражение:
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i i
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Использование такой аппроксимации суще-
ственно упрощает вычисление градиента функ-
ции ( )
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Рассмотрим более подробно ядро сглажи-
вания. Важно, чтобы носитель функции ω ( ),x h  
был конечным, так как в сплошной среде все 
взаимодействия короткодействующие. Однако 
 2x

he
 − 
   этим свойством не обладает. Из-за выше-

перечисленных причин удобно использовать 
следующий сплайн:
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Численные аппроксимации уравнений ме-
ханики деформируемого тела, построенные с 
помощью метода конечных элементов, пример 
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такого объемного восьмиузлового элемента 
представлен на рис. 3, описан следующим об-
разом:
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Производные типа ik
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аналитической весовой функции, поэтому спра-
ва от знака равенства в уравнениях (5)–(10) сто-
ят алгебраические выражения. Интегрирование 
уравнений для i-й частицы производится, как 
правило, по явной схеме Эйлера:
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где Ŝ ,  δ̂ , σ̂  — тензорные величины;
	 ( ), ,x y zu u u=u     — вектор скорости деформации;
	 ∆t — шаг по времени;
	 значение p — вычисляется по формуле (4);
	 индексы n и n +1 указывают на предыдущий 
и текущий временные слои.

Видно, что значение компонента тензора на-
пряжений , 1i n+σ  вычисляется с помощью уравне-

ния состояния по вычисленным значениям плот-
ности , 1 i np +  и девиатора , 1i nS + .

Шаг интегрирования выбирается следую-
щим образом:
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где iu  — скорость i-й частицы;
	 ic  — скорость звука в i-й частице;
	 ih  — радиус сглаживания i-й частицы;
	 ip  — плотность i-й частицы;
	 1

i ip f=  — производная по времени i-й час­
тицы;
	 α — зависит от используемого метода.

Практика показала, что методы дают устой-
чивое решение при значении a = 0,1. Так как в 
задачах возможно возникновение сверхзвуковых 
течений, то в знаменателе содержится максимум 
скорости частицы и продольной скорости звука 
в этой частице. При наличии сверхзвуковых те-
чений возможно сильное увеличение плотности 
и в этом случае существенную роль играет член 

2i i

i
h p
p

 
 
 


.

Выводы

Разработана модель высокоскоростного 
взаимодействия в системе «поражающий эле-
мент  — преграда», основанная на методе ко-
нечных элементов с использованием эволюци-
онирующего во времени алгоритма адаптивной 

Рис. 3. Объемный восьмиузловой элемент в 
параметрических координатах
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сетки. Модель учитывает различные механиз-
мы разрушения материала преграды, включая 
хрупкое разрушение, пластическое течение и 
сдвиговую локализацию. Исследование демон-
стрирует точность и эффективность модели и 
её способность предсказывать механизмы раз-
рушения преграды и кинематические поля де-
формаций и напряжений. Модель может быть 
использована для анализа различных сценариев 
высокоскоростного взаимодействия и оптими-
зации конструкций средств поражения и пре-
град. Разработанная модель имеет важное зна-
чение для понимания механизмов разрушения 
при высокоскоростном взаимодействии. Она 
предоставляет исследователям и инженерам 
мощный инструмент для анализа и оптимиза-
ции конструкций средств поражения и преград. 
Модель может способствовать разработке более 
эффективных средств защиты от высокоско-
ростных поражающих элементов.
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