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АННОТАЦИЯ 
Введение. Дальнейшее развитие методов расчета теплового режима помещений при различных алгоритмах ре-
гулирования оборудования систем обеспечения микроклимата является актуальным. Цель исследования — поиск 
приближенной аналитической зависимости температуры воздуха от времени в кондиционируемых помещениях 
при скачкообразном тепловом воздействии и комбинированном пропорционально-интегральном регулировании 
центральных климатических систем при отсутствии местных агрегатов для отопления – охлаждения. В качестве на-
учной гипотезы выдвигается положение о возможности выражения данной зависимости через уже полученные авто-
ром формулы для интегрального регулирования с использованием поправочных коэффициентов.
Материалы и методы. Используется основное дифференциальное уравнение для безразмерной избыточной 
температуры в помещении, включающее наиболее существенные составляющие теплового потока, при учете осо-
бенностей распространения температурной волны в массивных ограждениях в начальный период времени. При-
меняются методы линеаризации и малого параметра для асимптотических аналитических решений, а также метод 
Рунге – Кутты для нахождения численного решения.
Результаты. Получены выражения для максимального отклонения температуры воздуха от уставки и для времени 
его достижения в зависимости от величины теплоизбытков и характеристик собственной теплоустойчивости поме-
щения, а также от параметров регулирования, в том числе асимптотические при малых моментах времени с начала 
теплового возмущения и небольшой доле пропорциональной составляющей контроллера. Представлено сопостав-
ление результатов численного интегрирования основного дифференциального уравнения с указанными асимптоти-
ческими решениями.
Выводы. Показано, что асимптотические выражения для динамической ошибки регулирования и времени ее до-
стижения получаются из найденных ранее автором формул для чисто интегрального регулирования введением по-
правочных множителей, содержащих безразмерный параметр, характеризующий соотношение пропорциональной 
и интегральной компонент контроллера. Эти соотношения подтверждаются сравнением разных вариантов аналити-
ческих решений, имеют достаточно универсальный вид, требуют минимального числа исходных данных и доступны 
для инженерной практики.
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ABSTRACT
Introduction. Further development of methods for calculating the thermal regime of premises under different algorithms 
of regulating the equipment of microclimate systems is still relevant. The aim of the research is to find an approximate 
analytical dependence of air temperature on time in air-conditioned rooms with a jump-like thermal effect and combined 
proportional-integral regulation of central climate systems in the absence of local heating and cooling units. As a scientific 
hypothesis, the position is put forward on the possibility of expressing this dependence through formulas for integral regula-
tion already obtained by the author using correction coefficients.
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Materials and methods. The basic differential equation for the dimensionless excess temperature in the room, including 
the most significant components of the heat flux, is used, while taking into account the peculiarities of the temperature wave 
propagation in massive enclosures in the initial period of time. Linearization and small parameter methods are used for as-
ymptotic analytical solutions, as well as well as Runge – Kutta method for finding a numerical solution.
Results. Expressions for the maximum deviation of the air temperature from the setpoint and for the time it is reached, 
depending on the magnitude of the heat surpluses and the characteristics of the room’s own thermal stability, as well as 
well as on the control parameters, including asymptotic ones at small moments of time from the beginning of the thermal 
disturbance and a small share of the proportional component of the controller, are obtained. A comparison of the results 
of numerical integration of the basic differential equation with the indicated asymptotic solutions is presented.
Conclusions. It is shown that the asymptotic expressions for the dynamic control error and the time of its achievement are 
obtained from formulas previously found by the author for purely integral control by introducing correction factors contain-
ing a dimensionless parameter characterising the ratio of the proportional and integral components of the controller. These 
correlations are confirmed by comparing different variants of analytical solutions, have a fairly universal appearance, require 
a minimum number of source data and are available for engineering practice.
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ВВЕДЕНИЕ 

Автоматическое регулирование тепломассооб-
менного оборудования приточных вентиляционных 
установок, особенно выполняющих функции кон-
диционирования воздуха, важно для поддержания 
требуемой совокупности параметров внутренне-
го микроклимата с целью обеспечения комфорт-
ности и безопасности жизнедеятельности чело-
века и реализации осуществляемых в помещении 
технологических задач. Для оценки происходящих 
при этом тепловых процессов, как правило, требу-
ется составление и решение систем алгебраических 
и дифференциальных уравнений, учитывающих 
конвективный, а при необходимости и лучистый те-
плообмен на поверхностях ограждений и нестацио-
нарную теплопередачу в массивных ограждающих 
конструкциях. Следует также использовать урав-
нение связи между контролируемой температурой 
внутреннего воздуха и компенсационным тепло-
вым воздействием со стороны обслуживающих по-
мещение климатических систем. Все это приводит 
к преобладанию численных методов для решения 
рассматриваемой задачи и, как следствие, к относи-
тельной сложности получаемых результатов и труд-
ности их применения в инженерной практике [1–5]. 

Некоторые работы [6–8] решают аналогичные 
вопросы в условиях переменных и аварийных ре-
жимов подачи теплоты, связанных с работой систем 
теплоснабжения, но и здесь чаще всего их резуль-
таты затруднительно реализовать в инженерных 
расчетах. Публикации [9–14] касаются преимуще-
ственно процессов в отдельных элементах общей 
системы поддержания микроклимата помещения, 
особенно теплопередачи и воздухопроницаемости 
ограждающих конструкций, но и в этом случае при-
меняются главным образом численные методы с со-
ответствующей формой представления решений 

и малым удобством их использования, кроме того, 
при решении соответствующих уравнений обычно 
в явном виде не учитывается автоматическое регу-
лирование подачи теплоты или холода в помещение. 
Существуют и экспериментальные работы [15], 
но полученные в них данные относятся только 
к ограниченному кругу объектов, аналогичных ис-
следованным. В некоторых случаях в дополнение 
к физико-математическим используются и эконо-
мические методы для обоснования достигаемых 
результатов [16], но и тогда решение имеет частный 
характер и не обобщается на другие варианты.

Поэтому в качестве предмета исследования в пре- 
длагаемой работе мы будем рассматривать способы 
инженерной оценки изменения температуры воздуха 
в помещении, обслуживаемом автоматизированными 
центральными климатическими системами при раз-
личных сочетаниях применяемых алгоритмов управ-
ления и типовом однократном тепловом воздействии. 

Цель исследования — поиск приближенной 
аналитической зависимости от времени для данной 
температуры в начальный период после теплового 
возмущения.

В работах [17–20], а также некоторых других, 
автором был представлен расчет нестационарного 
теплового режима для предельных случаев, когда 
используется либо пропорциональное (П), либо 
интегральное (И) регулирование. Такое раздельное 
исследование отчасти объясняется соответствую-
щим упрощением постановки задачи и, следова-
тельно, получаемых решений, но можно отметить, 
что при этом были достигнуты некоторые общие ре-
зультаты, которые могут послужить основой для да-
льнейшего совершенствования расчетной модели. 
Следовательно, продолжать исследования в данной 
сфере для получения соотношений, которые будут 
достаточно точными и учитывать основные наибо-
лее существенные для задачи факторы, но при этом 
сохранять вид, доступный для инженерной практи-
ки, до сих пор оказывается актуальным.
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МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

Рассмотрим более сложный вариант, когда про-
изводится комбинированное регулирование по про-
порционально-интегральному (ПИ) закону. Оно яв-
ляется более универсальным и чаще используется 
на практике, несмотря на некоторое усложнение 
системы, поскольку наличие двух составляющих 
контроллера позволяет выполнять более точную 
настройку и сочетать некоторые преимущества П- 
и И-регулирования, в частности, относительное 
быстродействие П- и нулевую статическую ошибку 
И-контроллеров, одновременно в той или иной сте-
пени компенсируя их недостатки. 

Можно показать, что основное дифференци-
альное уравнение, описывающее поведение избы-
точной внутренней температуры θв = tв – tв.0, К, где 
tв.0 — контролируемый уровень температуры вну-
треннего воздуха tв, °С, или так называемая уставка, 
при скачкообразном изменении теплопоступлений, 
отсутствии местных систем отопления–охлажде-
ния и при ПИ-регулировании тепломассообменного 
оборудования центральной системы кондициониро-
вания воздуха, выполняющей одновременно и вен-
тиляционные функции, в безразмерном виде запи-
сывается следующим образом:

� �
2

1/3
2 1/39 0.112 3

d f df Kx fKxdx dx x
� �� � ��� � �� �

(1)

Данная форма является дальнейшим развитием 
представленной в работе [17] при дополнительном 
учете П-составляющей контроллера. Здесь искомая 
функция f(x) соответствует представлению решения 
в виде [17]:

� �пост
в
2 τθ ,Q f x
B

� (2)

что необходимо сделать для выделения особенности 
уравнения при τ = 0, где Qпост — величина скачка 
теплопоступлений в помещение, Вт; τ — интер-
вал времени с момента теплового возмущения, с; 
B, Вт∙с1/2/К — характеристика собственной тепло-
устойчивости помещения, вычисляемая по формуле 
[18–20]:

Σ λ ρ ,m i
B A c� �� � � (3)

где Am — площадь каждого из перечисленных ограж-
дений, м2; λ, c и ρ — соответственно теплопрово-
дность, Вт/(м·К); удельная теплоемкость, Дж/(кг·К), 
и плотность материала слоя i-й массивной огражда-
ющей конструкции (наружных и внутренних стен, 
перекрытий, перегородок), обращенной внутрь по-
мещения. 

Безразмерный аргумент уравнения (1):
x = 4Dτ3/2,

где п в и ,
3,6
G c KD

B
�  с–3/2 [19, 20].

Коэффициент K представляет собой обобщен-
ный безразмерный параметр автоматизированной 

климатической системы. Он может быть вычислен 
по выражению:

� �

2
п в3

п1/3
и

2 2 ,
3,64

C G cK K
K BD

� �
� � � �

� �
(4)

где, а также в параметрах уравнения (1), Gп — массо-
вый расход приточного воздуха, кг/ч, который обычно 
считается равным расходу вытяжки Gу, так как воз-
душный баланс помещения, в отличие от теплового, 
практически точно бывает мгновенно-стационарным; 
cв — удельная массовая теплоемкость воздуха, равная 
1,005 кДж/(кг·К); Kи — эквивалентный коэффициент 
передачи интегральной составляющей автоматизи-
рованной системы, с–1, по каналу «θв → производная 
от разности θп – θв», Kп — то же для пропорциональ-
ной составляющей по каналу «θв → разность θп – θв» 
(безразм.), где θп = tп – tв.0 — избыточная температура 

притока, К; параметр п в п

3,6
G c KC

B
�  [18–20].

В качестве начальных условий для выражения (1),  
очевидно, нужно принимать f(0) = 1, df(0)/dx = 1/12 [17].  
Ясно, что решение уравнения (1) дает универсаль-
ную зависимость, которая применима для любых 
объектов и условий. Однако, как и для случая чисто 
интегрального регулирования, целесообразно полу-
чить аналитические соотношения для наибольше-
го отклонения температуры внутреннего воздуха 
от уставки, т.е. динамической ошибки регулирования 
θmax и момента времени, для которого это отклонение 
будет иметь место. Поскольку нас интересуют в пер-
вую очередь универсальные зависимости, будем ис-
кать их в безразмерном виде на основе анализа урав-
нения (1). Для предельного варианта Kп = 0 в работах 
[18–20] было получено значение xmax.0 = 3,48, при ко-
тором произведение x1/3f(x), дающее нам удельную 

безразмерную величину � �1/3max

пост

θ 4
,

2
B D
Q

 имеет макси-

мум. Исходя из структуры формулы (1), можно счи-
тать данное значение опорным, и при Kп ≠ 0 ввести 
к нему соответствующий поправочный множитель, 
учитывающий появление пропорциональной состав-
ляющей регулятора.

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Если рассматривать выражение (1) для ма-
лых моментов времени, можно заметить, что пер-
вым слагаемым можно будет пренебречь, и мы по-
лучаем уравнение 1-го порядка с разделяющимися 
переменными. В этом случае его решение будет 
представимо в виде f(x) = exp(–f1(x)), и тогда, оче-
видно, для x = xmax получаем:

� �
� �

1/3
1/3 1

1
1exp 0,
3

d x f x dfx f x
dx x dx

� � � �� � � �� � � �� �� �� �
(5)

где из формулы (1) находим:
1/3

1
1/3

1 .
12  3

df Kx
dx Kx

��
�

�
(6)
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Рис. 1. Зависимость xmax от комплексного безразмерного параметра K: точки — расчет; сплошная линия — аппрокси-
мация по формуле (8) 
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Рис. 2. Зависимость произведения x1/3f(x) от комплексного безразмерного параметра K: точки — расчет; сплошная ли-
ния — аппроксимация по формуле (9)
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Следовательно, в первом приближении xmax бу-
дет являться решением уравнения:

1/3

1/3
4   .
1  

Kxx
Kx�
�

�
�

(7)

Можно показать, что при малых x отсюда следует, 
что xmax = xmax.0 (1 – 0,233K), где 0,233 = (41/3 – 1)/42/3. 
На рис. 1 точками показана зависимость для xmax, по-
лучаемая при непосредственном численном решении 
уравнения (1) методом Рунге – Кутты. Алгоритм поис-
ка был основан на сравнении величины x1/3f(x) для те-
кущего значения x с предыдущим при (x – h), где h — 
выбранный шаг метода. При этом за xmax принималось 
то x, при котором впервые оказывалось, что x1/3f(x) 
для следующего шага, т.е. при (x + h), ниже, чем при x. 

Сплошная линия построена по следующей ап-
проксимирующей формуле:

2

max max.0
1  0,233   0,062 ,

1  0,288
K Kx x

K
� �� �

� � ��� �
(8)

где 0,288 = 41/3(41/3 – 1/2)/6 — числовой коэффи-
циент, выявляемый дополнительным анализом (1) 
и (7), а 0,062 получается подбором. 

На рис. 2 точками представлено поведение про-
изведения x1/3f(x) по данным тех же вычислений. 

Для сплошной линии используется аппрокси-
мация в следующем виде:

� �
2

1/3
max

1 1  0,155   0,0411 .
9 1  0,144

K Kx f x
K

� �� �� � � � �� � �� �
(9)

В данном соотношении 0,144 = 0,288/2; 0,155 = 
= (2/3) ∙ 0,233; 0,041 = (2/3) ∙ 0,062. Тогда, в соответ-
ствии с выражением (5) и принятым выражением 
для x, оказывается:

� �
� �1/3пост

max 1/3 max
.2θ

4
Q x f x

B D
� �� � � (10)

Видно, что при малых K (примерно до 2,5) со-
впадение кривых на обоих рисунках действительно 
очень хорошее.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ОБСУЖДЕНИЕ

На основании результатов исследования в целом 
подтверждается исходная гипотеза о том, что зави-

симость от времени для избыточной температуры 
внутреннего воздуха в помещении при комбиниро-
ванных пропорционально-интегральных алгоритмах 
управления тепломассообменным оборудованием 
центральных систем кондиционирования воздуха 
действительно можно выразить через ранее полу-
ченные автором в работах [18–20] формулы для чи-
сто интегрального регулирования с использованием 
поправочных коэффициентов. Кроме того, можно 
сделать следующие дополнительные выводы:

• с ростом П-составляющей контроллера вели-
чина xmax, соответствующая моменту времени, для ко-
торого наблюдается наибольшее отклонение темпера-
туры в помещении от уставки, монотонно снижается, 
т.е. введение данной составляющей действительно 
способствует уменьшению времени регулирования;

• максимальная динамическая ошибка регулиро-
вания, пропорциональная произведению x1/3f(x), так-
же монотонно падает с усилением П-составляющей 
контроллера, причем при малых значениях безразмер-
ного параметра K, характеризующего относительный 
вес П-составляющей, такое снижение, как и в случае 
с xmax, линейно зависит от величины K; 

• указанные эффекты можно объяснить общи-
ми свойствами П-регуляторов, в первую очередь 
их более высоким быстродействием по отношению 
к использующим И-закон, а также повышенной 
устойчивостью соответствующих автоматизирован-
ных систем. При этом представленный расчет будет 
достаточно простым и доступным для инженерной 
практики и требует минимального количества ис-
ходных данных.

Дальнейшее развитие предлагаемого исследо-
вания можно осуществлять в области уточнения по-
лученных аппроксимационных выражений для по-
правочных множителей к величине динамической 
ошибки регулирования и к моменту максимального 
отклонения температуры в отношении расширения 
диапазона значений параметра K, для которого дан-
ные выражения будут справедливы, путем учета 
бо́льшего числа членов в асимптотических разло-
жениях зависимостей, получаемых численным ме-
тодом, и при возможности за счет сопоставления 
с результатами натурных замеров.
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INTRODUCTION 

Automatic regulation of heat and mass exchange 
equipment of supply air handling units, especially those 
performing air conditioning functions, is important for 
maintaining the required set of internal microclimate 
parameters in order to ensure comfort and safety of hu-

man life and realization of technological tasks carried 
out in the room. For estimation of thermal processes oc-
curring in this case, as a rule, it is necessary to compose 
and solve systems of algebraic and differential equa-
tions, taking into account convective and, if necessary, 
radiant heat exchange on the surfaces of enclosures and 
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unsteady heat transfer in massive enclosing structures. 
It is also necessary to use the equation of the relation-
ship between the controlled indoor air temperature and 
the compensatory thermal effect of the climate systems 
serving the room. All this leads to the predominance 
of numerical methods for solving the problem under 
consideration and, as a consequence, to the relative 
complexity of the results obtained and the difficulty 
of their application in engineering practice [1–5]. 

Some works [6–8] address similar issues in con-
ditions of variable and emergency modes of heat sup-
ply associated with the operation of heat supply sys-
tems, but even here their results are often difficult to 
implement in engineering calculations. Publications 
[9–14] concern mainly processes in separate elements 
of the general system of maintaining microclimate 
of a room, especially heat transfer and air perme-
ability of enclosing structures, but even in this case 
mainly numerical methods are applied with the corre-
sponding form of solution presentation and little con-
venience of their use, besides, automatic regulation 
of heat or cold supply to a room is usually not taken 
into account explicitly when solving the corresponding 
equations. There are also experimental works [15], but 
the data obtained in them refer only to a limited range 
of objects similar to those studied. In some cases, in ad-
dition to physical and mathematical methods, economic 
methods are used to justify the achieved results [16], 
but even then, the solution has a private character and 
is not generalized to other options.

Therefore, as a subject of research in the proposed 
work we will consider the methods of engineering esti-
mation of air temperature change in the room served by 
automated central climate systems at various combina-
tions of applied control algorithms and typical single 
thermal impact. 

The aim of the study is to find an approximate 
analytical time dependence for a given temperature in 
the initial period after thermal perturbation.

In [17–20], as well as some others, the author pre-
sented the calculation of the unsteady thermal regime 
for the limiting cases when either proportional (P) or in-
tegral (I) control is used. This separate study is partly 
due to the corresponding simplification of the problem 
formulation and, consequently, of the obtained solu-
tions, but it can be noted that some general results have 
been achieved, which can serve as a basis for further 
improvement of the computational model. Consequent-
ly, it is still relevant to continue research in this area 
to obtain relations that will be sufficiently accurate and 
take into account the main most significant factors for 
the problem, but at the same time retain a form acces-
sible for engineering practice.

MATERIALS AND METHODS

Let us consider a more complex option, when 
combined regulation is carried out according to the pro-
portional-integral (PI) law. It is more universal and is 

more often used in practice, despite some complication 
of the system, because the presence of two components 
of the controller allows to perform more accurate ad-
justment and combine some advantages of P- and I-reg-
ulation, in particular, the relative speed of P- and zero 
static error of I-controllers, while compensating their 
disadvantages to a greater or lesser extent. 

It can be shown that the basic differential equa-
tion describing the behaviour of the excess internal 
temperature θin = tin – tin.0, K, where tin.0 — controlled 
level of the internal air temperature tin, °C, or the so-
called set point, in case of a sudden change in heat in-
put, in the absence of local heating-cooling systems and 
with PI control of heat and mass exchange equipment 
of the central air-conditioning system, which simultane-
ously performs ventilation functions, is written in di-
mensionless form as follows:

� �
2

1/3
2 1/39 0.112 3

d f df Kx fKxdx dx x
� �� � ��� � �� �

(1)

This form is a further development of the one pre-
sented in [17] with additional consideration of the P-
component of the controller. Here the sought function  
f(x) corresponds to the solution representation in the form  
[17]:

� �
2 τ

θ ,input
in

Q
f x

B
� (2)

that it is necessary to do for singling out the feature 
of the equation at τ = 0, where Qinput is the value of the jump 
of heat inputs into the room, W; τ is the time interval from 
the moment of thermal perturbation, c; B, W∙s1/2/K is 
the characteristic of own heat resistance of the room, cal-
culated by the formula [18–20]:

Σ λ ρ ,m i
B A c� �� � � (3)

where Am — area of each of the listed enclosures, m2; λ, 
c and ρ — respectively thermal conductivity, W/(m·K); 
specific heat capacity, J/(kg·K), and material density 
of the layer of the i-th massive enclosing structure (ex-
ternal and internal walls, floors, partitions) facing inside 
the room. 

The dimensionless argument of equation (1):
x = 4Dτ3/2,

where int ,
3.6
s aG c KD
B

�  s–3/2 [19, 20].

The coefficient K is a generalized dimensionless 
parameter of the automated climate system. It can be 
calculated according to the expression:

� �

2

3
1/3

2 2 ,
3.64
s a

i
int

C G cK K
K BD

� �� � � �
� �

(4)

where, as well as in the parameters of equation (1), Gs — 
mass flow rate of supply air, kg/h, which is usually con-
sidered equal to the exhaust flow rate Gu, since the air 
balance of the room, unlike the thermal one, is almost 
exactly instantaneous-stationary; ca — specific mass 
heat capacity of air, equal to 1.005 kJ/(kg-K); Kint — 
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equivalent transfer coefficient of the integral compo-
nent of the automated system, s–1, on the channel “θin → 
derivative of the difference θi – θin”, Ki — the same for 
the proportional component on the channel “θin → dif-
ference θi – θin” (without size.), where θi = ti – tin.0 is 

the excess inflow temperature, K; parameter 
3.6
s a iG c KC
B

�  

[18–20].
As initial conditions for expression (1), obvious-

ly, we should take f(0) = 1, df(0)/dx = 1/12 [17]. It is 
clear that the solution of equation (1) gives a universal 
dependence, which is applicable for any objects and 
conditions. However, as in the case of purely integral 
regulation, it is expedient to obtain analytical relations 
for the largest deviation of the internal air temperature 
from the set point, i.e., the dynamic regulation error θmax 
and the moment of time for which this deviation will 
occur. Since we are primarily interested in universal de-
pendences, we will look for them in dimensionless form 
based on the analysis of equation (1). For the limiting 
variant Ki = 0, the value xmax.0 = 3.48 was obtained in 
[18–20], at which the product x1/3f(x), which gives us 

the specific dimensionless quantity � �1/3maxθ 4
,

2 input

B D
Q

  has 

a maximum. Based on the structure of formula (1), we 
can consider this value as a reference value, and at Ki ≠ 0,  
we introduce an appropriate correction factor to it, tak-
ing into account the appearance of the proportional 
component of the regulator.

RESEARCH RESULTS

If we consider expression (1) for small moments 
of time, we can see that the first summand can be ne-
glected and we obtain a 1st order equation with sepa-
rating variables. In this case, its solution will be repre-
sented as f(x) = exp(–f1(x)), and then, obviously, for x =  
= xmax we obtain:

� �
� �

1/3
1/3 1

1
1exp 0,
3

d x f x dfx f x
dx x dx

� � � �� � � �� � � �� �� �� �
(5)

where from formula (1) we find:
1/3

1
1/3

1  .
12  3

df Kx
dx Kx

��
�

�
(6)

Hence, to a first approximation, xmax will be a solu-
tion to the equation:

1/3

1/3
4   .
1  

Kxx
Kx�
�

�
�

(7)

It can be shown that for small x it follows that 
xmax = xmax.0 (1 – 0.233K), where 0.233 = (41/3 – 1)/42/3. 
In Fig. 1, the dots show the dependence for xmax, ob-
tained by direct numerical solution of equation (1) 
using the Runge – Kutta method mentioned above. 
The search algorithm was based on the comparison 
of the value of x1/3f(x) for the current value of x with 
the previous one at (x – h), where h — the chosen step 
of the method. At the same time, xmax was taken as x 
at which it was first found that x1/3f(x) for the next step, 
i.e. at (x + h), was lower than at x.  

Fig. 1. Dependence of xmax on the complex dimensionless parameter K: dots — calculation; solid line — approximation  
by formula (8)
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The solid line is plotted using the following ap-
proximating formula:

2

max max.0
1  0.233   0.062 ,

1  0.288
K Kx x

K
� �� �

� � ��� �
(8)

where 0.288 = 41/3(41/3 – 1/2)/6 is the numerical coef-
ficient revealed by additional analyses (1) and (7), and 
0.062 is obtained by fitting. 

In Fig. 2, the dots represent the behaviour of the pro-
duct x1/3f(x) according to the same calculations. 

For the solid line, an approximation in the follow-
ing form is used:

� �
2

1/3
max

1 1  0.155   0.0411 .
9 1  0.144

K Kx f x
K

� �� �� � � � �� � �� �
(9)

In this ratio, 0.144 = 0.288/2; 0.155 = (2/3) ∙ 0.233; 
0.041 = (2/3) ∙ 0.062. Then, according to expression (5) 
and the adopted expression for x, it turns out:

� �
� �1/3

max 1/3 max

2
4

.θ inputQ
x f x

B D
� �� � � (10)

It can be seen that for small K (up to about 2.5) 
the curve matching in both figures is indeed very good.

CONCLUSION AND DISCUSSION

Based on the results of the study, the initial hypo-
thesis that the time dependence for the excess tempera-
ture of indoor air at combined proportional-integral 
algorithms of control of heat and mass exchange equip-
ment of central air conditioning systems can indeed be 

expressed through the formulas for purely integral con-
trol with the use of correction coefficients previously ob-
tained by the author in [18–20] is generally confirmed. 
Moreover, the following additional conclusions can be 
drawn:

• as the P-component of the controller increases, 
the value xmax, corresponding to the time moment for 
which the largest deviation of the room temperature 
from the setpoint is observed, monotonically decreases, 
i.e. the introduction of this component really contributes 
to the reduction of the control time;

• the maximum dynamic control error proportional 
to the product x1/3f(x) also monotonically decreases with 
the amplification of the P-component of the controller, 
and at small values of the dimensionless parameter K 
characterizing the relative weight of the P-component, 
such decrease, as in the case with xmax, linearly depends 
on the value of K; 

• these effects can be explained by the general 
properties of P-regulators, first of all, their higher 
speed in relation to those using the I-law, as well as by 
the increased stability of the corresponding automated 
systems. At the same time, the presented calculation 
will be quite simple and accessible for engineering 
practice and requires a minimum amount of initial data.

Further development of the proposed research can 
be carried out in the field of refinement of the obtained 
approximation expressions for correction multipliers 
to the value of dynamic control error and to the mo-
ment of maximum temperature deviation with respect 

Fig. 2. Dependence of the product x1/3f(x) on the complex dimensionless parameter K: dots — calculation; solid line —  
approximation by formula (9)
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to the expansion of the range of values of parameter K, 
for which these expressions will be valid, by taking into 
account a larger number of terms in the asymptotic ex-

pansions of the dependences obtained by the numerical 
method and, if possible, by comparison with the results 
of field measurements
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