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Аннотация. Актуальность и цели. Основная задача исследования заключается  
в эффективном решении сложной в вычислительном отношении обратной задачи ди-
фракции, применимой к объектам произвольной геометрии. Для достижения этой цели 
используются параллельные алгоритмы. Особое внимание уделяется минимизации 
времени вычислений. Материалы и методы. Для решения данной задачи необходимо 
численно решить интегральное уравнение. Для эффективного решения обратной за-
дачи используется двухшаговый метод. Результаты. Представлены графические изо-
бражения, иллюстрирующие исходные и восстановленные значения для неоднород-
ных объектов, а также даны оценки ускорения и эффективности программы. Выводы. 
Разработан и реализован численный метод, позволяющий решать задачу определения 
неоднородностей в объектах. Для ускорения вычислительного процесса применен про-
граммный интерфейс MPI. Сравнение полученных результатов восстановления объ-
екта демонстрирует возможность выявления различных типов неоднородностей. 
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Abstract. Background. The main objective of the study is to effectively solve the com-
putationally complex inverse diffraction problem applicable to objects of arbitrary geometry. 
Parallel algorithms are used to achieve this goal. Special attention is paid to minimizing the 
calculation time. Materials and methods. To solve this problem, it is necessary to numerically 
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solve the integral equation. A two-step method is used to effectively solve the inverse prob-
lem. Results. Graphical images illustrating the original and reconstructed values for inhomo-
geneous objects are presented. Estimates of the acceleration and effectiveness of the program 
are presented. Conclusions. A numerical method has been developed and implemented to 
solve the problem of determining inhomogeneities in objects. The MPI programming inter-
face is used to speed up the computing process. A comparison of the results demonstrates the 
possibility of identifying different types of inhomogeneities.  

Keywords: inverse problem, integral equation, boundary value problem, numerical 
method, two-step method, computational grids, parallel calculations, MPI  
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Введение 

В настоящее время задача эффективной и качественной медицинской 
помощи остается актуальной. Обратная задача дифракции – важная область 
исследований в оптике, физике и технике с широким спектром применения: от 
медицинской диагностики до радиолокационных изображений и др. [1–6]. Это 
задача определения формы и свойств объекта, который создает наблюдаемое 
дифракционное поле. В отличие от прямой задачи дифракции, где мы знаем 
форму и свойства объекта и хотим вычислить дифракционное поле, в обратной 
задаче мы знаем только дифракционное поле, которое порождает исследуемый 
объект, и хотим определить свойства объекта. Качество восстановленного изо-
бражения напрямую зависит от источника внешнего поля и размера расчетной 
сетки, за счет которой решается задача. Для получения качественного изобра-
жения неоднородностей требуется увеличение размера расчетной сетки. 
Однако при уменьшении размера ячейки сетки необходимо увеличивать часто-
ту источника (что требует применения для подобных проверок специализи-
рованного дорогостоящего оборудования), иначе восстановленное изображе-
ние будет искаженным. 

Решение обратной задачи дифракции часто требует огромных вычисли-
тельных ресурсов, что делает применение параллельных вычислений крайне 
актуальным. Преимуществами параллельных вычислений являются: ускоре-
ние, эффективность, возможность решения сложных задач. 

На данный момент основными подходами являются: 
– распределенные вычисления: использование множества компьютеров, 

объединенных в сеть, для обработки больших объемов данных; 
– GPU-ускорение: использование графических процессоров для выпол-

нения вычислительно-интенсивных задач, таких как обработка изображений  
и моделирование физических процессов. 

В настоящей работе для организации параллельных вычислений будет 
применен программный интерфейс MPI (Message Passing Interface) [7–13]. 
Данный стандарт широко применяется при создании программ для кластеров 
и суперкомпьютеров, обеспечивая эффективное взаимодействие между мно-
жеством процессов. 
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Материалы и методы 

Рассмотрим неоднородный плоский объект Q , расположенный в про-

странстве 2R . Область вне тела ( 2 /R Q ) характеризуется волновым числом 

0 0k > , а внутри тела задается функцией неоднородности ( )k x  при x Q∈ . Та-
ким образом, получаем следующую систему: 

( ) ( )
0

, ,
, .p

k x x Q
k x

k x Q
 ∈

=  ∉
     (1) 

Мы представляем общее поле как сумму падающего и отраженного от 
объекта, т.е. 

0( ) ( ) ( ),pu x u x u x= +      (2) 

где 0( )u x  является полем падающей волны, а ( )u x  – функция поля, отражен-
ного от объекта Q . Поставленная задача характеризуется уравнением Гельм-
гольца, которое представляет собой частный случай дифференциального урав-
нения в частных производных второго порядка [14]: 

2( ) ( ) ( ) 0.p p pu x k x u xΔ + =      (3) 

В контексте данной задачи уравнение Гельмгольца используется для 
описания распространения и рассеяния волн на объектах различной геомет-
рии. Решение этого уравнения позволяет получить информацию о геометриче-
ских и электромагнитных свойствах объекта. 

На границе раздела двух сред должны выполняться условия сопряжения, 
которые отражают физические принципы сохранения заряда и непрерывности 
электрического поля. Эти условия включают 

( )
( ) 0, 0,p

p Q
Q

u x
u x

n∂
∂

∂ 
  = =   ∂ 

    (4) 

где [ ].
Q∂

обозначает скачок поля на границе объекта Q . 
На бесконечности выполняются условия излучения Зоммерфельда [15]:  

0
( ) 1( ) , ,u x ik u x o r x
r r

∂  − = = → ∞ ∂  
   (5) 

которые представляют собой граничные условия для электромагнитного поля 
в безграничной области. Эти условия гарантируют, что поле излучается  
в бесконечность без отражений и соответствует физически реализуемым волнам.  

Предположим, что внешнее электромагнитное поле, падающее на объект, 
создается точечным источником, расположенным вне тела. В таком случае 
вектор напряженности электрического поля задается формулой 

(1)
0 0 0 0( ) ( | |),

4
iu x H k x x= −     (6) 

где 0x  – координата исходного положения, которая не принадлежит телу Q .  
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Таким образом, задача состоит в том, чтобы найти неизвестную функцию  
неоднородности ( )k x  по известным характеристикам источника и известного 
поля вне тела. 

1. Сведение задачи к интегральному уравнению 
Прямая задача дифракции может быть описана с помощью интеграль-

ного уравнения Липпмана – Швингера, которое связывает рассеянное поле  
с падающим полем и поляризуемостью тела [16–18]: 

( )2 2
0 0( ) ( , ) ( ) ( ) ( ),

Q

u x G x y k k y u y dy u x− − =    (7) 

где (1)
0 0 0( , ) ( | |)

4
iG x y H k x x= −  является фундаментальным решением уравне-

ния Гельмгольца. 
Уравнение Липпмана – Швингера является интегральным уравнением 

Фредгольма второго рода и может быть решено численно с использованием 
различных методов. Чтобы решить эту проблему, мы применяем метод колло-
кации. Возьмем исследуемый объект Q  и введем на нем единую вычислитель-
ную сетку размера N N× , т.е. 1 2 3{ : , , }Q x a x b c x d x c= < < < < = . Размер 
ячейки равен ( ) ( )

1 2
/ ,  /x xh b a N h d c N= − = − . Пронумеруем все полученные 

прямоугольники расчетной сетки kl QΠ ∈ , где 1 ,  1k N l N< < < < . 
Теперь нам нужно изменить существующую вычислительную сетку.  

Для этого каждую ячейку klΠ  необходимо продублировать четыре раза и пере-
местить на небольшое расстояние в разных направлениях: влево-вверх (рис. 1,а), 
вправо-вверх (рис. 1,б), справа внизу (рис. 1,в), слева внизу (рис. 1,г), где пря-
моугольник с пунктирной границей является исходной ячейкой klΠ , и сплош-
ная граница – это новая сетка. 

 

 
Рис. 1. Элемент вычислительной сетки  

 
Аналогично работаем с остальными элементами. Таким образом, мы по-

лучаем новое разбиение тела Q , элементы которого обозначаются как klΠ . 
Поскольку каждая ячейка была увеличена в 4 раза, размер задачи увеличива-
ется как 2 2N N× . Обозначим это через   2N N= . Такие сдвиги приводят  

а) б) 

в) г) 
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к появлению чрезмерно детерминированной вычислительной сетки. Эти изме-
нения позволяют хранить больше информации, что, в свою очередь, делает за-
дачу более стабильной. 

Предлагаемый подход основан на использовании обобщенных расчет-
ных сеток [16–18]. Это приводит к более эффективному использованию вы-
числительных ресурсов и повышению устойчивости решения обратной задачи. 
Важно отметить, что размеры ячеек расчетной сетки остаются неизменными. 
Меняются положение и количество ячеек. Благодаря этому мы получаем но-
вую математическую модель задачи, которая более устойчива к восстановле-
нию неоднородностей. 

Введем кусочно-постоянную базисную функцию ( )kl xχ . Представим 
( )u x  в виде линейной комбинации базисных функций ( ) ( )kl kl

kl
u x x= α χ . За-

менив неизвестную функцию в уравнении (7) линейной комбинацией, мы по-
лучим систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) для нахождения 
неизвестных коэффициентов klα . 

Поскольку для решения обратной задачи требуется значение суммар-
ного поля при точечных наблюдениях, мы дополнительно опишем процедуру 
их построения. Требуемое количество точек равно порядку расчетной сетки, 
т.е. 24N  или 2N . 

Центр каждой ячейки будет смещен в соответствии со значением ши-
рины или длины тела по одной координате в сторону, противоположную 
направлению от источника поля. В связи с тем, что ячейки были смещены за 
пределы тела, мы отодвигаем все точки наблюдения на небольшое расстояние. 
Таким образом, все значения полного поля будут взяты с противоположной 
стороны от источника гармонических колебаний.  

2. Решение обратной задачи двухшаговым методом 
Решением обратной задачи является восстановление функции, которая 

описывает неоднородность среды, используя данные о полном поле, измерен-
ном в некоторых точках. Ключевым моментом является использование урав-
нения, которое связывает полное поле с неоднородностью. Мы восстановим 
неоднородности на объекте, используя двухшаговый метод. На этапе решения 
прямой задачи определяем значения поля ( )v

vU y  в точках наблюдения. После 
этого мы можем найти ( )J y  как решение интегрального уравнения первого 
рода: 

( ) ( , ) ( ) ( )v v v
v

Q

U y G x y J x dx f y= + . 

Последним шагом является вычисление требуемой функции неоднород-
ности ( )k y : 

2 2
0

( ) ( , ) ( ) ( )
( ) Q

J y G x y J x dx f y
k y k

− =
−  . 

Более подробную информацию о применении двухшагового метода 
можно найти в работах [14–20]. 
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3. Использование Message Passing Interface 
Представленная задача отличается большой вычислительной сложно-

стью. Размер матрицы напрямую влияет на время решения как прямой, так  
и обратной задачи. В связи с этим необходимо реализовать параллельный ал-
горитм. 

Решение задачи можно разделить на четыре последовательных этапа: 
1. На первом этапе вычисляются элементы матрицы для прямой задачи. 

Каждый элемент матрицы вычисляется независимо от других, что упрощает 
процесс распараллеливания. Это занимает примерно 10 % от общего времени, 
затрачиваемого на процесс решения и необходимого для имитации ближнего 
поля в точках наблюдения. 

2. Окончательное решение прямой задачи получается путем решения си-
стемы линейных алгебраических уравнений. Мы решаем систему, основанную 
на матрице, полученной на предыдущем шаге, чтобы найти значения для не-
известных переменных. 

3. Следующим шагом является вычисление матрицы для обратной за-
дачи. Матрица должна быть рассчитана с максимально возможной точностью, 
поскольку она составлена как решение интегрального уравнения первого рода. 
Количество условностей этой матрицы обычно значительно превышает коли-
чество условностей матрицы, полученной на первом этапе. 

4. Наконец, мы решаем другую систему линейных алгебраических урав-
нений, которая была вычислена на предыдущем этапе. Это помогает нам найти 
значения входных параметров, которые необходимы для получения выходных 
данных или результатов решения обратной задачи. 

Основываясь на результатах первого и третьего этапов, мы хотим полу-
чить матрицу, пригодную для решения на этапах 2 и 4. Таким образом, парал-
лельный алгоритм применим только на этапах, упомянутых выше. 

Для создания параллельной программы был выбран пакет MPI. Так как 
MPI работает с отдельной памятью, это позволяет эффективно сохранять мат-
рицу на различных процессах. Для взаимодействия процессов мы используем 
функции обмена сообщениями, такие как MPI_SEND и MPI_SSEND, а также 
функции коллективного обмена сообщениями MPI_BCAST и MPI_REDUCE. 

Поскольку на всех этапах мы имеем достаточно большую матрицу, было 
бы логично распределить ее между запущенными процессами для оптималь-
ного выделения памяти. Это будет удобно как для заполнения, так и для реше-
ния СЛАУ. Мы будем хранить матрицу в виде лент для каждого запущенного 
процесса отдельно. Ширина ленты будет равна ширине самой матрицы N ,  
а высота ленты iN  для каждого процесса i рассчитывается по следующей фор-
муле: 

( )1,    /

0,

,

 иначе,
i

i mod N sNN
s

 <  = +  
  


 

где s – количество процессов, 1...i s= . Очевидно, что 
1

.  
s

i
i

N N
=

=    Последний 

член отвечает за коррекцию высоты в том случае, если целочисленное деление 
высоты матрицы на количество процессов приводит к получению остатка.  
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После деления мы распределяем оставшиеся строки одну за другой по процес-
сам, начиная с первой, т.е. если /   0( )mod N s = , то все процессы получают 
равные участки матрицы. Поскольку матрица уже распределена между про-
цессами, заполнение матрицы в прямой и обратной задачах происходит без об-
мена пакетами информации между запущенными процессами, и каждый из 
них заполняет свою часть. Для решения СЛАУ был выбран метод Гаусса. Бла-
годаря специальному матричному хранилищу становится возможным выпол-
нять параллельные операции в методе Гаусса на этапе обнуления столбца под 
ведущим элементом. Для этого основная строка отправляется всем процессам, 
и каждый из них независимо выполняет разностную операцию со своими  
строками. 

Результаты и обсуждение 

В качестве объекта исследования мы возьмем квадратную плоскость, 
внутри которой расположены некоторые неоднородности. Поместим тело  
в центр координат и примем длину одной стороны квадрата равной 0,15 м. 

При решении прямой задачи мы сразу же установим значения функции 
( )2 2

0( ) ( )k y k k y≡ − . Для получения численных результатов мы принимаем сле-
дующие значения неоднородности: 0,15 – фоновое значение, от 0,55 до 0,8 – зна-
чения неоднородностей. Сетку на теле возьмем порядка 40N = , тогда обоб-
щенная сетка будет порядка 80N = . 

Предположим, что источник излучения расположен в точке 0 (0, 3)x = − . 
Это означает, что источник падающего поля находится вне тела. 

Применим описанный выше алгоритм по восстановлению неоднородно-
сти в объекте. На рис. 2 изображена исходная и восстановленная схемы неод-
нородности. Вычислительный комплекс полностью восстановил форму и зна-
чения неоднородностей в исследуемом теле. 

 

            
а)                       б) 

Рис. 2. Значения функции неоднородности ( ) :k x  
а – исходные; б – восстановленные 

 
Для симуляции реальных данных внесем случайный шум до 5 % в задачу 

и повторим вычисления. Результат отображен на рис. 3. Максимальная ошибка 
в значениях составила 0,035 . 
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Рис. 3. Восстановленные значения функции неоднородности  

( )k x  с введением погрешности 5 % 

 
Для оценки ускорения и эффективности программы выполним серию за-

пусков с количеством вычислительных процессов от 1 до 10. Результаты экс-
перимента отображены далее на рис. 4–6 в виде графика. 

 
 
 

 
 

Рис. 4. Сравнение скорости при использовании параллельных вычислений 
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Рис. 5. Показатель ускорения в зависимости от количества процессов 

 

 

 
Рис. 6. Показатель эффективности в зависимости от количества процессов 

Заключение 

В работе рассматривалась актуальная модель решения прямой и обрат-
ной задач. Для проверки метода в некоторых расчетах были внесены различ-
ные ошибки. После этого исходные данные были сопоставлены с результатами 
решения обратной задачи. Результаты эксперимента показали, что шум на 
уровне 5 % существенно не влияет на результат решения задачи. Предложен-
ный алгоритм восстановления неоднородности не требует начальных значе-
ний, поскольку процесс не является итеративным. Этот факт значительно 
упрощает процесс расчета. Использование модели с применением новой вы-
числительной сетки стабилизирует решение и не требует увеличения частот 
падающего поля. Этот факт имеет решающее значение во многих приложе-
ниях. Поскольку построенная модель требует большого количества вычисле-
ний, в работе на этапе формирования матрицы используется параллельный 
подход. 
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