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Аннотация
Сформулированы уравнения возбуждения про-
дольно-азимутально нерегулярных волноводов  
с учетом потерь в стенках. Внутренняя поверхность 
стенок волновода задается произвольной гладкой 
функцией b(φ, z). Используется метод преобразова-
ния координат – исходная цилиндрическая система 
координат (r, φ, z) заменяется новой (ρ, φ, z),  
где ρ=r/b(φ, z). В новой системе граница волновода 
определяется как ρ=1=const, т.  е. геометрия волно-
вода – регулярный цилиндр. Для такого волновода 
полная система собственных функций известна.  
С учетом этих функций для определения амплитуд 
парциальных волн применяется стандартная проце-
дура неполного метода Галеркина. Полученные 
общие уравнения могут быть использованы при рас-
чете и оптимизации как электронных приборов СВЧ  
и КВЧ различных типов, так и пассивных устройств 
СВЧ разнообразного применения.

Ключевые слова: уравнения возбуждения, продольно-
азимутально нерегулярные волноводы, конечная про-
водимость стенок, метод Галеркина

Abstract
Excitation equations for longitudinal-azimuthally 
irregular waveguides are formulated taking into account 
losses in the walls. The inner surface of the waveguide 
walls is given by an arbitrary smooth function b(φ, z). 
The coordinate transformation method replaces the 
original cylindrical coordinate system (r, φ, z) with a new 
one (ρ, φ, z), where ρ=r/b(φ, z). The new system defines 
the waveguide boundary as ρ=1=const, i. e. the waveguide 
geometry transforms as a regular cylinder. Taking these 
functions into account, the standard procedure of the 
incomplete Galerkin’s method is used to determine the 
amplitudes of partial waves. The resulting general 
equations can be used in the calculation and optimization 
of both microwave and EHF electronic devices of various 
types, as well as passive microwave devices of various 
applications.

Keywords: excitation equations, longitudinally and 
azimuthally irregular waveguides, finite wall conductivity, 
Galerkin’s method

Введение
Теория возбуждения и распространения волн в произвольно нерегулярных прямолинейных волново-

дах (продольно-азимутально нерегулярных волноводах) является основой моделирования и  оптимиза-
ции как пассивных устройств СВЧ [1–9], так и электронных приборов СВЧ и КВЧ: релятивистских ЛОВ-ЛБВ 
[3, 10], гиротронов, гиро-ЛБВ [11, 12]. Однако в  настоящее время развита теория возбуждения лишь 
продольно-нерегулярных волноводов [13–17]. Отсутствие в теории возбуждения продольно-азимутально 
нерегулярных волноводов электронными потоками сдерживает моделирование и, соответственно, разра-
ботку высокоорбитных гирорезонансных приборов миллиметрового диапазона, приборов О-типа и Е-типа 
(приборы с электростатической фокусировкой, как в гелитроне), где для повышения селекции мод требу-
ется использование ребристых, в том числе продольно-азимутально нерегулярных волноводных систем. 
В  статье обобщена теория, изложенная в  [14–17], для случая, когда внутренняя граница волновода 

( ),b b zj= . Ниже приводятся примеры комплектаций нерегулярных волноводных систем.
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1. Постановка задачи
Рассмотрим продольно-азимутально нерегулярный волновод, его внутренняя граница задается произ-

вольной кусочно-гладкой функцией ( ),b b zj=  (рис. 1). Преобразуем исходную цилиндрическую систему 
координат , ,r zj  в новую , ,zr j , где ( )/ ,r b zr j= . При переходе от исходной системы координат к неорто-
гональной радиус-вектор внутренней точки может быть задан как ( )0 0 0( , , ) , ( cos sin ).r z zz b x y x yr j r j j= + +

   

 
В векторной форме уравнения Максвелла в неортогональной системе координат , ,zr j  имеют вид

	 a
ErotH g g
t

e d
¢¶¢ ¢= +

¶





  ;	 (1)

	 M
a

HrotE g g
t

m d
¢¶¢ ¢=- -

¶




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Рис. 1. Примеры продольно-азимутально нерегулярных волноводов,  
где их внутренняя граница задается кусочно-гладкой функцией.

Физические компоненты вектора H


 могут быть записаны следующим образом:
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Компоненты векторов M, ,E d d
 

 записываются аналогично .H


 В  соответствии с  (3) плотности токов d ¢


  
и Md ¢


 в уравнениях (1) и (2) должны выражаться через физические компоненты.
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Представим это на примере d ¢


	 ; ; .r r z z r
b bb b

zr j jd d d d d d d d r
j

¶ ¶¢ ¢ ¢= = + = +
¶ ¶

	 (4)

В  системе координат , ,zr j  внутренняя граница продольно-азимутально нерегулярного волновода 

( ),b b zj=  преобразуется в регулярный цилиндр с внутренней границей 1r= . Таким образом, граничные 
условия для уравнений (1), (2) в системе координат , ,zr j  в случае конечной проводимости стенок приоб-
ретают простейший вид
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= + ; sm , s  — магнитная проницаемость и удельная проводимость; f — рабочая частота; g  

— метрический тензор, компоненты которого имеют вид:
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2. Вывод уравнений возбуждения продольно-азимутально нерегулярного волновода 
электронными потоками

Представим решение уравнений (1)–(3) в виде
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Для (6) использована следующая система базисных функций:
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где ( )nJ x  — функции Бесселя 1‑го рода n-го порядка; ( ) 0n njJ v r = ; ( ) 0n njJ m r¢ = .Для проекций используем 
комплексно-сопряженную систему базисных функций:
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Комплексные амплитуды находим из модифицированных уравнений проекций, приведенных в [16, 17], 

с учетом разницы граничных условий (5) и условий для базисных функций 

	 0
1

0E
r

r
=

é ù =ê ú
ë û




 . 

Уравнения комплексных амплитуд имеют вид

	

( )

( )

( )

E E

M M

E

i

i

i

2 1
1

0 0
0 0

2 1
2 2

0 0
0 0

0 0

, ;

, ;

t mi t z mi mi

mi z mi t mi t z mi mi

t mi t z m

H e z m g E E e d d Q
z

H H e z g E E e d d Q
z

H h g E E z

p

p

we r r j

m y we r r j

we j

- -

- - -

- -

æ öé ù¶ ÷çê ú ÷- + =ç ÷ç ÷ê úç ¶è øë û
æ öé ù¶ ÷ç ê ú ÷+ - + =ç ÷ç ÷ê úç ¶è øë û

- - +

ò ò

ò ò

  

 

   

  

 

   




  



   

( ) ( )

( )

E E E

M M

i

i

2 1
3

0 0

2 1 2
2

0 0
0 0 0 1

2 1

0 0
0 0

;

, 0;

,

i mi

z mi mi t mi t z mi z mi

t mi t z mi

d d Q

E E h z g H H h d d G H H h d
z

E h z g H H h d d
z

p

p p

j

r

p

r r j

n j wm r r j j

wm r r j

- - - -

=

- -

æ ö÷ç =÷ç ÷çè ø

æ öé ù¶ ÷ç ê ú ÷- + + + + + =ç ÷ç ÷ê úç ¶è øë û

é ù¶ê ú + + +
ê ú¶ë û

ò ò

ò ò ò

ò

      



   



 
  



    ( )

( ){ } ( )

M

M i

2

0 1

2 1 2

0 0 0
0 0 0 1

0;

0.

z mi

t mi t z mi z mi

G H H h d

E e g H H z d d G H H z d

p

j

r

p p

j

r

j

wm y r r j y j

-

=

- - -

=

üïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïýïïïïïïïïïïï+ = ïïïïïïïï+ + + + = ïïïïþ

ò ò

ò ò ò

  

    

  

   

	 (9)

Подставляя в (9) решения (6) и (8), а также используя закон сохранения заряда в интегралах возбужде-

ния справа 1 2 3, ,mi mi miQ Q Q , получаем уравнения возбуждения:
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 в исходной системе коор-

динат r, j , z; с — скорость света в вакууме; I0 — ток пучка.
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Заключение
Общая теория возбуждения продольно-азимутально нерегулярных волноводов, развитая в  статье, 

позволяет проводить моделирование и оптимизацию ряда СВЧ и КВЧ устройств: электронных прибо-
ров, фильтров и  антенных устройств, что существенным образом дополняет возможности их машин-
ного моделирования.
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Полученные уравнения возбуждения вместе со стандартными граничными условиями на регулярных 
концах волновода [3, 16, 17] решают поставленную задачу. В приведенных уравнениях впервые корректно 
выражены интегралы возбуждения.
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Excitation equations for longitudinal-azimuthally irregular waveguides are formulated taking into account 
losses in the walls. The inner surface of the waveguide walls is given by an arbitrary smooth function ( ),b zj . 
The coordinate transformation method replaces the original cylindrical coordinate system , ,r zj  with a new 
one , ,zr j , where ( )( )/ ,r b zr j= . The new system defines the waveguide boundary as = = const1r , i. e. the 
waveguide geometry transforms as a regular cylinder. Taking these functions into account, the standard 
procedure of the incomplete Galerkin’s method is used to determine the amplitudes of partial waves.  
The resulting general equations can be used in the calculation and optimization of both microwave and EHF 
electronic devices of various types, as well as passive microwave devices of various applications.




