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Восстановление пространственной функции распределения 
неоднородностей покрытия по функции  
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Аннотация. При экспериментальном исследовании структуры слоя специального покрытия, наносимого на ме-
таллы методом газотермического напыления одним из основных методов, является изучение микроснимков шлифов. 
На основе компьютерного анализа микрофотографий можно получить функцию распределения неоднородностей в 
образце. Однако, поскольку микрофотография представляет собой плоское изображение, получаемая функция будет 
двумерной, тогда как в реальном образце распределение дефектов описывается трехмерной функцией. В настоящей 
работе рассмотрена проблема восстановления пространственной функции распределения дефектов в газотермиче-
ском покрытии на основании анализа микрофотографий шлифов. Реальное включение неправильной формы при этом 
заменяется эффективным трехосным эллипсоидом. Решена задача в общем виде редукции пространственной функции 
распределения f неоднородностей на функцию их распределения f Π на плоскости сечения Π , включающая некоторое 
интегральное преобразование I. Показано, что в частном случае сферических частиц обращение I^(-1) существует и 
является интегральным преобразованием того же типа, что I. Рассмотрено пространственное распределение сфе-
рических частиц, не зависящее от продольной координаты z, в котором размеры частиц ограничены в каждой точке 
функцией R(x, y), зависящей от координат. Это распределение качественно соответствует стационарной технологии 
напыления, при которой в глубинных слоях вблизи подложки материал покрытия проплавляется полностью и образует 
однородный расплав, а ближе к поверхности и краям нерасплавленные до конца частицы образуют вкрапления замет-
ных размеров. В качестве второго примера рассмотрена редукция функции распределения Фуллера, применяемой при 
оптимизации гранулометрического состава порошковых материалов. Установлено, что редукция плотности функции 
распределения эллипсоидов на сечение плоского шлифа переносит плотность распределения центров без изменения, а 
произведение распределений Фуллера с независимыми параметрами переводит в произведение распределений с проти-
воположными параметрами степени и с прежними значениями параметров эллипсоида. 

Ключевые слова: порошковое покрытие, газотермическое напыление, функция распределения неоднородностей 

Для цитирования: Кокарев С.С., Соловьев М.Е., Балдаев С.Л., Балдаев Л.Х. Восстановление пространственной 
функции распределения неоднородностей покрытия по функции распределения на шлифе // Наукоёмкие технологии в 
машиностроении. 2023. № 11 (149). С. 10.30987/2223-4608-2023-3-16 
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Abstract. In the experimental studies of the structure of the special coating layer overlaid on metal applying gas-thermal 

spraying technique, one of the main methods is the study of polished specimen micrography.  According to the computer analysis 
of microphotographs, it is possible to obtain the distribution function of inhomogeneities in the sample. However, since micrography 
is a flat image, the resulting function will be two-dimensional, whereas in a real sample, the distribution of defects is described by 
a three-dimensional function. In this paper, the problem of the space function recovery for the distribution of defects in a gas-
thermal coating is viewed on the basis of the analysis of polished specimen micrography. The actual inclusion of an irregular shape 
is replaced by an effective three-axis ellipsoid. The problem is solved in the general form of reduction of the space function f of 
inhomogeneities distribution according to their distribution function f P on the cross – sectional plane P, which includes some 
integral transformation I. It is shown that in the special case of spherical particles, the inversion I^(-1)   exists and is an integral 
transformation of the same type as I. The space distribution of spherical particles is also viewed, which does not depend on the 
longitudinal coordinate z, where particle sizes are limited at each point by a function R(x,y), depending on the coordinates.  This 
distribution is suitable in its essense to the stationary spraying technology, when in deep layers near the substrate, the coating 
material melts completely and forms a single melt, while closer to the surface and edges, the parts that are not completely melted 
form inclusions of noticeable sizes. The reduction of the Fuller distribution law, used to optimize the granulometric composition of 
powder materials, is viewed as a second example.  It is found that the reduction of the density of the ellipsoid distribution function 
to the section of a flat strip transfers the density of the distribution of centers as original, and the product of Fuller distributions 
times independent parameters is transformed into the product of distributions times the opposite degree parameters and also the 
previous values of the parameters of the ellipsoid 

 
Keywords: powder coating, gas thermal spraying, inhomogeneity distribution function 
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Введение 

 

Одной из распространенных методик экс-
периментального исследования внутренней 
структуры слоя, напыленного с помощью газо-
термической [1 – 3], плазменно-разрядной [4] 
или лазерной технологии [5, 6], является сня-
тие поперечных шлифов с дорожки напыления 
и изучение неоднородностей в сечении шлифа 
[7 – 9]. С помощью специальных компьютер-
ных программ, работающих на основе различ-
ных алгоритмов распознавания изображений 
[10 – 12], можно получать, таким образом, раз-
личные количественные характеристики по-
крытия, одной из которых является функция 
распределения неоднородностей [13 – 15]. На 
функцию распределения неоднородностей 

могут влиять различные технологические фак-
торы: условия нанесения покрытия [12], состав 
порошка [13], структура материала [14, 15].    

При экспериментальной оценке функции 
распределения неоднородностей на основании 
анализа микрофотографий шлифов возникает 
чисто теоретическая нетривиальная проблема 
экстраполяции эмпирической функции распре-
деления неоднородностей в сечении шлифа на 
пространственную функцию распределения, 
которая и представляет реальный практиче-
ский интерес. В настоящей статье мы рассмат-
риваем задачу экстраполяции в некоторой 
упрощенной постановке, при которой типич-
ным паттерном неоднородности является трех-
осный эллипсоид. 
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Определение пространственной функции 
распределения неоднородностей 

Полагая, что процесс формирования по-
крытия содержит неустранимый и неконтроли-
руемый случайный фактор, в результате кото-
рого частицы порошка или легирующей до-
бавки имеют вид отдельной фазы (зерен), 
вкрапленной в матрицу основного вещества, 
целесообразно использовать функцию распре-
деления этих зерен по совокупности суще-
ственных переменных, которые являются слу-
чайными величинами. Эту функцию можно 
определить следующим образом. Примем, что 
каждое зерно представляет собой трехосный 
эллипсоид 𝐸𝐸(ξ) (или эффективный эллипсоид, 
в некотором строго определенном смысле, за-
меняющий реальное зерно с неправильной 
формой), который характеризуется в простран-
стве набором параметров:  

ξ = {𝑋𝑋, Θ,𝐴𝐴},                         (1) 

где 𝑋𝑋 = (𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) – положение центра 𝐸𝐸 в про-
странстве в некоторой системе координат, 
жестко связанной с материалом покрытия; 
Θ – пространство угловых переменных, кото-
рое можно параметризовать матрицей 𝐿𝐿(𝑛𝑛�⃗ , ϕ) 
вращения вокруг оси 𝑛𝑛 на угол ϕ и которое за-
дает ориентацию эллипсоида по отношению к 
некоторой начальной ориентации. Последнюю 
можно определить как такое положение трех-
осного эллипсоида, при котором меньшая по-
луось ориентирована вдоль оси 𝑥𝑥, средняя – 
вдоль оси 𝑦𝑦, и самая большая – вдоль оси 𝑧𝑧. При 
этом, с учетом симметрии эллипсоида, следует 
ограничить направления вектора 𝑛𝑛�⃗  верхним по-
лупространством, в котором 𝑧𝑧 ≥ 0, а угол вра-
щения ϕ ∈ [0; π). Таким образом, в сфериче-
ской системе координат (θ,φ), ассоциирован-
ной стандартным образом с выбранной декар-
товой, вектор 𝑛𝑛�⃗  будет иметь следующие компо-
ненты:  

 
 𝑛𝑛�⃗ = (sin θ cos φ , sin θ sin φ , cos θ),  θ ∈ [0; π/2],  φ ∈ [0; π).                             (2) 

 
Набор 𝐴𝐴 = (𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3) – набор полуосей 

эллипсоида, причем 𝑎𝑎1 ≤ 𝑎𝑎2 ≤ 𝑎𝑎3.  
Определим теперь функцию распреде-

ления 𝑓𝑓(ξ) посредством следующего соотно-
шения: вероятность 𝑑𝑑𝑑𝑑(ξ) того, что эллипсоид 
имеет параметры ξ лежащие в объеме 𝑑𝑑𝑉𝑉ξ в 
окрестности точки ξ дается выражением:  

 
 𝑑𝑑𝑑𝑑(ξ) = 𝑓𝑓(ξ)𝑑𝑑𝑉𝑉ξ = 𝑓𝑓(ξ)𝑑𝑑𝑉𝑉𝑋𝑋 ⋅ 𝑑𝑑𝑉𝑉Θ ⋅ 𝑑𝑑𝑉𝑉𝐴𝐴,     (3) 
 
где 𝑑𝑑𝑉𝑉𝑥𝑥 = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑; 𝑑𝑑𝑉𝑉Θ = 𝑑𝑑Ω(θ, φ)𝑑𝑑ϕ;                
𝑑𝑑𝑉𝑉𝐴𝐴 = 𝑑𝑑𝑎𝑎1𝑑𝑑𝑎𝑎2𝑑𝑑𝑎𝑎3 – мера (элементы объемов) в 
подпространствах параметров, при этом 
𝑑𝑑Ω(θ,φ) = sinθ 𝑑𝑑θ𝑑𝑑φ – стандартный элемент 
телесного угла (элемент площади на единич-
ной сфере). Из общих соображений 𝑓𝑓(ξ) ≥ 0 и 
удовлетворяет условию нормировки:  
 

 ∫ 𝑓𝑓(ξ)𝑑𝑑𝑉𝑉ξ𝑅𝑅ξ
9 = 1,                       (4) 

 

где 𝑅𝑅ξ
9 – девятимерная область определения 𝑓𝑓 

пространства параметров.  

Редукция пространственной функции       
распределения: общий подход 

Перейдем теперь к задаче о редукции 
пространственной плотности вероятности 𝑓𝑓(ξ) 

распределения эллиптических неоднородно-
стей на плоскость и вопросу о ее восстановле-
нии по функции 𝑓𝑓Π(ξΠ), снятой на каком-то 
плоском сечении Π. Уравнение произвольного 
эллипсоида в пространстве получается из его 
уравнения в специальной системе координат 
{𝑋𝑋,𝑌𝑌,𝑍𝑍}, согласованной с его центром и осями:  

 

 𝑋𝑋2

𝑎𝑎12
+ 𝑌𝑌2

𝑎𝑎22
+ 𝑍𝑍2

𝑎𝑎32
= 1,                     (5) 

 
с помощью подстановки:  
 

 𝑅𝑅�⃗ ↦ 𝑅𝑅�⃗ ′ = 𝐿𝐿(𝑛𝑛�⃗ , ϕ)(𝑅𝑅�⃗ − 𝑟𝑟),             (6) 
 

где 𝑅𝑅�⃗ = (𝑋𝑋,𝑌𝑌,𝑍𝑍);  𝑅𝑅′����⃗ = �𝑋𝑋′,𝑌𝑌′,𝑍𝑍′�;   𝑟𝑟��⃗ = (𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) – 
координаты центра эллипсоида; 𝐿𝐿(𝑛𝑛�⃗ ,𝜙𝜙) – мат-
рица вращения вокруг оси 𝑛𝑛�⃗  на угол ϕ. После 
подстановки (6) в (5), уравнение (5) примет 
вид: 
 
 𝑄𝑄2(𝑅𝑅�⃗ ,𝑅𝑅�⃗ ) + 𝑄𝑄1(𝑅𝑅�⃗ ) + 𝑄𝑄0 = 0,           (7) 
 
где 𝑄𝑄2,𝑄𝑄1,𝑄𝑄0 – квадратичная, линейная формы и 
форма нулевого порядка соответственно, коэффи-
циенты которых зависят от девяти параметров: 
трех координат центра (𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = 𝑟𝑟, трех угловых 
переменных (θ,φ,ϕ) = Θ, и трех параметров 
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полуосей эллипсоида (𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3) = 𝐴𝐴. Ввиду 
громоздкости этих зависимостей мы их не при-
водим здесь в явном виде. На плоскости Π по-
лагаем 𝑍𝑍 = 0 и получаем уравнение эллипса в 
виде:  
 

 𝑄𝑄2(𝑅𝑅Π�����⃗ ,𝑅𝑅Π�����⃗ ) + 𝑄𝑄1(𝑅𝑅Π�����⃗ ) + 𝑄𝑄0 = 0,         (8) 
 
которое тоже включает в себя квадратичную, 
линейную формы и форму нулевого порядка по 
координатам  𝑅𝑅�⃗ Π = (𝑋𝑋,𝑌𝑌) плоскости Π. На этой 
плоскости произвольный эллипсоид получа-
ется из канонического:  
 

 𝑋𝑋2

𝑎𝑎2
+ 𝑌𝑌2

𝑏𝑏2
= 1                              (9) 

с помощью подстановки, аналогичной (6):  
 
 𝑅𝑅�⃗ Π  ↦ 𝑅𝑅�⃗ ′Π =  𝐿𝐿(𝑒𝑒𝑧𝑧���⃗ ,ψ)(𝑅𝑅�⃗ Π − 𝑟𝑟Π),      (10) 
 
где 𝑅𝑅�⃗ Π = (𝑋𝑋,𝑌𝑌);  𝑅𝑅′���⃗ Π = (𝑋𝑋′,𝑌𝑌′);  𝑟𝑟Π = (𝑥𝑥Π,𝑦𝑦Π)     –
координаты центра эллипса на плоскости Π; 
𝐿𝐿(𝑒𝑒𝑧𝑧���⃗ ,ψ) – матрица вращения на плоскости Π на 
угол ψ. Коэффициенты результирующих форм 
𝑃𝑃2,𝑃𝑃1,𝑃𝑃0, определяющих уравнение произволь-
ного эллипса на плоскости Π:  
 
 𝑃𝑃2�𝑅𝑅�⃗ Π,𝑅𝑅�⃗ Π� + 𝑃𝑃1�𝑅𝑅�⃗ Π� + 𝑃𝑃0 = 0         (11) 

 
имеют следующий явный вид:  

 

𝑃𝑃2|𝑋𝑋𝑋𝑋 =
𝑎𝑎2 + (𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2) cos2 ψ

𝑎𝑎2𝑏𝑏2
;𝑃𝑃2|𝑌𝑌𝑌𝑌 =

𝑏𝑏2 + (𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏2) cos2 ψ
𝑎𝑎2𝑏𝑏2

;𝑃𝑃2|𝑋𝑋𝑋𝑋 =
(𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏2)
𝑎𝑎2𝑏𝑏2

sin 2 ψ; 
 

𝑃𝑃1|𝑋𝑋 = 2
𝑥𝑥Π((𝑎𝑎2 − 𝑏𝑏2) cos2 ψ − 𝑎𝑎2) + 𝑦𝑦Π sin ψ cos ψ (𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2)

𝑎𝑎2𝑏𝑏2
; 

 

𝑃𝑃1|𝑌𝑌 = 2
𝑦𝑦Π((𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2) cos2 ψ − 𝑏𝑏2) + 𝑥𝑥Π sin ψ cos ψ (𝑏𝑏2 − 𝑎𝑎2)

𝑎𝑎2𝑏𝑏2
; 

 

         𝑃𝑃0|𝑋𝑋 = 𝑥𝑥Π
2((𝑏𝑏2−𝑎𝑎2) cos2 ψ+𝑎𝑎2)+𝑦𝑦Π

2((𝑎𝑎2−𝑏𝑏2) cos2 ψ+𝑏𝑏2)+2𝑥𝑥Π𝑦𝑦Π sinψ cosψ(𝑎𝑎2−𝑏𝑏2)
𝑎𝑎2𝑏𝑏2

. 
 

 
На плоскости Π именно пять параметров 
{𝑥𝑥Π,𝑦𝑦Π,𝑎𝑎, 𝑏𝑏, ψ} ≡ ξΠ являются наблюдаемыми.  

Рассмотрим теперь семейство эллипсо-
идов, которые в сечении плоскостью Π дают 
один и тот же эллипс с фиксированным набо-
ром параметров ξΠ. Это семейство характери-
зуется четырехмерной поверхностью в девяти-
мерном пространстве параметров ξ ∈ 𝑅𝑅9, урав-
нение на которую получается из требования эк-
вивалентности уравнений (7) и (11), что сво-
дится, по существу, к пропорциональности ко-
эффициентов соответствующих форм:  

 𝑄𝑄2(ξ) = 𝜆𝜆𝑃𝑃2(ξΠ); 𝑄𝑄1(ξ) = λ𝑃𝑃1(ξΠ)     (12) 
 

– пять уравнений в компонентах, а равенство 
𝑄𝑄0(ξ) = λ𝑃𝑃0(ξΠ) является просто определе-
нием параметра пропорциональности λ. Для 
корректного переноса функции 𝑓𝑓(ξ) на плос-
кость Π теперь целесообразно ввести в про-
странстве параметров ξ новую систему коорди-
нат: в качестве новых координат следует взять 
пять функций, входящих в левые части уравне-
ний (12). А именно, положим:  

 
 𝑦𝑦1 = 𝑄𝑄2|𝑋𝑋𝑋𝑋(ξ);𝑦𝑦2 = 𝑄𝑄2|𝑌𝑌𝑌𝑌(ξ);𝑦𝑦3 = 𝑄𝑄2|𝑋𝑋𝑋𝑋(ξ);𝑦𝑦4 = 𝑄𝑄1𝑋𝑋(ξ);𝑦𝑦5 = 𝑄𝑄1|𝑌𝑌(ξ), (13) 

 
и дополним этот набор до девяти частью ста-
рых параметров 𝑧𝑧,𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3. В итоге получаем 
замену системы координат:  
 
 ξ = (𝑋𝑋, Ψ,𝐴𝐴) → ξ′ = (𝑌𝑌, 𝑧𝑧,𝐴𝐴),         (14) 

 

где 𝑌𝑌 = (𝑦𝑦1,𝑦𝑦2,𝑦𝑦3,𝑦𝑦4,𝑦𝑦5). Эти пять координат 
должны оставаться фиксированными для всех 
эллипсоидов, дающих один и тот же эллипс в 
сечении плоскостью Π, т. е. уравнение поверх-
ности этого семейства эллипсоидов в новых ко-
ординатах имеет вид: 𝑌𝑌 = const.  
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Замене переменных (14) соответствует 
9 × 9 матрица Якоби 𝐽𝐽(ξ′|ξ) и ее определитель 
(якобиан) |𝐽𝐽(ξ′|ξ)|, где:  

 

 𝐽𝐽(ξ′|ξ) = �𝜕𝜕ξ′

𝜕𝜕ξ
�,                    (15) 

 
причем эта матрица единична по строкам, со-
ответствующим части старых переменных 𝑧𝑧,𝐴𝐴. 
По этой причине якобиан преобразования (14) 
фактически равен частичному якобиану:  

  
|𝐽𝐽(ξ′|ξ)| = |𝐽𝐽(𝑌𝑌|𝑥𝑥,𝑦𝑦, Θ)| = Δ(𝑥𝑥,𝑦𝑦, Θ),    (16) 

 
который зависит только от части переменных, 
что отражено в обозначении. Записывая теперь 
элемент вероятности (3) в новых координатах, 
с учетом правила якобианов |𝐽𝐽(ξ′|ξ)|𝑑𝑑𝑉𝑉ξ = 𝑑𝑑𝑉𝑉ξ′ 
для преобразования элементов объема, мы     
получим:  

 
 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑓𝑓(ξ)𝑑𝑑𝑉𝑉𝑋𝑋𝑑𝑑𝑉𝑉Θ𝑑𝑑𝑉𝑉𝐴𝐴 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥(𝑌𝑌),𝑦𝑦(𝑌𝑌), 𝑧𝑧,𝛩𝛩(𝑌𝑌),𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3)Δ−1(𝑥𝑥(𝑌𝑌),𝑦𝑦(𝑌𝑌), Θ(𝑌𝑌))𝑑𝑑𝑉𝑉𝑌𝑌𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑉𝑉𝐴𝐴,    (17) 

 
где предполагается, что Δ ≠ 0, преобразование 
по общей теореме об обратном отображении 
локально обратимо и параметры 𝑥𝑥,𝑦𝑦, θ,φ,ϕ 
можно выразить в виде функций от 𝑦𝑦𝑖𝑖 и, к при-
меру, запись 𝑓𝑓(𝑌𝑌) является сокращением 
𝑓𝑓(𝑦𝑦1,𝑦𝑦2, 𝑦𝑦3,𝑦𝑦4,𝑦𝑦5).  

Теперь мы можем частично проинтегри-
ровать выражение (17) по совокупности допол-
нительных переменных, которые являются не-
наблюдаемыми на плоскости Π:  

  
𝑑𝑑𝑑𝑑 → 𝑑𝑑𝑃𝑃′Π = ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷⊂𝑅𝑅4 = �∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥(𝑌𝑌),𝑦𝑦(𝑌𝑌),𝑧𝑧,Θ(𝑌𝑌),𝑎𝑎1,𝑎𝑎2,𝑎𝑎3)

Δ(𝑥𝑥(𝑌𝑌),𝑦𝑦(𝑌𝑌),Θ(𝑌𝑌))
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑉𝑉𝐴𝐴𝐷𝐷⊂𝑅𝑅4 � 𝑑𝑑𝑉𝑉𝑌𝑌.                   (18) 

 
После интегрирования зависимость 

 𝑑𝑑𝑃𝑃′Π от ненаблюдаемых переменных 𝑧𝑧,𝐴𝐴 пол-
ностью пропадает. Теперь для окончательного 
перехода на плоскость переменных Π нужно 
сделать еще одну замену переменных:  

 
 𝑌𝑌 → (𝑥𝑥Π,𝑦𝑦Π, ψ,𝑎𝑎, 𝑏𝑏),                  (19) 

которое, фактически, задают равенства (12) и 
(13) в совокупности. Если обозначить эти соот-
ношения символически 𝑌𝑌 = 𝑔𝑔(ξΠ), а соответ-
ствующий якобиан преобразования 𝐽𝐽(𝑌𝑌|ξΠ) 
обозначить δ(ξΠ), то формула (18) примет вид:  

 

 𝑑𝑑𝑑𝑑Π�ξΠ� = �∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥(𝑌𝑌),𝑦𝑦(𝑌𝑌),𝑧𝑧,Θ(𝑌𝑌),𝐴𝐴)
Δ�𝑥𝑥(𝑌𝑌),𝑦𝑦(𝑌𝑌),Θ(𝑌𝑌)�

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑉𝑉𝐴𝐴𝐷𝐷⊂𝑅𝑅4 � �
0
0

𝑌𝑌 = 𝑔𝑔(ξΠ)
𝛿𝛿(ξΠ)𝑑𝑑𝑉𝑉ξΠ,                    (20) 

 
откуда, окончательно:  

 

𝑓𝑓𝛱𝛱�ξΠ� = ��∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥(𝑌𝑌),𝑦𝑦(𝑌𝑌), 𝑧𝑧, Θ(𝑌𝑌),𝐴𝐴)𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑉𝑉𝐴𝐴
0
𝐷𝐷⊂𝑅𝑅4 � δ(ξΠ)

Δ�𝑥𝑥(𝑌𝑌),𝑦𝑦(𝑌𝑌),Θ(𝑌𝑌)�
� �

0
0

0𝑌𝑌=𝑔𝑔(ξΠ)

 .             (21) 

 
Формула (21) и решает в общем виде за-

дачу редукции пространственной функции рас-
пределения 𝑓𝑓 неоднородностей на функцию их 
распределения 𝑓𝑓Π на плоскости сечения Π. 
Ввиду громоздкости общих формул перехода 
ξ → ξ′ → ξΠ использование этой формулы в об-
щем случае возможно только в численном 

виде. Задача ее обращения в общем виде или 
даже в конкретном случае остается под вопро-
сом. Формально она ставится так: по известной 
функции распределения 𝑓𝑓Π(ξΠ) (возможно, при 
некоторых дополнительных предположениях) 
вывести формулу для 𝑓𝑓(ξ). Схематически обе 
задачи иллюстрируются диаграммами:  

  

𝑓𝑓(ξ)
 𝐼𝐼−(21) 
�⎯⎯⎯⎯⎯⎯�𝑓𝑓Π(ξΠ); 𝑓𝑓Π(ξΠ)

 𝐼𝐼−1(21) 
�⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯�𝑓𝑓(ξ),                                     (22) 
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где первая стрелка характеризует задачу редук-
ции, которая в общем виде решается формулой 
(21), включающей некоторое интегральное 
преобразование 𝐼𝐼, а вторая стрелка характери-
зует задачу восстановления пространственной 
функции распределения с помощью обраще-
ния 𝐼𝐼, если такое обращение существует. В сле-
дующем разделе мы покажем, что при некото-
рых разумных предположениях в самом про-
стом случае сферических частиц обращение 
𝐼𝐼−1 существует и является интегральным пре-
образованием того же типа, что 𝐼𝐼.  

Редукция пространственной функции рас-
пределения для сферических частиц 

В качестве пробной (и практически важ-
ной!) задачи, на основе которой можно понять 
методику редукции и восстановления функции 
распределения, рассмотрим случай сфериче-
ских частиц-зерен. В этом случае, ввиду сфери-
ческой симметрии частиц, теряет смысл ориен-
тация зерен и девятимерное пространство па-
раметров ξ редуцируется до четырехмерного 
пространства 𝑅𝑅ξ

4, три координаты которого от-
вечают за положения центров сфер, а                         
четвертая – за их радиусы 𝑎𝑎. Ввиду значитель-
ного изменения размерности области опреде-
ления, удобнее пользоваться не общей форму-
лой (21), а проделать вывод заново, с целью 

избежания громоздких выкладок с простым ко-
нечным результатом. Пусть, как и раньше, 
 Π – плоскость сечения, которую без ущерба 
для общности можно принять за плоскость 𝑋𝑋𝑋𝑋 
выбранной          декартовой системы коорди-
нат.  Если 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧,𝑎𝑎) – функция распределения 
зерен в пространстве, то функция распределе-
ния на плоскости Π получится из нее посред-
ством надлежащей замены переменной, кото-
рая приводит к некоторому интегральному 
преобразованию исходной функции распреде-
ления. Действительно, рассмотрим сфериче-
скую частицу некоторого радиуса 𝑎𝑎 в ее сече-
нии плоскостью Π. Это сечение представляет 
собой круг радиуса 𝑟𝑟, который связан с радиу-
сом шара посредством соотношения:  

 
 𝑟𝑟 = √𝑎𝑎2 − 𝑧𝑧2,                           (23) 

 
где |𝑧𝑧| – расстояние от центра шара до плоско-
сти Π в выбранной системе координат. Оче-
видно, что «правильной переменной» в плоско-
сти Π является именно величина 𝑟𝑟, а не 𝑎𝑎, по-
скольку именно первая переменная наблюда-
ема на плоскости, а последняя на ней не ви-
дима, равно как и сама координата 𝑧𝑧. Таким об-
разом, правильный переход от функции 𝑓𝑓 к 
функции 𝑓𝑓Π заключается в переходе от пере-
менной 𝑎𝑎 к переменной 𝑟𝑟:  

 
 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 𝑎𝑎)𝑑𝑑𝑉𝑉Π𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧,√𝑟𝑟2 + 𝑧𝑧2)𝑑𝑑𝑉𝑉Π𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑,                           (24) 

 
где 𝑑𝑑𝑉𝑉Π = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑, и промежуточному интегри-
рованию по 𝑧𝑧, поскольку целое семейство про-
странственных шаров, положение которых 
удовлетворяет уравнению (23), дает одно и то 
же сечение в плоскости Π. С учетом того, что 
𝑑𝑑𝑑𝑑/𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑟𝑟/√𝑟𝑟2 + 𝑧𝑧2, для вероятности 𝑑𝑑𝑃𝑃Π    
обнаружения круговой неоднородности в плос-
кости Π в объеме параметров                                    
[𝑥𝑥; 𝑥𝑥 + 𝑑𝑑𝑑𝑑] × [𝑦𝑦;𝑦𝑦 + 𝑑𝑑𝑑𝑑] × [𝑟𝑟; 𝑟𝑟 + 𝑑𝑑𝑑𝑑], т. о.         
получаем:  
 

 𝑑𝑑𝑃𝑃Π = ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑧𝑧,√𝑟𝑟2+𝑧𝑧2)𝑟𝑟
√𝑟𝑟2+𝑧𝑧2

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑉𝑉Π𝑑𝑑𝑑𝑑
∞
−∞ .       (25) 

 
В формуле (25) предполагается, что 

функция 𝑓𝑓 имеет компактный носитель по чет-
вертой переменной (т. е. равна нулю вне неко-
торого конечного промежутка 𝑅𝑅), либо спадает 

на 𝑧𝑧-бесконечности достаточно быстро (подой-
дет любая отрицательная степень 𝑧𝑧 в асимто-
тике 𝑓𝑓 при |𝑧𝑧| → ∞), чтобы несобственный ин-
теграл сходился. Следуя общей логике опреде-
ления функции распределения, отсюда заклю-
чаем, что редуцированная на плоскость функ-
ция распределения  

 

 𝑓𝑓Π(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑟𝑟) = ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑧𝑧,√𝑟𝑟2+𝑧𝑧2)𝑟𝑟
√𝑟𝑟2+𝑧𝑧2

𝑑𝑑𝑑𝑑∞
−∞        (26) 

 
представляет собой нетривиальное интеграль-
ное преобразование типа преобразования 
Абеля (модифицированное преобразование 
Абеля). Очевидно, что вклад в распределение 
круговых неоднородностей на плоскости Π по-
лучается как от шаров с центрами, лежащими в 
полупространстве 𝑧𝑧 > 0, так и 𝑧𝑧 < 0, хотя, 
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возможно в разной степени ввиду того, что 
функция 𝑓𝑓 явно зависит от 𝑧𝑧. При этом на плос-
кости Π вклады от одного полупространства и 
другого неотличимы. Поэтому имеет смысл 
представить выражение (26) в виде, отражаю-
щем эту неотличимость. Для этой цели 

разобьем область интегрирования на части            
𝑧𝑧 < 0 и 𝑧𝑧 > 0 и выполним следующие преобра-
зования (пишем выражения в сокращенном 
виде, выделяя только существенные для вы-
кладки зависимости):  

 
 𝑓𝑓Π(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑟𝑟) = �∫ 00

−∞ + ∫ 0∞
0 � 𝑓𝑓(𝑧𝑧,√𝑟𝑟2+𝑧𝑧2)𝑟𝑟

√𝑟𝑟2+𝑧𝑧2
𝑑𝑑𝑑𝑑 =                                              (27) 

 

 �−∫ 0−∞
0 + ∫ 0∞

0 � 𝑓𝑓(𝑧𝑧,√𝑟𝑟2+𝑧𝑧2)𝑟𝑟
√𝑟𝑟2+𝑧𝑧2

𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑓𝑓(−𝑧𝑧,√𝑟𝑟2+𝑧𝑧2)𝑟𝑟
√𝑟𝑟2+𝑧𝑧2

𝑑𝑑𝑑𝑑∞
0 + 

 

 ∫ 𝑓𝑓(𝑧𝑧,√𝑟𝑟2+𝑧𝑧2)𝑟𝑟
√𝑟𝑟2+𝑧𝑧2

𝑑𝑑𝑑𝑑∞
0 = 2𝑟𝑟 ∫ 𝑓𝑓+(𝑧𝑧,√𝑟𝑟2+𝑧𝑧2)

√𝑟𝑟2+𝑧𝑧2
𝑑𝑑𝑑𝑑∞

0 , 
 
где 𝑓𝑓+(𝑥𝑥) ≡ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)+𝑓𝑓(−𝑥𝑥)

2
 – четная часть функции 𝑓𝑓. 

Таким образом, окончательная формула:  
 

 𝑓𝑓Π(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑟𝑟) = 2𝑟𝑟 ∫ 𝑓𝑓+(𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑧𝑧,√𝑟𝑟2+𝑧𝑧2)
√𝑟𝑟2+𝑧𝑧2

𝑑𝑑𝑑𝑑∞
0 ,      (28) 

 
решает прямую задачу для функции распреде-
ления сферических неоднородностей: по из-
вестной пространственной функции распреде-
ления 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧,𝑎𝑎) она позволяет вычислить 

функцию распределения плоского сечения         
Π среды с помощью некоторого интегрального 
преобразования.  
 
Пример 1: редукция с зависимостью от двух 
координат 
 

В качестве примера рассмотрим про-
странственную функцию распределения вида:  

 
 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧,𝑎𝑎) = 𝐴𝐴(𝑘𝑘𝑥𝑥4𝑦𝑦2 − 𝑎𝑎)2θ(𝑘𝑘𝑥𝑥4𝑦𝑦2 − 𝑎𝑎),                                             (29) 

 
где θ(𝑥𝑥) – ступенчатая функция Хевисайда, 
равная единице при 𝑥𝑥 ≥ 0, и равная нулю при 
𝑥𝑥 < 0. Эту зависимость легче интерпретиро-
вать, если переписать ее в свернутом виде: 𝑓𝑓 =
𝐴𝐴(𝑅𝑅(𝑥𝑥,𝑦𝑦) − 𝑎𝑎)2θ(𝑅𝑅(𝑥𝑥,𝑦𝑦) − 𝑎𝑎). Она описывает 
пространственное распределение сферических 
частиц, не зависящее от продольной коорди-
наты 𝑧𝑧, в котором размеры частиц ограничены 
в каждой точке функцией 𝑅𝑅(𝑥𝑥,𝑦𝑦), зависящей от 

координат, причем вблизи начала системы ко-
ординат размеры частиц малы. Это распределе-
ние качественно соответствует стационарной 
технологии напыления, при которой в глубин-
ных слоях вблизи подложки материал покры-
тия проплавляется полностью и образует одно-
родный расплав, а ближе к поверхности и 
краям нерасплавленные до конца частицы об-
разуют вкрапления заметных размеров. Приме-
нение формулы (28) приводит к зависимости: 

  
 

 𝑓𝑓Π(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑟𝑟) = 𝐴𝐴𝑟𝑟3 ��1 + 2𝑘𝑘2𝑥𝑥8𝑦𝑦4

𝑟𝑟2
� ln��𝑘𝑘2𝑥𝑥8𝑦𝑦4

𝑟𝑟2
− 1 + 𝑘𝑘𝑥𝑥4𝑦𝑦2

𝑟𝑟
� −                               (30) 

 

 −3𝑘𝑘𝑥𝑥4𝑦𝑦2

𝑟𝑟
�𝑘𝑘2𝑥𝑥8𝑦𝑦4

𝑟𝑟2
− 1�. 

 
Сравнительное поведение зависимостей 𝑓𝑓 и 𝑓𝑓Π для рассматриваемого примера показано на рис. 1.  
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                                             а)                                                                                               б) 
Рис. 1. Зависимости 𝒇𝒇 и 𝒇𝒇𝚷𝚷 для (30) и его преобразования (28) соответственно при 𝑨𝑨 = 𝟏𝟏,𝟎𝟎;𝒌𝒌 = 𝟎𝟎,𝟓𝟓:  
а – эквипотенциальные линии 𝑓𝑓 = 𝑓𝑓Π = 0,2 при 𝑎𝑎 = 𝑟𝑟 = 0,1 на плоскости переменных (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) (нижняя – 𝑓𝑓, верхняя 𝑓𝑓Π); 
б – распределения по размерам в точке 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 = 1 (верхняя кривая – 𝑓𝑓, нижняя 𝑓𝑓Π) 
 
Fig. 1. Dependences f and 𝒇𝒇𝒑𝒑 for (30) and its transformations (28), respectively, at 𝑨𝑨 = 𝟏𝟏,𝟎𝟎;  𝒌𝒌 = 𝟎𝟎,𝟓𝟓: 
a – equipotential lines 𝑓𝑓 = 𝑓𝑓𝑃𝑃 = 0,2 at 𝑎𝑎 = 𝑟𝑟 = 0,1 on the plane of variables (x, y) (lower – 𝑓𝑓, upper 𝑓𝑓𝑃𝑃); b – size distributions 
at the point 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 = 1 (the upper curve is 𝑓𝑓, the lower one is 𝑓𝑓𝑃𝑃) 

 
Как это наглядно видно из приведенных 

рисунков, зависимость от поперечных коорди-
нат переносится интегральным преобразова-
нием практически без заметных изменений, в 
то время как распределение частиц по разме-
рам трансформируется существенно или даже 
кардинально, особенно в области частиц ма-
лых размеров.  

 
Пример 2: редукция распределения Фуллера 
 

Предположим, что имеется плоский 
слой с координатой 𝑥𝑥, ориентированной вдоль 
толщины слоя: 𝑥𝑥 ∈ [0; ℓ], в котором плотность 
функции распределения частиц имеет вид:  

 
 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑎𝑎) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥) ⋅ Φ(𝑎𝑎),                 (31) 

 

 где 𝑔𝑔(𝑥𝑥) – некоторое распределение центров 
частиц;  
 

 Φ(𝑎𝑎) = �
(𝑎𝑎/𝑎𝑎0)𝑠𝑠/𝑎𝑎0,𝑎𝑎 ∈ [0;𝑎𝑎0];

0,𝑎𝑎 ∉ [0;𝑎𝑎0]           (32) 
 

– плотность распределения Фуллера с парамет-
ром максимального размера 𝑎𝑎0 и параметром 
степени −0,5 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 0. Поскольку распределе-
ние по размерам факторизовано с распределе-
нием по координатам центров и от                                  
координаты 𝑧𝑧, нормальной к сечению шлифа, 
плотность функции распределения 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑎𝑎) не за-
висит, то формула редукции (26) сохранит коор-
динатную часть 𝑔𝑔(𝑥𝑥) неизменной и можно со-
средоточиться лишь на преобразовании части 
Φ(𝑎𝑎), отвечающей за размеры. Имеем по фор-
муле (26):

 

 ΦΠ(𝑟𝑟) = ∫ Φ(√𝑟𝑟2+𝑧𝑧2)𝑟𝑟
√𝑟𝑟2+𝑧𝑧2

𝑑𝑑𝑑𝑑∞
−∞ = 2𝑟𝑟

𝑎𝑎0
𝑠𝑠+1 ∫ (𝑟𝑟2 + 𝑧𝑧2)(𝑠𝑠−1)/2𝑑𝑑𝑑𝑑

�𝑎𝑎02−𝑟𝑟2

0 ,                           (33) 
 

где была учтена четность подынтегральной 
функции и конечность верхнего предела инте-
грирования, на котором аргумент Φ(𝑎𝑎) должен 
принимать свое максимальное значение 𝑎𝑎0. 
Интеграл (33) выражается через 

гипергеометрическую функцию 𝐹𝐹(α, β, γ, 𝑥𝑥) та-
ким образом, что редуцированная на плоскость 
шлифа функция плотности распределения по 
размерам частиц имеет вид:  
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ΦΠ(𝑟𝑟) =
2𝑟𝑟𝑠𝑠�𝑎𝑎02−𝑟𝑟2

𝑎𝑎0
𝑠𝑠+1 𝐹𝐹 �1

2
, 1−𝑠𝑠
2

, 3
2

, 1 − 𝑎𝑎02

𝑟𝑟2
�.                                            (34) 

 
Сравнительное поведение зависимостей Φ и ΦΠ для рассматриваемого примера при              

𝑎𝑎0 = 1,0;  𝑠𝑠 = −0,3 показано на рис. 2.  
 

 
                                          а)                                                                                                 б) 

Рис. 2. Зависимости 𝚽𝚽 (верхняя кривая) и 𝚽𝚽𝚷𝚷 (нижняя кривая) при 𝒂𝒂𝟎𝟎 = 𝟏𝟏,𝟎𝟎;  𝒔𝒔 = −𝟎𝟎,𝟑𝟑 (а); интегральные рас-
пределения для тех же зависимостей при тех же параметрах (б)  

 
Fig. 2. Dependencies F (upper curve) and FP (lower curve) at 𝒂𝒂𝟎𝟎 = 𝟏𝟏,𝟎𝟎;  𝒔𝒔 = −𝟎𝟎,𝟑𝟑 (a); integral distributions for the same 
dependencies at the same parameters (b) 

 
Как хорошо видно из приведенных за-

висимостей, редуцированная на плоскость 
плотность распределения Фуллера заметно от-
личается на краях от его пространственного 
оригинала – она обращается там в ноль. Для 
интегральных функций распределения наблю-
дается качественно та же картина: вблизи нуля 
редуцированная интегральная функция за-
метно отстает от пространственной, а вблизи 
правого края распределения она несколько 
опережает пространственную. Эти обстоятель-
ства необходимо учитывать для правильной 
интерпретации результатов обработки данных 
по эмпирическому распределению неоднород-
ностей на шлифах. 

 
Восстановление пространственной 

функции распределения 
 

Формулой (28) можно пользоваться и в 
обратную сторону для приближенного восста-
новления пространственной функции 

распределения. Действительно, если считать, 
что функция в левой части (28) известна из ис-
следования шлифа, а для функции в правой ча-
сти на основе экспериментальных данных или 
некоторых общих теоретических соображений 
выбран некоторый аппроксиматор, содержа-
щий разумное число параметров, то выполняя 
интегрирование в правой части мы получим ра-
венство двух функций, которое можно пони-
мать в смысле задачи регрессионного анализа. 
Такой подход не гарантирует высокой точно-
сти и в неблагоприятном случае потребует 
большого числа параметров регрессии. 

Более строгая постановка задачи подра-
зумевает обращение формулы (28), точнее, 
даже его принципиальной возможности. 
Можно утверждать, что, в случае зависимости 
функции 𝑓𝑓 от координаты 𝑧𝑧, эта задача не мо-
жет иметь решения, поскольку, подбирая эту 
зависимость надлежащим образом при любой 
зависимости 𝑓𝑓 от переменной 𝑎𝑎, первой можно 
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компенсировать последнюю и получить лю-
бую наперед заданную зависимость 𝑓𝑓Π, что 
очевидно из структуры выражения (28). С дру-
гой стороны, практически важный для любой 
технологии напыления случай, в котором 𝑓𝑓 не 
зависит от координаты 𝑧𝑧 (т. е. от координаты 
вдоль дорожки напыления), соответствует си-
туации стационарной работы плазменной 
свечи, которая напыляет материал на поверх-
ность в строго фиксированных условиях и 
свойства покрытия стационарны вдоль длины 
дорожки. В этом случае точное обращение 
формулы (28) оказывается возможным и в этом 
разделе мы выведем формулу для него. 

Стартуем с формулы (28), в которой, в 
силу независимости 𝑓𝑓 от 𝑧𝑧 𝑓𝑓+ = 𝑓𝑓. Опуская не-
существенную для дальнейших рассуждений 
зависимость 𝑓𝑓 и 𝑓𝑓Π от поперечных координат 
{𝑥𝑥,𝑦𝑦} (они в последующих рассмотрениях 

являются постоянными параметрами и зависи-
мость от них тривиально переносится с 𝑓𝑓 на 𝑓𝑓Π 
и обратно как зависимость от параметров), пе-
репишем формулу (28) в более простом виде: 

 

𝑓𝑓Π(𝑟𝑟) = 2𝑟𝑟 ∫ 𝑓𝑓(√𝑟𝑟2+𝑧𝑧2)
√𝑟𝑟2+𝑧𝑧2

𝑑𝑑𝑑𝑑∞
0 .              (35) 

 
Вводя новую удобную переменную 

𝑢𝑢 = √𝑟𝑟2 + 𝑧𝑧2;𝑑𝑑𝑑𝑑/√𝑟𝑟2 + 𝑧𝑧2 = 𝑑𝑑𝑑𝑑/𝑧𝑧 = 𝑑𝑑𝑑𝑑/√𝑢𝑢2 − 𝑟𝑟2,  
интеграл в (35) можно переписать в виде: 

 
𝑓𝑓Π(𝑟𝑟) = 2𝑟𝑟 ∫ 𝑓𝑓(𝑢𝑢)

√𝑢𝑢2−𝑟𝑟2
𝑑𝑑𝑑𝑑∞

𝑟𝑟 ,               (36) 
 

в котором зависимость 𝑓𝑓(𝑢𝑢) является искомой, 
а 𝑓𝑓Π(𝑟𝑟) считается известной. Умножим обе ча-
сти уравнения (36) на (𝑟𝑟2 − 𝑠𝑠2)−1/2 и проинте-
грируем их по 𝑟𝑟 в пределах от 𝑠𝑠 до +∞. В ре-
зультате получим: 

  
∫ 𝑓𝑓Π(𝑟𝑟)

√𝑟𝑟2−𝑠𝑠2
𝑑𝑑𝑑𝑑∞

𝑠𝑠 = 2∫ 𝑟𝑟∞
𝑠𝑠 ∫ 𝑓𝑓(𝑢𝑢)

√𝑢𝑢2−𝑟𝑟2⋅√𝑟𝑟2−𝑠𝑠2
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑∞

𝑟𝑟 =  2∫ 𝑓𝑓(𝑢𝑢)
√𝑢𝑢2−𝑟𝑟2⋅√𝑟𝑟2−𝑠𝑠2

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑊𝑊2
                  (37) 

 
– интеграл по клиновидной области 𝑊𝑊2 на плоскости 𝑟𝑟 − 𝑢𝑢 (рис. 3), задаваемой системой неравенств: 
𝑠𝑠 ≤ 𝑟𝑟 < ∞ и 𝑟𝑟 ≤ 𝑢𝑢 < ∞. 

 

 
Рис 3. Область интегрирования в двойном интеграле (37) 
 
Fig. 3. The area of integration in the double integral (37) 

 
Выполним интегрирование по этой об-

ласти последовательно: сначала по переменной 
𝑟𝑟 в пределах от 𝑠𝑠 до 𝑢𝑢, а потом по переменной 

𝑢𝑢 в пределах от 𝑠𝑠 до ∞. Первое интегрирование 
не зависит от вида 𝑓𝑓(𝑢𝑢) и сводится к вычисле-
нию безразмерного интеграла: 
 

𝐼𝐼 = �
𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

√𝑢𝑢2 − 𝑟𝑟2√𝑟𝑟2 − 𝑠𝑠2
 

𝑢𝑢

𝑠𝑠
 =

1
2

𝑞𝑞=𝑟𝑟2
�

𝑑𝑑𝑑𝑑
�𝑢𝑢2 − 𝑞𝑞�𝑞𝑞 − 𝑠𝑠2

𝑢𝑢2

𝑠𝑠2
= 0

 𝑡𝑡=�𝑞𝑞−𝑠𝑠2
 

(38) 

�
𝑑𝑑𝑑𝑑

√𝑢𝑢2 − 𝑠𝑠2 − 𝑡𝑡2

√𝑢𝑢2−𝑠𝑠2

0
= �

𝑑𝑑η

�1 − η2

1

0

η=𝑡𝑡/√𝑢𝑢2−𝑠𝑠2
=

π
2

. 
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Подставляя этот результат в (37), получаем:  
 

 ∫ 𝑓𝑓Π(𝑟𝑟)
√𝑟𝑟2−𝑠𝑠2

𝑑𝑑𝑑𝑑∞
𝑠𝑠 = π∫ 𝑓𝑓(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑∞

𝑠𝑠 ,          (39) 
 

откуда, дифференцируя обе части по 𝑠𝑠, полу-
чаем искомое обращение:  
 
 𝑓𝑓(𝑠𝑠) = − 1

𝜋𝜋
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∫

𝑓𝑓𝛱𝛱(𝑟𝑟)
√𝑟𝑟2−𝑠𝑠2

𝑑𝑑𝑑𝑑∞
𝑠𝑠 .           (40) 

 
1. Пример: восстановление линейной редуци-
рованной функции распределения 

В качестве примера рассмотрим наблю-
даемую функцию 𝑓𝑓Π в виде линейной убываю-
щей до нуля зависимости:  

 𝑓𝑓Π = 𝐴𝐴 �1 − 𝑟𝑟
𝑟𝑟0
�,                     (41) 

 
где 𝑟𝑟0 и 𝐴𝐴 – некоторые параметры (возможно, 
зависящие от координат 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 на Π). Примене-
ние формулы (40) к этой зависимости приводит 
к функции распределения в пространстве:  
 

 𝑓𝑓 = 𝐴𝐴
π𝑠𝑠
�1 − 𝑠𝑠2

𝑟𝑟02
.                         (42) 

 
Рассматриваемые зависимости пред-

ставлены на рис. 4  

 

 
                                                                а)                                                                                          б) 
Рис. 4. Плоская и восстановленная по ней пространственная функции распределения сферических неоднородно-
стей в сравнении (а); увеличенный масштаб вблизи правых концов при 𝑨𝑨 = 𝒓𝒓𝟎𝟎 = 𝟏𝟏,𝟎𝟎 (б) 
 
Fig. 4. The planar and reconstructed space function of the distribution of spherical inhomogeneities in comparison (а); 
an enlarged scale near the right ends at  𝑨𝑨 = 𝒓𝒓𝟎𝟎 = 𝟏𝟏,𝟎𝟎 (б) 

 
Рис. 4 иллюстрирует общую закономер-

ность: плоские и пространственные функции 
распределения по размерам сферических неод-
нородностей близки друг к другу в области неод-
нородностей максимальных размеров и до-
вольно сильно расходятся в области неоднород-
ностей малых размеров. Нетривиальный харак-
тер близости в области больших размеров допол-
нительно проиллюстрирован на правом рисунке, 
который более детально отражает поведение за-
висимостей на правой границе распределений. 
Существование предельного размера в плоской 
функции распределения получает простое 

объяснение: в восстановленной пространствен-
ной функции распределения отсутствуют ча-
стицы с размером большим, чем 𝑟𝑟0, следова-
тельно, и у сечений этих частиц не может быть 
большего размера. Далее, частицы большого раз-
мера попадают в сечение плоскостью Π с боль-
шей вероятностью, чем частицы малых разме-
ров, по чисто геометрическим причинам, по-
этому для соблюдения линейного закона убыва-
ния плоской функции распределения, плотность 
вероятности мелких частиц в пространстве 
должна быть существенно выше, что и отражают 
полученные теоретические зависимости.  
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Редукция функции распределения  

эллипсоидов 
 

Рассмотрим теперь частицы примесей в 
виде эллипсоидов вращения в слое с попереч-
ной координатой 𝑋𝑋 c плотностью функцию 
распределения:  

 
 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑎𝑎1,𝑎𝑎2) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥) ⋅Φ1(𝑎𝑎1) ⋅Φ2(𝑎𝑎2),    (43) 

 
где 𝑔𝑔(𝑥𝑥) – некоторое распределение центров 
частиц вдоль толщины; Φ1(𝑎𝑎1),Φ2(𝑎𝑎2) – рас-
пределения Фуллера, задаваемые парой пара-
метров {(𝑎𝑎01, 𝑠𝑠1), (𝑎𝑎02, 𝑠𝑠2)} для каждой из полу-
осей, при этом оси вращения всех эллипсоидов 
параллельны оси 𝑋𝑋. Поскольку мы рассматри-
ваем очень простой частный случай общей 
схемы «Редукция пространственной функции 
распределения для сферических частиц», то 
для сокращения выкладок имеет смысл не 
пользоваться приведенными там общими гро-
моздкими формулами, а проиллюстрировать 
их смысл, заново проделав процедуру редук-
ции в явном виде. Уравнение некоторого про-
странственного эллипсоида вращения 𝐸𝐸 в рас-
сматриваемом случае имеет вид:  
 
 (𝑋𝑋−𝑥𝑥)2

𝑎𝑎12
+ (𝑌𝑌−𝑦𝑦)2+(𝑍𝑍−𝑧𝑧)2

𝑎𝑎22
= 1.            (44) 

Пусть плоскость шлифа Π совпадает с 
плоскостью 𝑍𝑍 = 0, тогда в сечении получаем 
эллипс Π ∩ 𝐸𝐸 ≡ 𝐸𝐸Π, с уравнением:  

 
 (𝑋𝑋−𝑥𝑥)2

𝑎𝑎2
+ (𝑌𝑌−𝑦𝑦)2

𝑏𝑏2
= 1,                  (45) 

где 
 

 𝑎𝑎 = 𝑎𝑎1�1 − 𝑧𝑧2

𝑎𝑎22
;  𝑏𝑏 = 𝑎𝑎2�1 − 𝑧𝑧2

𝑎𝑎22
.     (46) 

 
Для записи редуцированной функции 

распределения (далее мы будем выписывать ее 
с точностью до постоянных нормировочных 
множителей, опуская их), необходимы обрат-
ные формулы:  

 
 𝑎𝑎2 = √𝑏𝑏2 + 𝑧𝑧2;  𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎

𝑏𝑏
√𝑏𝑏2 + 𝑧𝑧2,     (47) 

 
а также якобиан перехода (𝑎𝑎1,𝑎𝑎2) → (𝑎𝑎, 𝑏𝑏). 
Непосредственный расчет по формулам (47) 
через матрицу Якоби или с помощью внешних 
форм приводит к простому результату: 
Δ(𝑎𝑎1,𝑎𝑎2|𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = 1. Таким образом, выделяя из 
общего элемента объема промежуточную пере-
менную 𝑧𝑧, по которой необходимо произвести 
усреднение, получаем для редуцированной 
функции распределения следующее выраже-
ние:  
 

  

𝑓𝑓Π(𝑥𝑥,𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = � 𝑔𝑔(𝑥𝑥) ⋅Φ1 �
𝑎𝑎
𝑏𝑏
�𝑏𝑏2 + 𝑧𝑧2�Φ2 ��𝑏𝑏2 + 𝑧𝑧2� 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐿𝐿

−𝐿𝐿
∼ 

(48) 

𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑎𝑎𝑠𝑠1𝑏𝑏𝑠𝑠2+1 � (1 + ξ2)(𝑠𝑠1+𝑠𝑠2)/2𝑑𝑑ξ ≡ 𝑎𝑎𝑠𝑠1𝑏𝑏𝑠𝑠2+1𝐼𝐼(ξ𝐿𝐿 , (𝑠𝑠1 + 𝑠𝑠2)/2)
ξ𝐿𝐿

−ξ𝐿𝐿

, 

                          
где ξ𝐿𝐿 = 𝐿𝐿

𝑏𝑏
; 𝐿𝐿 – размер слоя в 𝑧𝑧-направлении, 

который надо рассматривать как параметр 

регуляризации 𝐿𝐿 → ∞. Интеграл в (48) вычис-
ляется через гипергеометрическую функцию:  

 
 𝐼𝐼(𝑅𝑅, 𝑠𝑠) = −π3/2(2𝑠𝑠+1)+2𝑅𝑅2𝑠𝑠+1Γ(−𝑠𝑠)Γ(𝑠𝑠+3/2) cos(π𝑠𝑠)𝐹𝐹(−𝑠𝑠,−1/2−𝑠𝑠,1/2−𝑠𝑠,−𝑅𝑅−2)

(2𝑠𝑠+1) cos(π𝑠𝑠)Γ(𝑠𝑠+3/2)Γ(−𝑠𝑠)
.            (49) 

 
Поскольку слой является протяженным по оси 𝑍𝑍, то нужно рассмотреть асимптотику (49) при 

𝑅𝑅 → ∞ – она имеет простой вид:  
 

 𝐼𝐼(𝑅𝑅, 𝑠𝑠) = 2
2𝑠𝑠+1

𝑅𝑅→∞ 𝑅𝑅2𝑠𝑠+1.                        (50) 
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Подставляя это в (48), получаем после простых преобразований:  
 

𝑓𝑓Π(𝑥𝑥,𝑎𝑎, 𝑏𝑏) ∼ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) ⋅ 𝑎𝑎𝑠𝑠1𝑏𝑏−𝑠𝑠1 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥) �
𝑎𝑎
𝑏𝑏
�
𝑠𝑠1

. 
  

Таким образом, редукция плотности 
функции распределения (43) эллипсоидов на 
сечение плоского шлифа переносит плотность 
распределения центров без изменения, а произ-
ведение распределений Фуллера с независи-
мыми параметрами переводит в произведение 
распределений с противоположными парамет-
рами степени и с прежними значениями пара-
метров 𝑎𝑎0 = 𝑎𝑎10,𝑏𝑏0 = 𝑎𝑎02. Можно сказать, что 
редуцированная функция плотности зависит 
только от отношения размеров полуосей. Это 
обстоятельство можно использовать для экспе-
риментальной проверки справедливости про-
странственного распределения Фуллера для 
примесей по исследованию свойств распреде-
ления сечений примесей на шлифе.  
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Аннотация. Материалы и материалы, обладающие магнитными свойствами, являются одной из фунда-

ментальных основ того мира, что построило человечество. Магниты являются ключевыми элементами большин-
ства устройств, применяемых в промышленности, науке и технике. Развитие технологии изготовления постоян-
ных магнитов с целью достижения максимальной эффективности генерируемого магнитного поля при минималь-
ном размере магнита можно разделить на два ключевых направления: изменение состава магнита и изменение 
формы магнитного поля. Исследование в данной работе направлено на разработку технологии изготовления маг-
нитов сложной формы для контроля формы магнитного поля. Современные технологии производства активно 
используют различные программные продукты для моделирования внешнего вида, состава, физических и химиче-
ских свойств конечного продукта. Для более точного изготовления и минимизации постобработки применяют 
автоматизированные комплексы, работающие по 3D модели, позволяющие изготавливать готовый продукт про-
изводства. Ручной труд постепенно заменяется машинным, а роль человека на производстве постепенно изменя-
ется. Крупное производство начинает использовать роботизированные системы и конвейеры, позволяющие зна-
чительно увеличить производительность, снизить затраты и влияние человеческого фактора на качество гото-
вого продукта. Рынок аддитивных технологий за последние годы растёт с повышающимися темпами. В работе 
рассмотрено применение аддитивных технологий с целью получения материалов сложной формы, обладающих 
магнитными свойствами. Предложены обоснование и варианты решения основных препятствий на пути созда-
ния новой технологии изготовления магнитных материалов сложной формы. Предложены технологическое ре-
шения, и оборудование позволяющие получить магнитные материалы используя аддитивных технологий. 
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Abstract. Materials and materials with magnetic properties are one of the mainstays of the world of mankind. 
Magnets are the key elements of most devices used in industry, science and technology. The development of permanent 
magnet manufacturing technology taking into account the maximum efficiency of the generated magnetic field with a 
minimum size of the magnet can be divided into two key directions: changing the composition of the magnet and changing 
the shape of the magnetic field.  The research in this paper is aimed at developing a technology for manufacturing shaped 
magnets for controlling the shape of the magnetic field. Modern production technologies actively use various software 
products to simulate the design, composition, physical and chemical properties of the final product. For more precise 
manufacturing and minimization of post-processing, 3-D automated complexes are used, that make it possible to produce 
a finished product.  Manual labor is gradually being replaced by machine labor, and the role of man at the place of 
production is gradually changing. Large-scale production begins to use robotic systems and conveyors, which significantly 
increases productivity, reduces costs and the influence of the human factor on the quality of the finished product.  The 
market of additive technologies has been growing at an increasing pace in recent years. The paper considers the applica-
tion of additive technologies for obtaining materials of complex shape with magnetic properties. The substantiation and 
solutions of the main obstacles in the development of a new technology for the manufacture of shaped magnetic materials 
are proposed. Technological solutions and equipment giving the possibility to obtain magnetic materials through the use 
of additive technologies make a motion. 
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Введение 

Одним из перспективных направлений 
развития технологий являются лазерные адди-
тивные технологии (ЛАТ)[1]. В отличии от тра-
диционных методов производства ЛАТ в боль-
шей степени ориентированы на универсаль-
ность и снижение затрат материала и времени 
при производстве. У аддитивного принципа из-
готовления деталей есть свои ограничения из-
за малой исследованности, но, учитывая отно-
сительно небольшую историю развития [2] и 
постоянное увеличение скорости развития про-
изводственных технологий в целом, можно 
предположить, что за 10 лет аддитивные техно-
логии «созреют», а ещё через 5,0…10 лет по-
степенно вольются в существующее производ-
ство или станут его аналогом.  

В настоящее время сложно представить 
современное производство без предваритель-
ного компьютерного моделирования готовых 
изделий. Компьютерная модели позволяет оце-
нить вид будущего изделия и устранить недо-
чёты на этапе проектирования. В случае 
успешного моделирования, по электронной 
геометрической модели может быть изготов-
лен образец или макет для проверки его рабо-
тоспособности и пригодности. То, что казалось 
фантастикой 30 лет назад, стало реальностью. 

Значительное развитие получили техно-
логии, использующие металлические порошки 
и энергию лазерного излучения для изготовле-
ния конечного продукта. На рис. 1 показано, 

что основное развитие получили технологии 
3D печати металлическими порошками в за-
крытой ёмкости [3]. 

 

 
 

Рис. 1. Соотношение используемых технологий 3D  
печати [3] 
 
Fig. 1. The ratio of 3D printing technologies [3] 

 
По данным таких аналитических и кон-

салтинговых компаний, как GlobalData [4], 
утверждается, что в 2020 г. объём рынка 3D пе-
чати достиг показателя в 13,9 млрд долл. Также 
прогнозируется постепенный рост рынка адди-
тивных технологий до 33 млрд долл. к 2025 г. 
и 60 млрд долл. к 2030 г. (рис.2).  
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Рис. 2. Состояние и прогноз объема мирового рынка аддитивных технологий, млрд долл. [4] 
 
Fig. 2. The state and forecast of the volume of additive technologies world market, billion dollars [4] 

 
Таким образом можно сказать, что про-

ведение исследований в области аддитивных 
технологий является перспективным направле-
нием развития науки на протяжении ближай-
ших десяти лет. 

Учитывая основные преимущества при-
менения аддитивных технологий (экономия ре-
сурсов) следует выбирать те направления ис-
следований, в которых применяются дорого-
стоящие и дефицитные материалы. Наиболее 
подходящими под определение «дефицитные» 
подходят материалы из группы редкоземель-
ных. При исследовании области применения 
редкоземельных металлов можно выделить 
производство магнитов и магнитных материа-
лов. 

 
Материалы и методики  

 
Исследование в области применения ад-

дитивного производства с целью изготовления 
постоянных магнитов и магнитных материалов 
позволит повысить автоматизацию производ-
ства и расширить область применения адди-
тивных технологий (АТ). Применения магнит-
ного поля для задания ориентации магнитных 
доменов в изготавливаемом магните наклады-
вает ограничение на список технологи, пригод-
ных к использованию. Если рассматривать ад-
дитивные процессы, получившие широкое рас-
пространение [5, 6] и учитывать влияние маг-
нитного поля, то количество пригодных к ис-
пользованию АТ сокращается. По мнению ав-
тора работы, наиболее перспективной к приме-
нению является адаптированная технология 

селективного сплавления порошка. Вопрос ис-
следования магнитных свойств материалов        
[7, 8], полученных по технологии аддитивного 
производства в настоящий момент исследуется 
в различных коллективах [9, 10]. Однако иссле-
дование способов и свойств магнитов, создан-
ных по аддитивной технологии, не является 
широко изученным. 

Из-за влияния магнитного поля приме-
нение процесса аддитивного производства, при 
котором энергия от внешнего источника ис-
пользуется для соединения материалов путем 
их сплавления в процессе нанесения значи-
тельно осложняется, особенно при использова-
нии смеси металлических порошков с разными 
магнитными свойствами.  

Таким образом, для получения матери-
ала заданной формы, обладающего магнит-
ными свойствами, необходимо решить две за-
дачи: 

− нанесение на поверхность равномерного 
слоя порошкового материала, способного 
удержаться на поверхности под воздействием 
магнитного поля; 

− сплавление порошка в магнитном поле по 
заданной траектории. 

Вопрос движения инструмента по слож-
ной траектории давно представлял интерес для 
промышленности. На данный момент есть раз-
личные решения, представленные роботизиро-
ванными системами и станками с ЧПУ, работа-
ющими с соответствующим программным 
обеспечением. Разработанная электронная гео-
метрическая модель физического объекта 
должна иметь высокую точность (порядка 
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единиц микрометров), что сокращает дальней-
шую механическую обработку. 

В рамках проведённой работы исполь-
зован роботизированный комплекс на базе ро-
бота KUKA KR–30HA и волоконного лазера 
производства компании IPG ЛС–1–К (рис. 3).  

 

  
 
Рис. 3. Лазерный технологический комплекс 
 
Fig. 3. Laser technology complex 

 
Для создания постоянного магнитного 

поля использованы неодимовые магниты, в ко-
личестве шести штук, размером 100×100×10 мм. 
Постоянные магниты собраны в два «блока» по 
три штуки, разделённые параллелепипедом из 
немагнитного материала толщиной 80 мм. Дан-
ная конструкция позволяет поддерживать маг-
нитное поле между магнитами напряжённо-
стью 520 ± 20 мТл. Сплавление металлических 
порошков выполнено между магнитами в маг-
нитном поле на немагнитной подложке, как по-
казано на рис. 4.  

 

 
 
Рис. 4. Расположение сплавляемого металла между 
магнитами 
 
Fig. 4. Location of the fused metal between magnets 

Для фокусировки лазерного излучения 
на поверхности 2, находящейся в магнитном 
поле между магнитами 3 использована оптиче-
ская лазерная головка 1 с фокусирующей лин-
зой.  

Учитывая техническое разнообразие до-
ступных методов, выбор производился из сле-
дующего списка: 

− использование лент или пластин из мате-
риала, который будет наплавляться на поверх-
ность в магнитном поле; 

− осаждение материала на поверхность с 
последующим сплавлением в магнитном поле; 

− напыление разогретого порошка на 
сверхзвуковой скорости (аналог системы 
«ООО Димет») с последующим сплавлением в 
магнитном поле; 

− нанесение порошков со связующим, ко-
торое будет удерживать порошок на поверхно-
сти с последующим сплавлением в магнитном 
поле. 

У вышеописанных способов есть свои 
преимущества и недостатки. При использова-
нии лент или пластин сильно ограничивается 
применяемость на поверхностях сложной 
формы. Данный вариант можно использовать 
для относительно плоских, крупногабаритных 
деталей. 

Осаждение магнитного материала на 
поверхности позволит получить равномерный 
слой, однако получаемые слои будут тонкими. 
Данный вариант хорошо подойдёт для получе-
ния тонких магнитных плёнок или чувстви-
тельных слоёв. 

Применение системы холодного газоди-
намического напыления позволит получать 
равномерные слои материала, однако необхо-
димо использовать большой объём защитного 
газа, что значительно увеличит стоимость про-
цесса.  

Применение порошкового материала и 
фиксирующего состава сопряжено со сложно-
стью получения равномерных слоёв, но тре-
бует минимального количества дополнитель-
ного оборудования. Применение порошков и 
фиксирующего состава позволяет использо-
вать различные комбинации на основе исполь-
зуемых металлов, что значительно ускорит 
определение свойств новых наиболее эффек-
тивных сплавов.  
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Исследование проведено на примере по-
рошков Sm, Co, Fe и их смесей, наносимых на 
немагнитную подложку из стали нержавеющей 
аустенитного класса 12Х18Н10Т.  

Для фиксации порошков в магнитном 
поле использован раствор канифоли в раство-
рителе, который, при высыхании, фиксировал 
порошки на поверхности пластины. Сплавле-
ние порошков лазерным излучением произво-
дилось в двух направлениях, вдоль и поперёк 
линий магнитной индукции, как показано на 
рис. 5, остатки порошка счищались металличе-
ской щёткой. 

 

 
 

Рис. 5. Образец сплавления порошков в магнитном 
поле  
 
Fig. 5. Sample of powder fusion in a magnetic field 

 
Результаты исследований 

 
В результате проведённой работы были 

получены образцы наплавки порошков                    
Sm, Co, Fe в магнитном поле в различных ком-
бинациях. Для исследования свойств магнит-
ных структур, получаемых при сплавлении по-
рошков в магнитном поле, было подготовлено 
три образца из порошков SmCo (в соотноше-
нии: 37 Sm, 63 Co). Спрессованный порошок в 
форме цилиндра диаметром 8,0 мм и толщиной 
2,0 мм сплавлялся лазерным излучением с 
плотностью мощности 393 Вт/мм2 на немаг-
нитной подложке в магнитном поле. 

Первый образец получен из порошка 
SmCo в соотношении 37 % масс. Sm к 63 % 
масс. Co сплавленного в магнитном поле лазер-
ным излучением мощностью 393 Вт/мм2. Вто-
рой образец получен посредством сплавления 
двух слоёв при мощности 393 Вт/мм2, для по-
лучения образца большей толщины. Третий об-
разец получен посредством сплавления двух 
слоёв на мощность 393 Вт/мм2 на первом ци-
линдре и 314 Вт/мм2 на втором (рис. 6). 

Магнитные свойства полученного мате-
риала (отдельно от подложки) исследованы          
на СКВИД магнитометре MPMSXL                       
(Quantum Design) путём измерения петель маг-
нитного гистерезиса при температуре 300 К в 
магнитном поле от –20000 Э до +20000 Э. Ис-
следуемые образцы получены сплавлением по-
рошков SmCo в соотношении 37 Sm к 63 Co (по 
массе).  

 

 
 

Рис. 6. Кривые намагничивания образцов при ком-
натной температуре в магнитных полях от –20000 Э 
до +20000 Э 
 

Fig. 6. Magnetization curves of samples at room temper-
ature in magnetic fields from -20000 E to +20000 E 

 
Видно, что все три кривые имеют близ-

кий характер намагничивания с близкими зна-
чениями намагниченности насыщения               
(32…34 emu/g), малой остаточной намагничен-
ностью и малой коэрцитивной силой. Образцы 
различаются значениями напряжённости маг-
нитного поля, при котором наступает насыще-
ние намагниченности. Насыщение намагни-
ченности наблюдается при следующих напря-
жённостях магнитных полей: ±4000 Э для пер-
вого образца, при ±8000 Э для второго образца 
и при ±12000 Э для третьего образца. В состав 
всех образцов входят два оксида Fe3O4 и 
FeSmO3, которые обладают ферромагнитными 
свойствами. Увеличение насыщения намагни-
ченности образцов также совпадает с увеличе-
нием концентрации SmCo8.5 (Sm2Co17) в 
наплавленном материале, что подтверждается 
исследованиями спектров дифракции образцов 
(рис. 7) на рентгеновском дифрактометре                                  
D8 ADVANCE (Sm2Co17)
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Рис. 7. Спектр дифракции третьего образца  
 
Fig. 7. Diffraction spectrum of the third sample 

 
Обсуждение результатов 

 
В результате проведённых исследова-

ний были получены образцы, подтверждаю-
щие возможность применения аддитивных 
технологий для получения магнитных матери-
алов. Экспериментально доказано, что при 
сплавлении порошков и их смеси в магнитном 
поле образуются ферромагнитные соединения 
(Sm2Co17). Sm2Co17 – высококоэрцитивный ма-
териал с высокой намагниченностью насыще-
ния, высокой точкой Кюри и коэрцитивной си-
лой. Это один из наиболее перспективных маг-
нитных материалов, используемых на данный 
момент. Возможность получения данного со-
единения методами аддитивных технологий 
однозначно указывает на перспективность 
дальнейших исследований. 
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Организация мелкосерийного производства деталей 
на принципах модульной технологии 
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Аннотация. Отмечается, что традиционное мелкосерийное производство отличается низкой эффективно-
стью из-за применения широкоуниверсального станочного оборудования, возможности которого в значительной сте-
пени недоиспользуются на рабочем месте, низкой по производительности технологической схемой обработки поверх-
ностей детали – последовательной обработки поверхностей, организационной формой производства в виде участков 
по типу станков – участок токарных станков, участок фрезерных станков и т. п., что приводит к большим рассто-
яниям перемещений заготовок по рабочим местам в процессе обработки. Стремление повысить эффективность про-
изводства посредством организации партий запуска деталей, которые формируются по конструктивному подобию, 
например корпусные детали, детали типа тел вращения и т. п., не дает существенного эффекта, т. к. решается 
задача только минимизировать затраты времени, связанные со сменой приспособлений и переустановкой заготовок, 
при этом не учитывается оптимальная очередность деталей в партии. С целью повышения эффективности мелкосе-
рийного производства предлагается его организация на принципах модульной технологии, сущность которой заключа-
ется в представление детали не совокупностью отдельных поверхностей, а модулей поверхностей, где под модулем 
поверхности понимается сочетание поверхностей, с помощью которого деталь выполняет соответствующую функ-
цию. Это позволяет обеспечить специализацию рабочих мест, которые организуются не под методы обработки, а 
под изготовление соответствующих групп модулей поверхностей. Последние позволяют воспользоваться более про-
изводительной технологической схемой обработки поверхностей детали – последовательно-параллельной обработкой 
поверхностей. При организации производства появляется возможность воспользоваться планировкой рабочих мест в 
линию согласно поточному методу, что позволит существенно сократить расстояние перемещений заготовок дета-
лей по рабочим местам 
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Abstract. It is emphasized that the traditional job shop production is characterized by low efficiency due to the use of 
superuniversal machining facilities for their underemployment of performance capabilities at work and also low-productivity of 
process flowsheet when machining part surfaces as a sequential surfaced job, the organizational form of production in the form 
of sections by type of machine tools, i.e. a section of lathes, a section of milling machines, etc.  It results in large travel length of 
workpieces in the machining process at work.  The desire to increase the efficiency of production by organizing launch of batch 
workpieces that are formed in a constructive similarity, such as structures, parts of rotation body types, etc., does not have a 
significant effect, because the task is just minimizing the run time spent on changing fixtures and reinstalling workpieces, but 
not taking into account an optimal sequence of parts in the batch.  For increasing the efficiency of small-scale production, the 
module technology is proposed. The main idea of it is to represent the part not as a network of separate surfaces, but as surface 
modules, where the surface module is understood as a combination of surfaces and the part performs its proper function with 
the help of this module.  This enables a good specialization of workplaces that are organized not for processing methods, but for 
manufacturing the appropriate groups of surface modules. The latter make it possible to take advantage of a more productive 
process flowsheet for machining part surfaces. It is sequential parallel surface job that is used. When organizing production, it 
becomes possible to use the layout of workplaces in line according to the in-line method, which will significantly reduce the part 
travel length at workplaces. 
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Традиционное мелкосерийное производ-
ство характеризуется низким уровнем специализа-
ции рабочих мест, применением широкоунивер-
сальных станков и технологической оснастки и 
низкой по производительности        технологиче-
ской схемой изготовления поверхностей детали – 
последовательной их обработки [1 – 7].  

В результате мелкосерийное производство 
отличается низкой эффективностью. Причиной та-
кой организации мелкосерийного производства 
является не столько широкое разнообразие изго-
тавливаемых деталей, сколько непредсказуемость 
их разнообразия и низкая повторяемость в течение 
рабочей смены. 

С целью повышения эффективности мел-
косерийного производства образуют группы дета-
лей в партии запуска по конструктивному подо-
бию, например, партия корпусных деталей, партия 
валов и т. п. 

Традиционное формирование партий за-
пуска деталей нацелено на повышение эффектив-
ности их изготовления за счет снижения затрат 
времени на переход изготовления последующей 
детали, связанных со сменой приспособления и 
установкой заготовки. При этом не учитываются 
затраты времени, связанные со сменой инстру-
мента, количеством настроечных размеров под из-
готовление поверхностей детали и назначением 
режимов обработки. Кроме того, не учитывается и 
оптимальная очередность изготавливаемых дета-
лей в партии, которая тоже оказывает существен-
ное влияние на эффективность их изготовления, т. 
к. детали в партии в некоторой степени конструк-
тивно отличаются друг от друга.  

Наибольшая эффективность их изготовле-
ния будет в том случае, если изготовление после-
дующей детали в партии будет требовать мини-
мального изменения затрат времени на перена-
ладку технологической системы, связанной со сме-
ной приспособления и установкой заготовки.  

Иными словами, оптимальным выбор по-
следующей детали будет тогда, когда перечислен-
ные затраты времени на переход изготовления по-
следующей детали будут теми же самыми, что и 
при изготовлении предыдущей детали в партии. 
Это возможно в том случае, если последующая де-
таль повторяет предыдущую.  

Таким образом, критерием определения 
последующей детали в партии будет минимальное 
увеличение затрат времени на переналадку техно-
логической системы после изготовления предыду-
щей детали. В этих условиях при формировании 
партии деталей в качестве первой изготавливаемой 
детали должна быть деталь, требующая минималь-
ных затрат времени на наладку технологической 
системы. Недостатком такого формирования пар-
тии деталей является отсутствие учета такого фак-
тора, как последовательность обработки поверхно-
стей детали, т. к. очередность их изготовления свя-
зана с перенастройкой технологической системы 
на обработку других поверхностей, включая изме-
нение режима обработки.  

Однако надо иметь в виду, что эффект от 
изготовления партий деталей будет в том случае, 
если снижение трудоемкости изготовления дета-
лей будет выше увеличения трудоёмкости техно-
логической подготовки производства, связанные с 
формированием партий деталей. 
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К недостаткам традиционного мелкосерий-
ного производства относятся: 

– низкий уровень специализации рабочих мест; 
– применение широкоуниверсального станоч-

ного оборудования, низкий процент использова-
ния технологических и технических возможностей 
которых имеет место при выполнении технологи-
ческих операций; 

– низкая по производительности технологиче-
ская схема обработки поверхности детали – после-
довательная обработка поверхностей; 

– высокая стоимость оборудования; 
– сложность управления производственным 

процессом; 
– не высокий эффект от изготовления деталей 

партиями. 
С целью повышения эффективности мел-

косерийного производства предлагается восполь-
зоваться модульной технологией, согласно кото-
рой [8 – 10] деталь представляется совокупностью 
модулей поверхностей (МП), где главным преиму-
ществом является ограниченное разнообразие ви-
дов МП. Оно состоит из 26 видов, где 14 базирую-
щих модулей поверхностей (МПБ), по шесть ви-
дов рабочих модулей поверхностей (МПР) и связу-
ющих модулей поверхностей (МПС), где каждый 
вид МП имеет несколько конструктивных реше-
ний с соответствующими техническими характе-
ристиками. 

Применение модульной технологии позво-
ляет повысить эффективность мелкосерийного 
производства за счет: 

– повышения уровня специализации рабочих 
мест; 

– применения более производительной техно-
логической схемы обработки детали – последова-
тельно-параллельной обработки поверхностей де-
тали; 

– улучшения управляемости производствен-
ным процессом. 

Организация мелкосерийного производ-
ства должна начинаться с представления произ-
водственной программы на модульном уровне. 

Производственная программа представля-
ется номенклатурой деталей с указанием количе-
ства каждого их наименования, а также видов МП, 
содержащихся в деталях каждого наименования с 
указанием их количества. 

В качестве исходных данных выступают: 
– номенклатура рабочих мест, где за каждым 

рабочим местом закрепляется соответствующая 

группа видов МП таким образом, чтобы вся номен-
клатура рабочих мест охватывала все виды МП. С 
целью придания гибкости производству каждое 
рабочее место должно дублировать по одному 
виду МП, изготавливаемых на смежных рабочих 
местах;  

– станки, специализированные под изготовле-
ние групп МП, закрепленных за рабочими ме-
стами; 

– технологическое обеспечение каждого рабо-
чего места под изготовление МП, включающее пе-
речень модулей технологических процессов 
(МТО) под изготовление всех МП, модули инстру-
ментальных наладок (МИ) под осуществление 
всех МТО, модули контрольно-измерительных 
средств (МКИ) для контроля МП, модули управля-
ющих программ (МУП) под реализацию МТО;  

– установочно-зажимные элементы для уста-
новки заготовок; 

– элементная база средств технологического 
обеспечения изготовления МП. 

Элементная база средств технологического 
обеспечения на модульном уровне содержит мо-
дули средств технологического обеспечения МП: 
модули станка (МО), а также МТО, МИ, МКИ, 
МУП. 

Деление номенклатуры МП по рабочим 
местам зависит от типа производства, чем меньше 
серийность производства, тем больше группа ви-
дов МП должна изготавливаться на одном рабочем 
месте. При разделении номенклатуры видов МП 
на группы по рабочим местам возникает задача 
определения этих групп. 

Если разнообразие изготавливаемых дета-
лей переменно и непредсказуемо, то целесооб-
разно формировать группы изготавливаемых на 
станках МП по конструктивному подобию, что 
упрощает конструкции станков и повышает эф-
фективность обработки за счет снижения разнооб-
разия технологии. 

В отличие от традиционных технологиче-
ских процессов разрабатываются модульные тех-
нологические процессы.  

Надо отметить, что главным недостатком 
традиционного технологического процесса изго-
товления деталей является то, что деталь рассмат-
ривается как совокупность независимых элемен-
тарных геометрических поверхностей. Отсюда 
возникают сложные технологические размерные 
цепи, приводящие к ужесточению допусков опера-
ционных размеров и избыточное множество 
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вариантов последовательности изготовления этих 
поверхностей и, как следствие, многовариантность 
технологических процессов изготовления одной 
детали.  

В то же время технолог, понимая наличие 
связей между отдельными поверхностями, обу-
словленных совместным выполнением служебных 
функций, предусматривает их изготовление на од-
ной операции или на разных операциях последую-
щим расчетом технологических размерных цепей. 
Однако степень учета этих взаимосвязей во мно-
гом зависит от опыта и квалификации технолога, 
что влияет на качество технологического про-
цесса, увеличивает трудоемкость, сроки его от-
ладки и внедрения в производство.  

Методика построения модульного техно-
логического процесса позволяет свести к мини-
муму указанные недостатки. Это является резуль-
татом того, что деталь описывается не множеством 
элементарных поверхностей, а совокупностью мо-
дулей поверхностей, где поверхности уже объеди-
нены по признаку совместного выполнения слу-
жебных функций с указанием конструкторских баз 
каждого МП.  

Следует отметить, что модульный процесс 
объединяет в себе преимущества единичного, ти-
пового и группового процессов, приобретая допол-
нительно гибкость. Все эти преимущества обеспе-
чиваются методикой разработки модульного тех-
нологического процесса, в основу которой поло-
жены следующие основные принципы: 

– деталь должна быть представлена сово-
купностью модулей поверхностей;  

– все поверхности одного МП должны из-
готавливаться на одной операции, желательно с 
одного установа; 

– технологический процесс должен учиты-
вать все особенности детали; 

– технологическая операция должна стро-
ится методом компоновки из модулей технологи-
ческих процессов изготовления МП.  

Разработка непосредственно модульного 
технологического процесса, как и традиционного 
единичного процесса, включает разработку марш-
рутного технологического процесса и проектиро-
вание технологических операций методом компо-
новки из МТО под изготовление МП.  

Разработка маршрута включает: выбор тех-
нологических баз и последовательности изготов-
ления МП детали с последующим их объедине-
нием в технологические операции. 

Рассмотрим в качестве примера организацию ра-
бочего места, специализированного под изготовле-
ние у деталей таких МП как Б211, Б212, Б311, Б312 
(рис. 1) с заданными диапазонами размеров и 
уровня точности. 
 

  
   а)                       б) 

   

                        в)                                       г) 

Рис. 1. Эскизы модулей поверхностей: 
а – Б211; б – Б212; в – Б311; г – Б312 
 
Fig. 1. Sketches of surface models: 
a – B211; b – B212; c – B311; d – B312 
 

Данное рабочее место должно включать 
следующее технологическое обеспечение: пере-
чень МТО под изготовление всех МП, МУП под 
реализацию всех МТО, МИ, МКИ всех МП, а 
также токарно-револьверный станок модели 
Т16К20, набор инструментов, обеспечивающих 
организацию всех инструментальных наладок 
под осуществление МТО по изготовлению моду-
лей поверхностей. 

На токарно-револьверном станке модули 
инструментальных наладок реализуются посред-
ством вывода на рабочие позиции инструментов 
в резцедержателе и револьверной головке. Управ-
ляющая программа для выполнения технологиче-
ской операции разрабатывается посредством ком-
поновки из соответствующих МУП. 

Теперь формирование партий деталей, по-
ступающих на рабочее место, осуществляется 
следующим образом: первым признаком так же, 
как и в традиционном мелкосерийном производ-
стве, является конструктивное подобие деталей, 
что снижает разнообразие схем базирования 
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заготовок деталей, станочных приспособлений 
для установки заготовок. 

Далее в отличие от формирования партий 
деталей в традиционном производстве в качестве 
второго признака предлагается принять общность 
видов МП, содержащихся в деталях, что позво-
ляет снизить затраты времени, связанные с пере-
наладкой технологических систем при переходах 
на изготовление новых деталей. При этом опреде-
ляется такая очередность изготовления деталей в 
партии, при которой затраты времени при пере-
ходе на изготовление новой детали связаны со 
сменой приспособления, установкой заготовки, 
перенастройкой технологической системы на из-
готовление модулей поверхностей будут мини-
мальны. 

В традиционном мелкосерийном производ-
стве создаются участки под типы станков, уча-
сток токарных станков, участок фрезерных стан-
ков и т. п. 

Соответственно и при изготовлении детали 
последние совершают значительные перемеще-
ния от одного участка станков к другому в соот-
ветствии с составляющими ее поверхностями. 
Это существенно усложняет управление произ-
водственным процессом и снижает его эффектив-
ность. Применение модульной технологии при 
планировке рабочих мест позволяет воспользо-
ваться некоторыми преимуществами поточного 
метода. 

Поточный метод является наиболее эффек-
тивным методом организации производственного 
процесса [11], основными признаками которого 
являются: прямолинейность, непрерывность, па-
раллельность, пропорциональность, ритмичность 
и гибкость. 

Применение модульной технологии в усло-
виях мелкосерийного производства позволяет в 
определенной степени использовать преимуще-
ства поточного метода, заключающиеся в расста-
новке рабочих мест в линию.  

Однако в отличие от традиционного поточ-
ного метода изготавливаются конструктивно-раз-
личные детали, при этом некоторые детали могут 
изготавливаться с любого рабочего места или тре-
бовать возврата к рабочим местам. 

Надо отметить, что характерной особенно-
стью традиционного мелкосерийного производ-
ства является одновременный запуск производ-
ства разных деталей, что затрудняет применение 
поточного метода. 

Применение поточного метода в мелкосе-
рийном производстве накладывают ряд ограниче-
ний на проектирование модульных технологиче-
ских процессов. Во-первых, при разработке 
маршрутного технологического процесса необхо-
димо стремиться к обеспечению такой последова-
тельности технологических операций, которая со-
ответствует прямоточности рабочих мест и к ми-
нимуму возврата заготовки к предыдущим рабо-
чим местам. Во-вторых, рабочее место в отличие 
от рабочего места при традиционном поточном 
методе должно отличаться более широкими тех-
нологическими и техническими возможностями. 

При этом следует принять во внимание, что 
для выполнения производственной программы 
необходимо дублирование рабочих мест. 

 
Выводы 

 
1. Мелкосерийное производство деталей от-

личается низкой эффективностью за счет:  
– низкого уровня использования техниче-

ских и технологических возможностей дорогого 
широкоуниверсального оборудования на рабочем 
месте; 

– низкой по производительности техно-
логической схемой обработки поверхностей 
детали – последовательной обработки поверх-
ностей; 

– организации производства участками по 
типу станков, приводящему к увеличению рассто-
яний перемещений заготовок по рабочим местам; 

– низкой эффективности использования 
партий запуска деталей, направленных на мини-
мизацию затрат времени, связанных только с пе-
реустановкой заготовок. 

2. С целью повышения эффективности мел-
косерийного производства предлагается его орга-
низация на принципах модульной технологии. 

3. Применение модульной технологии поз-
воляет повысить эффективность мелкосерийного 
производства за счет: 

–  специализации рабочих мест; 
– использования более производительной 

технологической схемы обработки поверхностей 
детали – последовательно-параллельной обра-
ботки поверхностей; 

– организации партий запуска с целью ми-
нимизировать затраты времени как на переуста-
новку заготовки, так и на перенастройку техноло-
гической системы на изготовление модулей по-
верхностей и планировки рабочих мест в линию. 
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Аннотация. Рассмотрены вопросы, достаточно редко объединяемые в одном небольшом исследовании. 

Прежде всего, это известная проблема технологического обеспечения заданного качества поверхностного слоя зака-
лённых сталей лезвийным инструментом из сверхтвёрдых материалов и состояние микроклимата рабочих зон ме-
таллорежущих станков. Сделана попытка создания математической модели, объединяющей эти две целевые функ-
ции. В качестве математического аппарата, позволяющего оптимизировать режимы чистового и тонкого точения, 
был применён метод линейного программирования, позволивший наглядно с помощью его графического изображения 
представить картину влияния включённых в модель технических ограничений на оптимальные значения скорости ре-
зания и подачи. На основе аналитических исследований получены зависимости образования паров сероводорода в ра-
бочих зонах металлорежущих станков, использующих в качестве смазывающе-охлаждающих жидкостей сульфофре-
золы различных марок. Теоретически установлено, что наибольшее влияние на интенсивность образования паров се-
роводорода оказывает температура в зоне резания, на которую в большей степени оказывает скорость точения. В 
работе даны коэффициенты к эмпирическим зависимостям, позволяющим установить усреднённую температуру в 
зоне резания при обработке различных сталей, а также высокопрочных чугунов и цветных сплавов. В качестве пара-
метров состояния поверхностного слоя цилиндрических поверхностей принималась шероховатость и коэффициент 
степени наклёпа, которые в значительной степени определяют долговечность изделий в условиях трения и циклических 
нагружений. Тестирование полученных математических моделей позволило получить оптимальные значения подачи и 
скорости резания для чистового и тонкого точения закалённых сталей 45 и 65Г. 

 
Ключевые слова: линейное программирование, графическая модель, целевая функция, параметры оптимизации 
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Abstract. The issues that are rarely combined in one small study are viewed. First of all, this is a well-known problem of 

engineering support of a specified quality of hardened steels surface layer using a blade tool made of superhard materials and 
the state of microclimate of operating areas of metal-cutting machines. It had a shot at creating a mathematical model that 
combines these two objective functions. As a mathematical tool that allows optimizing the modes of finishing and fine turning, 
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the linear- programming technique was applied, which visualises through its graphic image, a picture of the influence of the 
engineering constraints included in the model on the optimal values of the cutting speed and feed.  On the basis of analytical 
studies, the dependences of the formation of hydrogen sulfide vapors in the operating areas of metal-cutting machines using 
sulfofresols of various brands as lubricating and cooling fluids were obtained. Theoretically, it has been established that the 
maximal influence on the intensity of hydrogen sulfide vapor formation is exerted by the temperature in the cutting zone, which 
is more effected by the lathe turning speed. The paper presents empirical dependencies ratios that allows finding an average 
temperature in the cutting zone in the process of various steels treatment, as well as high-strength alloys and non-ferrous alloys. 
The roughness and the degree of cold work coefficient were taken as parameters of the surface layer condition for cylindrical 
surfaces, which decisively determine the durability of the products under conditions of friction and cyclic loads. Testing of the 
obtained mathematical models made it possible to obtain optimal values of feed and cutting speed for finishing and fine turning 
of hardened steels 45 and 65G.  

 
Keywords: linear programming, graphical model, objective function, optimization parameters
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Введение 
 

Современное машиностроение и один из 
главных его компонентов обрабатывающая 
промышленность в условиях жёсткой конку-
ренции как на внутреннем, так и на внешнем 
рынках поставлены перед необходимостью до-
биваться минимальной себестоимости выпус-
каемой продукции. 

Подобная ситуация предполагает более 
углубленный подход на основе последних до-
стижений науки к этапу технологической под-
готовки производства, при котором широко ис-
пользовались бы не только технико-экономи-
ческие критерии, но и целевые функции про-
цессов, учитывающие эксплуатационные ха-
рактеристики изделий и вопросы промышлен-
ной экологии. 

Попытки создать универсальные матема-
тические модели по оптимизации операцион-
ных технологических процессов различных 
методов обработки привели к появлению очень 
громоздких и не гибких документов, использу-
емых на практике с минимальной эффективно-
стью. 

Очевидно, что каждая стадия технологии 
изготовления изделия, материализованная в 
конкретный маршрут обработки, имеет свои 
задачи, реализация которых должна гарантиро-
вать достижение конструктивных требований к 
изделиям. 

В настоящее время обеспечение высоких 
требований по точности и шероховатости по-
верхностного слоя деталей может быть реали-
зовано большим количеством методов обра-
ботки и их последовательностью. В этой 

ситуации наиболее рациональным представля-
ется создание математических моделей про-
цессов для каждой отдельной стадии обра-
ботки (черновая, получистовая, чистовая и от-
делочная). В данной работе рассматривается 
применение оптимизационных моделей при 
технологической подготовке производства де-
талей класса валов с конструктивными требо-
ваниями по точности шероховатости                        
соответственно: 6, 7 квалитет и  
Rа = 0,16…0,32 мкм [1 – 3]. 

Учитывая то обстоятельство, что на пер-
вых двух стадиях технологического маршрута 
снимается, как правило, до 85 % припуска на 
обработку, то набор технологических ограни-
чений, включаемых в модель процесса, может 
быть одним и тем же. 

Как показывает практика внедрения си-
стем автоматизированного проектирования 
технологических процессов (ТП), в подавляю-
щем большинстве случаев они применяются на 
предприятиях, функционирующих в рамках не 
ниже, чем среднесерийного производства. 

Подобная ситуация, очевидно, предпола-
гает и соответствующий уровень организаци-
онного и технического обеспечения заготови-
тельного передела. Другими словами, на ста-
дии обработки технологу приходится иметь 
дело с припусками, соответствующими 
научно-обоснованным значениям для различ-
ных методов получения заготовок. 

Это положения даёт возможность исклю-
чить ряд технических ограничений из матема-
тических моделей без риска некорректного 
описания того или иного метода обработки            
[4 – 6].  К таким можно отнести ограничения по 
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мощности электродвигателя привода главного 
движения, по прочности и жёсткости режу-
щего инструмента, по прочности механизма 
подач станка. Кроме того, можно исключить 
ограничение по шероховатости поверхности, т. 
к. данный параметр никогда не контролируется 
на черновой и получистовой стадии технологи-
ческого процесса. 

При проектировании операционных ТП 
изготовления деталей класса валов в случаях 
соотношения длины заготовки к диаметру бо-
лее семи на усмотрение технолога может быть 
включено техническое ограничение по жёстко-
сти заготовки. Наряду с перечисленными тех-
ническими ограничениями, обеспечивающими 
выполнение соответствующей технологиче-
ской операции, в условиях современного обра-
батывающего производства нельзя не обра-
щать внимание на экологическую обстановку в 
механических цехах. Речь в данном случае 
идёт о микроклимате как непосредственно на 
рабочих местах станочников, так и в цехе, где 
могут одновременно работать несколько сотен 
металлорежущих станков, использующих сма-
зочно-охлаждающие технологические сред-
ства (СОТС), большинство которых представ-
ляют смазочно-охлаждающие жидкости 
(СОЖ) [7]. 

Для предотвращения схватывания и из-
носа режущего инструмента при наиболее тя-
жёлых температурах и механических нагруз-
ках применяют антизадирные присадки. Чаще 

всего это вещества, содержащие хлор, серу, 
фосфор. Рассмотрим содержание присадки, в 
которых в зависимости от условий применения 
масляных СОЖ, содержание серы составляет 
0,5…3,0 %, т. к. хлор-фторосодержащие проти-
возадирные присадки менее распространены. 

При использовании серосодержащих 
СОЖ могут образовываться аэрозоли нефтя-
ных масел в присутствии тиолов, сульфидов, 
сульфокислот. При наличии воды сульфокис-
лоты подвергаются гидролизу: 

 
R − SO3H + H2O →  H2SO4 + RH.    (1) 

 
Таким образом, в воздушном простран-

стве рабочей зоны металлорежущего станка 
будут находиться молекулы вышеуказанных 
соединений. Наибольшую опасность для чело-
века представляет сероводород. 

Расчёт дозы сероводорода в рабочей зоне 
может быть произведён по формуле: 

 
𝐷𝐷 = ∫ 𝐶𝐶4 (𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑,∞

0   (2) 
 

где D – доза сероводорода в рабочей среде;        
С – концентрация вещества. 

На основании анализа имеющихся экспе-
риментальных данных сформирована таблица 
влияния величины параметра «С» на клиниче-
ские симптомы персонала (табл. 1) 

 
 

1. Изменение состояния здоровья при воздействии сероводорода на человека 
 

1.  Changes in the health state showing how hydrogen sulfide had a bad effect on humans 
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При резании металлов количество ис-
пользуемой СОЖ может достигать                        
30…40 л/мин, в результате чего накапливается 
большое количество серы. 

Большую опасность как для человека, так 
и для окружающей среды представляет воздей-
ствие отработанных СОЖ. Доказано, что воз-
действие на человека СОЖ в условиях произ-
водства может привести к возникновению ряда 
профессиональных заболеваний. Работы оте-
чественных учёных подтверждают тот факт, 
что аэрозоли нефтяных масел, входящих в со-
став СОЖ, могут привести к поражению орга-
низма вплоть до липоидной пневмоники, изме-
нить сосудистую и нервную системы, вызвать 
кожно-трофические нарушения (в том числе 
дерматиты), способствовать снижению имун-
нобиологической реактивности. Наркотиче-
ским действием обладают пары углеводоро-
дов, нитрид натрия, триэтаноламин способ-
ствует нарушению газового обмена в орга-
низме человека и поражению мышц сердца, по-
ражение печени и почек могут вызвать хлоро-
содержащие присадки, трихлорэтан – источник 
выделения фосгена и т. д. Кроме того, установ-
лено, что не являются индифферентными для 
организма человека продукты термической де-
струкции безвредных компонентов СОЖ, а 
также возможные новые химические образова-
ния в зоне обработки. 

В результате испарения отработавших 
СОЖ происходит загрязнение воздушной 
среды. Токсичные компоненты (органические 
соединения хлора и тяжелых металлов, диок-
сид серы) распространяются как в производ-
ственном помещении, так и в окружающую 
среду, что приводит к негативному воздей-
ствию на персонал и биосферу. Наиболее 
опасно испарение синтетических масел, а при 
испарении масел, содержащих полихлордефи-
нилы, образуются еще более токсичные соеди-
нения – полихлордибензодиоксины и поли-
хлордибензофураны. 

Интенсивность образования сероводо-
рода в рабочей зоне станочника в значительной 
степени будет зависеть от температуры, сопро-
вождающей процесс резания [8]. 

Среднюю температуру в зоне резания при 
точении можно с достаточной для практики 
точностью определить по зависимости [7]: 

 
θср = 𝐶𝐶𝜗𝜗𝑡𝑡𝑥𝑥𝜗𝜗𝑆𝑆𝑦𝑦𝜗𝜗v𝑧𝑧𝜗𝜗𝑟𝑟𝑛𝑛θ ,     (3) 

 
где t – глубина резания в мм; S – подача в 
мм/об; v – скорость резания в м/мин; r – радиус 
при вершине резца в мм;                                                  
𝐶𝐶𝜗𝜗, 𝑋𝑋𝜗𝜗, 𝑌𝑌𝜗𝜗, 𝑍𝑍𝜗𝜗, 𝑛𝑛𝜗𝜗 – коэффициенты. 

Значения коэффициентов в формуле при-
ведены в табл. 2.  

 
2. Значения коэффициентов в расчётных зависимостях средней температуры в зоне резания 

при токарной обработке (марки режущих инструментов соответствуют  
общепринятым рекомендациям) 

 
2. The values of the coefficients in the calculated dependences of the average temperature in the 

cutting zone during turning (the brands of cutting tools meet the requirements 
 of generally accepted recommendations) 

 

Материал заготовки Коэффициент 
𝐶𝐶𝜗𝜗 𝑋𝑋𝜗𝜗 𝑌𝑌𝜗𝜗 𝑍𝑍𝜗𝜗 𝑛𝑛𝜗𝜗 

Среднеуглеродистые 
стали 96,4 0,080 0,060 0,25 0,070 

Легированные стали 118 0,092 0,061 0,28 0,082 
Жаропрочные стали 86,7 0,110 0,059 0,31 0,076 
Высокопрочные чугуны 134 0,078 0,063 0,26 0,067 
Цветные сплавы 121 0,060 0,048 0,18 0,053 

 
Как видно из табл. 1, опасная концентра-

ция составляет порядка 600 мг/м3, что, как по-
казывает термодинамический анализ, с боль-
шой долей вероятности будет сопутствовать 

высокоскоростным методам обработки с ис-
пользованием значительного количества СОЖ. 

В этой связи, желательно, операционные 
режимы резания назначать из условия не 
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превышения температуры в зоне резания 
350…400 ºС. 

Для этого, выражая из формулы (2) ско-
рость резания и задаваясь определённой лими-
тирующей температурой в зоне резания, полу-
чим неравенство: 

 

v ≤ � θ
𝐶𝐶𝜗𝜗𝑡𝑡𝑥𝑥𝜗𝜗𝑆𝑆𝑦𝑦𝜗𝜗v𝑧𝑧𝜗𝜗𝑟𝑟𝑛𝑛θ

𝑧𝑧𝜗𝜗 .       (4) 

Наряду с концентрацией сероводорода 
вторым основным фактором является время 
его воздействия на работника. 

Значения концентрации сероводорода и 
время его воздействия, вызывающие сопут-
ствующие клинические симптомы, приведены 
в табл. 3. 

 
3. Физиологические симптомы влияния концентрации паров сероводорода  

и времени его воздействия 
 

3. Physiological symptoms of the influence of hydrogen sulfide vapor concentration  
and the time of its exposure 

 

Уровень 
Классификация 
концентрации 
Н2S (мг/м3) 

Время воздействия 

10 мин 30 мин 60 мин 240 мин 480 мин 

1 
не вызывает по-
терю трудоспо-
собности 

0,04 0,04 0,04 0,04 0,04 

2 вызывает потерю 
трудоспособности 59,0 45,0 39,0 28,0 24,0 

3 опасно для жизни 106 85,0 71,0 52,0 44,0 

4 немедленный ле-
тальный исход 948 720 605 428 - 

 
Кроме конкретного значения темпера-

туры в зоне резания на количество выделяе-
мого на рабочем месте станочника сероводо-
рода оказывает влияние объём стружки, рабо-
чей части инструмента и заготовки, непосред-
ственно контактирующей со струёй СОЖ. 

На основании приведённых рассуждений 
и данных, сформируем набор технологических 
ограничений, позволяющих оптимизировать 
операционные режимы и условия чернового и 
получистового обтачивания. 

Ограничение 1. Это ограничение уста-
навливает связь между скоростью резания, 
определяемой принятой стойкостью инстру-
мента, его геометрией, глубиной резания, пода-
чей и механическими свойствами обрабатыва-
емого материала с одной стороны, и скоростью 
резания, определяемой кинематикой станка с 
другой: 

 
v = 𝐶𝐶𝑣𝑣 ∙𝐾𝐾𝑣𝑣

𝑇𝑇𝑚𝑚∙𝑡𝑡𝑥𝑥𝑣𝑣∙𝑆𝑆𝑦𝑦𝑣𝑣
,  (5) 

 

где Т – период стойкости инструмента; t и            
S – глубина резания и подача; 𝐶𝐶𝑣𝑣, 𝐾𝐾𝑣𝑣, m, 𝑥𝑥𝑣𝑣, 
 𝑦𝑦𝑣𝑣 – коэффициенты, зависящие от конкретных 
условий операции соответственно [1]. 

Скорость резания, определяемая кинема-
тикой станка: 

 
v = 𝜋𝜋∙𝐷𝐷∙𝑛𝑛

1000
.                (6) 

 
Тогда техническое ограничение, пред-

ставленное в виде неравенства, будет иметь 
вид: 

 

𝑛𝑛 ∙ 𝑆𝑆𝑦𝑦𝑣𝑣 ≤ 318∙𝐶𝐶𝑣𝑣∙𝐾𝐾𝑣𝑣
𝑇𝑇𝑚𝑚∙𝐷𝐷∙𝑡𝑡𝑥𝑥𝑣𝑣

       (7) 
 
Ограничения 2 и 3. Характеризуют 

наибольшую и наименьшую скорость резания, 
возможную на станке выбранной модели: 

 
𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛ст.  min ;   (8) 

 
𝑛𝑛 ≤ 𝑛𝑛ст.  max .      (9) 
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Ограничения 4 и 5. Наименьшая и 
наибольшая допустимые подачи для конкрет-
ного станка: 

 
𝑆𝑆 ≥ 𝑆𝑆ст.  min;        (10) 

 
𝑆𝑆 ≤ 𝑆𝑆ст.  max.         (11) 

Ограничение 6. Характеризует расчётное 
значение скорости резания, исключающую 
вредную концентрацию сероводорода в рабо-
чей зоне станка, использующего СОЖ. Преоб-
разуя зависимость (3) в неравенство, аналогич-
ное (7), получим: 

 
𝑛𝑛𝑧𝑧θ · 𝑆𝑆𝑦𝑦θ ≤ 103𝑧𝑧θ · 𝜃𝜃ср/Сθ · π𝑧𝑧θ · 𝐷𝐷𝑧𝑧θ · 𝑡𝑡𝑥𝑥θ · 𝑟𝑟𝑛𝑛θ,                                       (12) 

 
где  Сθ, 𝑥𝑥θ, 𝑦𝑦θ, 𝑛𝑛θ и 𝑧𝑧θ – коэффициенты в эмпи-
рических зависимостях. 

Для определения оптимальных режимов 
резания (в нашем случае n и S) может быть при-
менён метод линейного программирования. 
Суть метода заключается в определении неот-
рицательных значений переменных, удовле-
творяющих системе ограничений в виде линей-
ных неравенств, обеспечивающих наибольшее 
или наименьшее значение заданного критерия 
оптимальности или оценочной функции. Реше-
нию заданной задачи предшествует процедура 
приведения всех технических ограничений и 
оценочной функции к линейному виду. 

На примере первого ограничения эта опе-
рация выглядит следующим образом: 

 
ln𝑛𝑛 + 𝑌𝑌𝑣𝑣 · ln 𝑆𝑆 ≤ ln �318·𝐶𝐶𝑣𝑣·𝐾𝐾𝑣𝑣

𝑇𝑇𝑚𝑚·𝐷𝐷·𝑡𝑡𝑥𝑥𝑣𝑣
�.    (13) 

 
Далее введём следующие обозначения: 
 

ln𝑛𝑛 = 𝑥𝑥1; ln(100𝑆𝑆) = 𝑥𝑥2; ln �318·𝐶𝐶𝑣𝑣·𝐾𝐾𝑣𝑣
𝑇𝑇𝑚𝑚·𝐷𝐷·𝑡𝑡𝑥𝑥𝑣𝑣

� = 𝑏𝑏1 
 

и подставив их в неравенство (13), получим: 
 

𝑥𝑥1 + 𝑦𝑦𝑣𝑣 · 𝑥𝑥2 ≤ 𝑏𝑏1.    (14) 
 

Так как минимальная себестоимость тех-
нологической операции будет обеспечена при 
максимальном значении произведения n×S, то 
для линейного вида модели оптимальную 
функцию 𝑓𝑓о можно представить в виде 

 
𝑓𝑓о = (𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2) → max.   (15) 

 
Тогда математическая модель процесса 

резания на черновой и получистовой стадии 
будет выглядеть следующим образом: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝑥𝑥1 + 𝑦𝑦𝑣𝑣 · 𝑥𝑥2 ≤ 𝑏𝑏1 

𝑥𝑥1 ≥  𝑏𝑏2 
𝑥𝑥1 ≤  𝑏𝑏3 
𝑥𝑥2 ≥ 𝑏𝑏4 
𝑥𝑥2 ≤ 𝑏𝑏5 

𝑧𝑧θ𝑥𝑥1 + 𝑦𝑦θ𝑥𝑥2 ≤ 𝑏𝑏6

   (16) 

 
Математическая модель процесса реза-

ния может быть изображена в графическом 
виде. В этом случае каждое техническое огра-
ничение представляется граничной прямой, 
определяющей полуплоскость возможного су-
ществования решений системы неравенств. 
Граничные прямые, пересекаясь, образуют 
многоугольник, внутри которого любая точка 
удовлетворяет всем неравенствам (рис. 1). 
Этот многоугольник называют многоугольни-
ком решений. 

 

 
 

Рис. 1. Графическое изображение модели процесса 
резания 
 
Fig. 1. Graphic representation of the cutting process 
model 
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Вычисление оптимальных значений Х1опт 

и Х2опт сводится к последовательному вычисле-
нию координат всех возможных точек перечис-
ления граничных прямых и затем определению 
для них наибольшей суммы по выражению 
(15). 

После определения координат Х1опт и 
Х2опт вычисляют оптимальные значения эле-
ментов режима резания по формулам: 

 
𝑛𝑛опт = exp(𝑥𝑥1 опт) ;              (17) 

 
𝑆𝑆опт = exp(𝑥𝑥2 опт) /100.     (18) 

 
Оптимизация режимов обтачивания для 

чистовой и отделочной стадий обработки, не-
смотря на выбранные в качестве примера 
только лезвийные методы, имеет многовари-
антные пути решения. Прежде всего, это каса-
ется наличия или отсутствия в технологиче-
ском маршруте термообработки и её техниче-
ских условий. 

Если термообработка запланирована по-
сле получистовой стадии и твёрдость не превы-
шает 42…44 HRС, то чистовое и отделочное 
(тонкое) обтачивание можно осуществлять рез-
цами из чёрной оксидной керамики типа ВОК. 
Если твёрдость поверхности более 55 HRС, то 
из лезвийных инструментов могут быть приме-
нены резцы из композитов на основе кубиче-
ского нитрида бора. 

Для оптимизации режимов операций фи-
нишной стадии технологического процесса в 
предложенную математическую модель сле-
дует добавить ещё два технических ограниче-
ния: 

– по регламентированной шероховатости 
поверхности; 

– по оптимальной степени наклёпа, опре-
деляемой в зависимости от конкретных усло-
вий эксплуатации детали [9 – 11]. 

Для рассматриваемого примера в каче-
стве финишной операции выбран метод тон-
кого точения [12]. 

Зависимость шероховатости Ra, мкм, по-
верхности от режимов алмазного точения в об-
щем виде имеет вид: 

𝑅𝑅𝑅𝑅0 = 𝐶𝐶𝑅𝑅
𝑅𝑅𝑎𝑎 пр
𝐾𝐾𝑅𝑅 ·𝑆𝑆𝑦𝑦𝑅𝑅·(90+γ)𝑛𝑛𝑅𝑅

V𝑧𝑧𝑅𝑅·ρ𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑚𝑚𝑅𝑅·𝑟𝑟𝑞𝑞𝑅𝑅

           (19) 

 
где Ra пр – шероховатость, полученная на 
предыдущей операции; S – подача; γ – перед-
ний угол резца; v – скорость резания; ρkp – ра-
диус округления главной режущей кромки;  
r – радиус при вершине резца; 𝐶𝐶𝑅𝑅 , 𝐾𝐾𝑅𝑅 , 𝑦𝑦𝑅𝑅, 𝑛𝑛𝑅𝑅, 
𝑧𝑧𝑅𝑅, 𝑚𝑚𝑅𝑅, 𝑞𝑞𝑅𝑅 – коэффициенты, зависящие от кон-
кретных условий обработки. 

Преобразуя зависимость (19) в неравен-
ство, получим: 

 
𝑛𝑛𝑍𝑍𝑅𝑅

𝑆𝑆𝑦𝑦𝑅𝑅
≤

𝐶𝐶𝑅𝑅·𝑅𝑅𝑎𝑎 пр
𝐾𝐾𝑅𝑅 ·(90+γ)𝑛𝑛𝑅𝑅·1000𝑍𝑍𝑅𝑅

𝑅𝑅𝑎𝑎·(π·𝐷𝐷)𝑧𝑧𝑅𝑅·ρ𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑚𝑚𝑅𝑅·𝑟𝑟𝑞𝑞𝑅𝑅

       (20) 

 
В математическую модель алмазного то-

чения приведенное неравенство включается 
после логарифмирования аналогично первому 
ограничению. 

Как уже было сказано, включение в мате-
матическую модель технического ограничения 
по уровню наклёпа поверхностного слоя спо-
собствует повышению эксплуатационных 
свойств деталей машин. При эксплуатации в 
условиях трения скольжения или знакопере-
менных нагрузок в подавляющем большинстве 
случаев стремятся получать поверхностный 
слой со значительными коэффициентами сте-
пени наклёпа Кн, который определяется как со-
отношение поверхностной к исходной микро-
твёрдости материала: 

 
𝐾𝐾H = 𝐻𝐻пов.

𝐻𝐻исх .�                 (21) 
 
Общий вид зависимости Кн от режимов 

тонкого точения [8] представлен в                            
формуле (22): 

 
𝐾𝐾H =  𝐶𝐶𝐻𝐻 · 𝑡𝑡𝑥𝑥𝐻𝐻 · 𝑆𝑆𝑦𝑦𝐻𝐻 · 𝑉𝑉𝑧𝑧𝐻𝐻 · 𝑟𝑟𝑞𝑞𝐻𝐻 ,  (22) 

 
где: t – глубина резания; S – подача; v – ско-
рость резания; r – радиус при вершине резца; 
𝐶𝐶𝐻𝐻, 𝑥𝑥𝐻𝐻, 𝑦𝑦𝐻𝐻, 𝑧𝑧𝐻𝐻, 𝑞𝑞𝐻𝐻 – коэффициенты, учитываю-
щие условия обработки. 

Значения коэффициентов и констант в 
формуле (22) для расчёта параметра Кн приве-
дены в табл. 4. 
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4. Значения коэффициентов в формуле (22) при обработке резцом из композитов 01 и 10 
 

4. The values of the coefficients in the formula (22) when chiselling with a cutter  
made of composites 01 and 10 

 

Обрабатываемый материал 𝐶𝐶𝐻𝐻 𝑥𝑥𝐻𝐻 𝑦𝑦𝐻𝐻 𝑧𝑧𝐻𝐻 𝑞𝑞𝐻𝐻 
Сталь 45,  40…44 HRC 1,25 0,027 0,180 -0,041 0,028 
Сталь 65Г,  60…64 HRC 1,75 0,029 0,016 -0,040 0,031 

 
После стандартного преобразования по-

лучим неравенство, представляющее собой 
техническое ограничение по наклёпу поверх-
ностного слоя: 
 

𝑛𝑛𝑍𝑍𝐻𝐻
𝑆𝑆𝑦𝑦𝐻𝐻

≤ 𝐶𝐶𝐻𝐻·𝑡𝑡𝑥𝑥𝐻𝐻·𝑟𝑟𝑞𝑞𝐻𝐻·1000𝑍𝑍𝐻𝐻
𝐾𝐾H·(𝜋𝜋·𝐷𝐷)𝑧𝑧𝐻𝐻

 .        (23) 
 

В случае отсутствия в маршруте обра-
ботки конкретной детали термообработки ко-
эффициент СH следует умножить на 1,08, т. к. в 
результате действия механизма 

наследственности на финишной операции об-
рабатываемый материал уже будет иметь по-
верхностную твёрдость, отличную от твёрдо-
сти  исходной [13]. 

Работоспособность предложенных мате-
матических моделей была протестирована на 
конкретных примерах оптимизации режимов 
резания при обработке валов трибосистемы 
подшипник скольжения. 

Результаты тестирования приведены в 
табл. 5. 

 
5. Результаты тестирования математической модели процесса резания 

 
5. Results of testing the mathematical model of the cutting process 

 
Чистовое точение Тонкое точение 

Оптимальные режимы Оптимальные режимы 
Без технического ограничения по 

микроклимату 
С техническим ограничением по 

микроклимату 
Без технического ограничения по 

наклёпу 
С техническим ограничением по 

наклёпу 
Сталь 45 

закалённая 
Сталь 65Г 
закалённая 

Сталь 45 
закалённая 

Сталь 65Г 
закалённая 

Сталь 45 
закалённая 

Сталь 65Г 
закалённая 

Сталь 45 
закалённая 

Сталь 65Г 
закалённая 

S 
мм/об 

v 
м/мин 

S 
мм/об 

v 
м/мин 

S 
мм/об 

v 
м/мин 

S 
мм/об 

v 
м/мин 

S 
мм/об 

v 
м/мин 

S 
мм/об 

v 
м/мин 

S 
мм/об 

v 
м/мин 

S 
мм/об 

v 
м/мин 

0,18 142 0,15 131 0,14 121 0,13 108 0,11 221 0,09 184 0,10 152 0,09 142 
 

Как видно из приведённых результатов, 
существенной корректировке в сторону умень-
шения подвергалась скорость как чистового, 
так и тонкого точения. Очевидно, что подоб-
ного результата следовало ожидать, т. к. техни-
ческие ограничения по микроклимату рабочих 
зон и наклёпу поверхностного слоя по своей 
физической сущности скорость резания де-
лают главным фактором, определяющим обос-
нованность многокритериальной оптимиза-
ции. 

 
Заключение 

 

Предложенный в данной работе подход 
позволил более широко представить проблему 
оптимизации режимов механической обра-
ботки, затрагивающей сегодня только сферу 
операционных технологий. Используя в каче-
стве целевой функции (критерия оптимизации) 
лишь производительность труда, в условиях 
современного производства представляется 

явно недостаточным. Таким подходом мы ис-
ключаем технолога, как главной фигуры обра-
батывающего производства, от обязанностей и 
забот как по оздоровлению климата в механи-
ческих цехах, так и от задач обеспечения 
надёжности и долговечности выпускаемой 
продукции. Как показывает практика исполь-
зования многокритериальных моделей опти-
мизации, снижение основного времени на чи-
стовых и финишных операциях технологиче-
ского процесса вполне компенсируется сниже-
нием затрат на поддержание приемлемого мик-
роклимата и, в тоже время, обеспечивает до-
стижение заданного ресурса выпускаемой про-
дукции. 
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Условия и режимы обработки технологического процесса  
маслонаполнения полимерных деталей 
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Аннотация. На железнодорожном транспорте применяется большое количество полимерных деталей, рабо-

тающих в сложных условия, испытывающих на себе недопустимый износ из-за работы в открытых узлах трения с 
присутствием запылённости и загрязнения без какой-либо жидкостной смазки. Существующие технологии, решаю-
щие эту проблему, применяются только при изготовлении самого материала детали, которые влекут за собой изме-
нение эксплуатационных свойств всей детали, но нет технологии, которая будет изменять эксплуатационные свой-
ства только поверхностного слоя. Для решения данной проблемы разрабатывается новый технологический процесс 
повышения эксплуатационных характеристик готовых полимерных деталей.  Данная технология заключается в напол-
нении масляной смесью их поверхностного слоя на заданную глубину большего допустимого износа. Одним из самых 
важных этапов разработки данного технологического процесса является определение различных условий и режимов 
обработки, необходимых для обеспечения параметров технологического процесса. Для решения этой цели в работе 
сформирована целевая функция двух параметров. В данной работе определены критерии оценивания параметров тех-
нологического процесса маслонаполнения. Для определения границ параметров целевой функции выполнены аналитиче-
ские расчеты и экспериментальные исследования по определению температурных границ применения смеси для напол-
нения, исходя из температуры ее кипения и испарения гексана из нее.  Благодаря определенным начальным и граничным 
условиям определены рекомендованные режимы для выполнения технологического процесса маслонаполнения. Итогом 
работы стало определение конкретных границ целевой функции двух параметров и порядок этапов проведения техно-
логического процесса, что позволяет обеспечить его стабильность и производительность. 

 
Ключевые слова: маслонаполнение, технологический процесс, режимы обработки, начальные условия, гранич-

ные условия, целевая функция 
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Conditions and operating modes of the procedure specification  
of polymer parts oil-filling process 

 
Vladimir S. Bychkovsky, Ph.D. student 
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Abstract. A large number of polymer parts, used in railway transport, operating in difficult conditions, significantly 

wear off caused by conditions in open friction units, having dust loading and other contamination without any liquid 
lubrication. Existing technologies, used for solving this problem, aimed at making just the material of the part, which 
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results in a change in the operational properties of the whole part, but there is no technology that will be useful in changing 
the operational properties of the surface layer itself.  In order for a decision to be adopted on, a new procedure specifica-
tion is being developed to improve the performance characteristics of ready-made polymer parts. This technology consists 
in filling their surface layer with an oil mixture to a given depth of approved wear. One of the most important stages in 
the development of this technological process is the determination of various conditions and operating modes necessary 
to ensure the parameters of this operating procedure.  For that purpose, the objective function of two parameters is formed 
in the work. In this paper, the criteria for evaluating the parameters of the specification procedure of oil filling are deter-
mined. The analytical calculations and experimental studies are performed for the boundary delimination of the parame-
ters and temperature limits for the application of the filling mixture based on the temperature of its boiling and evaporation 
of hexane.  Due to certain initial and boundary conditions, the recommended operating modes for performing the specifi-
cation procedure of oil filling are determined. The result of the work was the determination of the specific boundaries of 
the objective function of two parameters and the order of the stages of the procedure, which allows ensuring its stability 
and performance. 
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Введение 

 
 В машиностроение присутствуют узлы 

трения с полимерными деталями, работаю-
щими в условиях обеднённой или безжидкост-
ной смазки. Данные детали под нагрузкой ис-
пытывают значительный износ. Примерами та-
ких деталей могут быть втулки, вкладыши, 
проставки, прокладки и т. д. Подобные детали, 
работающие в таких условия, присутствуют в 
тележках грузовых или пассажирских вагонов 
на железной дороге. Существующие техноло-
гии, повышающие ресурс полимерных дета-
лей, производятся только при изготовлении са-
мого материала, при этом меняются эксплуата-
ционные свойства всей детали.  

Увеличение износостойкости (за счет 
добавления в расплав полимера масла, графита 
и т. п.), влечет за собой повышение пластично-
сти полимера, а комбинированное решение по 
добавлению (например, масла и углеволокна) 
для увеличения жесткости и уменьшения из-
носа, усложняет технологии по их механиче-
ской обработке [1]. Исходя из этого, возникает 
необходимость в разработке технологии, кото-
рая позволит повысить эксплуатационные 
свойства только поверхностного слоя, не изме-
няя свойства всей детали.  

Для решение данной проблемы, основы-
ваясь на том, что полимеры способны впиты-
вать в себя влагу, например, для полиамида до 
10 % [2], и согласно уже существующим техно-
логиям пропитки полимеров для целей: 

понижения износа в узлах трения, увеличения 
жесткости при механической обработке, 
наполнения краской пористой резины по Flash-
технологии для штампов оттисков на бумаж-
ных документах [3, 4], возникает возможность 
в разработке технологии наполнения маслом 
готовых полимерных деталей на заданную глу-
бину, которая будет выше допустимого износа.  

Данный процесс позволит повысить ка-
чество поверхностного слоя за счет уменьше-
ния износа, не изменяя эксплуатационные 
свойства всей детали, работающей в условиях 
отсутствия внешней жидкостной или какой-
либо смазки. Данная технология обеспечит по-
вышение срока межремонтного обслуживания 
и долговечность маши, имеющие в себе узлы 
сухого трения или в случаях долгого простоя 
закрытых узлов с жидкостной смазкой, в кото-
рых присутствуют полимерные или компози-
ционные детали. Но для того, чтобы разрабо-
тать данный технологический процесс напол-
нения полимерных деталей, необходимо опре-
делить его начальные и граничные условия, а 
также его режимы, необходимые для обеспече-
ния его параметров таких как: стабильность, 
производительность и качество [5].  

 
Материалы и методы     

  
Для обеспечения установленных пара-

метров технологического процесса необхо-
димо сформировать целевую функцию и опре-
делить критерии, по которым они будут 
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оцениваться [6]. Необходимо учесть, что кри-
терий оценивания должен соответствовать сле-
дующим требованиям: иметь определенный 
физический смысл, иметь численное выраже-
ние, быть максимальным или минимальным 
для советующего параметра. Итак, критерии 
оценивания и их обеспечивающие факторы па-
раметров технологического процесса: 

–  критерием оценивания стабильности 
является минимальное отклонение результатов 
скорости пропитки и повышение эксплуатаци-
онных характеристик поверхностного слоя при 
одних и тех режимах должно обеспечиваться 
начальными и граничными условиями, а также 
выполнение кондиционирования детали, со-
гласно ГОСТ 12423-2013, перед проведением 
технологического процесса; 

–   критерием оценивания производи-
тельности является скорость пропитки, обеспе-
чиваемая оптимальными параметрами техно-
логического процесса; 

–   критерием оценивания качества гото-
вой детали является повышение ее эксплуата-
ционных характеристик, обеспечивается также 
оптимальными режимами проведения про-
цесса маслонаполнения. 

Как было выяснено для повышения про-
изводительности и качества готовой детали 
необходимо определить оптимальные режимы. 
Согласно проведенному литературному иссле-
дованию, найден технологический процесс, 
разработанный авторами [7], заключающийся в 
термовакуумном наполнении полиамидных 
образцов моторным маслом М8-В с добавле-
нием в наполнитель гексана с целью повыше-
ния скорости и глубины пропитки за счет по-
нижения его вязкости. Данные исследования 
были взяты за основу разработки нового техно-
логического процесса маслонаполнения поли-
мерных деталей.  

В данной работе авторы применяли тер-
мовакуумную сушку полиамидных образцов с 
целью избавления от влаги в теле полимера, 
эти действия необходимы для освобождения 
места под заполнение масляной смесью в от-
крытые поры. Исходя из этого, для повышения 
эффективности пропитки полимера смесью, 
было принято использовать электротермиче-
ский способ нагрева в поле высокой частоты, 
заключающийся в размещении детали между 
двумя пластинами, имитирующими 

конденсатор, в котором под действием пере-
менного поля высокой частоты происходит 
нагрев диэлектрического материала средней и 
высокой полярности.  Для этой задачи была 
рассмотрена технология электротермической 
сушки полимерных и композиционных мате-
риалов, в котором определение достижения су-
хого состояния осуществлялся за счет кон-
троля анодного тока [8]. Согласно этому иссле-
дованию, для операции технологического про-
цесса сушки технологическим режимом будет 
являться величина анодного тока. 

Так как после выполнения операции 
сушки происходит само наполнение, то важно 
учесть, что полимерная деталь будет нахо-
диться в горячем состоянии, а полного охла-
ждения допустить нельзя из-за факта гигроско-
пичности полимеров, исходя из этого, необхо-
димо учесть при какой температуре будет про-
изводиться пропитка при подаче наполнителя 
или погружение полимерной детали в наполни-
тель. Как было рассмотрено ранее, исходя из 
понижения вязкости масляного наполнителя 
режимами самой операции маслонаполнения 
будет являться: процентное содержание гек-
сана (вязкость) и температура полимерного об-
разца.  

Исходя из проведенного анализа, стало 
необходимо формирование целевой функции 
для достижения повышения производительно-
сти или же достижения повышения качества. 
Так как оба эти параметра зависят от одних и 
тех же режимов обработки и стремятся к мак-
симуму, целевая функция, состоявшая из двух 
параметров, составлена на примере скорости 
пропитки по достижении кратчайшего времени 
пропитки на заданную глубину полимерной 
детали (1): 

 
u(𝑇𝑇, μ) → max,                          (1) 

 
где u – скорость пропитки, мм/с; Т – темпера-
тура полимерной детали ℃; μ – вязкость 
наполнителя, Па∙с. 

Для выполнения данной целевой функ-
ции необходимо определение начальных гра-
ничных условий ее параметров. Для этой цели 
принято предварительное ограничение для вяз-
кости: 

 
μгекс < μ < μмасла,                        (2) 
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где μ – вязкость гексана и масла соответ-
ственно, Па∙с. 

Для определения начальных темпера-
турных пределов необходимо определить 
начальные и граничные условия. Данные усло-
вия также обеспечивают стабильность техно-
логического процесса и будут зависеть от тем-
пературы окружающей среды, а также вслед-
ствие присутствия гексана в смеси ввиду факта 
его выхода из нее из-за низкой температуры 
кипения по сравнению с маслом М8-В, можно 
делать вывод, что начальной температурной 
границей целевой функции будет являться тем-
пература, советующая нормальным условия, а 
конечная температура ‒  началом испарения 
гексана из смеси: 

 
норм. исп.,T T T< <                        (3) 

 
где T – температура полиамидной детали, соот-
ветствующая нормальным условиям и допу-
стимой температуре до испарения гексана. 
 

Результаты исследований 
 

 Дальнейшим действием стало опреде-
ление итоговых границ параметров целевой 
функции. В целях определения конкретных 
границ параметров целевой функции опреде-
лены начальные условия технологического 
процесса маслонаполнения, которые соответ-
ствуют нормальным условиям, согласно ГОСТ 
8.395-80: температура 25 ± 2,0 ℃; давление  
750 ± 5,0 мм рт. ст.; влажность 55 ± 10 %. 

Далее стало необходимо определение 
граничных условий проведения процесса мас-
лонаполнения. Определенные граничные усло-
вия определены, исходя из решения добавле-
ния гексана в масло. Поэтому первым этапом 
для их определения выяснено, при каких кри-
тических температурах можно проводить про-
цесс маслонаполнения, для этого проведен рас-
чет температуры кипения масляного наполни-
теля. 

Для проведения расчетов было принято 
решение взять три основных пропорции гек-
сана с маслом, представленных в табл. 1 в пер-
вом столбце. Само выполнение расчета осно-
вывалось на законе Рауля, при смешивании 
двух материалов, в котором один – 

растворитель, другой – растворяемое веще-
ство, происходит процесс разбавления. Исходя 
из этого закона, температура кипения смеси 
понижается относительно температуры кипе-
ния масла. Поэтому важно знать при какой тем-
пературе для отдельной концентрации это про-
исходит.  

В данном случае гексан (С6Н14) явля-
ется растворителем, а моторное масло М8-В 
растворяемым веществом.  

Температура кипения раствора опреде-
ляется по формуле:  

 
𝑇𝑇кип . = 𝑇𝑇кип.а + Δ𝑇𝑇кип,               (4) 

 
где Tкип.а – температура кипения растворителя, 
68 ℃; ΔТкип – повышение температуры кипе-
ния раствора. 

Повышение температуры кипения опре-
деляется (5): 

 
ΔТкип . = Кэ ⋅

𝑚𝑚𝑏𝑏⋅1000
𝑚𝑚𝑎𝑎⋅μ𝑏𝑏

,                  (5) 
 

где Кэ – эбуллиоскопический коэффициент;   
mb – масса растворимого вещества, кг;  
ma – масса растворителя, кг; µb – молярная 
масса растворимого вещества, г/моль.  

Эбуллиоскопический коэффициент рас-
считывается по формуле (6): 

 
     Кэ = 𝑅𝑅⋅𝑇𝑇а2⋅μ𝑎𝑎

Δ𝐻𝐻𝑣𝑣𝑣𝑣
,                       (6) 

 
где R – универсальная газовая постоянная,  
8,31 Дж∙К-1∙моль-1; Tа – температура кипения 
растворителя, 68 ºС; µа – молярная масса рас-
творителя, г/моль; ΔНvа – молярная энтальпия 
парообразования растворителя, 3000 Дж/моль. 

Далее определена молярная масса рас-
творимого вещества по формуле (7): 

 
  μ𝑏𝑏 = ρ𝑏𝑏 ⋅ 𝑉𝑉𝑚𝑚,                     (7) 

 
где ρ – плотность вещества, 0,886 кг/л;  
Vm – молярный объем газов, 22,4 л/моль.  

Далее определяется масса веществ: мо-
торного масла и гексана:  

 
𝑚𝑚𝑏𝑏 = ρ𝑏𝑏 ⋅ 𝑉𝑉𝑏𝑏 ,                     (8) 
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где ρ – плотность вещества, 8,86 кг/м3;                     
Vb – объем вещества, л. 

Для расчета массы гексана используется 
формула: 

 
𝑚𝑚𝑎𝑎 = 𝑀𝑀𝑎𝑎 ⋅ 𝑛𝑛,                     (9) 

 
где Mа – молярная масса вещества: гексан    
86,17 г/моль, масла 19,84  г/моль; n – количе-
ство вещества, моль. 

Для нахождения количества вещества 
необходима формула  

 
𝑛𝑛 = 𝑉𝑉𝑏𝑏

𝑉𝑉𝑚𝑚
.                                (10) 

 
Итоги по определению температуры ки-

пения представлены в табл. 1 и в виде графиче-
ских данных на рис. 1. 

 
1. Результаты расчета предельных граничных условий – температуры кипения смеси гек-

сана и масла 
 

1. Results of calculation of the limiting boundary conditions – the boiling point of a mixture of hex-
ane and oil 

 

Содержание 
гексана, % 

Масса  
гексана, кг 

Масса 
масла, кг 

Количество 
 вещества (гексана), 

моль 

Повышение  
температуры 
 кипения, ℃ 

Температура кипения 
масляного  

наполнителя, ℃ 

20 0,0154 0,014 0,00017 65 133 

40 0,03 0,011 0,00035 47 115 

60 0,046 0,007 0,00053 21 89 

Примечание: температура кипения моторного масла М8-В 270 ℃; температурный предел экс-
плуатации 20…170 ℃. 

 

 
 
Рис. 1. Зависимость изменения температуры кипения от концентрации смеси 
 
Fig. 1. Dependence of the boiling point change on the concentration of the mixture 
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Из полученных результатов видно зна-
чительное уменьшение температуры кипения 
смеси гексана и масла по сравнению с темпе-
ратурой кипени чистого масла, 190 ℃. Полу-
ченные результаты указывают на критиче-
ские температурные граничные условия пре-
вышения, которых нельзя допускать. Исходя 
из этого, необходимо определить рекомендо-
ванные граничные условия, которые опреде-
ляются исходя из условий испарения гексана 
из наполнителя, превышение которых может 
привести к снижению эффективности про-
питки: снижению стабильности и производи-
тельности технологического процесса. 

Для решения этой задачи проведен 
эксперимент по определению рекомендован-
ных граничных условий – определение 

температуры начала испарения гексана из 
смеси с маслом для различных пропорций. 
Для данного исследования разработан нагре-
вательный стенд (рис. 2), состоящий из 
нагревательного элемента 1, ванны 2, распо-
ложенного на нем с прозрачной крышкой 4, 
необходимой для определения процесса ис-
парения гексана из смеси, путем образования 
капель на ней. Контроль температуры смеси 
и нагревательного элемента производится по 
термопарам. Поддержание заданной темпера-
туры нагревательного элемента произво-
дится с помощью твердотельного реле и ре-
гулятором нагрева. Для проведения экспери-
мента написана управляющая программа, за-
груженная в управляющую плату.  

 
 

 
 
 
Рис. 2. Схема экспериментальной установки: 
1 – нагревательный элемент; 2 – ванна; 3 – наполнитель; 4 – крышка для конденсата; ТП1, ТП2 – первая и вторая тер-
мопара; Усил. ТП1, Усил. ТП2 – усилитель первой и второй термопары; УП – управляющая плата; L, N – фаза и ноль 
сети 220 вольт; GND – заземление; Тв. тел. реле – твердотельное реле; Рег. нагрева – регулятор нагрева 
 
Fig. 2. Scheme of the test installation: 
1 – heating element; 2 – bath; 3 – filler; 4 – condensate cap; TP1, TP2 – first and second thermocouple; Ampl. TP1,                           
Ampl. TP2 – amplifier of the first and second thermocouple; DB – drive board; L, N – phase and zero of the 220 volt network;                              
GND – grounding; Solid-state relay – solid relay; Heating Reg. – heating regulator 
 

L 

44



Качество поверхностного слоя, контактное взаимодействие, трение и износ деталей машин  
Surface layer quality, contact interaction, friction and wear of machine parts 

Наукоёмкие технологии в машиностроении, №11 (149) 2023 
«Science intensive technologies in mechanical engineering», №11 (149) 2023 

Результаты проведенного эксперимента 
определения начала испарения гексана для 

различных пропорций представлены в табл. 2 и 
на рис. 3.  

 
2. Результаты эксперимента определения рекомендованных граничных условий – темпера-

туры испарения гексана из масляного наполнителя 
 

2. The results of the experiment for determining the recommended boundary conditions – the tem-
perature of hexane evaporation from the oil filler 

 

Гексан, % Масло, % Гексан, мл Масло, мл Температура, ℃ 

20 80 4,0 16 91 

40 60 8,0 12 78 

60 40 12 8,0 52 
 

 
 
Рис. 3. График зависимости температуры испарения от содержания гексана в масле 
 
Fig. 3. Graph of the dependence of the evaporation temperature on the hexane content in the oil 

 
Согласно полученным данным выяс-

нено, что для содержания гексана 20 % реко-
мендованная температура не выше 91 ℃, а 
для 60 % – температура 52 ℃. Данные темпе-
ратурные границы гарантируют обеспечение 
стабильности выполнения технологического 
процесса. Также видна схожая закономер-
ность падения температуры как для зависи-
мости испарения, так и зависимости кипения 
наполнителя от процентного содержания гек-
сана. 

Исходя из полученных результатов, 
следующим этапом исследования стала за-
дача определить какие необходимо назначать 
режимы технологического процесса 

маслонаполнения. Согласно выявленному ра-
нее, режимами технологического процесса 
будут являться: для операции сушки – вели-
чина анодного тока; для проведения опера-
ции наполнения – процентное содержание 
гексана и температура полимерной детали. 
Так как уже определены значения процент-
ного содержания гексана согласно табл. 1 и 
табл. 2. Далее необходимо назначить реко-
мендованные температуры полимерной де-
тали, исходя из граничных условий по кипе-
нию смеси и испарению гексана из масла. 

Итогом рекомендованных режимов 
технологического процесса маслонаполне-
ния является следующее:  
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– 20 %, 40 %, 60 %, температура – 35 ℃; 
– 20 %, 40 %, 60 %, температура – 50 ℃;  
– 20 %, 40 %, температура – 75 ℃. 

Также стоит указать, что еще одним 
важным режимом технологического про-
цесса будет время пропитки, исходя из опре-
делённой скорости наполнения для каждого 
конкретного полимерного материала. Данное 
значение режима необходимо для достиже-
ния глубины пропитки, которая должна быть 
больше допустимого износа полимерной де-
тали. Определение скорости пропитки воз-
можно определять экспериментально или с 
применением математической модели масло-
наполнения. 

Сформированные режимы технологи-
ческого процесса: анодный ток; пропорции 

смеси; температура детали; время пропитки; 
подбор данных режимов направлены на по-
вышение стабильности и производительно-
сти процесса, а также повышение качества 
поверхностного слоя полимерной детали. 

 
Обсуждение результатов исследования 

 
Проведенные исследования позволили 

сформировать целевую функцию и опреде-
лить конкретные границы параметров целе-
вой функции технологического процесса. Со-
гласно определенным условия и рекомендо-
ванным режимам данные границы парамет-
ров целевой функции будут иметь вид (11): 

 

  
     35 ℃ < 𝑇𝑇 < 75 оС;  μгекс.20 % < μ < μгекс.60 %,                                    (11) 

 
где μгекс.20 %, μгекс.60 % – вязкость наполнителя 
при содержании гексана в нем при 20 % и     
60 % соответственно. 

Исходя из проведённых исследований 
можно сформировать предварительный поря-
док этапов проведения технологического про-
цесса маслонаполнения: кондиционирование 
детали; подготовка смеси с необходимым про-
центным содержанием гексана в масле; ВЧ-
сушка, контроль анодного тока; охлаждение 
детали до температуры советующей пропор-
ции смеси; погружение детали в масляный 
наполнитель или подача масляного наполни-
теля; контроль достижения наполнения на за-
данную глубину проникновения [9, 10]. 

 
Заключение  

 
 Результатом проведенных исследова-

ний стала разработка и определение научных 
подходов разработки технологического про-
цесса маслонаполнения, путем выполнения 
аналитических расчетов и проведения экспе-
риментов, что позволило определить началь-
ные и граничные условия, а также рекомен-
дованные режимы, благодаря которым сфор-
мирован предварительный порядок этапов 
проведения технологического процесса.  

Также сформированная целевая функ-
ция и определённые границы ее параметров 
позволяют определить режимы, наиболее 

благоприятно сказывающие на параметрах 
технологического процесса: производитель-
ность и качество, достижение наибольшей 
скорости пропитки и достижение наиболь-
шего повышения износостойкости готовой 
полимерной детали [11].  

Благодаря данной целевой функции 
появляется возможность в проведении иссле-
дования оптимальных режимов технологиче-
ского процесса, которые дадут наилучший 
результат по проникновению наполнителя за 
кротчайшее время на заданную глубину тела 
не менее чем на допустимую величину износа 
полиамидной детали. 

Результаты проведенной работы 
направлены на обеспечение повышения ста-
бильности и производительности технологи-
ческого процесса, а также повышение каче-
ства готовой полимерной продукции, что 
позволит повысить межремонтный ресурс и 
долговечность деталей, применяемых на же-
лезной дороге в частности, так и в машино-
строении в       целом.   
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