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Аннотация. В настоящей статье рассматриваются \Omega -устойчивые диффеоморфизмы,
заданные на гладких замкнутых ориентируемых многообразиях размерности n \geq 3,
все нетривиальные базисные множества которых являются либо растягивающимися
аттракторами, либо сжимающимися репеллерами коразмерности 1. Благодаря простой
топологической структуре бассейнов аттракторов и репеллеров такого типа можно осу-
ществить переход от данной динамической системы с нетривиальными базисными мно-
жествами к регулярной системе, представляющей собой гомеоморфизм с конечным ги-
перболическим цепно-рекуррентным множеством. Как известно, не все дискретные ди-
намические системы обладают энергетической функцией — глобальной функцией Ля-
пунова, множество критических точек которой совпадает с цепно-рекуррентным мно-
жеством системы. Контрпримеры были найдены как среди регулярных диффеоморфиз-
мов, так и среди диффеоморфизмов с хаотической динамикой. Основным результатом
данной работы является доказательство того, что топологические энергетические функ-
ции для исходного диффеоморфизма и соответствующего ему регулярного гомеомор-
физма существуют или отсутствуют одновременно. Таким образом, многочисленные
результаты, полученные в области существования энергетических функций для систем
с регулярной динамикой, например, для диффеоморфизмов Морса-Смейла, можно при-
менить к исследованию диффеоморфизмов с растягивающимися аттракторами и сжи-
мающимися репеллерами коразмерности 1.
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1. Введение

«Фундаментальная теорема динамических систем» Ч. Конли [1] гласит, что гло-
бальная функция Ляпунова1 существует для любой динамической системы, заданной
на компактном многообразии. Естественно ожидать, что благодаря строгому убыванию
функции Ляпунова вне цепно рекуррентного множества ее критические точки могут на-
ходится только в цепно рекуррентном множестве, однако это неверно для произвольных
динамических систем. Поэтому рассматриваются энергетические функции — функции

1Строгие определения для терминов из этой части, посвященной истории изучения энергетической
функции, будут даны ниже для удобства читателя.
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Ляпунова, у которых множество критических точек совпадает с цепно рекуррентным
множеством динамической системы.

Одним из первых вопросом существования энергетических функций начал зани-
маться С. Смейл. В 1961 г. он доказал существование энергетической функции Морса
(непрерывной функции, критическое множество которой состоит из невырожденных
точек) у градиентно-подобных потоков [2]. Его результат был расширен К. Мейером в
1968 г. В своей работе [3] К. Мейер построил энергетическую функцию Морса-Ботта
— непрерывную функцию, у которой любая компонента связности критического мно-
жества является или критической точкой, или критическим подмногообразием — для
произвольного потока Морса-Смейла. Дж. Фрэнкс в 1985 г. указал на существование
энергетической функции для любого гладкого потока на компактном многообразии [4].

Для потоков с конечным числом гиперболических периодических орбит, обобща-
ющих потоки Морса-Смейла, имеет смысл искать энергетическую функцию среди
функций Морса или Морса-Ботта. Результаты в этой области были получены А. А.
Босовой, В. З. Гринесом, Е. Я. Гуревич, С. Х. Зининой, А. Е. Колобяниной, В. Е. Круг-
ловым, О. В. Починкой [5–9].

В отличие от потоков, каскады не всегда обладают энергетической функцией даже
в топологическом смысле (см., например, обзор [10]). Первый пример такого каска-
да построил Д. Пикстон в 1977 г. на трехмерной сфере [11]. Пример Пикстона пред-
ставляет собой диффеоморфизм Морса-Смейла2 с четырьмя неподвижными точками.
Энергетическая функция в данном примере отсутствует из-за дикого вложения сепа-
ратрис в объемлющее многообразие. В этой же работе доказывается существование
энергетической функции Морса для диффеоморфизмов Морса-Смейла, заданных на
поверхностях.

Энергетические функции для каскадов с регулярной динамикой изучали В. З. Гри-
нес, Ф. Лауденбах, О. В. Починка, Т. М. Митрякова, А. Е. Шишенкова и др. [12–13]. Сле-
дует отметить работу [14], в которой В. З. Гринес, Ф. Лауденбах и О. В. Починка вве-
ли понятие динамически упорядоченной функции Морса-Ляпунова для произвольных
диффеоморфизмов Морса–Смейла на трехмерных многообразиях и доказали критерий
существования такой энергетической функции. Условия существования определяются
типом вложения одномерных аттракторов и репеллеров, каждый из которых являет-
ся объединением нульмерных и одномерных неустойчивых и устойчивых многообразий
орбит соответственно. Недавним результатом М. К. Бариновой, В. З. Гринеса и О.
В. Починки в работе [15] стало доказательство критерия существования непрерывной
энергетической функции Морса для регулярных гомеоморфизмов 3-сферы, согласно
которому существование такой функции равносильно асимптотической тривиальности
одномерных седловых многообразий.

Изучаются энергетические функции и для каскадов с хаотической динамикой. Для
2-многообразий в 2022 г. М. К. Баринова выделила класс динамических систем на
поверхностях, у которых нет энергетических функций [16], показав, что \Omega -устойчивый
2-диффеоморфизм с нульмерным нетривиальным базисным множеством без пар сопря-
женных точек не обладает энергетической функцией. А в работе [17] М. К. Баринова
(Носкова), В. З. Гринес и О. В. Починка установили существование энергетической
функции для \Omega -устойчивых диффеоморфизмов, заданных на замкнутых двумерных
многообразиях с нетривиальными базисными множествами размерности один. Постро-
енная ими в этом случае энергетическая функция является функцией Морса вне нетри-

2Диффеоморфизмом Морса-Смейла называют структурно устойчивый диффеоморфизм, заданный
на замкнутом n-многообразии Mn, с конечным неблуждающим множеством.
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виальных аттракторов и репеллеров. Для динамических систем на 3-многообразиях М.
К. Баринова, В. З. Гринес и О. В. Починка в работе [18] установили существование
энергетической функции для структурно устойчивых диффеоморфизмов, заданных на
замкнутых 3-многообразиях, неблуждающее множество которых содержит двумерный
растягивающийся аттрактор. Более того, построенная ими функция является функцией
Морса вне нетривиального аттрактора. Кроме этого в работе [19] было доказано суще-
ствование энергетической функции для \Omega -устойчивых диффеоморфизмов, заданных на
замкнутых ориентируемых трехмерных многообразиях, с растягивающимся канониче-
ски вложенным аттрактором и сжимающимся репеллером размерности 1.

Работы М. К. Бариновой и Е. К. Шустовой [20–21] посвящtны изучению энерге-
тических функция для прямых произведений дискретных динамических систем. Они
доказали, что отсутствие энергетической функции для одного из сомножителей не яв-
ляется достаточным условием для отсутствия такой функции у прямого произведения
[20]. Также они показали, что для диффеоморфизмов, уже обладающих энергетически-
ми функциями, их прямое произведение также обладает энергетической функцией [21].

Настоящая статья посвящена доказательству критерия существования топологиче-
ской энергетической функции для класса n-диффеоморфизмов.

Пусть Mn — гладкое замкнутое ориентируемое n-многообразие с метрикой d и f :
Mn \rightarrow Mn — \Omega -устойчивый3 диффеоморфизм. Из результатов [22–25] следует, что для
таких диффеоморфизмов цепно рекуррентное множество Rf гиперболично и совпада-
ет с неблуждающим множеством. Более того, верна теорема Смейла о спектральном
разложении [26], т. е. неблуждающее множество можно представить в виде конечно-
го объединения непересекающихся, компактных, инвариантных и топологически тран-
зитивных подмножеств, называемых базисными. Если базисное множество является
периодической орбитой, то его называют тривиальным, в противном случае — нетри-
виальным.

У каждой точки x базисного множества \Lambda существуют устойчивое и неустойчивое
многообразия W s

x и Wu
x , определенные следующим образом:

W s
x = \{ y \in Mn | \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

k\rightarrow +\infty 
d(fk(x), fk(y)) = 0\} ,

Wu
x = \{ y \in Mn | \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

k\rightarrow +\infty 
d(f - k(x), f - k(y)) = 0\} .

Аттрактором (репеллером) \Omega -устойчивого диффеоморфизма f : Mn \rightarrow Mn на-
зывается базисное множество \Lambda (R), у которого существует компактная окрестность
U\Lambda (U(R)), называемая захватывающей, такая что f(U(\Lambda )) \subset int U(\Lambda ) (f - 1(U(R)) \subset 
\subset int U(R)) и

\bigcap 
n\in \BbbN 

fn(U(\Lambda )) = \Lambda (
\bigcap 

n\in \BbbN 
f - n(U(R)) = R). В случае, если размерность

аттрактора (репеллера) совпадает с размерностью неусточивых (устойчивых) многооб-
разий его точек, аттрактор (репеллер) называют растягивающимся (сжимающимся).
Множество W s

\Lambda =
\bigcup 

x\in \Lambda 

W s
x (Wu

R =
\bigcup 

x\in R

Wu
x ) называется бассейном аттрактора (репел-

лера).
Обозначим через G\Omega класс \Omega -устойчивых диффеоморфизмов, заданных на глад-

ких замкнутых ориентируемых многообразиях размерности n \geq 3, все нетривиальные
базисные множества которых являются либо растягивающимися аттракторами, либо
сжимающимися репеллерами коразмерности4 1.

3Диффеоморфизм f : Mn \rightarrow Mn называют \Omega -устойчивым, если C1-близкие к f диффеоморфизмы
топологически сопряжены на неблуждающих множествах.
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Точка p \in Mn называется регулярной для непрерывной функции \varphi :Mn \rightarrow \BbbR , если
существует окрестность Vp \subset Mn точки p и гомеоморфизм на образ \phi p : Vp \rightarrow \BbbR n,
\phi p(y) = (x1(y), x2(y) . . . xn(y)) такой, что

xi(p) = 0, где i \in 1, 2 . . . n, и \varphi (y) = \varphi (p) + xn(y).

В противном случае точку p называют критической (Рис. 1.1).

a) b)

Рис. 1.1. Пример множеств уровня в окрестности регулярной и критической
точки

Fig. 1.1. Example of level sets in the neighbourhood of a regular and critical point

Непрерывная функция \varphi :Mn \rightarrow \BbbR называется функцией Ляпунова для каскада f ,
если она удовлетворяет следующим условиям:

1) \varphi (f(x)) < \varphi (x), x /\in Rf

2) \varphi (x) = \varphi (y) \leftrightarrow x, y \in Rf и x \sim y, в том смысле, что для \forall \varepsilon > 0 \exists \varepsilon -цепи5,
соединяющие x с y и y с x. (Это условие не является обязательным;

3) \varphi (Rf ) — нигде не плотное подмножество \BbbR .

Энергетическая функция — функция Ляпунова, множество критических точек ко-
торой совпадает с цепно рекуррентным множеством диффеоморфизма. Если несущее
многообразие гладкое, то часто от энергетической функции требуется еще и гладкость.

Известно, что для размерности 4 и более существуют топологические многообразия
с несколькими гладкими структурами. Одним из ярких примеров является работа Мил-
нора [27], в которой он приводит различные гладкие структуры на многообразии, гомео-
морфном семимерной сфере. Есть также многообразия вовсе не допускающие гладких
структур, их называют экзотическими. В своих работах С. Дональдсон и М. Фрид-
ман [28] показали, что многие односвязные компактные многообразия размерности 4
не обладают гладкой структурой. Поэтому на таких многообразиях рассматриваются

4Подмножество является подмножеством коразмерности 1, если размерность подмножества отли-
чается на единицу от размерности самого множества.

5\varepsilon -цепью длины m \in \BbbN , соединяющей точку x с точкой y, для гомеоморфизма f называют конечный
набор точек x = x0, x1, . . . xm = y, такой что d(f(xi - 1), xi) < \varepsilon для 1 \leq i \leq m.
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только каскады, порожденные гомеоморфизмами и топологические – непрерывные —
энергетические функции.

В разделе [2] будет показано, что каждому диффеоморфизму f из класса G\Omega c мно-
жеством нетривиальных аттракторов \scrA и репеллеров \scrR соответствует гомеоморфизм \widetilde f
с регулярной динамикой (цепно рекуррентное множество которого состоит из конечного
числа гиперболических периодических орбит [8]), называемый «регулярный спутник»,
т. е. имеет место следущая теорема:

Т е о р е м а 1.1. Для диффеоморфизма f из класса G\Omega существует гомеомор-
физм \widetilde f : \widetilde Mn \rightarrow \widetilde Mn, такой что f | Mn\setminus (\scrA \cup \scrR ) топологически сопряжен с \widetilde f | \widetilde Mn\setminus ( \widetilde \scrA \cup \widetilde \scrR )

,

где \widetilde \scrA и \widetilde \scrR являются подмножествами множеств всех стоков и источников \widetilde f соот-
ветственно.

Гладкий аналог этой теоремы доказан в статье [29] в случае, когда n = 3 и все
нетривиальные базисные множества являются аттракторами.

Основным результатом данной работы является доказательство следующей теоре-
мы, которое будет представлено в разделе [3]:

Т е о р е м а 1.2. Диффеоморфизм f из класса G\Omega обладает энергетической
функцией тогда и только тогда, когда его “регулярный спутник” обладает энергети-
ческой функцией.

2. Переход к «регулярному спутнику»

Из работы [30], c учетом выкладок из Леммы 2.2 работы [15], справедливо следущее
утверждение:

П р е д л о ж е н и е 2.1. Пусть \Lambda — растягивающийся аттрактор коразмерно-
сти 1 \Omega -устойчивого диффеоморфизма f , заданного на ориентируемом многообразии
Mn. Существует захватывающая окрестность U(\Lambda ) аттрактора \Lambda , границей кото-
рой является объединение конечного числа (n - 1)-мерных сфер и каждая компонента
связности пространства орбит ограничения диффеоморфизма f на множество W s

\Lambda \setminus \Lambda 
гомеоморфно либо \BbbS n - 1 \times \BbbS 1, либо \BbbS n - 1\widetilde \times \BbbS 1.

Аналогичное предложение верно и для репеллеров.
Обозначим за U(\scrA ), U(\scrR ) захватывающие окрестности аттрактора \scrA и репеллера

\scrR такие, как в предложении 2.1 и с минимальным количеством компонент связности
границы, т. е. \partial (U(\scrA )) состоит из n\omega копий (n  - 1)-мерных сфер и \partial (U(\scrR )) состоит
из n\alpha таких копий. Положим \scrM = Mn \setminus (\scrR \cup \scrA ). Несущее многообразие “регулярного
спутника” будет иметь вид \widetilde Mn = \scrM \cup h (\BbbR n \times \BbbZ n\omega +n\alpha ), где h : (W s

\scrA \setminus \scrA ) \cup (Wu
\scrR \setminus \scrR ) \rightarrow 

\rightarrow (\BbbR n \setminus \{ O\} )\times \BbbZ n\omega +n\alpha — гомеоморфизм.
Докажем Теорему 1.1, т. е. покажем, что для любого диффеоморфизма f из класса

G\Omega существует гомеоморфизм \widetilde f : \widetilde Mn \rightarrow \widetilde Mn, у которого n\omega стоков и n\alpha источников,
расположенных в точках q(\{ O\} \times \BbbZ n\omega +n\alpha 

) \subset \widetilde Mn, где q : \scrM \sqcup (\BbbR n \times \BbbZ n\omega +n\alpha 
) \rightarrow \widetilde Mn —

естественная проекция и O — начало координат. Причем \widetilde f | \widetilde Mn\setminus q(\{ O\} \times \BbbZ n\omega +n\alpha )
тополо-

гически сопряжен с f | Mn\setminus (\scrA \cup \scrR ).
Д о к а з а т е л ь с т в о.
Аттрактор \scrA и репеллер \scrR делят свои бассейны на конечное число компонент связ-

ности. Более того, W s
\scrA \setminus \scrA можно разбить на несколько непересекающихся множеств
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BA
i , состоящих из mA

i связных подмножеств с периодом mA
i , где i \in \{ 1, 2, . . .mA\} . Ана-

логичным образом множество Wu
\scrR \setminus \scrR разбивается на множества BR

j , состоящие из mR
j

периодических компонент, где j \in \{ 1, 2, . . .mR\} . Тогда
mA\sum 
i=1

mA
i = n\omega и

mR\sum 
j=1

mR
j = n\alpha .

Из Предложения 2.1 следует, что все компоненты связности BA
i

\bigl( 
BR

j

\bigr) 
гомеоморф-

ны \BbbS n - 1 \times \BbbR , а пространства орбит fm
A
i | BA

i

\Bigl( 
fm

R
j | BR

j

\Bigr) 
гомеоморфны \BbbS n - 1 \times \BbbS 1, если

fm
A
i | BA

i \setminus (\scrA \cup \scrR )

\Bigl( 
fm

R
j | BR

j \setminus (\scrA \cup \scrR )

\Bigr) 
сохраняет ориентацию, и \BbbS n - 1\widetilde \times \BbbS 1, если меняет. За-

метим, что такое же пространство орбит у ограничения действия диффеоморфизма
с гиперболическими стоками и источниками на их бассейны без самих стоков и источ-
ников.

Положим gAi : \BbbR n \times \BbbZ mA
i
\rightarrow \BbbR n \times \BbbZ mA

i
— гомеоморфизм с mA

i стоками, расположен-

ными в точках \{ O\} \times \BbbZ mA
i
, gAi =

\Bigl( x1
2
,
x2
2
, . . .

xn
2
, (t+ 1) \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} mA

i

\Bigr) 
, если fm

A
j | BA

i \setminus (\scrA \cup \scrR )

сохраняет ориентацию, а если меняет, то gAi =
\Bigl( 
a
x1
2
,
x2
2
, . . .

xn
2
, (t+ 1) \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} mA

i

\Bigr) 
, где

a =  - 1, если (x, t) \in \BbbR n \times \BbbZ 1, и a = 1 в остальных случаях. Аналогично определим
gRj : \BbbR n \times \BbbZ mR

j
\rightarrow \BbbR n \times \BbbZ mR

j
— гомеоморфизм с mR

j источниками, расположенными

в \{ O\} \times \BbbZ mR
j
, gRj =

\bigl( 
2x1, 2x2, . . . 2xn, (t+ 1) \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} mR

j

\bigr) 
, если fm

R
j | BR

j \setminus (\scrA \cup \scrR ) сохраняет

ориентацию, и gRj =
\bigl( 
2ax1, 2x2, . . . 2xn, (t+ 1) \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} mR

j

\bigr) 
, если fm

R
j | BR

j \setminus (\scrA \cup \scrR ) меняет
ориентацию.

Поскольку пространства орбит fm
A
i | BA

i
и fm

R
j | BR

j
гомеоморфны пространствам ор-

бит gAi | \BbbR n\setminus \{ O\} и gRj | \BbbR n\setminus \{ O\} , то существуют гомеоморфизмы для аттракторов hAi : BA
i \rightarrow 

\rightarrow (\BbbR n \setminus \{ O\} ) \times \BbbZ mA
i
, сопрягающие f | BA

i \setminus (\scrA \cup \scrR ) и gAi | (\BbbR n\setminus \{ O\} )\times \BbbZ 
mA

i

, и гомеоморфизмы

для репеллеров hRj : BR
j \rightarrow (\BbbR n \setminus \{ O\} ) \times \BbbZ mA

i
. Причем hAi и hRi могут быть выбраны

таким образом, что hAi (\partial \widehat M \cap BA
i ) = \BbbS n - 1 \times \BbbZ mA

i
и hRj (\partial \widehat M \cap BR

j ) = \BbbS n - 1 \times \BbbZ mR
j
.

Наконец определим гомеоморфизмы g : \BbbR n\times \BbbZ n\omega +n\alpha \rightarrow \BbbR n\times \BbbZ n\omega +n\alpha и h : ((W s
\scrA \setminus \scrA )\cup 

\cup (Wu
\scrR \setminus \scrR )) \rightarrow (\BbbR n \setminus \{ O\} )\times \BbbZ n\omega +n\alpha 

, составленные из gAi и gRj , hAi и hRj соответственно.
Тогда \widetilde Mn = \scrM \cup h (\BbbR n \times \BbbZ n\omega +n\alpha ). Обозначим естественную проекцию q : \scrM \sqcup (\BbbR n\times 
\times \BbbZ n\omega +n\alpha 

) \rightarrow \widetilde Mn. Тогда искомый гомеоморфизм \widetilde f : \widetilde Mn \rightarrow \widetilde Mn определен следующим
образом \widetilde f(x) = \Biggl\{ qf(q | \scrM ) - 1, x \in q(\scrM ),

qg(q | (\BbbR n\times \BbbZ n\omega +n\alpha ))
 - 1, иначе.

3. Доказательство критерия

В этом разделе приводится доказательство основной теоремы:

Т е о р е м а 3.1. Диффеоморфизм f из класса G\Omega обладает энергетической
функцией тогда и только тогда, когда его «регулярный спутник» обладает энергети-
ческой функцией.

Д о к а з а т е л ь с т в о.
В первую очередь докажем достаточность. Пусть существует энергетическая функ-

ция \widetilde \varphi : \widetilde Mn \rightarrow \BbbR для гомеоморфизма \widetilde f , который является «регулярным спутником» для
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диффеоморфизма f . Покажем, что в таком случае существует энергетическая функция
\varphi и для f .

Введем специальную энергетическую функцию \=\varphi : \widetilde Mn \rightarrow [0, 1], для гомеоморфизма\widetilde f , которая принимает значение 0 на множестве \widetilde \scrA и 1 на множестве \widetilde \scrR . Напомним, что \widetilde \scrA 
и \widetilde \scrR являются множествами, состоящими из периодических стоков и источников, на ко-
торые заменили нетривиальные аттракторы и репеллеры при переходе к «регулярному
спутнику». Для этого докажем следущую лемму:

Л е м м а 3.1. Если для регулярной системы \widetilde f : \widetilde Mn \rightarrow \widetilde Mn существует энер-
гетическая функция \widetilde \varphi : \widetilde Mn \rightarrow \BbbR , то существует и такая энергетическая функция
\=\varphi : \widetilde Mn \rightarrow [0, 1], что:

\=\varphi (x) =

\Biggl\{ 
1, x \in \widetilde \scrR ,
0, x \in \widetilde \scrA .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку область определения функции \widetilde \varphi является
компактным множеством, то она достигает своего максимума и минимума. Заметим,
что min(\widetilde \varphi ) \not = max(\widetilde \varphi ), т. к. блуждающее множество не пусто, а значит, существует
линейная функция l\widetilde \varphi : [min(\widetilde \varphi ),max(\widetilde \varphi )] \rightarrow [0, 1], определенная следующим образом:

l\widetilde \varphi (x) = \widetilde \varphi (x) - min(\widetilde \varphi )
max(\widetilde \varphi ) - min(\widetilde \varphi ) .

Тогда определена композиция \widetilde \varphi norm = l\widetilde \varphi \circ \widetilde \varphi : \widetilde Mn \rightarrow [0, 1].
Рассмотрим орбиту O\omega i

периодического стока \omega i \in \widetilde \scrA , где i \in 1, 2, . . . n\omega . Пусть\widetilde U(O\omega i
) — захватывающая окрестность орбиты O\omega i

, тогда для \varepsilon > 0, таких что
неравенство \widetilde \varphi norm(\omega i) + \varepsilon < max(\widetilde \varphi norm(\widetilde U(O\omega i

))) выполняется, можно определить \varepsilon -
окрестность:

U\varepsilon (O\omega i
) = \widetilde \varphi  - 1

norm([\widetilde \varphi norm(\omega i), \widetilde \varphi norm(\omega i) + \varepsilon ]) \cap \widetilde U(O\omega i
).

Заметим, что тогда max(\widetilde \varphi norm(U\varepsilon (O\omega i
))) = \widetilde \varphi norm(\omega i) + \varepsilon . Определим линейную

функцию \delta Ai
: \widetilde \varphi norm(U\varepsilon (O\omega i

)) \rightarrow [0, \widetilde \varphi norm(\omega i) + \varepsilon ] следующим образом (Рис. 3.1):

\delta Ai
= (\widetilde \varphi norm(\omega i) + \varepsilon )

x - \widetilde \varphi norm(\omega i)

\varepsilon 
.

Аналогичным способом найдем линейную функцию \delta Rj
для периодических источ-

ников \alpha j \in \widetilde \scrR , где j \in [1, 2, . . . n\alpha ]. Пусть \widetilde U(O\alpha j
) — захватывающая окрестность орбиты

O\alpha j
и для \varepsilon > 0 выполняется неравенство \widetilde \varphi norm(\alpha j) - \varepsilon > min(\widetilde \varphi norm(\widetilde U(O\alpha j

))). Опре-
делим \varepsilon -окрестность для множества O\alpha j

:

U\varepsilon (O\alpha j ) = \widetilde \varphi  - 1
norm([\widetilde \varphi norm(\alpha j) - \varepsilon , \widetilde \varphi norm(\alpha j)]) \cap \widetilde U(O\alpha j ).

Заметим, что тогда min(\widetilde \varphi norm(U\varepsilon (O\alpha j ))) = \widetilde \varphi norm(\alpha j)  - \varepsilon . Определим линейную
функцию \delta Rj

: \widetilde \varphi norm(U\varepsilon (O\alpha j
)) \rightarrow [\widetilde \varphi norm(\alpha j) - \varepsilon , 1] как

\delta Rj
(x) = 1 +

(x - \widetilde \varphi norm(\alpha j))(1 - \widetilde \varphi norm(\alpha j) + \varepsilon )

\varepsilon 
.

Теперь получим искомую энергетическую функцию \widetilde \varphi \ast (x), рассмотрев отображение
из \widetilde Mn в \BbbR (рис 3.2):
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Рис. 3.1. Пример изменения линий уровня функции \widetilde \varphi под действием \delta Ai

Fig. 3.1. An example of the change of the level lines of the function \widetilde \varphi 
under the action of \delta Ai

\widetilde \varphi \ast (x) =

\left\{     
\delta Ai \circ \widetilde \varphi norm(x), x \in U\varepsilon (O\omega i), где \omega i \in \widetilde \scrA ,
\delta Rj

\circ \widetilde \varphi norm(x), x \in U\varepsilon (O\alpha j
), где \alpha j \in \widetilde \scrR ,\widetilde \varphi norm(x), иначе.

Заметим, что функции \delta Ai
и \delta Ri

– строго возрастающие по построению, а значит,
сама функция \widetilde \varphi \ast (x) сохраняет убывание вдоль траекторий.

1

Рис. 3.2. Пример изменения энергетической функции \widetilde \varphi 
Fig. 3.2. An example of a change in the energy function \widetilde \varphi 

Напомним, что q | Mn\setminus (\scrA \cup \scrR ):M
n \setminus (\scrA \cup \scrR ) \rightarrow \widetilde Mn \setminus ( \widetilde \scrA \cup \widetilde R) — естественная проекция,

сопрягающая f | Mn\setminus (\scrA \cup \scrR ) с \widetilde f | \widetilde Mn\setminus ( \widetilde \scrA \cup \widetilde \scrR )
Определим функцию \varphi :Mn \rightarrow \BbbR следующим

Кольчурина О.А.. Энергетическая функция для диффеоморфизмов с растягивающимися . . .



240 Zhurnal Srednevolzhskogo Matematicheskogo Obshchestva. 2024. Vol. 26, No. 3.

образом:

\varphi (x) =

\left\{     
0 x \in \scrA 
1 x \in \scrR 
\=\varphi \circ q x \in Mn \setminus (\scrA \cup \scrR ).

Тогда критические точки функции \varphi совпадают с неблуждающим множеством
диффеоморфизма f по построению, а значения функции \=\varphi (x) при стремлении x к
\scrA (\scrR ) стремятся к нулю (единице), следовательно, функция \varphi непрерывна. Тогда
\varphi :Mn \rightarrow \BbbR — искомая энергетическая функция.

Теперь докажем необходимость.
Пусть \varphi :Mn \rightarrow \BbbR — энергетическая функция для f . Покажем, что найдется энер-

гетическая функция \widetilde \varphi : \widetilde Mn \rightarrow \BbbR для «регулярного спутника» \widetilde f .
Пусть функция \widetilde \varphi (x) = \varphi \circ q - 1(x), где x \in \widetilde Mn\setminus ( \widetilde \scrA \cup \widetilde \scrR ). Таким образом, функция \widetilde \varphi не

определена только множестве \widetilde \scrA \cup \widetilde \scrR , состоящим из конечного числа точек. Продолжим
по непрерывности функцию \widetilde \varphi (x) на это множество.

Множество критических точек \widetilde \varphi совпадает с неблуждающим множеством гомео-
морфизма \widetilde f , и аналогично прошлому случаю \widetilde \varphi непрерывна, следовательно, является
энергетической. Значит, из существования энергетической функции для f следует су-
ществование энергетической функции для \widetilde f .
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