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УВАЖАЕМЫЕ АВТОРЫ И ЧИТАТЕЛИ!

Журнал Вестник КРАУНЦ. Физико-математические науки вошел в перечень
рецензируемых научных изданий ВАК (№ 411 список от 31.12.2023), в которых
должны быть опубликованы основные научные результаты диссертаций на
соискание ученой степени кандидата и доктора наук, как журнал, входящий в
международные реферативные базы данных и системы цитирования (MathSciNet
и zbMath) и согласно таблицы ВАК обладает категорией K1.

За последнее время произошло расширение редакционной коллегии журнала,
была создан редакционный совет, в который вошли ведущие ученые, в том числе из
таких стран как Китай, Индия, Иран, ЮАР, Турция, Италия, Венгрия, Германия,
Польша, Узбекистан, Казахстан. Это позволило расширить спектр направлений
журнала.

Основные рубрики журнала соответствуют следующим обновленным шифрам
научных специальностей:

— Математика
1.1.1. Вещественный, комплексный и функциональный анализ
1.1.2. Дифференциальные уравнения и математическая физика
— Математическое моделирование
1.2.2. Математическое моделирование, численные методы и комплексы

программ
— Информационные и вычислительные технологии
1.1.6. Вычислительная математика
2.3.5. Математическое и программное обеспечение вычислительных систем,

комплексов и компьютерных сетей
— Физика
1.3.3. Теоретическая физика
1.3.6. Оптика
1.3.7. Акустика
1.3.8. Физика конденсированного состояния
1.6.9. Геофизика
1.6.18. Науки об атмосфере и климате
— Приборы м методы измерений
1.3.2. Приборы и методы экспериментальной физики
2.2.4. Приборы и методы измерений (по видам измерений)
2.2.8. Методы и приборы контроля и диагностики материалов, изделий, веществ

и природной среды
Журнал также публикует специальные выпуски, посвященные конференциям

разного уровня по тематике журнала.
Журнал «Вестник КРАУНЦ. Физико-математические науки» находится

в свободном доступе. Тип лицензии CC поддерживаемый журналом: (CC

5

https://vak.minobrnauki.gov.ru/uploader/loader?type=19&name=92685697002&f=21727


Сообщение редакционной коллегии

BY 4.0). Полнотекстовые выпуски журнала размещается на Общероссийском
математическом портале Math-Net.Ru.

За 14 лет своего существования, благодаря авторам и читателям, журнал
получил хорошее устойчивое развитие, расширилась география участников
и редакционной коллегии, сформировалась база рецензирования, повысились
индексы цитируемости, журнал вошел в более 30-ти баз цитирования, всем статьям
присваивается цифровой индентификатор DOI.

В №3 журнала «Вестник КРАУНЦ. Физико-математические науки» за 2024 г.
было опубликовано 10 статей авторов из России и Узбекистана. Среди 12 авторов:
3 — доктора наук, 7 — кандидаты наук, 2 — молодые ученые, аспиранты и
преподаватели, научные сотрудники без степени.

Редакционная коллегия заинтересована в дальнейшем сотрудничестве, в
формировании широкого высокопрофессионального научного коллектива авторов,
публикующихся на его страницах, в создании своей устойчивой читательской
аудитории.

Редакционная коллегия
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Abstract. At present, the results of the study of boundary value problems for the two-dimensional
Helmholtz equation with one and two singular coefficients are known. In the presence of two positive singular
coefficients in the two-dimensional Helmholtz equation, explicit solutions of the Dirichlet, Neumann and
Dirichlet-Neumann problems in a quarter plane are expressed through a confluent hypergeometric function
of two variables. The established properties of the confluent hypergeometric function of two variables allow
us to prove the theorem of uniqueness and existence of a solution to the problems posed.In this paper,
we study the Dirichlet, Neumann, and Dirichlet-Neumann problems for the three-dimensional Helmholtz
equation at zero values of singular coefficients in an octant, a quarter of space, and a half-space. Uniqueness
and existence theorems are proved under certain restrictions on the data. The uniqueness of solutions of
which is proved using the extremum principle for elliptic equations. Using the known fundamental (singular)
solution of the Helmholtz equation, solutions to the problems under study are written out in explicit forms.
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Научная статья

Полный текст на английском языке

УДК 517.958

Краевые задачи для трехмерного уравнения Гельмгольца в
неограниченном октанте, квадрате и полупространстве

З.O. Арзикулов∗

Ферганский политехнический институт, 150107, ул. Ферганская, 86, г. Фергана, Узбекистан

Аннотация. В настоящее время известны результаты исследования краевых задач для двумерного
уравнения Гельмгольца с одним и двумя сингулярными коэффициентами. При наличии
двух положительных сингулярных коэффициентов в двумерном уравнении Гельмгольца явные
решения задач Дирихле, Неймана и Дирихле-Неймана в четверти плоскости выражаются
через вырожденную гипергеометрическую функцию двух переменных. Установленные свойства
вырожденной гипергеометрической функции двух переменных позволяют доказать теорему
единственности и существования решения поставленных задач. В данной работе изучаются задачи
Дирихле, Неймана и Дирихле-Неймана для трехмерного уравнения Гельмгольца при нулевых
значениях сингулярных коэффициентов в октанте, четверти пространства и полупространстве.
Доказываются теоремы единственности и существования при определенных ограничениях на данные.
Единственность решений которых доказывается с помощью принципа экстремума для эллиптических
уравнений. Используя известное фундаментальное (сингулярное) решение уравнения Гельмгольца,
решения исследуемых задач выписываются в явном виде.

Ключевые слова: вырожденная гипергеометрическая функция трех переменных; система
уравнений в частных производных; асимптотическая формула; трехмерное уравнение Гельмгольца
с тремя сингулярными коэффициентами; задача Дирихле в первом бесконечном октанте
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Introduction

It’s known, that the Helmholtz equation has a variety of applications in physics and
other sciences, including the wave equation, the diffusion equation, and the Schrödinger
equation for a free particle.

The Helmholtz equation often arises in the study of physical problems involving
partial differential equations (PDEs) in both space and time. The Helmholtz equation,
which represents a time-independent form of the wave equation, results from applying
the technique of separation of variables to reduce the complexity of the analysis [15].

The two-dimensional analogue of the vibrating string is the vibrating membrane,
with the edges clamped to be motionless. The Helmholtz equation was solved for many
basic shapes in the 19th century: the rectangular membrane by Siméon Denis Poisson
in 1829, the equilateral triangle by Gabriel Lamé in 1852, and the circular membrane by
Alfred Clebsch in 1862. The elliptical drumhead was studied by Émile Mathieu, leading
to Mathieu’s differential equation.

Two- and more-dimensional Helmholtz equations
n∑
j=1

∂2u

∂x2j
+ µu = 0

and their related boundary-value problems have been investigated in a large number of
papers [1–3,12–14].

On the other hand, the equation has important applications. In 1952 Kapilevich [18]
has solved Dirichlet and Neumann problems for multidimensional Helmholtz equation
with singular coefficient

n∑
j=1

∂2u

∂x2j
+
2α

x1

∂u

∂x1
+ µu = 0, 0 < 2α < 1

in the half-space. In 1978 Marichev [19] has investigated two-dimensional Helmholtz
equation with two singular coefficients

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
2α

x

∂u

∂x
+
2β

y

∂u

∂y
+ µu = 0, 0 < 2α, 2β < 1. (1)

There are many works [6–9,11] devoted to the Helmholtz equation (1). For instance, in
the work [10] the Dirichlet problem fot the singular Helmholtz equation (1) for µ = −λ2

is solved explicitly.
Generally speaking, our further goal is to pose and investigate boundary value

problems for Helmholtz equation with three singular coefficients

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
+
2α

x

∂u

∂x
+
2β

y

∂u

∂y
+
2γ

y

∂u

∂z
+ µu = 0, 0 ≤ 2α, 2β, 2γ < 1 (2)

in some infinite domains.
For beginning, in the present paper, we study the Dirichlet, Neumann and Dirichlet-

Neumann boundary value problems for equation (2) at α = β = γ = 0 and µ = −λ2 in
the unbounded domains – in an octant, square of the space and half-space.

9
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The Dirichlet problem D33 for the Helmholtz equation in the first
octant

Let us consider the following Helmholtz equation

uxx + uyy + uzz − λ
2u = 0, (3)

in the infinite domain Ω3 ≡ {(x, y, z) : x > 0, y > 0, z > 0}

The Dirichlet problem D3
3. Find a regular solution u(x, y, z) to the Helmholtz

equation (3) in the class of functions C
(
Ω3

)
∪ C2(Ω3), satisfying the conditions

u(x, y, 0) = τ1(x, y), 0 ≤ x, y <∞, (4)

u(x, 0, z) = τ2(x, z), 0 ≤ x, z <∞, (5)

u(0, y, z) = τ3(y, z), 0 ≤ y, z <∞, (6)

lim
R→∞u(x, y, z) = 0, R =

√
x2 + y2 + z2, (7)

where τk(t, s) are given functions such that

τ1(x, y) =
~τ1(x, y)

(1+ x2 + y2)(1+ε1)/2
, ~τ1(x, y) ∈ C(0 ≤ x, y <∞), ε1 > 0, (8)

τ2(x, z) =
~τ2(x, z)

(1+ x2 + z2)(1+ε2)/2
, ~τ2(x, z) ∈ C(0 ≤ x, z <∞), ε2 > 0, (9)

τ3(y, z) =
~τ3(y, z)

(1+ y2 + z2)(1+ε3)/2
, ~τ3(y, z) ∈ C(0 ≤ y, z <∞), ε3 > 0. (10)

In addition, the functions τ1(x, y), τ2(x, z) and τ3(y, z) satisfy the concordance
conditions in origin τ1(0, 0) = τ2(0, 0) = τ3(0, 0), and in the lateral ribs of the domain
Ω3:

τ1(x, 0) = τ2(x, 0), τ1(0, y) = τ3(y, 0), τ2(0, z) = τ3(0, z) 0 ≤ x, y, z <∞. (11)

Theorem. [4] The Dirichlet problem for equation (3) in an unbounded domain
Ω3 can have at most one solution.

Existence of the solution to the Dirichlet problem D33

We will seek a solution to the Dirichlet problem (3) – (11) in the form

u (x, y, z) =

3∑
i=1

ui(x, y, z),

where u1(x, y, z), u2(x, y, z), u3(x, y, z) are a solutions to the equation (3), satisfying
the boundary conditions

u1(x, y, 0) = τ1(x, y), u1(x, 0, z) = 0, u1(0, y, z) = 0, (12)

10
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u2(x, y, 0) = 0, u2(x, 0, z) = τ2(x, z), u2(0, y, z) = 0, (13)

u3(x, y, 0) = 0, u3(x, 0, z) = 0, u3(0, y, z) = τ3(y, z), (14)

respectively.
Lemma 1. If a function τ1(x, y) can be represented by the formula (8), then the

function

u1 (x, y, z) =

4∑
j=1

(−1)j+1u1j (x, y, z) (15)

is a regular solution of the equation (3) in the domain Ω3, satisfying the boundary
conditions (7) and (12), where

u1j (x, y, z) =
z

2π

∞∫
0

∞∫
0

τ1 (t, s)

ρ31j
(1+ λρ1j)e

−λρ1jdtds, j = 1, 2, 3, 4; (16)

ρ11 =

√
(t− x)2 + (s− y)2 + z2, ρ14 =

√
(t− x)2 + (s+ y)2 + z2, (17)

ρ12 =

√
(t+ x)2 + (s− y)2 + z2, ρ13 =

√
(t+ x)2 + (s+ y)2 + z2. (18)

Proof. Now we will show that function u11(x, y, z) satisfies condition (4) of the
Dirichlet problem.

By setting t = x+ zµ, s = y+ zν, we transform formula (16) for j = 1 to the form

u11 (x, y, z) =
1

2π

∞∫
0

∞∫
0

τ1 (x+ zµ, y+ zν)

(1+ µ2 + ν2)3/2
[
1+ λz2

(
1+ µ2 + ν2

)]
e−λz

2(1+µ2+ν2)dµdν

(19)
On the right-hand side of (19) we pass to the limit as z→ 0 and get

lim
z→0u11 (x, y, z) = τ1 (x, y)

1

2π

∞∫
0

∞∫
0

dµdν

(1+ µ2 + ν2)3/2
.

Using consistently the well-known identity [5, Eq. 4.623]1

∞∫
0

∞∫
0

φ
(
a2x2 + b2y2

)
dxdy =

π

4ab

∞∫
0

φ(x)dx, (20)

we obtain
lim
z→0u11 (x, y, z) = τ1 (x, y) .

Likewise, everyone can easily get

lim
z→0u1j (x, y, z) = 0, j = 2, 3, 4.

1There is a typo in this formula, the correct formula is (20).

11
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So, the following equality is true for the function u1(x, y, z) defined in (15):

lim
z→0u1 (x, y, z) = τ1 (x, y) .

Taking into account the obvious equalities

ρ11|x=0 = ρ12|x=0 , ρ11|y=0 = ρ14|y=0 , ρ12|y=0 = ρ13|y=0 , ρ13|x=0 = ρ14|x=0 ,

we establish that for there exist a following limits

lim
x→0u1 (x, y, z) = 0, lim

y→0u1 (x, y, z) = 0.
It is easy to see that as the point (x, y, z) tends to infinity, i.e. R→ ∞, function (16)

tends to zero. Then, by virtue of (8), we get

|u11 (x, y, z)| ≤ C11z
∞∫
0

∞∫
0

dtds

(1+ t2 + s2)(1+ε1)/2ρ211
(21)

At the right-hand side of inequality (21), change the variables as follows: t = Rµ,
s = Rν. We obtain the inequalities

|u11| ≤
C11

Rε1
· z
R
K(x, y, z;R)

where

K(x, y, z;R) =

∞∫
0

∞∫
0

dµdν(
1
R2

+ µ2 + ν2
)(1+ε1)/2 [1+ µ2 + ν2 − 2

R
(µx+ νy)

] .
Let us show that this proper double integral is bounded. Indeed, using the formula

(20) and passing to the limit as R→ ∞, we calculate

lim
R→∞K (x, y, z;R) =

1

4
Γ

(
1+ ε1
2

)
Γ

(
2+ ε1
2

)
, (22)

where Γ(z) is a famous gamma function.
Using (22), we obtain

|u11 (x, y, z)| ≤
C

Rε1
, ε1 > 0, (23)

where C is a positive constant.
Now, it intermediately follows from estimate (23) that the function (16) vanishes at

infinity. □
Similar statements are also true for functions u2(x, y, z) and u3(x, y, z) that satisfy

the conditions (13) and (14), respectively, and vanish at infinity, where

ui (x, y, z) =

4∑
j=1

(−1)j+1uij (x, y, z) , i = 2, 3,

12
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u2j (x, y, z) =
y

2π

∞∫
0

∞∫
0

τ2 (t, s)

ρ32j
(1+ λρ2j)e

−λρ2jdtds, (24)

ρ21 =

√
(t− x)2 + y2 + (s− z)2, ρ24 =

√
(t− x)2 + y2 + (s+ z)2, (25)

ρ22 =

√
(t+ x)2 + y2 + (s− z)2, ρ23 =

√
(t+ x)2 + y2 + (s+ z)2, (26)

u3j (x, y, z) =
x

2π

∞∫
0

∞∫
0

τ3 (t, s)

ρ33j
(1+ λρ3j)e

−λρ3jdtds, (27)

ρ31 =

√
x2 + (t− y)2 + (s− z)2, ρ34 =

√
x2 + (t− y)2 + (s+ z)2, (28)

ρ32 =

√
x2 + (t+ y)2 + (s− z)2, ρ33 =

√
x2 + (t+ y)2 + (s+ z)2. (29)

Thus, we have proved the following
Theorem 2. If a given functions τ1, τ2 and τ3 satisfy the conditions (8) – (11),

then a function u (x, y, z) =
3∑
i=1

4∑
j=1

(−1)j+1uij (x, y, z) , where the functions uij are

defined in (16), (24) and (27), is a regular solution of equation (3) in the domain
Ω3, satisfying the conditions (4) to (7).

Other problems for the Helmholtz equation in the first infinite
octant

Let us consider the Helmholtz equation (3) in the infinite domain Ω3.

The Neumann problem N3
3. Find a regular solution u(x, y, z) to the Helmholtz

equation (3) in the domain Ω3, satisfying the conditions

lim
z→0
∂u(x, y, z)

∂z
= ν1(x, y), 0 < x, y <∞, (30)

lim
y→0

∂u(x, y, z)

∂y
= ν2(x, z), 0 < x, z <∞, (31)

lim
x→0
∂u(x, y, z)

∂x
= ν3(y, z), 0 < y, z <∞, (32)

lim
R→∞u(x, y, z) = 0, R =

√
x2 + y2 + z2, (33)

where νk(t, s) are given functions such that

ν1(x, y) =
~ν1(x, y)

(1+ x2 + y2)ε1/2
, ~ν1(x, y) ∈ C(0 < x, y <∞), ε1 > 0, (34)

ν2(x, z) =
~ν2(x, z)

(1+ x2 + z2)ε2/2
, ~ν2(x, z) ∈ C(0 < x, z <∞), ε2 > 0, (35)

ν3(y, z) =
~ν3(y, z)

(1+ y2 + z2)ε3/2
, ~ν3(y, z) ∈ C(0 < y, z <∞), ε3 > 0. (36)

13
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Theorem 3. If a given functions ν1, ν2 and ν3 satisfy the conditions (34) –
(36), then a function

u (x, y, z) = −
1

2π

3∑
i=1

4∑
j=1

∞∫
0

∞∫
0

νi (t, s) e
−λρij

ρij
dtds, i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3, 4

is a regular solution of equation (3) in the domain Ω3, satisfying the boundary
conditions (30) to (33), where ρij are defined in (17), (18), (25), (26), (28), (29).

The Dirichlet-Neuman problem D2
3N

1
3. Find a regular solution u(x, y, z) to

the Helmholtz equation (3) in the class of functions C
(
Ω3

)
∪ C2(Ω3), satisfying the

conditions
u(x, y, 0) = τ1(x, y), 0 ≤ x, y <∞, (37)

u(x, 0, z) = τ2(x, z), 0 ≤ x, z <∞, (38)

lim
x→0
∂u(x, y, z)

∂x
= ν3(y, z), 0 < y, z <∞, (39)

lim
R→∞u(x, y, z) = 0, R =

√
x2 + y2 + z2, (40)

where τ1(t, s),τ2(t, s),ν3(t, s) are given functions such that

τ1(x, y) =
~τ1(x, y)

(1+ x2 + y2)(1+ε1)/2
, ~τ1(x, y) ∈ C(0 ≤ x, y <∞), ε1 > 0, (41)

τ2(x, z) =
~τ2(x, z)

(1+ x2 + z2)(1+ε2)/2
, ~τ2(x, z) ∈ C(0 ≤ x, z <∞), ε2 > 0, (42)

ν3(y, z) =
~ν3(y, z)

(1+ y2 + z2)ε3/2
, ~ν3(y, z) ∈ C(0 < y, z <∞), ε3 > 0. (43)

In addition, the functions τ1(x, y), τ2(x, z) satisfy the concordance conditions in origin
and in the lateral ribs of the domain Ω3:

τ1(x, 0) = τ2(x, 0), 0 ≤ x <∞. (44)

Theorem 4. If a given functions τ1, τ2 and ν3 satisfy the conditions (41) –
(44), then a function

u (x, y, z) =
z

2π

4∑
j=1

(−1)[
j−1
2 ]

∞∫
0

∞∫
0

τ1 (t, s)

ρ31j
(1+ λρ1j)e

−λρ1jdtds

+
y

2π

4∑
j=1

(−1)[
j−1
2 ]

∞∫
0

∞∫
0

τ2 (t, s)

ρ32j
(1+ λρ2j)e

−λρ2jdtds

−
1

2π

4∑
j=1

(−1)j+1
∞∫
0

∞∫
0

ν3 (t, s)

ρ3j
e−λρ3jdtds,

14
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is a regular solution of equation (3) in the domain Ω3, satisfying the boundary
conditions (37) to (40), where ρij are defined in (17),(18),(25),(26),(28),(29).

Hereinafter, [α] denotes an integer part of the number α.
The Dirichlet-Neumann problem D1

3N
2
3. Find a regular solution u(x, y, z) to the

Helmholtz equation (3) in the domain Ω3, satisfying the conditions

lim
z→0
∂u(x, y, z)

∂z
= ν1(x, y), 0 < x, y <∞, (45)

lim
y→0

∂u(x, y, z)

∂y
= ν2(x, z), 0 < x, z <∞, (46)

u(0, y, z) = τ3(y, z), 0 ≤ y, z <∞, (47)

lim
R→∞u(x, y, z) = 0, R =

√
x2 + y2 + z2, (48)

where ν1(t, s),ν2(t, s),τ3(t, s) are given functions such that

ν1(x, y) =
~ν1(x, y)

(1+ x2 + y2)ε1/2
, ~ν1(x, y) ∈ C(0 < x, y <∞), ε1 > 0, (49)

ν2(x, z) =
~ν2(x, z)

(1+ x2 + z2)ε2/2
, ~ν2(x, z) ∈ C(0 < x, z <∞), ε2 > 0, (50)

τ3(y, z) =
~τ3(y, z)

(1+ y2 + z2)(1+ε3)/2
, ~τ3(y, z) ∈ C(0 ≤ y, z <∞), ε3 > 0. (51)

Theorem 5. If a given functions ν1, ν2 and τ3 satisfy the conditions (49) –
(51), then a function

u (x, y, z) = −
1

2π

4∑
j=1

(−1)[
j
2 ]

∞∫
0

∞∫
0

ν1 (t, s)

ρ1j
e−λρ1jdtds

−
1

2π

4∑
j=1

(−1)[
j
2 ]

∞∫
0

∞∫
0

ν2 (t, s)

ρ2j
e−λρ2jdtds+

x

2π

4∑
j=1

∞∫
0

∞∫
0

τ3 (t, s)

ρ33j
(1+ λρ3j)e

−λρ3jdtds

is a regular solution of equation (3) in the domain Ω3, satisfying the conditions
(45) to (48), where ρij are defined in (17),(18),(25),(26),(28),(29).

Boundary value problems for the Helmholtz equation in the first
infinite square

Let us consider the Helmholtz equation (3) in the infinite domain

Ω2 ≡ {(x, y, z) : −∞ < x <∞, y > 0, z > 0} .
The Dirichlet problem D2

3. Find a regular solution u(x, y, z) to the Helmholtz
equation (3) in the domain Ω2, satisfying the conditions

u(x, y, 0) = τ1(x, y), −∞ < x <∞, 0 ≤ y <∞, (52)

15
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u(x, 0, z) = τ2(x, z), −∞ < x <∞, 0 ≤ z <∞ (53)

lim
R→∞u(x, y, z) = 0, R =

√
x2 + y2 + z2, (54)

where τ1(t, s) and τ2(t, s) are a given functions such that

τ1(x, y) =
~τ1(x, y)

(1+ x2 + y2)ε1/2
, ~τ1(x, y) ∈ C(−∞ < x <∞, 0 ≤ y <∞), ε1 > 0, (55)

τ2(x, z) =
~τ2(x, z)

(1+ x2 + z2)ε2/2
, ~τ2(x, z) ∈ C(−∞ < x <∞, 0 ≤ z <∞), ε2 > 0, (56)

Theorem 6. If a given functions τ1 and τ2 satisfy the conditions (55) and (56),
then a function
u (x, y, z) =

=
z

16π

∞∫
0

ds

∞∫
−∞

τ1 (t, s) (1+ λρ11)e
−λρ11

ρ311
dt−

∞∫
0

ds

∞∫
−∞

τ1 (t, s) (1+ λρ14)e
−λρ14

ρ314
dt



+
y

16π

∞∫
0

ds

∞∫
−∞

τ2 (t, s) (1+ λρ21)e
−λρ21

ρ321
dt−

∞∫
0

ds

∞∫
−∞

τ2 (t, s) (1+ λρ24)e
−λρ24

ρ324
dt


is a regular solution of equation (3) in the domain Ω2, satisfying the conditions
(52) to (54), where ρij are defined in (17) and (25).

The Dirichlet-Neuman problem D1
3N

1
3. Find a regular solution u(x, y, z) to the

Helmholtz equation (3) in the domain Ω2 , satisfying the conditions

u(x, y, 0) = τ1(x, y), −∞ < x <∞, 0 ≤ y <∞, (57)

lim
y→0

∂u(x, y, z)

∂y
= ν2(x, z), −∞ < x <∞, 0 ≤ z <∞, (58)

lim
R→∞u(x, y, z) = 0, R =

√
x2 + y2 + z2, (59)

where τ1(t, s), ν2(t, s) are given functions such that

τ1(x, y) =
~τ1(x, y)

(1+ x2 + y2)ε1/2
, ~τ1(x, y) ∈ C(−∞ < x < +∞, y <∞), ε1 > 0, (60)

ν2(x, z) =
~ν2(x, z)

(1+ x2 + z2)ε2/2
, ~ν2(x, z) ∈ C(−∞ < x < +∞, 0 < z <∞), ε2 > 0, (61)

Theorem 7. If a given functions τ1 and ν2 satisfy the conditions (60) and (61),
then a function
u (x, y, z) =

=
z

16π

∞∫
0

ds

∞∫
−∞

τ1 (t, s) (1+ λρ11)e
−λρ11

ρ311
dt+

∞∫
0

ds

∞∫
−∞

τ1 (t, s) (1+ λρ14)e
−λρ14

ρ314
dt


16
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−
1

16π

∞∫
0

ds

∞∫
−∞

ν2 (t, s) e
−λρ21

ρ21
dt−

∞∫
0

ds

∞∫
−∞

ν2 (t, s) e
−λρ24

ρ24
dt


is a regular solution of equation (3) in the domain Ω2, satisfying the conditions
(57) – (59), where ρij are defined in (17) and (25).

Let us consider the following Helmholtz equation (3) in the infinite domain
Ω2 ≡ {(x, y, z) : −∞ < x <∞, y > 0, z > 0}.

The Neumann problem N2
3. Find a regular solution u(x, y, z) to the Helmholtz

equation (3) in the domain Ω2 , satisfying the conditions

lim
z→0
∂u(x, y, z)

∂z
= ν1(x, y), −∞ < x < +∞, 0 < y <∞, (62)

lim
y→0

∂u(x, y, z)

∂y
= ν2(x, z), −∞ < x < +∞, 0 < z <∞, (63)

lim
R→∞u(x, y, z) = 0, R =

√
x2 + y2 + z2, (64)

where νk(t, s) are given functions such that

ν1(x, y) =
~ν1(x, y)

(1+ x2 + y2)ε1/2
, ~ν1(x, y) ∈ C(−∞ < x < +∞, 0 < y <∞), ε1 > 0, (65)

ν2(x, z) =
~ν2(x, z)

(1+ x2 + z2)ε2/2
, ~ν2(x, z) ∈ C(−∞ < x < +∞, 0 < z <∞), ε2 > 0, (66)

Theorem 8. If a given functions ν1 and ν2 satisfy the conditions (65) and (66),
then a function

u (x, y, z) = −
1

16π

∞∫
0

ds

∞∫
−∞

ν1 (t, s) e
−λρ11

ρ11
dt+

∞∫
0

ds

∞∫
−∞

ν1 (t, s) e
−λρ14

ρ14
dt



−
1

16π

∞∫
0

ds

∞∫
−∞

ν2 (t, s) e
−λρ21

ρ21
dt+

∞∫
0

ds

∞∫
−∞

ν2 (t, s) e
−λρ24

ρ24
dt


is a regular solution of equation (3) in the domain Ω2, satisfying the conditions
(62) – (64), where ρij are defined in (17) and (25).

Boundary value problems for the Helmholtz equation in the
half-space

Let us consider the following Helmholtz equation (3) in the infinite domain Ω1 ≡
{(x, y, z) : −∞ < x, y <∞, z > 0}

The Dirichlet problem D1
3. Find a regular solution u(x, y, z) to the Helmholtz

equation (3) in the domain Ω1 , satisfying the conditions

u(x, y, 0) = τ1(x, y), −∞ < x, y <∞, (67)

17
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lim
R→∞u(x, y, z) = 0, R =

√
x2 + y2 + z2, (68)

where τ1(t, s) are given functions such that

τ1(x, y) =
~τ1(x, y)

(1+ x2 + y2)ε1/2
, ~τ1(x, y) ∈ C(−∞ < x, y < +∞, ), ε1 > 0, (69)

Note, that the Dirichlet problem for Helmholtz equation (3) in case of half-space is
found in the books for students [16,17].

Theorem 9. If a given function τ1 satisfies the condition (69), then a function

u (x, y, z) =
z

2π

∞∫
−∞
ds

∞∫
−∞

τ1 (t, s) (1+ λρ11)e
−λρ11

ρ311
dt (70)

is a regular solution of equation (3) in the domain Ω1, satisfying the conditions
(67) and (68), where ρ11 is defined in (17).

The Neumann problem N1
3. Find a regular solution u(x, y, z) to the Helmholtz

equation (3) in the domain Ω1 , satisfying the conditions

lim
z→0
∂u(x, y, z)

∂z
= ν1(x, y), −∞ < x < +∞,−∞ < y < +∞, (71)

lim
R→∞u(x, y, z) = 0, R =

√
x2 + y2 + z2, (72)

where ν1(t, s) is a given function such that

ν1(x, y) =
~ν1(x, y)

(1+ x2 + y2)ε1/2
, ~ν1(x, y) ∈ C(−∞ < x < +∞,−∞ < y < +∞), ε1 > 0,

(73)
Note, that the Neumann problem for Helmholtz equation (3) in case of half-space is

found in [16,17].
Theorem 10. If a given function ν1 satisfies the condition (73), then a function

u (x, y, z) =
1

2π

∞∫
−∞
ds

∞∫
−∞

ν1 (t, s) e
−λρ11

ρ11
dt (74)

is a regular solution of equation (3) in the domain Ω1, satisfying the boundary
conditions (71) and (72), where ρ11 is defined in (17).

Remark 1. The solutions (70) and (74) of the Dirichlet and Neumann problems are
found in [17].

Remark 2. Uniqueness of solutions of the problems posed is proved using the
extremum principle for elliptic equations.

Conclusion

In this paper we presented solutions of 9 boundary value problems for the three-
dimensional Helmholtz equation in infinite domains in explicit and convenient forms for
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further research. The results of this paper can be useful in the study of boundary value
problems for a three-dimensional equation of mixed type, because from the explicit
solutions of the posed problems it is easy to derive functional relationships between the
traces of the desired solution and its derivative along the normal, brought to the plane
of change of the equation type.
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УДК 517.946

Первая краевая задача для модельного уравнения
параболо-гиперболического типа третьего порядка

Ж.А. Балкизов∗

Институт прикладной математики и автоматизации – филиал Кабардино-Балкарского
научного центра РАН, 360000, Нальчик, ул. Шортанова, д. 89 А, Россия

Аннотация. В 1978 году в журнале «Дифференциальные уравнения» была опубликована статья
А.М. Нахушева, где дана методика правильной постановки краевой задачи для класса уравнений
параболо-гиперболического типа второго порядка в произвольной ограниченной области Ω с гладкой
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первая краевая задача для модельного уравнения параболо-гиперболического типа третьего порядка в
том смысле, в котором она сформулирована и исследована А.М. Нахушевым для уравнений второго
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уравнением третьего порядка с кратными характеристиками параболического типа. Для различных
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единственности регулярного решения исследуемой задачи. Для доказательства теоремы единственности
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Abstract. In 1978, the journal Differential Equations published an article by A. M. Nakhushev, which provided
a technique for correctly formulating a boundary value problem for a class of second-order parabolic-hyperbolic
equations in an arbitrary bounded domain Ω with a smooth or piecewise smooth boundary Σ. The boundary
value problem investigated in the above-mentioned work is currently called the first boundary value problem for
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1. Введение

Краевые задачи для модельных уравнений параболо-гиперболического типа
второго порядка впервые были изучены в работах [1], [2]. Классификация
уравнений параболо-гиперболического типов на уравнения с характеристической
и нехарактеристической линиями изменения типа была проведена в работе [3].
Причем в работе [1] была изучена задача для модельного уравнения параболо-
гиперболического типа с характеристической линией изменения типа, а в работе [2]
исследована задача для модельного уравнения с нехарактеристической линией
изменения типа. В работе [4] была дана методика правильной постановки
краевой задачи для общего уравнения параболо-гиперболического типа второго
порядка в произвольной ограниченной области Ω с гладкой или кусочно-гладкой
границей Σ. Исследованная в работе [4] краевая задача в монографии [5, с.
236] была названа первой краевой задачей для уравнения смешанного параболо-
гиперболического типа. Первая краевая задача для вырождающегося внутри
области гиперболического уравнения второго порядка ранее была исследована в
работе [6]. Аналог задачи Трикоми для уравнений параболо-гиперболического типа
третьего порядка с вырождением типа и порядка в области его гиперболичности
исследованы в работах [7], [8]. Наиболее полный обзор работ по краевым задачам
для уравнений параболо-гиперболического типа можно найти в монографиях [5],
[9], [10].

В данной работе полученные ранее в работе [4] результаты перенесены
на модельное уравнение параболо-гиперболического типа третьего порядка.
Пользуясь методикой, предложенной в работах [4], [5, c. 236], в работе
сформулирована и исследована первая краевая задача для уравнения параболо-
гиперболического типа третьего порядка. Доказаны теоремы существования и
единственности регулярного решения задачи. Решение задачи выписано в явном
виде.

2. Постановка задачи

На евклидовой плоскости независимых переменных x и y рассмотрим уравнение

0 =

{
(−y)muxx − uyy + λ(−y)

(m−2)/2 ux, y < 0,

uxxx + uy − f, y > 0,
(1)

где λ, m – заданные числа, причем m > 0, |λ| ≤ m
2
; f = f(x, y) – заданная функция;

u = u(x, y) – искомая функция.
При y < 0 уравнение (1) совпадает с вырождающимся гиперболическим

уравнением первого рода [11, с. 21]

(−y)muxx − uyy + λ (−y)
m−2
2 ux = 0, (2)

а при y > 0 уравнение (1) является неоднородным уравнением третьего порядка с
кратными характеристиками [12, c. 9] параболического типа [13, c. 72]

uxxx + uy = f(x, y). (3)
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Уравнение (1) рассматривается в области Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ I, где Ω1 - это
область, ограниченная характеристиками σ1 = AC : x − 2

m+2
(−y)(m+2)/2 = 0 и

σ2 = CB : x + 2
m+2

(−y)(m+2)/2 = r уравнения (2) при y < 0, выходящими из точки

C = (r/2, yc), yc = −
[
(m+2) r

4

] 2
m+2

, проходящими через точки A = (0, 0), B = (r, 0) и
отрезком J = AB прямой y = 0; Ω2 - это область, ограниченная прямоугольником
с вершинами A = (0, 0), A0 = (0, h), B0 = (r, h) и B = (r, 0), h = const > 0;
J = {(x, 0) : 0 < x < r} – интервал AB прямой y = 0.

Регулярным в области Ω решением уравнения (1) назовем функцию u =

u(x, y) из класса C( �Ω) ∩ C1(Ω) ∩ C2(Ω1) ∩ C3,1x,y(Ω2), ux(x, 0), uy(x, 0) ∈ L1(0, r), при
подстановке которой уравнение (1) обращается в тождество.

Задача 1. Найти регулярное в области Ω решение уравнения (1),
удовлетворяющее условиям

u(0, y) = φ1(y), u(r, y) = φ2(y), ux(r, y) = φ3(y), 0 ≤ y < h, (4)

u [θr(x)] = ψ(x), 0 ≤ x ≤ r, (5)

где θr(x) =
(
r+x
2
,−
(
m+2
4

)2/(m+2)
(r− x)2/(m+2)

)
– аффикс точки пересечения

характеристики выходящей из точки (x, 0) отрезка J = AB и проходящей
параллельно характеристике AC с характеристикой BC; φ1(y), φ2(y), φ3(y) –
заданные на отрезке 0 ≤ y < h функции; ψ(x) – заданная на отрезке 0 ≤ x ≤ r

функция, причем выполнено условие согласования ψ(r) = φ2(0).

3. Теорема единственности

Пусть существует регулярное в области Ω решение u = u(x, y) уравнения (1)
из класса C( �Ω) ∩ C1(Ω) и пусть

u(x, 0) = τ(x), 0 ≤ x ≤ r, (6)

uy(x, 0) = ν(x), 0 < x < r. (7)

Тогда переходя в уравнении (1) к пределу при y → +0 с учетом обозначений
(6), (7) и условий (4) сразу получим первое фундаментальное соотношение между
функциями τ(x) и ν(x), принесенное из параболической части Ω2 области Ω на
линию изменения типа J:

τ ′′′(x) + ν(x) = f(x, 0), 0 < x < r, (8)

τ(0) = φ1(0), τ(r) = φ2(0), τ
′(r) = φ3(0). (9)

Далее найдем фундаментальные соотношения между функциями τ(x) и ν(x),
принесенные из области гиперболичности Ω1 уравнения (1) на отрезок J прямой
y = 0. Для этого сначала заметим, что в характеристических координатах ξ =

x− 2
m+2

(−y)
m+2
2 , η = x+ 2

m+2
(−y)

m+2
2 уравнение (2) переходит в уравнение Эйлера-

Дарбу-Пуассона
∂2u

∂ξ∂η
−

β1

η− ξ

∂u

∂η
+

β2

η− ξ

∂u

∂ξ
= 0
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где β1 = m−2λ
2(m+2)

, β2 = m+2λ
2(m+2)

. Обозначим дополнительно: β = β1 + β2 =
m
m+2

.
Пусть вначале |λ| < m

2
и пусть τ(x) ∈ C[0, r] ∩ C2(0, r), ν(x) ∈ C1(0, r) ∩

L1(0, r). Тогда регулярное в области Ω1 решение задачи (6), (7) для уравнения
(2) выписывается по формуле [14, c. 14]:

u(x, y) =
Γ(β)

Γ(β1)Γ(β2)

1∫
0

τ
[
x+ (1− β)(−y)1/(1−β)(2t− 1)

]
tβ2−1 (1− t)β1−1dt+

+
Γ(2− β)y

Γ(1− β1)Γ(1− β2)

1∫
0

ν
[
x+ (1− β)(−y)1/(1−β)(2t− 1)

]
t−β1 (1− t)−β2dt, (10)

где Γ(p) =
∞∫
0

exp(−t) tp−1dt – интеграл Эйлера второго рода (Гамма-функция).

Удовлетворяя (10) условию (5), находим:

u [θr(x)] = u

[
r+ x

2
,−(2− 2β)β−1 (r− x)1−β

]
=

=
Γ(β)

Γ(β1)Γ(β2)

1∫
0

τ [x+ (r− x)t] tβ2−1 (1− t)β1−1dt−

−
(2− 2β)β−1 (r− x)1−β Γ(2− β)

Γ(1− β1)Γ(1− β2)

1∫
0

ν [x+ (r− x)t] t−β1 (1− t)−β2dt = ψ(x).

Вводя новую переменную интегрирования z = x+ (r− x)t, последнее равенство
перепишется в виде

Γ(β) (r− x)1−β

Γ(β1)Γ(β2)

r∫
x

τ(z) (r− z)β1−1

(z− x)1−β2
dz−

(2− 2β)β−1 Γ(2− β)

Γ(1− β1)Γ(1− β2)

r∫
x

ν(z) (r− z)−β2

(z− x)β1
dz = ψ(x).

(11)
Воспользуемся далее следующим определением оператора дробного интегро-

дифференцирования [13, с. 9]: оператором дробного (в смысле Римана-Лиувилля)
интегро-дифференцирования порядка |α| с началом в точке c и с концом в точке
x называется оператор Dα

cx, который действует на абсолютно интегрируемую
функцию φ(t) ∈ L [a, b] по формуле

Dα
cxφ(t) =

sgn(x− c)

Γ(−α)

x∫
c

|x− t|−(α+1)
φ(t)dt, α < 0,

Dα
cxφ(t) = sgn

[α]+1(x− c)
d[α]+1

dx[α]+1

{
Dα−[α]−1
cx φ(t)

}
, α > 0,

где символ sgn(z) определяет знак числа z; [α] – целая часть числа α,
удовлетворяющая неравенству [α] ≤ α < [α] + 1. По определению D0

cxφ(t) ≡ φ(x),
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а Dn
cxφ(t) ≡ φ(n)(x) при n ∈ N. Подробное исследование свойств оператора Dα

cx

приведены в монографиях [15], [16].
В терминах оператора Dα

cx равенство (11) перепишется в виде

Γ(β)(r− x)1−β

Γ(β1)
D−β2
rx

{
τ(t) (r− t)β1−1

}
−

−
(2− 2β)β−1 Γ(2− β)

Γ(1− β2)
Dβ1−1
rx

{
ν(t) (r− t)−β2

}
= ψ(x). (12)

Применяя к обеим частям соотношения (12) оператор D1−β1
rx , с учетом закона

взвешенной композиции операторов дробного (в смысле Римана-Лиувилля)
дифференцирования и интегрирования с одинаковыми началами [15, с. 18],
находим

ν(x) = γ1D
1−β
rx τ(t) − γ2 (r− x)

β2 D1−β1
rx ψ(t), (13)

где γ1 =
Γ(1−β2) Γ(β) (2−2β)

1−β

Γ(β1) Γ(2−β)
, γ2 =

Γ(1−β2)(2−2β)
1−β

Γ(2−β)
.

Так как τ(x), ψ(x) ∈ C [0, r], а τ ′(x), ψ ′(x) ∈ L [0, r], то пользуясь следующим
свойством оператора Dα

rx порядка 0 < α ≤ 1 [16, c. 43]

Dα
rxφ(t) =

φ(r)

Γ(1− α)
(r− x)−α −Dα−1

rx φ
′(t)

с учетом условия согласования τ(r) = ψ(r), соотношение (13) можно переписать и
в следующей форме

ν(x) = −γ1D
−β
rx τ

′(t) + γ2 (r− x)
β2 D−β1

rx ψ
′(t), (14)

Соотношение, выражаемое одной из равенств (13) или (14) и есть основное
фундаментальное соотношение между искомыми функциями τ(x) и ν(x),
принесенное из области Ω1 на линию изменения типа J в случае, когда |λ| < m

2
.

Если λ = −m
2
, то коэффициенты β1 = β = m

m+2
, β2 = 0, γ1 = γ2 = (2−2β)1−β

Γ(2−β)
и

решение задачи (6), (7) для уравнения (2) выписывается по формуле [14, с. 15]:

u(x, y) = τ

[
x−

2

m+ 2
(−y)(m+2)/2

]
+

+
2y

m+ 2

1∫
0

ν

[
x−

2

m+ 2
(−y)(m+2)/2(2t− 1)

]
(1− t)−βdt. (15)

Удовлетворяя представление (15) условию (5), приходим к фундаментальному
соотношению между функциями τ(x) и ν(x) следующего вида

ν(x) = γ1
[
D1−β
rx τ(t) −D

1−β
rx ψ(t)

]
. (16)

Если же λ = m
2
, то β1 = 0, β2 = β = m

m+2
, γ1 = 0, γ2 = 21−β(1 − β)−β. Решение

задачи (6), (7) для уравнения (2) в этом случае имеет вид [14, с. 15]:

u(x, y) = τ

[
x+

2

m+ 2
(−y)(m+2)/2

]
+
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+
2y

m+ 2

1∫
0

ν

[
x+

2

m+ 2
(−y)(m+2)/2(2t− 1)

]
(1− t)−βdt. (17)

Из (17) при условии (5) сразу находим:

ν(x) = 21−β(1− β)−β (r− x)βψ ′(x). (18)

Справедлива следующая теорема о единственности регулярного решения задачи
1.

Теорема 3.1. Задача 1 не может иметь более одного регулярного в
области Ω решения.

Доказательство. Для доказательства теоремы 1 рассмотрим однородную
задачу, соответствующую задаче 1, то есть будем считать, что f(x, y) ≡ 0 ∀ (x, y) ∈
�Ω2, ψ(x) ≡ 0 ∀ x ∈ [0, r] и φ1(y) = φ2(y) = φ3(y) ≡ 0 ∀y ∈ [0, h]. При этом, с
учетом того, что τ(r) = φ2(0) = ψ(r) = 0 из соотношений (13), (14), (16), (18) для
различных значений λ получаем соответствующие равенства

ν(x) = γ1D
1−β
rx τ(t) = γ1D

−β
rx τ

′(t), −
m

2
≤ λ < m

2
; (19)

ν(x) ≡ 0, λ =
m

2
. (20)

Предварительно докажем следующую вспомогательную лемму.
Лемма 3.1. Для любой абсолютно непрерывной на сегменте [0, r] функции

φ = φ(x), удовлетворяющей условию φ(r) = 0, имеет место неравенство:

φ(x)Dα
rxφ(t) ≥

1

2
Dα
rxφ

2(t), 0 < α ≤ 1. (21)

Действительно, если φ(r) = 0, то по определению имеем

Dα
rxφ(t) = −

1

Γ(1− α)

r∫
x

φ ′(t)

(t− x)α
dt.

Аналогично,

Dα
rxφ

2(t) = −
1

Γ(1− α)

r∫
x

2φ(t)φ ′(t)

(t− x)α
dt.

Пользуясь приведенными равенствами, находим

φ(x)Dα
rxφ(t) −

1

2
Dα
rxφ

2(t) =
1

Γ(1− α)

r∫
x

φ ′(t) [φ(t) −φ(x)]

(t− x)α
dt =

=
1

Γ(1− α)

r∫
x

φ ′(t)

(t− x)α

 t∫
x

φ ′(s)ds

dt = 1

Γ(1− α)

r∫
x

 t∫
x

φ ′(s)φ ′(t)

(t− x)α
ds

dt =
26
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=
1

Γ(1− α)

r∫
x

 r∫
s

φ ′(s)φ ′(t)

(t− x)α
dt

ds =
=

1

Γ(1− α)

r∫
x

(s− x)α
φ ′(s)

(s− x)α

 r∫
s

φ ′(t)

(t− x)α
dt

ds =
= −

1

2Γ(1− α)

r∫
x

(s− x)α
d

ds

 r∫
s

φ ′(t)

(t− x)α
dt

2ds =
=

α

2Γ(1− α)

r∫
x

(s− x)α−1

 r∫
s

φ ′(t)

(t− x)α
dt

2

ds ≥ 0,

откуда и вытекает неравенство (21). Лемма доказана.
Рассмотрим теперь интеграл вида

I =

r∫
0

τ(x)ν(x)dx. (22)

При −m
2
≤ λ < m

2
из (19) и (22) с учетом (21) приходим к неравенству

I =

r∫
0

τ(x)ν(x)dx = γ1

r∫
0

τ(x)D1−β
rx τ(t)dx ≥

≥ γ1

2

r∫
0

D1−β
rx τ

2(t)dx =
γ1

2Γ(β)

r∫
0

xβ−1 τ2(x)dx ≥ 0. (23)

С другой стороны, для соответствующей задаче 1 однородной задачи интеграл
(22) с учетом (8) и (9) примет вид:

I =

r∫
0

τ(x)ν(x)dx = −

r∫
0

τ(x) τ ′′′(x)dx = −
1

2
[τ ′(0)]

2 ≤ 0. (24)

Из неравенств (23) и (24) следует равенство I = 0, которое, как следует из (23),
может иметь место в том и только в том случае, когда τ(x) ≡ 0 ∀ x ∈ [0, r]. При
этом из соотношений (8) и (19) находим, что и ν(x) ≡ 0 для всех x ∈ [0, r] и любых
λ ∈

[
−m
2
; m
2

)
.

Если же λ = m
2
, то из (8), (9) и (20) приходим к однородной задаче

τ(0) = 0, τ(r) = 0, τ ′(r) = 0 (25)

для уравнения
τ ′′′(x) = 0, 0 < x < r. (26)

Решение задачи (25) для уравнения (26), как и в случае λ ∈
[
−m
2
; m
2

)
, не может

отличаться от тривиального: τ(x) ≡ 0 и ν(x) ≡ 0 для всех x ∈ [0, r].

27
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Тогда, как следует из формул (10), (15), (17), в области Ω1 решение u(x, y) ≡ 0
как решение однородной задачи Коши (6), (7) для уравнения (2). А в области Ω2

однородная задача
uxxx + uy = 0, ∀ (x, y) ∈ Ω2,

u(0, y) = 0, u(r, y) = 0, ux(r, y) = 0, 0 ≤ y < h,

u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ r

будет обладать только нулевым решением u(x, y) ≡ 0 ∀ (x, y) ∈ �Ω2 [12, c. 144].
Таким образом, u(x, y) ≡ 0 ∀ (x, y) ∈ �Ω. □

4. Теорема существования

Перейдем к исследованию вопроса о существовании регулярного решения
задачи 1. Здесь справедлива следующая

Теорема 4.1. Пусть заданные функции f(x, y), φ1(y), φ2(y), φ3(y), ψ(x)
таковы, что они обладают свойствами

φ1(y), φ2(y), φ3(y) ∈ C [0, h] ; ψ(x) ∈ C [0, r] ∩ C2(0, r); f(x, y) ∈ C( �Ω2). (27)

Тогда существует регулярное в области Ω решение задачи 1.

Доказательство. Действительно, из полученных выше фундаментальных
соотношений (8), (13) и (16), относительно искомых функций τ(x) и ν(x) при
λ ∈

[
−m
2
; m
2

)
приходим к следующей системе уравнений{

τ ′′′(x) + ν(x) = f(x, 0),

ν(x) = γ1D
1−β
rx τ(t) − γ2 (r− x)

β2 D1−β1
rx ψ(t),

(28)

откуда относительно искомой функции τ(x) приходим к задаче нахождения
регулярного решения обыкновенного дифференциального уравнения третьего
порядка с дробной производной в младших членах вида

τ ′′′(x) + γ1D
1−β
rx τ(t) = f(x, 0) + γ2 (r− x)

β2 D1−β1
rx ψ(t), 0 < x < r, (29)

удовлетворяющего условиям (9).
Путем применения оператора D−3

rx к обеим частям последнего уравнения,
решение уравнения (29) эквивалентным образом редуцируется к решению
интегрального уравнения Вольтерра второго рода вида

τ(x) =
γ1

Γ(β+ 2)

r∫
x

(t−x)β+1 τ(t)dt+c1 (r−x)
2+c2(r−x)+c3−

1

2

r∫
x

(t−x)2 F(t)dt, (30)

где F(x) = f(x, 0) + γ2 xβ1 D1−β2

0x ψ(t), a c1, c2, c3 – пока произвольные постоянные.
Функция

R(x, t; β) =

∞∑
n=1

γn1 (t− x)
nβ+2n−1

Γ(nβ+ 2n)
= (t− x)β+1E 1

β+2

[
γ1 (t− x)

(β+2); β+ 2
]
,

28
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где Eρ(z; µ) =
∞∑
m=0

zm

Γ(ρ−1m+µ)
– функция Миттаг-Леффлера [17, с. 117], является

резольвентой ядра K(x, t; β) = (t−x)β+1

Γ(β+2)
уравнения (30) и с помощью функции

R(x, t; β) решение уравнения (30) выписывается в следующем виде

τ(x) = c1 (r− x)
2 + c2(r− x) + c3 −

1

2

r∫
x

(t− x)2 F(t)dt+

+c1 γ1

r∫
x

(r− t)2R(x, t; β)dt+ c2γ1

r∫
x

(r− t)R(x, t; β)dt+ c3γ1

r∫
x

R(x, t; β)dt−

−
γ1

2

r∫
x

R(x, t; β)

r∫
t

(s− t)2 F(s)dsdt. (31)

Непосредственным вычислением находим, что

r∫
x

R(x, t; β)dt = (r− x)β+2E 1
β+2

[
γ1 (r− x)

(β+2); β+ 3
]
,

r∫
x

(r− t)R(x, t; β)dt = (r− x)β+3E 1
β+2

[
γ1 (r− x)

(β+2); β+ 4
]
,

r∫
x

(r− t)2R(x, t; β)dt = 2 (r− x)β+4E 1
β+2

[
γ1 (r− x)

(β+2); β+ 5
]
,

r∫
x

R(x, t; β)

r∫
t

(s− t)2 F(s)dsdt = 2

r∫
x

(t− x)β+4E 1
β+2

[
γ1 (t− x)

(β+2); β+ 5
]
F(t)dt.

С учетом приведенных выше вычислений равенство (31) перепишется в следующей
форме

τ(x) =
{
(r− x)2 + 2 γ1(r− x)

β+4E 1
β+2

[
γ1 (r− x)

(β+2); β+ 5
]}
c1+

+
{
(r− x) + γ1 (r− x)

β+3E 1
β+2

[
γ1 (r− x)

(β+2); β+ 4
]}
c2+

+
{
1+ γ1 (r− x)

β+2E 1
β+2

[
γ1 (r− x)

(β+2); β+ 3
]}
c3−

−
1

2

r∫
x

{
(t− x)2 + 2γ1 (t− x)

β+4E 1
β+2

[
γ1 (t− x)

(β+2); β+ 5
]}
F(t)dt. (32)

Удовлетворяя (32) условиям (9), находим:

c2 = −φ3(0), c3 = φ2(0),

c1 =
1

δ

{
φ1(0) + γ1

[
1+ rβ+2E 1

β+2
(γ1 r

(β+2); β+ 3)
]
φ2(0)−

29
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−
[
r+ γ1 r

β+3E 1
β+2

(γ1 r
(β+2); β+ 4)

]
φ3(0)−

−
1

2

r∫
0

[
t2 + 2γ1 t

β+4E 1
β+2

(γ1 t
(β+2); β+ 5)

]
F(t)dt

 ,
где δ = r2

2
+ γ1 r

β+4E 1
β+2

(γ1 r
(β+2); β+ 5) > 0.

Таким образом единственное решение задачи (29), (9) при λ ∈
[
−m
2
; m
2

)
дается

по формуле (32), где значения постоянных c1, c2, c3 определяются по приведенным
выше формулам.

При λ = m
2

из соотношений (8) и (18) с учетом условий (9) находим

τ(x) =
(r− x)2

r2
φ1(0) +

[
1−

(r− x)2

r2

]
φ2(0) +

x2 − rx

r
φ3(0) −

1

2

r∫
x

(t− x)2 f(t, 0)dt+

+
(r− x)2

2 r2

r∫
0

t2 f(t, 0)dt+
(r− x)2

2β r2 (1− β)(1+β)

r∫
0

[
t2 + 2(1− β) t

]
(r− t)βψ(t)dt−

−2−β (1− β)−(1+β)

r∫
x

[
(t− x)2 + 2(1− β) (t− x)

]
(r− t)βψ(t)dt.

После того, как функция τ = τ(x) найдена, вторую искомую функцию ν = ν(x),
в зависимости от значения λ, можно найти из соотношений (8), (13) или (18). Тогда
регулярное решение задачи 1 в области Ω1 определяется как решение задачи
Коши (6), (7) для уравнения (2) и выписывается по одной из формул (10), (15) или
(17), а в области Ω2 приходим к начально-краевой задаче (4), (6) для уравнения
(2), решение которого выписывается аналогично результатам работы [12, c. 132,
159]. При этом указанный в формуле (27) класс заданных функций f(x, y), φ1(y),
φ2(y), φ3(y), ψ(x) обеспечивают регулярность полученного решения в области Ω.
□

Заключение

Сформулирована первая краевая задача для уравнения параболо-
гиперболического типа третьего порядка в том смысле, в котором она была
сформулирована и исследована Адамом Маремовичем Нахушевым для уравнения
смешанного параболо-гиперболического типа второго порядка. Доказаны теоремы
существования и единственности регулярного решения задачи.
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Çàäà÷à òèïà Áèöàäçå-Ñàìàðñêîãî äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè è

âûðîæäàþùåãîñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå èçó÷àåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à òèïà Áèöàäçå-Ñàìàðñêîãî äëÿ äðîáíîãî óðàâíåíèÿ äèôôóçèè
è âûðîæäàþùåãîñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ñèíãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè ìëàäøèõ ÷ëåíàõ
â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñìåøàííàÿ îáëàñòü, â êîòîðîé ïàðàáîëè÷åñêàÿ
÷àñòü ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ñîâïàäàåò ñ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòüþ, à ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ÷àñòü îãðàíè÷åíà
äâóìÿ õàðàêòåðèñòèêàìè ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ è îòðåçêîì îñè àáñöèññ. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì èíòåãðàëîâ ýíåðãèè. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ïîíÿòèþ ðàçðåøèìîñòè äðîáíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ïðèâîäèòñÿ ÿâíûé âèä
ðåøåíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîé çàäà÷è Êîøè â ãèïåðáîëè÷åñêîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåìîé ñìåøàííîé îáëàñòè.
Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ðåøåíèÿ â ñèëó ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ çàäà÷è ïîëó÷åíà îñíîâíàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ñâÿçü
ìåæäó ñëåäàìè íåèçâåñòíîé ôóíêöèè, ïðèâåäåííûìè íà èíòåðâàë ëèíèè âûðîæäåíèÿ óðàâíåíèÿ. Äàëåå,
èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè äðîáíîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷åíî âòîðîå îñíîâíîå
ôóíêöèîíàëüíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñëåäàìè èñêîìîé ôóíêöèè íà îòðåçêå îñè àáñöèññ èç ïàðàáîëè÷åñêîé
÷àñòè ðàññìàòðèâàåìîé ñìåøàííîé îáëàñòè. ×åðåç óñëîâèå ñîïðÿæåíèÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è èç äâóõ
ôóíêöèîíàëüíûõ ñîîòíîøåíèé ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ îäíîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ïîëó÷åíî óðàâíåíèå ñ
äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè, ðåøåíèå êîòîðîãî âûïèñàíî â ÿâíîì âèäå. Ïðè èññëåäîâàíèè êðàåâîé çàäà÷è
èñïîëüçóþòñÿ îáîáùåííûå îïåðàòîðû äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé
Ãàóññà. Ïðè èññëåäîâàíèè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâà ôóíêöèé òèïà Ðàéòà è Ìèòòàã-Ëåôôëåðà.
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Introduction and problem statement

Fractal theory explains the structure of disordered media, like porous materials, and

the processes that take place within them. A fractional-order di�erential equation is

used to describe the movement of a substance in a uniform �uid �ow [1]. The topic of

fractional-order di�usion is covered in [2]. Fractional-order di�erential equations come

up in various areas, such as classical mechanics (inverse problems), heat conduction

(heat �ow dynamics), di�usion (electrochemical analysis of electrode surfaces), and in

the study of stochastic transport processes. Problems involving �uid �ltration in highly

porous (fractal) media often require studying boundary value problems for fractional-

order partial di�erential equations. Boundary value problems for the fractional-order

di�usion equation were explored in [3�6]. A certain family of generalized derivatives of

the Riemann�Liouville operators Dα,β
a+ of orders α and β was studied in [7]. Applications

of this operator are given in [8]. The unique solvability of the problem for a partial

fractional derivative equation of the Riemann�Liouville type with a boundary condition

containing a generalized fractional integro-di�erentiation operator is investigated in

[9�11]. Reference [12] studies an analog of the Bitsadze�Samarskii type problem for a

mixed-type partial fractional derivative equation in an unbounded domain.

Let us consider a partial di�erential equation of the second order
uxx −D

γ
0+,yu = 0, y > 0, 0 < γ < 1,

−(−y)muxx + uyy +
α0

(−y)1−
m
2

ux +
β0

y
uy = 0, y < 0,

(1)

where Dγ
0+,y is the partial fractional Riemann-Liouville derivative of order γ(0 < γ < 1)

of function u(x, y) for the second variable [13] in domain D = D+ ∪D− ∪ I, where D+

is the half-plane y > 0, D− is a �nite domain of the half-plane y < 0, bounded by

characteristics OC and BC of equation (1) emanating from point O(0, 0) and B(1, 0)

and segment OB of the straight line y = 0, I = {(x, y) : 0 < x < 1, y = 0}. In equation

(1) m, α0, β0 are some real numbers satisfying conditions m > 0, |α0| <
m+2
2
, −m

2
<

β0 < 1.

Let us introduce the following notation: Θ(x) =
(
x
2
; −
(
m+2
4
x
)m+2

2

)
is the intersection

point of the characteristic of equation (1) emanating from point (x, 0) (x ∈ I), with

characteristic OC, Iσ,δ,η0+ is the operator of generalized fractional integro-di�erentiation

with the Gauss hypergeometric function F(a, b, c; z) introduced by M.A. Saigo [14] and

having the following form for real σ, δ, η and x > 0

(Iσ,δ,η0+ f)(x) =


x−σ−δ

Γ(σ)

x∫
0

(x− t)σ−1F

(
σ+ δ,−η, σ; 1−

t

x

)
f(t)dt, (σ > 0),

dn

dxn
(Iσ+n,δ−n,η−n0+ f)(x), (σ ≤ 0, n = [−α] + 1).

(2)

In particular [14],

(I0,0,η0+ f)(x) = f(x), (Iσ,−σ,η0+ f)(x) = (Iσ0+f)(x),
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(I−σ,σ,η0+ f)(x) = (Dσ
0+f)(x), (3)

where (Iσ0+f)(x) and (Dσ
0+f)(x) are the Riemann�Liouville fractional integration and

di�erentiation operators of order σ > 0.

Problem 1. Find in domain D solution u = u(x, y) to equation (1) satisfying

the following conditions:

y1−γu|y=0 = 0, (−∞ < x ≤ 0, 1 ≤ x <∞), (4)

A1

(
Ia,b,β−1−a0+ u[Θ0(t)]

)
(x) +A2

(
Ia+1,b−1+α,β−1−a0+ lim

y→0−(−y)β0uy(t, y)
)
(x)+

+A3

(
Iγ+a+α,b−γ,β−1−a0+ lim

y→0−(−y)β0uy(t, y)
)
(x) = g(x), (5)

and the conjugation conditions

lim
y→0+y1−γu(x, y) = lim

y→0−u(x, y), ∀x ∈ I, (6)

lim
y→0+y1−γ(y1−γu(x, y))y = lim

y→0−(−y)β0uy(x, y), ∀x ∈ I. (7)

Here α = m+2(β0+α0)
2(m+2)

, β = m+2(β0−α0)
2(m+2)

, 0 < α, β < 1
2
, A1, A2, A3 are real constants

such that A1 > 0,A2 ≤ 0,A3 ≤ 0 or A1 < 0,A2 ≥ 0,A3 ≥ 0, a, b, γ are real numbers,

g(x) is a given function such that g(x) ∈ C1(I)∩C2(I). We will seek solution u(x, y)

to the problem the class of twice di�erentiable functions in domain D such that u(x, y)

tends to zero as (x2 + y2) → ∞,
y1−γu(x, y) ∈ C(D+), u(x, y) ∈ C(D−),

y1−γ(y1−γu(x, y))y ∈ C(D+ ∪ I),

uxx ∈ C(D+ ∪D−), uyy ∈ C(D−).

Note that nonlocal boundary value problems for equation (1) in unbounded and

bounded domains were studied in [15], [16], [17], and for equation (1) for α0 = 0,

β0 = 0 problems were considered in [9, 11]. In works [18], [19] nonlocal problems with

shift on conjugation of two hyperbolic equations of the second order, consisting of a

wave equation in one part of the domain and a degenerate hyperbolic equation of the

�rst kind in the other part, are studied.

Uniqueness of the solution to the problem

Theorem 1. Let condition g(x) ≡ 0 be satis�ed. Then the problem cannot have

more than one solution.

Proof. Let there be a solution to the problem. We introduce the following notation

lim
y→0+y1−γu(x, y) = τ1(x), lim

y→0−u(x, y) = τ2(x), (8)
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lim
y→0+y1−γ(y1−γu(x, y))y = ν1(x), lim

y→0−(−y)β0uy(x, y) = ν2(x). (9)

It is known [5] that the solution to equation (1) in domain D+ satisfying condition

(4) and condition

lim
y→0+y1−γu(x, y) = τ1(x), ∀x ∈ I

is given by the following formula

u(x, y) =

1∫
0

G(x, y, t)τ1(t)dt, (10)

where

G(x, y, t) =
Γ(γ)

2
y

γ
2
−1e

1,γ
2

1,γ
2

(
−|x− t|y−

γ
2

)
,

eζ,ξµ,δ =

∞∑
n=0

zn

Γ(ζn+ µ)Γ(δ− ξn)
, ζ > ξ, ζ > 0, z ∈ C

is the Wright-type function [6].

By (10), the functional relationship between τ1(x) and ν1(x) brought the parabolic

part D+ to the line y = 0, following form [20]

ν1(x) =
1

Γ(1+ γ)
τ ′′1 (x). (11)

Let us �nd the functional relationship between τ2(x) and ν2(x) brought to the line

y = 0 from the hyperbolic part D− of domain D.

The solution to the modi�ed Chauchy problem (8)-(9) in domain D− has the

following form [15], [21]

u(x, y) = γ1

1∫
0

τ2

(
x+

2

m+ 2
(2t− 1)(−y)

m+2
2

)
tβ−1(1− t)α−1dt+

+ γ2(−y)
1−β0

1∫
0

ν2

(
x+

2

m+ 2
(2t− 1)(−y)

m+2
2

)
t−α(1− t)−βdt, (12)

ãäå γ1 =
Γ(α+β)
Γ(α)Γ(β)

, γ2 = − 2Γ(1−α−β)
(m+2)Γ(1−α)Γ(1−β)

.

From formula (12) and relation (2) we obtain

u[θ(x)] = γ1Γ(α)(I
α,0,β−1
0+ τ2)(x) + γ2

(
m+ 2

4

)1−α−β
Γ(1− β)(I1−β,α+β−1,β−10+ ν2)(x). (13)

Substituting (13) into the boundary condition (5), in view of (8) and (9) and applying

the following relation [14]

(Iα,β,η0+ Iγ,δ,α+η0+ f)(x) = (Iα+γ,β+δ,η0+ f)(x), (γ > 0), (14)
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we obtain

A1γ1Γ(α)
(
Iα+a,b,β−1−a0+ τ2

)
(x)+

+A1γ2

(m+ 2

4

)1−α−β
Γ(1− β)

(
Ia+1−β,b+α+β−1,β−1−a0+ ν2

)
(x)+

+A2

(
Ia+1,b+α−1,β−1−a0+ ν2

)
(x) +A3

(
Iγ+a−α,b−γ,β−1−a0+ ν2

)
(x) = g(x). (15)

where k1 = Aγ1Γ(α), k2 = Aγ2(
m+2
2
)1−α−βΓ(1−β). We apply operator I−α−a,−b,α+β−10+ to

both sides of equality (15). Direct calculations using formulas (14) and (3) show that

τ2(x) = −k1

(
I1−α−β0+ ν2

)
(x) − k2

(
I1−α0+ ν2

)
(x) − k3

(
Iγ0+ν2

)
(x) + g1(x), (16)

where

k1 =
γ2(

m+2
4
)1−α−βΓ(1− β)

γ1Γ(α)
, k2 =

A2

A1γ1Γ(α)
,

k3 =
A3

A1γ1Γ(α)
, g1(x) =

1

A1γ1Γ(α)

(
I−a−α,−b,α+β−10+ g

)
(x).

Let us estimate the integral

K =

1∫
0

τ2(x)ν2(x)dx.

By virtue of the conjugation conditions (6), (7) and relation (11), we have

K =
1

Γ(1+ γ)

1∫
0

τ1(x)τ1
′′(x)dx.

Integrating by parts and assuming that τ1(0) = τ1(1) = 0, we obtain

K = −
1

Γ(1+ γ)

1∫
0

[τ1
′(x)]2dx ≤ 0. (17)

Now we �nd a lower bound for the integral K. For g(x) = 0, equality (16) takes the

following form

τ2(x) = −k1

(
I1−α−β0+ ν2

)
(x) − k2

(
I1−α0+ ν2

)
(x) − k3

(
Iγ0+ν2

)
(x) =

= −
k1

Γ(1− α− β)

x∫
0

ν2(t)(x− t)
−α−βdt−

k2

Γ(1− α)

x∫
0

ν2(t)(x− t)
−αdt−

−
k3

Γ(γ)

x∫
0

ν2(t)(x− t)
γ−1dt,
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and, therefore,

K = −
k1

Γ(1− α− β)

1∫
0

ν2(x)dx

x∫
0

(x− t)−α−βν2(t)dt−

−
k2

Γ(1− α)

1∫
0

ν2(x)dx

x∫
0

(x− t)−αν2(t)dt−
k3

Γ(γ)

1∫
0

ν2(x)dx

x∫
0

(x− t)γ−1ν2(t)dt.

Next, we use the well-known formula for the gamma function Γ(σ) [22]

∞∫
0

sσ−1 cos(ks)ds =
Γ(σ)

kσ
cos
(σπ
2

)
, (k > 0, 0 < σ < 1).

Assuming that k =| x− t |, σ = α+ β, we obtain

| x− t |−α−β=

=
1

Γ(α+ β) cos(πα+β
2
)

∞∫
0

sα+β−1 cos(s | x− t |)ds, (0 < α+ β < 1),

for k =| x− t |, σ = α we obtain

| x− t |−α=
1

Γ(α) cos(πα
2
)

∞∫
0

sα−1 cos(s | x− t |)ds,

for k =| x− t |, σ = 1− γ we obtain

| x− t |γ−1=
1

Γ(1− γ) cos(π(1−γ)
2

)

∞∫
0

s−γ cos(s | x− t |)ds.

Applying these formulas and the Dirichlet formula for the permutation of the order of

integration in the repeated, we arrive at the following relation

K = −
2k1 sin(π

α+β
2
)

π

∞∫
0

sα+β−1
[( 1∫

0

ν2(x) cos(sx)dx
)2

+
( 1∫
0

ν2(x) sin(sx)dx
)2]
ds−

−
2k2 sin

απ
2

π

∞∫
0

sα−1
[( 1∫

0

ν2(x) cos(sx)dx
)2

+
( 1∫
0

ν2(x) sin(sx)dx
)2]
ds−

−
2k3 sin

(1−γ)π
2

π

∞∫
0

s−γ
[( 1∫

0

ν2(x) cos(sx)dx
)2

+
( 1∫
0

ν2(x) sin(sx)dx
)2]
ds ≥ 0. (18)

From (17) and (18), it follows that K = 0, and, consequently, according to (17)

1∫
0

[τ1(x)]
2dx = 0.
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Hence, by virtue of equalities τ1(0) = τ1(1) = 0, we obtain τ1(x) = 0 for all x ∈ I.
Thus, according to formula (10), makes it possible to assert that u(x, y) ≡ 0 in

domain �D+.

By virtue of the conjugation condition (6) τ2(x) ≡ τ1(x) and so τ2(x) ≡ 0 ∀x ∈ [0, 1],

and by virtue of (7), (9), (11) , also ν1(x) ≡ 0 ∀x ∈ [0, 1]. Then u(x, y) ≡ 0 in the

domain �D− as a solution to the modi�ed Cauchy problem with zero data, which proves

the uniqueness of the solution to the original problem. □

Existence of a solution to the problem

Theorem 2. Let conditions a > max{−α,β− 1}, γ > 1−β be satis�ed. Then the

solution to the problem exists.

Proof. Di�erentiate both sides of relation (16) with respect to x twice:

d2

dx2
τ2(x) = −k1

d2

dx2

(
I1−α−β0+ ν2

)
(x) − k2

d2

dx2

(
I1−α0+ ν2

)
(x) − k3

d2

dx2

(
Iγ0+ν2

)
(x)+

+
d2

d(x)2
g1(x),

or (assuming that τ1(x) = τ2(x) = τ(x), ν1(x) = ν2(x) = ν(x))(
D1+α+β
0+ ν

)
(x) − λ

(
D1+α
0+ ν

)
(x) − δ

(
D2−γ
0+ ν

)
(x) − µν(x) = g2(x), (19)

where λ = −k2
k1
, δ = −k3

k1
, µ = − Γ(1+γ)

k1
, g2(x) = 1

k1
g′′1(x). In the monograph [23], the

equation with fractional derivatives is considered(
Dα
0+y
)
(x) − λ

(
Dβ
0+y
)
(x) − δ

(
Dγ
0+y
)
(x) − µy(x) = f(x),

where x > 0, α > β > γ > 0, λ, µ, δ ∈ R, l−1 < α ≤ l, l ∈ R, and its solution is written
out in the following form

y(x) =

x∫
0

(x− t)α−1Gγ,β,α;λ(x− t)f(t)dt.

Here

Gγ,β,α;λ(z) =

∞∑
n=0

( ∑
i+v=n

)µiδv
i!v!

z(α−β)n+βi−(β−γ)v×

×1Ψ1

 (n+ 1, 1)(
(α− β)n+ βi+ α+ (β− γ)v, α− β

)∣∣∣λzα−β
 .

pΨq(z) =

∞∑
k=0

ckz
k, ck =

∏p
i=1 Γ(ai + αik)∏q
j=1 Γ(bj + βjk)

1

k!
, (k ∈ N0 = {0, 1, ...}),

z, ai, bj ∈ C, αi, βj ∈ R, i = 1, p, j = 1, q.
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For equation (19), this solution takes the following form

ν(x) =

x∫
0

(x− t)α+βG2−α,1+α,1+α+β;λ,(x− t)g2(t)dt,

G2−α,1+α,1+α+β;λ,(x− t) =

∞∑
n=0

( ∑
i+v=n

)µiδv
i!v!

(x− t)βn+(1+α)i−(α+γ−1)v×

×1Ψ1

[
(n+ 1, 1)

(βn+ (1+ α)i+ (1+ α+ β) + (α+ γ− 1)v, β)
|λ(x− t)β

]
.

This completes the proof of the existence of a solution to the original problem. □

Conclusion

The article investigated a nonlocal boundary value problem for a fractional di�usion

equation and a degenerate hyperbolic equation in an unbounded domain. The main

results obtained are new. We can use these results to investigate various boundary

value problems for di�erential equations with a partial fractional derivative.
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Аннотация. В работе рассматривается линейное обыкновенное дифференциальное уравнение с производной
дробного порядка, которое содержит оператор инволюции в подчиненном слагаемом. Рассматриваемое
уравнение является модельным и относится к классу дифференциальных уравнений, к необходимости
исследовать которые приводит изучение краевых задач для дифференциальных уравнений дробного
порядка, содержащих композицию лево- и правосторонних операторов дробного дифференцирования.
Последние возникают при моделировании различных физических и геофизических процессов, и, в частности,
имеет важное значение при описании диссипативных колебательных систем. Для рассматриваемого
уравнения исследуется начальная задача в единичном интервале. Основной результат работы – теорема
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of the paper is a theorem of existence and uniqueness of a solution to the problem under consideration.
Sufficient conditions that ensure unique solvability of the problem under consideration are formulated in
terms of constraints on the coefficient and the right-hand side of the equation under consideration. A
fundamental solution is constructed, its various representations are obtained, and its main properties are
studied. An explicit representation of the solution to the problem under consideration is found in terms of
the fundamental solution.

Key words: fractional equation, Cauchy problem, Riemann-Liouville derivative, involution,
fundamental solution.

Received: 01.11.2024; Revised: 08.11.2024; Accepted: 18.11.2024; First online: 20.11.2024

For citation. Eneeva L.M. Cauchy problem for fractional order equation with involution. Vestnik KRAUNC. Fiz.-mat.
nauki. 2024,48: 3, 43-55. EDN: RHKXQA. https://doi.org/10.26117/2079-6641-2024-48-3-43-55
Funding. The work was carried out within the framework of the state assignment of the IPMA KBSC RAS (reg. No.
122041800015-8).
Competing interests. There are no conflicts of interest regarding authorship and publication.
Contribution and Responsibility. Author is solely responsible for providing the final version of the article in print.
∗Correspondence: E-mail: eneeva72@list.ru
The content is published under the terms of the Creative Commons Attribution 4.0 International License
© Eneeva L. M., 2024
© Institute of Cosmophysical Research and Radio Wave Propagation, 2024 (original layout, design, compilation)

44

https://elibrary.ru/RHKXQA
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru


Задача Коши для уравнения дробного порядка с инволюцией . . . ISSN 2079-6641

Введение

Рассмотрим уравнение

Dα
0xu(x) − λu(1− x) = f(x), (1)

где f(x) — заданная функция; x ∈]0, 1[; Dα
0x — дробная производная порядка α

(0 < α < 1) в смысле Римана–Лиувилля с началом в точке x = 0 [1] (см.
определение ниже).

Дробное исчисление и дифференциальные уравнения дробного порядка,
как известно [1], занимают особое место в математическом моделировании
физических и геофизических процессов. При этом, как отмечено в [2], [3],
приходится рассматривать уравнения, содержащие композиции производных
дробного порядка с различными началами. В частности, такие уравнения
возникают при моделировании диссипативных колебательных систем (см. [4]– [21],
а также библиографию там). В работе [21] был предложен подход к решению
краевых задач для уравнений дробного порядка, содержащих композицию лево-
и правосторонних операторов дробного дифференцирования Римана-Лиувилля и
Капуто, возникающих при моделировании диссипативных колебательных систем,
основанный на редукции изучаемых задач к исследованию уравнений дробного
порядка с инволюцией.

В данной работе мы рассматриваем модельное дифференциальное уравнение
дробного порядка с инволюцией — уравнение (1). Для рассматриваемого уравнения
исследуется начальная задача. Мы указываем достаточные условия однозначной
разрешимости, находим фундаментальное решение, в терминах которого строим
представление решения исследуемой задачи.

Дробное дифференцирование и оператор инволюции

Левосторонний и правосторонний дробные интегралы Римана–Лиувилля
порядка µ > 0, с началами в точке x = 0 и x = 1 определяются, соответственно,
равенствами [1]

D−µ
0x u(x) =

1

Γ(µ)

∫ x
0

u(t)(x− t)µ−1dt, (2)

и

D−µ
1x u(x) =

1

Γ(µ)

∫ 1
x

u(t)(t− x)µ−1dt, (3)

Дробная производная Римана-Лиувилля порядка α, α ∈]0, 1[, с началом в точке
x = 0 задается формулой [1]

Dα
0xu(x) =

d

dx
Dα−1
0x u(x),

т.е.
Dα
0xu(x) =

1

Γ(1− α)

d

dx

∫ x
0

u(t)(x− t)−αdt.
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В дальнейшем, через Ix будем обозначать оператор инволюции, действующий
на произвольную функцию g(x), определенную на отрезке [0, 1], по правилу

Ixg(x) = g(1− x). (4)

Очевидно, что
I2xg(x) = Ix (Ixg(x)) = g(x).

Постановка задачи

Далее, как принято, AC[0, 1] обозначает пространство абсолютно непрерывных
на отрезке [0, 1] функций, а L[0, 1] — пространство суммируемых функций.

Определение. Регулярным решением уравнения (1) будем называть функцию
u = u(x) из класса

u(x) ∈ L[0, 1], Dα−1
0x u(x) ∈ AC[0, 1],

удовлетворяющую уравнению (1) для всех x ∈]0, 1[.
Будем рассматривать следующую задачу: найти регулярное решение

уравнения (1), удовлетворяющее условию

lim
x→0Dα−1

0x u(x) = u0. (5)

Вспомогательные утверждения

Рассмотрим оператор
Qα
x = D−α

0x Ix. (6)

Пусть g(x) ∈ L[0, 1]. В силу (2), (4) и (6) можем записать

Qα
x g(x) = D

−α
0x Ix g(x) =

1

Γ(α)

∫ x
0

g(1− t)(x− t)α−1dt =

=
1

Γ(α)

∫ 1
1−x

g(s)(s+ x− 1)α−1ds.

Отсюда, с учетом (3) и (4), следует равенство

Qα
x = IxD

−α
1x ,

а также представление

Qα
x g(x) =

∫ 1
0

q(x, s)g(s)ds, (7)

где

q(x, s) =
(s+ x− 1)α−1+

Γ(α)
.

Здесь и далее,

(z)+ =

{
z, z > 0,

0, z ≤ 0.
(8)
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Таким образом, Qα
x — интегральный оператор с симметричным ядром. Причем,

как легко заметить,
Qα
x (L[0, 1]) ⊂ L[0, 1]. (9)

Действительно, если g(x) ∈ L[0, 1], то, очевидно, h(x) = Ix g(x) ∈ L[0, 1]. Поэтому
Qx g(x) = D

−α
0x h(x) ∈ L[0, 1]. Отсюда следует (9).

Кроме того, ∫ 1
0

∫ 1
0

|q(x, s)|2 dxds <∞, если α >
1

2
.

То есть, Qα
x является оператором Гильберта — Шмидта в L2[0, 1] при α > 1/2.

Пусть a ∈ [0, 1]. Примем следующие обозначения

∥g∥(a,µ) = sup
[0,1]

|g(x)|

(|x− a|−µ + |x+ a− 1|−µ)

и
Mµ

a[0, 1] =
{
g(x) ∈ C ([0, 1] \ {a, 1− a}) : ∥g∥(a,µ) <∞}

. (10)

Лемма 1. Пусть a ∈ [0, 1] и g(x) ∈M1−α
a [0, 1]. Тогда

∥Qα
x g(x)∥(a,1−α) ≤ Cα∥g(x)∥(a,1−α), (11)

где
Cα =

1

Γ(α+ 1)
+
Γ(α)

Γ(2α)
.

Доказательство. В силу (7) имеем

∥Qα
x g(x)∥(a,1−α) ≤

∥g(x)∥(a,1−α)
Γ(α)

∫ 1
1−x

(s+ x− 1)α−1
(
|s− a|α−1 + |s+ a− 1|α−1

)
ds.

Оценим далее величины

J1 =

∫ 1
1−x

(s+ x− 1)α−1|s− a|α−1 ds

и

J2 =

∫ 1
1−x

(s+ x− 1)α−1|s+ a− 1|α−1 ds. (12)

Для J1 получаем

J1 =

∫max(a,1−x)
1−x

(s+ x− 1)α−1(a− s)α−1 ds+

+

∫ 1
max(a,1−x)

(s+ x− 1)α−1(s− a)α−1 ds = J11 + J12. (13)

Если a + x − 1 ≤ 0, то, очевидно, J11 = 0. Рассмотрим случай, когда a + x − 1 > 0.
В этом случае получаем

J11 =

∫a+x−1
0

sα−1(a+ x− 1− s)α−1 ds = (a+ x− 1)2α−1
∫ 1
0

sα−1(1− s)α−1 ds.
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Таким образом, с учетом обозначения (8) получаем

J11 =
Γ 2(α)

Γ(2α)
(a+ x− 1)2α−1+ (14)

Оценим теперь J12. Примем обозначения ξ = max(a, 1 − x) и η = min(a, 1 − x).
Очевидно, что ξ ≥ η и ξ, η ∈ [0, 1]. С учетом этого получаем

J12 =

∫ 1
max(a,1−x)

(s+ x− 1)α−1(s− a)α−1 ds =

∫ 1
ξ

(s− ξ)α−1(s− η)α−1 ds =

=

∫ 1−ξ
0

sα−1(s+ ξ− η)α−1 ds = (ξ− η)2α−1
∫ 1−ξ

ξ−η

0

sα−1(s+ 1)α−1 ds ≤

≤ (ξ− η)2α−1
∫ 1−ξ

ξ−η

0

sα−1 ds =
1

α
(ξ− η)α−1(1− ξ)α.

Отсюда получаем, что

J12 ≤
1

α
|x+ a− 1|α−1. (15)

Подставляя (14) и (15) в (13) получаем

J1 ≤
(
1

α
+
Γ 2(α)

Γ(2α)

)
|x+ a− 1|α−1. (16)

Заменяя в (12) a на 1− a, получаем

J2 ≤
(
1

α
+
Γ 2(α)

Γ(2α)

)
|x− a|α−1.

Отсюда, учитывая (16) и равенство

1

Γ(α)

(
1

α
+
Γ 2(α)

Γ(2α)

)
=

1

Γ(α+ 1)
+
Γ(α)

Γ(2α)
,

приходим к (11). □

Фундаментальное решение

Рассмотрим функцию Fα,λ(x, t), которая определяется как решение
интегрального уравнения

Fα,λ(x, t) = λQ
α
x Fα,λ(x, t) + q0(x, t), (0 < x, t < 1), (17)

где

q0(x, t) =
(x− t)α−1+

Γ(α)
.

Определение. Множество всех λ ∈ C для которых однородное уравнение

g(x) = λQα
x g(x), (0 < x < 1),
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не имеет в пространстве M1−α
t [0, 1] для всех t ∈ [0, 1] решений, отличных от

тривиального, обозначим через Sα.
Лемма 2. Пусть

|λ| <

(
1

Γ(α+ 1)
+
Γ(α)

Γ(2α)

)−1

. (18)

Тогда λ ∈ Sα, и уравнение (17) имеет решение, и притом единственное. Это
решение может быть представлено в виде

Fα,λ(x, t) =

∞∑
n=0

λn (Qα
x )
n
q0(x, t). (19)

Доказательство. Как нетрудно заметить, ряд в (19) является рядом
Неймана, получаемым при решении уравнения (17) методом последовательных
приближений. Из сходимости этого ряда и будет следовать утверждение леммы.

Принимая во внимание определение (10), имеем q0(x, t) ∈M1−α
t [0, 1] для любого

фиксированного t ∈ [0, 1]. Отсюда, с учетом (11), следует, что

∥ (Qα
x )
n
q0(x, t)∥(t,1−α) ≤ Cnα∥q0(x, t)∥(t,1−α).

В силу (11), это означает, что ряд в (19), сходится в пространстве
M1−α

t [0, 1] равномерно относительно λ из любого компактного множества чисел,
удовлетворяющих (18). □

Замечание. Принимая во внимание (6), нетрудно заметить, что для λ,
удовлетворяющих (18), фукнкция Fα,λ может быть представлена в виде

Fα,λ(x, t) =

∞∑
n=0

λnqn(x, t),

где функции qn(x, t) задаются равенствами

qn(x, t) = D
−α
0x Ix qn−1(x, t), n ∈ N.

или, что в силу (7) то же самое,

qn(x, t) =
1

Γ(α)

∫ 1
0

(s+ x− 1)α−1+ qn−1(x, s)ds.

Замечание. Как отмечено выше (см. (9)), Qα
x является интегральным

оператором с симметричным ядром, действующим в L[0, 1], и при α > 1/2 является
оператором Гильберта — Шмидта в L2[0, 1]. Это означает, что по крайней мере
при α > 1/2 интегральное уравнение (17) однозначно разрешимо для всех λ, за
исключением не более чем счетного числа действительных значений.

Лемма 3. Пусть λ ∈ Sα и функция G(x) представима в виде

G(x) =

∫ 1
0

g(s)q0(x, s)ds,
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где g(x) ∈M1−α
a [0, 1], a ∈ [0, 1]. Тогда интегральное уравнение

v(x) − λQα
x v(x) = G(x) (20)

имеет единственное решение. Это решение имеет вид

v(x) =

∫ 1
0

Fα,λ(x, t)g(t)dt. (21)

Доказательство. Тот факт, что уравнение (20) имеет и притом единственное
решение следует из определения множества Sα. Для доказательства леммы
остается показать, что функция (21) является его решением. Действительно, в
силу (17), имеем

λQα
x v(x) = λ

∫ 1
0

g(t)Qα
x Fα,λ(x, t)dt =

∫ 1
0

[Fα,λ(x, t) − q0(x, t)]g(t)dt = v(x) −G(x).

Отсюда следует, что (21) является решением (20). □
Лемма 4. Пусть λ ∈ Sα. Для функции Fα,λ(x, t) имеют место равенства

Dα
0xFα,λ(x, t) − λFα,λ(1− x, t) = 0 (0 < x < 1, 0 ≤ t ≤ 1, x ̸= t) (22)

и

lim
x→0Dα−1

0x Fα,λ(x, t) =

{
0, если t > 0,

1, если t = 0.
(23)

Доказательство. Подействуем на обе части уравнения (17) оператором Dα−1
0x ,

учитывая (6) и равенство

Dα−1
0x q0(x, t) = H(x− t),

где H(z) — функция Хевисайда, получаем

Dα−1
0x Fα,λ(x, t) = λD

−1
0x Ix Fα,λ(x, t) +H(x− t). (24)

Устремляя x к нулю получаем (23). Дифференцируя (24) приходим к (22). □

Представление решения

Пусть u(x) — регулярное решение задачи (1), (5), f(x) ∈M1−α
a [0, 1], a ∈ [0, 1], и

пусть λ ∈ Sα. Применяя к обеим частям (1) оператор D−α
0x , принимая во внимание

законы композиции для операторов дробного интегро-дифференцирования [1],
начальное условие (5) и определение (6), получим

u(x) − λQα
x u(x) = D

−α
0x f(x) + u0

xα−1

Γ(α)
. (25)

В силу линейности (25) функцию u(x) суммы u1(x) + u2(x), где

u1(x) − λQ
α
x u1(x) = D

−α
0x f(x) (26)
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и

u2(x) − λQ
α
x u2(x) = u0

xα−1

Γ(α)
.

Заметив, что

D−α
0x f(x) =

∫ 1
0

q0(x, s) f(s)ds,

получаем, что в силу доказанного выше (см. лемму 3), решение уравнения (26)
имеет вид

u1(x) =

∫ 1
0

Fα,λ(x, s) f(s)ds.

Далее, учитывая, что
xα−1

Γ(α)
= q0(x, 0),

получаем

u2(x) = u0 Fα,λ(x, 0).

Таким образом, мы приходим к следующему утверждению.

Теорема. Пусть λ ∈ Sα, f(x) ∈ M1−α
a [0, 1], a ∈ [0, 1]. Существует

единственное регулярное решение задачи (1), (5), и оно представимо в виде

u(x) = u0 Fα,λ(x, 0) +

∫ 1
0

Fα,λ(x, s) f(s)ds. (27)

Доказательство. Из приведенных ранее рассуждений следует, что если u(x) —
регулярное решение задачи (1), (5), и выполнены условия теоремы, то u(x) имеет
вид (27). Отсюда, в частности, следует единственность решения рассматриваемой
задачи. Для завершения доказательства теоремы остается показать, что функция
u(x), заданная формулой (27) действительно является решением задачи (1), (5).

В силу (23) имеем

lim
x→0Dα−1

0x u(x) = u0 lim
x→0Dα−1

0x Fα,λ(x, 0) + lim
x→0

∫ 1
0

Dα−1
0x Fα,λ(x, s) f(s)ds = u0.

Далее, с учетом (24) получаем

Dα
0xu(x) = u0D

α
0xFα,λ(x, 0) +

d

dx

∫ 1
0

[
λD−1

0x Ix Fα,λ(x, s) +H(x− s)
]
f(s)ds =

= λu0 Fα,λ(1− x, 0) + λ

∫ 1
0

Fα,λ(1− x, s) f(s)ds+ f(x) = λu(1− x) + f(x).

Это завершает доказательство теоремы. □
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Заключение

В работе доказана теорема существования и единственности решения задачи
Коши для обыкновенного уравнения дробного порядка с инволюцией. Доказана
теорема существования и единственности решения, в которой сформулированы
достаточные условия, обеспечивающие однозначную разрешимость исследуемой
задачи. Построено фундаментальное решение, изучены его основные свойства.
В терминах фундаментального решения найдено явное представление решения
исследуемой задачи.
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Математическое моделирование автоколебаний нейрона в
клеточной мембране с использованием дробной модели

ФитцХью-Нагумо с функцией интенсивности раздражителя
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Аннотация. В статье проводится исследование процесса временного распространения нервного
импульса в клеточной мембране. Для этой цели была предложена новая математическая модель,
основанная на дробном осцилляторе ФитцХью-Нагумо с функцией интенсивности раздражителя.
Особенность дробного осциллятора является, то, что модельное уравнение содержит производные
дробных переменных порядков типа Герасимова-Капуто. Предложенная математическая модель
представляет собой задачу Коши. В силу нелинейности модельного уравнения решение задачи
Коши искалось с помощью численного метода нелокальной явной конечно-разностной схемы первого
порядка точности. Численный метод был реализован на языке Maple 2022. С помощью численного
алгоритма была проведена визуализация результатов моделирования, построены осциллограммы
и фазовые траектории при различных значениях параметров модели. Показано, что решение
новой математической модели может обладать релаксационными колебаниям. Кроме того, приведен
пример, в котором предельный цикл является устойчивым. Также показано, что предложенный
дробный осциллятор ФитцХью-Нагумо с функцией интенсивности раздражителя обладает богатой
динамикой: различные регулярные и хаотические режимы.

Ключевые слова: модель, осциллятор ФитцХью-Нагумо, производная дробного переменного
порядка, нелокальная конечно-разностная схема, осциллограммы, фазовые траектории

Получение: 15.10.2024; Исправление: 02.11.2024; Принятие: 15.11.2024; Публикация онлайн: 20.11.2024

Для цитирования. Алимова Н. Б. Математическое моделирование автоколебаний нейрона в клеточной
мембране с использованием дробной модели ФитцХью-Нагумо с функцией интенсивности раздражителя //
Вестник КРАУНЦ. Физ.-мат. науки. 2024. Т. 48. № 3. C. 56-69. EDN: RBCKMK. https://doi.org/10.26117/2079-
6641-2024-48-3-56-69.
Финансирование. Научное исследование проведено без финансовой поддержки фондов.
Конкурирующие интересы. Конфликтов интересов в отношении авторства и публикации нет.
Авторский вклад и ответственность. Автор несет ответственность за предоставление окончательной версии
статьи в печать.
∗Корреспонденция: E-mail: alimova_nazira85@mail.ru
Контент публикуется на условиях Creative Commons Attribution 4.0 International License
© Алимова Н.Б., 2024
© ИКИР ДВО РАН, 2024 (оригинал-макет, дизайн, составление)

56

https://elibrary.ru/RBCKMK
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru


Vestnik КRAUNC. Fiz.-Mat. nauki. 2024. vol. 48. no. 3. P. 56 - 69. ISSN 2079-6641

MATHEMATICAL MODELING

https://doi.org/10.26117/2079-6641-2024-48-3-56-69

Research Article

Full text in Russian

MSC 34A08, 34A34

Mathematical Modeling of the Neuron Autocoling in the Cell
Membrane Using the Fractional Model of FitzHugh-Nagumo

with the Function of Irritant Intensity

N.B. Alimova∗

Tashkent State Financial University, 100000, Republic of Uzbekistan, Tashkent,
Amir Temura Avenue, 60A

Abstract. The article studies the process of temporary propagation of a nerve impulse in a cell membrane.
For this purpose, a new mathematical model based on the fractional FitzHugh-Nagumo oscillator with a
stimulus intensity function was proposed. A feature of the fractional oscillator is that the model equation
contains derivatives of fractional variables of the Gerasimov-Caputo type. The proposed mathematical
model is a Cauchy problem. Due to the nonlinearity of the model equation, the solution to the Cauchy
problem was sought using a numerical method of a nonlocal explicit finite-difference scheme of the first
order of accuracy. The numerical method was implemented in the Maple 2022 language. Using a numerical
algorithm, the simulation results were visualized, oscillograms and phase trajectories were constructed for
various values of the model parameters. It is shown that the solution to the new mathematical model can
have relaxation oscillations. In addition, an example is given in which the limit cycle is stable. It is also
shown that the proposed FitzHugh-Nagumo fractional oscillator with stimulus intensity function has rich
dynamics: various regular and chaotic modes.
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Введение

В работах 60-ых годов Р. ФитцХью [1] и Дж. Нагумо [2] была
предложена математическая модель (осциллятор ФитцХью-Нагумо) для описания
возбуждения нервного импульса в мембране. Модель описывает быструю
и медленную динамику двух переменных — "возбуждающей" переменной,
характеризующей мембранный потенциал в биологической возбудимой ткани и
"восстанавливающей" переменной, отвечающей за ток восстановления. Модель
являлась упрощенной версией ранее известной модели Ходжкина-Хаскли [3]и
широко используются в нейробиологии для описания активации и деактивации
нейронов.

Необходимо отметить, что существует модели ФитцХью-Нагумо [2],
которые учитывают пространственное распространение возбуждения нейронов
(диффузионная модель), что позволяет изучать пространственно-временные
паттерны в нейронных системах. Такие модели описываются уравнениями в
частных производных диффузионного типа [4].

В настоящей работе мы будем изучать модель ФитцХью-Нагумо,
которая описывает возбуждение нейрона в биологических тканях с учетом
наследственности. Наследственность — это свойство динамической системы
помнить о оказанном на нее воздействии. Это воздействие проявляется не
мгновенно, а с течением некоторого времени. С точки зрения математики
такие системы с наследственностью можно описать с помощью интегро-
дифференциальных уравнений с разностными ядрами — функциями памяти [5].

В случае, если функции памяти являются степенными, то мы можем перейти к
понятию дробной производной и соответственно к дробным дифференциальным
уравнениям [6]. Математические модели, которые описываются с помощью
дробных дифференциальных уравнений будем называть дробными моделями.

Одни из первых работ по исследованию дробной модели ФитцХью-Нагумо были
проведены в статьях [7–9]. В этих работах была построена дробная математическая
модель ФитцХью-Нагумо в терминах дробной производной Герасимова-Капуто
[10, 11] постоянного порядка. Далее с помощью численных методов были
исследованы количественные и качественные свойства решения предложенной
модели, получены различные динамические режимы, показано, что предельный
цикл не всегда является устойчивым.

Настоящая работа является продолжением исследований дробного осциллятора
ФитцХью-Нагумо и его обобщения. Обобщение ранее предложенной дробной
модели ФитцХью-Нагумо заключается в учете зависимости порядков дробных
производных от времени, а также в учете зависимости интенсивности
раздражителя от времени.

Целью работы является исследование осциллограмм и фазовых траекторий,
построенных при различных значениях параметров модели для установления
релаксационных колебаний и проверке их устойчивости с помощью компьютерного
моделирования.
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Постановка задачи и методика решения

Рассмотрим следующую задачу:

∂
α(t)
0t x (t) − c

(
x2 (t) + p

)
∂
β(t)
0t x (t) + qx (t) + gx

3 (t) − a− bz (t) = 0,

x (0) = k1, _x (0) = k2,
(1)

где p =
b

c2
− 1, q = 1 − b, g = b/3, здесь a, b, c — константы, удовлетворяющие

условиям 1 − 2b/3 < a < 1, 0 < b < 1, b < c2, x (t) ∈ C2 [0, T ] — мембранный
потенциал, z (t) ∈ C [0, T ] — функция, которая отвечает за интенсивность
раздражителя, t ∈ [0, T ] — время рассматриваемого процесса, T > 0 — время
моделирования, k1, k2 — константы, которые определяют начальные условия,
операторы дробных производных имеют вид:

∂
α(t)
0t x(t) =

1

Γ(2− α (t))

t∫
0

�x(τ)dτ

(t− τ)α(t)−1
, ∂
β(t)
0t x(t) =

1

Γ(1− β (t))

t∫
0

_x(τ)dτ

(t− τ)β(t)
,

понимаются в смысле Герасимова-Капуто, переменные порядки которых
1 < α (t) < 2, 0 < β (t) < 1 являются функциями из класса C [0, T ], Γ (·) — гамма-
функция.

Замечание 1. Отметим, что в случае когда α (t) , β (t) , z (t) являются
константами мы приходим к результатам работ [7–9].

Замечание 2. В случае, когда α (t) = β (t) = 1 и z (t) является константой, то
мы переходим к классической модели ФитцХью-Нагумо [1,2]

Замечание 3. Производные дробного переменного порядка можно изучить в
обзорной статье [12].

Дробная математическая модель ФитцХью-Нагумо (1) является объектом
нашего исследования. В силу того, что модельное уравнение (1) является
нелинейным, то для получения решения нам нужно привлечь численные методы.

В качестве численного метода возьмем нелокальную явную конечно-
разностную схему первого порядка точности. Схема является условно устойчивой,
а более детальное исследование этого вопроса можно посмотреть в статье [13].
На равномерной сетке с числом узлов N и шагом дискретизации τ = T/N введем
следующую схему (xk, αk, βk, zk — сеточные функции):

x1 = k1 + τk2, k = 0,

x2 =
1

A1 + cB1(x21 + p)
(a+ bz1 + (2A1 + cB1(x

2
1 + p) − q)x1 − x

3
1g−A1x0), k = 1,

xk+1 =
1

Ak + cBk(x2k + p)

(
a+ bzk + (2Ak + cBk(x

2
k + p) − q)xk − x

3
kg−Akxk−1

−Bkc(x
2
k + p)

∑k−1
j=1 ((j+ 1)

1−βk − j1−βk)(xk−j+1 − xk−j)

−Ak
∑k−1

j=1 ((j+ 1)
2−αk − j2−αk)(xk−j+1 − 2xk−j + xk−j−1)

)
,

(2)
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Ak =
ταk

Γ (3− αk)
, Bk =

τβk

Γ (2− βk)
, Γ (·) − гамма-функция, k = 2, . . . ,N− 1.

Результаты моделирования

Численный алгоритм (2) был реализован в компьютерной программе Maple
2022. Рассмотрим некоторые примеры.

Для дробной модели ФитцХью-Нагумо (1) вид функций был задан следующим
образом:

α (t) = α0 −M1

t

T
, β (t) = β0 −M2

t

T
, z (t) = ϕ sin (ωt) . (3)

Для параметров функций (3) были выбраны следующие значения: α0 = 2,
β0 = 1,M1 = 0.01,M2 = 0.08, ϕ = 1,ω = 1.

Значения остальных параметров выберем согласно работе : c = 3, a = 0.7,
b = 0.8, k1 = 0.2, k2 = 0.3, t ∈ [0, 100].

Для расчета по алгоритму (2) количество узлов расчетной сетки N = 3000,
τ = 1/30. На рис. 1-3 приведены расчетные осциллограммы и фазовые траектории
при различных значениях ϕ и ω.

a

b

c

Рис. 1. Осциллограммы a) и b), фазовая траектория с) для ϕ = ω = 1.
[Figure 1. Oscillograms a) and b), phase trajectory c) for ϕ = ω = 1.]

60



Математическое моделирование автоколебаний нейрона . . . ISSN 2079-6641

На рис.1 отчетливо видно наличие нескольких колебательных режимов.
На фазовой траектории рис.1с, что существует точка равновесия (устойчивый
фокус), фазовая траектория сначала закручивается по часовой стрелке, а далее
с некоторого момента времени происходит движение в обратную сторону и
траектория выходит на предельный цикл.

a

b

c

Рис. 2. Осциллограммы a) и b), фазовая траектория с) для ϕ = 1.5, ω = 1.
[Figure 2. Oscillograms a) and b), phase trajectory c) for ϕ = 1.5, ω = 1.]

Далее при увеличении значения параметра ϕ мы отчетливее видим два
колебательных режима как на осциллограммах (рис.2a,b), так и на фазовой
траектории (рис.2с). Здесь наблюдается такая же динамика как и на рис.1. Однако
число закручивающихся витков меньше и выход на предельный цикл происходит
медленнее.
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Отметим, что осциллограмма на рис. 2b очень напоминает сигнал
искусственного ЭКГ, полученный по модели МакШерри [14], а это может
указывать на большой потенциал в применении предложенной модели.

Увеличим еще раз значение параметра ϕ (рис.3), остальные параметры оставим
без изменения.

a

b

c

Рис. 3. Осциллограммы a) и b), фазовая траектория с) для ϕ = 2, ω = 1.
[Figure 3. Oscillograms a) and b), phase trajectory c) for ϕ = 2, ω = 1.]

На рис.3с мы видим, что число закручивающихся витков уменьшилось, а
траектория выходит на предельный цикл. Исходя из выше сказанного значения
параметра ϕ влияет на затухающий режим и при его достаточно больших
значениях может привести к его исчезновению (рис.4).
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Действительно на рис.4 при значении параметра ϕ = 2.5 на фазовой
траектории (рис.4с) вы видим, что затухающий режим исчез и остаются только
релаксационные колебания (предельный цикл).

a

b

c

Рис. 4. Осциллограммы a) и b), фазовая траектория с) для ϕ = 2.5, ω = 1.
[Figure 4. Oscillograms a) and b), phase trajectory c) for ϕ = 2.5, ω = 1.]

Отметим, что на рис.1с-4с фазовая траектория рано или поздно выходит на
один и тот же предельный цикл. Поэтому естественным образом здесь возникает
вопрос является предельный цикл устойчивым?

Прежде, чем ответить на этот вопрос необходимо отметить, что в случае,
когда производные целочисленные, то по критерию Бендиксона можно установить
устойчивость предельного цикла [15]. Однако в общем случае, когда в модельном
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уравнении производные дробные, то критерий Бендиксона не работает. Нужен
его аналог. В работе мы экспериментально покажем с помощью компьютерного
моделирования, что предельный цикл может быть устойчивым.

Об устойчивости предельного цикла

Устойчивый предельный цикл — это замкнутая траектория в фазовом
пространстве динамической системы, обладающая следующими свойствами:

1. Периодичность: система совершает повторяющиеся колебания с постоянным
периодом.

2. Притяжение: близлежащие траектории со временем приближаются к этому
циклу.

3. Устойчивость: малые возмущения не выводят систему из этого режима
колебаний надолго. После возмущения система возвращается к тому же циклу.

Первое свойство очевидно выполняется (рис.4).
Покажем, что может выполнятся второе свойство. Для этого построим фазовую

траекторию при других начальных значениях k1 = 0.2, k2 = 5, значения остальных
параметров оставим без изменения, как на рис.4. Обратим внимание, что точка
(0.2,5) лежит вне предельного цикла.

Рис. 5. Фазовая траектория: черная кривая — фазовая траектория из рис.4;
красная кривая — фазовая траектория для k1 = 0.2, k2 = 5.

[Figure 5. Phase trajectory: black curve — phase trajectory from Fig. 4; red curve —
phase trajectory for k1 = 0.2, k2 = 5.]
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Из рис. 5 видно, что второе свойство выполняется – две фазовые траектории
с различными начальными точками притягиваются к одному и тому же
предельному циклу. Оно указывает на то, что существует единственный
устойчивый предельный цикл.

Проверим третье свойство. Для этого возмутим, начальные условия:
k1 = 0.2+ ϵ, k2 = 0.3+ ϵ, где ϵ — малая величина.

Рис. 6. Фазовая траектория: черная кривая — фазовая траектория из рис.4;
красная кривая — фазовая траектория для возмущенных данных
k1 = 0.2002, k2 = 0.3002.

[Figure 6. Phase trajectory: black curve — phase trajectory from Fig.4; red curve —
phase trajectory for disturbed data k1 = 0.2002, k2 = 0.3002.]

Последний пример на рис.6 показывает, что предельный цикл может быть
устойчивым.

Необходимо также отметить, что наличие дробной производной в
инерциальном члене, как показали работы [16, 17], для динамических систем
не автоколебательного типа приводят к диссипации и затуханию. Однако как
показали примеры выше для дробных динамических систем автоколебательного
типа может сохранятся релаксационные колебания. Это очень важно для решения
прикладных задач.
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Заключение

В работе предложена новая математическая модель ФитцХью-Нагумо, которая
обощает ранее известные модели. Далее проведен численный анализ модели,
построены осциллограммы и фазовые траектории при различных значениях
параметров модели. Показано с помощью компьютерного моделирования, что
существует возможность наличия единственного устойчивого предельного цикла.
Здесь нужно отметить, что для более подробного анализа необходимо разработать
аналог теоремы Бендиксона о существовании единственного устойчивого
предельного цикла.

Дальнейшее развитие дробного осциллятора ФитцХью-Нагумо — исследования
хаотических и регулярных режимов [18, 19], построение карт динамических
режимов, исследование других функциональных зависимостей в модельном
уравнении (1).
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Аннотация. Работа посвящена классу стохастических двумодовых эредитарных
моделей космического динамо. Модели включают в себя два генератора
магнитного поля — крупномасштабный и турбулентный (α-эффект). Влияние
магнитного поля на движения среды представлено через подавление
α-эффекта функционалом от компонент поля, что вводит в модель память (эредитарность).
Модель описывает динамику только крупномасштабных компонент, однако учитывает возможное
воздействие мелкомасштабных мод с помощью стохастического члена. Это член моделирует влияние
возможной спонтанной синхронизации мелкомасштабных мод. Так же в работе представлена
численная схема для решения интегро-дифференциальных уравнений модели. Численная схема
состоит из двух частей: для дифференциальной части используется метод «предиктор-корректор»
Адамса четвертого порядка, а для интегральной части — метод Симпсона. Основным результатом
работы является обобщенная модель динамо-системы, с аддитивным добавлением случайной
поправка в α-генератор. Учет такой поправки существенно разнообразит динамические режимы в
модели.
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Abstract. The paper is devoted to a class of stochastic two-mode hereditary models of the cosmic dynamo.
The models include two magnetic field generators — large-scale and turbulent (α-effect). The influence of
the magnetic field on the motion of the medium is presented through the suppression of the α-effect by
a functional of the field components, which introduces memory (hereditary) into the model. The model
describes the dynamics of only large-scale components, but takes into account the possible impact of small-
scale modes using a stochastic term. This term models the influence of possible spontaneous synchronization
of small-scale modes. The paper also presents a numerical scheme for solving the integro-differential
equations of the model. The numerical scheme consists of two parts, for the differential part the Adams
«predictor-corrector» method of the fourth order is used, and for the integral part the Simpson method.The
main result of the work is a generalized model of a dynamo system, with an additive addition of a random
correction to the α-generator. Taking into account such a correction significantly diversifies the dynamic
modes in the model.
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Введение

Теория гидромагнитного динамо успешно описывает существование
крупномасштабных магнитных полей космических объектов (планет, звезд и
галактик) [1, 2]. В простейшей форме этот механизм для космических динамо-
систем представляет собой взаимную генерацию тороидальной и полоидальной
компонент поля друг из друга с помощью крупномасштабных движений
проводящей среды и мелкомасштабных турбулентных пульсаций [1, 3]. Работа
динамо-системы носит самосогласованный характер с обратной связью.

Одним из направлений работ по динамо-системам является учет в моделях
памяти (эредитарности). Обычно эта обратная связь считается мгновенной во
времени и локальной в пространстве. Однако правильное описание турбулентного
переноса включает свертку интегральных ядер со средним полем [4]. В работе [5]
показано, что эффект памяти также сильно влияет на действие динамо.

Прямое численное моделирование для уравнений динамо требует очень
больших вычислительных ресурсов. Для воспроизведения в моделях реализаций
поля, сравнимых по длительности со временем существования космических
объектов, приходится ограничиваться маломодовыми приближениями. Предельно
возможное усечение числа мод приводит к двумодовыми моделям. Даже при таком
сильном пространственном усечении в моделях с памятью удается воспроизводить
динамические режимы, подобные реальным, включая такие свойства, как
фрактальность шкалы полярности магнитного поля и степенное распределение
времени ожидания инверсии.

Авторами разработана двумодовая эредитарная модель динамо в виде
следующей интегро-дифференциальной системы [6–8], в безразмерных
переменных:

dx

dt
= −ηx+ y

[
η− ps2

∫ t
0

K(t− τ)Q(x(τ), y(τ))dτ

]
,

dy

dt
= −y+ x

[
D−

∫ T
0

K(t− τ)Q(x(τ), y(τ))dτ

]
.

(1)

Здесь x(t) и y(t) представляют собой амплитуды тороидальной и
полоидальной компонент поля, положительные коэффициенты η, s, p,D являются
управляющими параметрами модели. При p = 0 получим αω-динамо, при p ̸= 0

получим α2ω.
Физический смысл интегрального члена – это память в обратной связи

динамо-системы, когда подавление генерации магнитного поля обеспечивается
взвешенной по прошлым состояниям функцией Q(x, y) от компонент поля.
В реальной физической динамо-системе обратная связь обеспечивается силой
Лоренца, которая квадратична по полю. Поэтому функция Q(x, y) будем считать
некоторой квадратичной формой своих аргументов, т.е. Q(x, y) = Ax2+2Cxy+Ay2,
гдеA, – некоторые постоянные коэффициенты, не равные нулю одновременно. При
A = 0 подавление генератора спиральностью поля, при = 0 подавление генератора
энергией поля.
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Доказательство существования и единственности решения системы (1) при
произвольных начальных условиях приведено в работе [8].

В работе будем использовать компактную форму записи системы (1), которая
имеет вид:

dx

dt
=
(
η− ps2z

)
y− ηx,

dy

dt
= (D− z)x− y,

z =

∫ t
0

K(t− τ)Q(x(τ), y(τ))dτ.

(2)

Как показано в работе [9], интегральный член в системе (2) для одного
класса ядер K(t − τ) с экспоненциальной асимптотикой можно устранить, введя
дополнительные фазовые переменные. Система (2) при этом заменяется на
систему дифференциальных уравнений с некоторыми начальными условиями
на дополнительные переменные. Примером такого ядра может быть функция
K (t) = e−bt. В этом случае интегральное равенство в (2) заменится равносильным

соотношением
dz

dt
= Q(x, y) − bz, z(0) = 0. Тогда при значении p = 0 и функции

Q(x, y) = xy получим классическую систему Лоренца [10]. Её динамические

режимы при η = 10, b =
8

3
прекрасно известны.

Стохастическая двумодовая модель

Использование маломодовых приближений всегда предполагает, что общий
эффект от отброшенных мелкомасштабных мод равен нулю. Однако в
действительности эти моды могут самопроизвольно синхронизироваться и их
влиянием уже нельзя пренебречь. Образование таких когерентных структур
хорошо известно в теории турбулентности. Эти структуры спонтанно возникают и
спонтанно разрушаются [11].

Введем в систему 2 стохастический член ξ(t), который описывает
случайное влияние когерентных структур, которые спонтанно образуются
мелкомасштабными пульсациями скорости и магнитного поля, на интенсивность
α-эффекта. В зависимости от амплитуды каждой такой структуры, влияние
может усиливаются или ослабевать. Введем этот член в систему, как аддитивную
поправку для z(t), в результате получим:

dx

dt
=
(
η− ps2 (z+ ξ1)

)
y− ηx,

dy

dt
= (D− z− ξ2) x− y,

z =

∫ t
0

K(t− τ)Q(x(τ), y(τ))dτ,

(3)
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здесь ξ1 и ξ2 импульсные случайные процессы, описывающие влияние
синхронизировавшихся мод на генерацию α-эффектом тороидальной и
полоидальной компонент.

Опишем модельную структуру этих процессов [12]. Предполагается, что k-я
структура спонтанно образуется в случайный момент ϕk и существует случайное
время θk. Мы пренебрегаем возможностью одновременного существования двух
и более структур. Следовательно, мы имеем стохастическую возрастающую
последовательность моментов времени:

0 < ϕ1 < θ1 < ϕ2 < θ2 < · · · < ϕk < θk < . . . (4)

Тогда τWk = ϕk − θk−1 - случайное время ожидания формирования k-ой
структуры, а τEk = θk − ϕk случайное время ее существования. Синхронизация
мод происходит довольно редко и существуют они недолго. Поэтому мы будем
предполагать, что переменные τWk имеют степенное распределение с некоторым
медианным значением Tw:

τWk = cTw

(
R

1
1−α − 1

)
, (5)

где c =
(
2

1
α−1 − 1

)−1
. А переменные τEk имеют показательной распределение с

медианным значением TE:

τEk = −
TE

ln 2
lnR. (6)

Параметры Tw и TE имеют смысл характерных времен ожидания и существования
структур.

Пусть случайные величины ξ1k и ξ2k описывают интенсивность влияния
k-ой структуры на генерацию тороидальной и полоидальной компонент.
Эти интенсивности предполагаются одинаково распределенными гауссовскими
случайными величинами N(0, σ2).

Все случайные величины τWk , τEk, ξ1k и ξ2k предполагаются независимыми между
собой и при различных k.

Теперь определим процессы ξi(t) следующим образом:

ξi (t) =

∞∑
k=1

ξik [H (t− τk) −H (t− θk)] , i = 1, 2, (7)

где H(·) – ступенчатая функция Хевисайда.
Один из возможных примеров реализации такого случайного процесса со

значениями Tw = 1 и TE = 1 представлена на рис. 1.
Реальные динамо-системы демонстрируют большое разнообразие

динамических режимов: стационарные, осциллирующие, хаотические, всплески
генерации (dynamo bursts). Однако, в двумодовых моделях типа (2) при
фиксированных значениях управляющих параметров проблематично получать
смены режимов. Но процессы ξi в стохастическом варианте двумодовой модели
(3) являются случайными возмущениями двух из этих параметров.
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Рис. 1. Пример случайного процесса ξ(t).
Figure 1. Example of a random process ξ(t).

Поэтому, если выбрать значения параметров модели вблизи критических
(соответствующих смене режимов), то в модели можно воспроизводить
разнообразие динамики, присущее реальным динамо-системам.

Численный метод

Для численного исследования модели (2) необходимо совмещение разностных
схем для дифференциальной части и квадратурной формы для интегральной
части.

В качестве разностной схемы для дифференциальной части мы будем
использовать схему «предиктор–корректор» на основе явной и неявной схем
Адамса 4 порядка [13–15]:

xp = xn +
h

24
[55f(xn, zn) − 59f(xn−1, zn−1) + 37f(xn−2, zn−2) − 9f(xn−3, zn−3)] ,

xn+1 = xn +
h

24
[9f(xp, zp) + 19f(xn, zn) − 5f(xn−1, zn−1) + 1f(xn−2, zn−2)]

В качестве квадратурной формулы для интегрального члена используем
формулу Симпсона [16], которую представим в виде:

zn+1 = L+
h

3
K0Q(xn+1), (8)

где L в случае четного n:

L =
h

3
KnQ(x1) +

h

6

(
Kn+1Q(x0) + KnQ(x1) + 4Kn+ 1

2
Q(x 1

2

)
)
+

+
4h

3

n/2∑
i=1

Kn+1−2iQ(x2i) +
2h

3

n/2−1∑
i=1

Kn+1−(2i+1)Q(x2i+1),

(9)
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а в случае нечетного n:

L =
h

3
Kn+1Q(x0) +

4h

3

n/2∑
i=0

Kn−2i+1Q(x2i+1) +
2h

3

n/2−1∑
i=1

Kn−2iQ(x2i). (10)

Поскольку, семейство методов Адамса являются многошаговыми, нам необходимо
для запуска итерационной процедуры начальное приближение. В частности, нам
необходимо знать значения функций f(x) в точках t = 0, h, 2h, 3h и значения
функций Q(x) в точках t = 0, 1

2
, 1, 2, 3.

Один из возможных способов получения этих значений в следующем. Заменим
ядро K(t) на аппроксимирующее J(t), для которого интегральный член можно
исключить и перейти к дифференциальной системе. В работе [9] показано, что
это можно сделать для некоторых ядер с экспоненциальной асимптотикой, в том
числе, для ядер вида Ae−b̃t и te−b̃t. Поэтому, при K(0) ̸= 0 берем первый тип ядра
J(t), полагая A = K(0), а при K(0) = 0 берем второй тип ядра J(t). В обоих случаях,
получим совпадение ядер K(t) и J(t) в нулевой точке. Далее легко определить b̃,
чтобы исходное и аппроксимирующее ядра совпадали в точке t = 3h.

Для таким систем мы можем получить решение в точках t = 0, 1
2
, h, 2h, 3h

численным методом Рунге-Кутты 4 порядка. Решение системы в точках
t = 0, h, 2h, 3h необходимы для дифференциальной части численной схемы, а
значение в точке 1

2
требуется для квадратурной формы.

В зависимости от вида ядра J(t) динамическая система будет иметь следующий
вид:

Для ядра J(t) = K(0)e−b̃t.

dx1

dt
=
(
η− ps2x3

)
x2 − ηx1,

dx2

dt
= (D− x3) x1 − x2.

dx3

dt
= Q(x1, x2) − b̃x3.

(11)

Для ядра J(t) = te−b̃t.

dx1

dt
=
(
η− ps2x3

)
x2 − ηx1,

dx2

dt
= (D− x3)x1 − x2,

dx3

dt
= x4(t)

dx4

dt
= Q(x1, x2) − 2b̃x4 − b̃

2x3

(12)

Получаем алгоритм поиска начального приближения для многошагового
метода:

1. Находим значения функций f(x) и Q(x) в точке t = 0.
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2. С шагом
h

2
находим значения x 1

2
. Находим значение функции Q(x 1

2
).

3. С шагом
h

2
находим значения x1. Находим значения функций f(x) и Q(x) в

точке t = h.

4. С шагом h находим значения x1. Находим значения функций f(x) и Q(x) в
точке t = 2h.

5. С шагом h находим значения x1. Находим значения функций f(x) и Q(x) в
точке t = 3h.

После нахождения значений всех необходимых функций, мы можем запустить
вычислительную процедуру методом Адамса.

Вычислительные эксперименты

Была проведена серия вычислительных экспериментов в модели (3). Далее на
рисунках представлены результаты моделирования. Вычисления проводились на
системе (3) со следующими значениями управляющих параметров:

η = 10, D = 24, b =
8

3
, ps2 = 0,

K (t) = e−bt, Q(x, y) = xy.

На рис. 2b. показано решение x(t) системы (3) без случайного воздействия ξ.

Рис. 2. Случайный процесс ξ(t) (a) и фазовая координата x(t) (b).
Figure 2. Random process ξ(t) (a) and phase coordinate x(t) (b).

На рис. 3b изображено решение x(t) системы (3) c случайным воздействием ξ(t)
приведенным на рис. 3a.
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Рис. 3. Случайный процесс ξ(t) (a) и фазовая координата x(t) (b).
Figure 3. Random process ξ(t) (a) and phase coordinate x(t) (b).

Рис. 4. Случайный процесс ξ(t) (a) и фазовая координата x(t) (b).
Figure 4. Random process ξ(t) (a) and phase coordinate x(t) (b).

Еще одна реализация случайного процесса и его влияния на систему (3)
представлены на рис. 4.

Теперь рассмотрим случай, когда система (2) без случайного воздействия
имеет хаотический режим динамики рис. 5b. Для этого зафиксируем значения
управляющих параметров следующим образом:

η = 10, D = 21, b = 2, ps2 = 0,

K (t) = e−bt, Q(x, y) = xy.
(13)

На рис. 6 представлен результат моделирования системы (3) со значениями
управляющих параметров (13) и влиянием случайного процесса.
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Рис. 5. Случайный процесс ξ(t) (a) и фазовая координата x(t) (b).
Figure 5. Random process ξ(t) (a) and phase coordinate x(t) (b).

Рис. 6. Случайный процесс ξ(t) (a) и фазовая координата x(t) (b).
Figure 6. Random process ξ(t) (a) and phase coordinate x(t) (b).

Рис. 7. Случайный процесс ξ(t) (a) и фазовая координата x(t) (b).
Figure 7. Random process ξ(t) (a) and phase coordinate x(t) (b).
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На рис. 7 представлена еще одна реализация реализация случайного процесса и
его влияния на систему (3) с управляющими параметрами (13). На данном примере
видно, что случайное воздействие на хаотическую систему может подавлять
хаотическое поведение.

Заключение

В данной работе был представлен метод генерации случайного процесса
моделирующий влияния спонтанно возникающих и спонтанно разрушающеюся
структур. Реализован этот метод в виде случайного процесса, включающий в себя
набор случайных величин распределенных по разным законам распределения, так
например интенсивность влияния когерентных структур описывается гауссовским
распределением, а время ожидания k-ой структуры описывается степенным
распределением, в свою очередь, время существования структуры, показательным.

В работе была обобщена модель космических динамо-систем, аддитивным
образом добавлена случайная поправка в α-генератор, что позволило получить,
при статично заданных значениях управляющих параметров, резкие смены
режимов динамики, включая появление промежутков прекращения генерации –
остановки динамо.
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Аннотация. В статье предлагается принципиально новое обобщение ранее известной математической
модели Зимана сердечных сокращений за счет электрохимического воздействия. Это обобщение
обусловлено наличием эффектов наследственности в колебательной системе, которые указывают
на то, что она может сохранять информацию о своих предыдущих состояниях. С точки зрения
математики свойство наследственности можно описать с помощью интегро-дифференциальных
уравнений вольтерровского типа со степенными разностными ядрами или с помощью производных
дробных порядков. В статье были введены в модельные уравнения Зимана операторы дробного
дифференцирования в смысле Герасимова-Капуто, а также характерное время для согласования
размерностей в модельных уравнениях. Полученная математическая дробная модель Зимана
исследовалась в силу ее нелинейности с помощью численных методов – нелокальной конечно-
разностной схемы. Численный алгоритм был реализован на языке Python в среде PyCharm 2024.1, в
которой была реализована возможность визуализации расчетов с помощью осциллограмм и фазовых
траекторий. Проведена интерпретация результатов моделирования.
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производная Герасимова-Капуто, численный алгоритм, осциллограмма, фазовая траектория.

Получение: 30.09.2024; Исправление: 01.11.2024; Принятие: 14.11.2024; Публикация онлайн: 20.11.2024

Для цитирования. Исрайилжанова Г.C., Каримов Ш. Т., Паровик Р.И. Математическая дробная модель Зимана
для описания сердечных сокращений // Вестник КРАУНЦ. Физ.-мат. науки. 2024. Т. 48. № 3. C. 83-94. EDN:
SGWSTH. https://doi.org/10.26117/2079-6641-2024-48-3-83-94.
Финансирование. Исследование не проводилось при поддержке фондов
Конкурирующие интересы. Конфликтов интересов в отношении авторства и публикации нет.
Авторский вклад и ответственность. Авторы участвовали в написании статьи и полностью несут
ответственность за предоставление окончательной версии статьи в печать.
∗Корреспонденция: E-mail: gulbaxor19802020@gmail.com
Контент публикуется на условиях Creative Commons Attribution 4.0 International License
© Исрайилжанова Г.C., Каримов Ш.Т., Паровик Р. И., 2024
© ИКИР ДВО РАН, 2024 (оригинал-макет, дизайн, составление)

83

https://elibrary.ru/SGWSTH
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru


Vestnik КRAUNC. Fiz.-Mat. nauki. 2024. vol. 48. no. 3. P. 83 - 94. ISSN 2079-6641

MATHEMATICAL MODELING

https://doi.org/10.26117/2079-6641-2024-48-3-83-94

Research Article

Full text in Russian

MSC 34A08, 34A34

Mathematical Fractional Zeeman Model for Describing Cardiac
Contractions

G. S. Israyiljanova∗1, Sh. T. Karimov1, R. I. Parovik2,3

1 Fergana State University, 150100, Fergana, Murabbiylar str., 19, Uzbekistan
2 National University of Uzbekistan named after Mirzo Ulugbek, 100174, Tashkent,

Universitetskaya str., 4, Uzbekistan
3 Kamchatka State University named after Vitus Bering, 683009,

Petropavlovsk-Kamchatsky, Pogranichnaya str., 4. Russia

Abstract. The article proposes a fundamentally new generalization of the previously known mathematical
Zeeman model of heart contractions due to electrochemical action. This generalization is due to the presence
of heredity effects in the oscillatory system, which indicate that it can store information about its previous
states. From the mathematical point of view, the property of heredity can be described using integro-
differential equations of the Volterra type with power difference kernels or using fractional derivatives. In
the article, fractional differentiation operators in the sense of Gerasimov-Caputo were introduced into the
Zeeman model equations, as well as the characteristic time for matching dimensions in the model equations.
The resulting mathematical fractional Zeeman model was studied due to its nonlinearity using numerical
methods - a nonlocal finite-difference scheme. The numerical algorithm was implemented in Python in the
PyCharm 2024.1 environment, which implemented the ability to visualize calculations using oscillograms
and phase trajectories. The interpretation of the modeling results was carried out.
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Введение

Сердечные сокращения представляют собой сложный и высокоорганизованный
процесс, обеспечивающий эффективную работу сердечно-сосудистой системы. Эти
процессы являются результатом взаимодействия различных физиологических
механизмов, включая электрическую активность миокарда, механическую
работу сердца и нейрогуморальную регуляцию. Понимание этих механизмов
имеет критическое значение для диагностики и лечения сердечно-сосудистых
заболеваний, которые остаются одной из основных причин смертности в мире [1].

Современные исследования сердечных сокращений охватывают широкий
спектр тем, включая электрофизиологию, механобиологию, а также молекулярные
и клеточные основы сердечной функции. Например, работа по изучению
электрической активности сердца показала, что нарушения в проведении
импульсов могут приводить к аритмиям и другим серьезным состояниям [2].
Кроме того, исследования механики сердечного сокращения, такие как работа по
оценке сократительной способности миокарда, играют важную роль в понимании
патофизиологии сердечной недостаточности [3].

В последние годы наблюдается рост интереса к новым методам визуализации
и мониторинга сердечной деятельности, таким как магнитно-резонансная
томография и ультразвуковая диагностика, которые позволяют более точно
оценивать функции сердца и выявлять патологии на ранних стадиях [4]. Эти
достижения открывают новые горизонты для клинической практики и научных
исследований, что подчеркивает необходимость дальнейшего изучения процессов
сердечных сокращений.

Таким образом, исследование процессов сердечных сокращений не только
углубляет наши знания о физиологии сердца, но и способствует разработке более
эффективных методов диагностики и лечения сердечно-сосудистых заболеваний,
в том числе с помощью методов математического моделирования. В данной статье
мы рассмотрим некоторые аспекты математического моделирования сердечных
сокращений и предложим на основе уже известной модели новую модель
сердечных сокращений.

В вопросах математического моделирования работы сердца применяют в
основном модели двух типов: динамические и структурно-функциональные.
Все они в качестве математического аппарата используют дифференциальные
уравнения (обыкновенные или в частных производных, а также их системы).
Структурно-функциональные модели более сложны, так как необходимо для их
решения знать множество параметров от геометрических размеров, например,
знать размеры сердечных камер, до физических свойств, например, знать
эластичность сосудов и т.д. Как правило без экспериментальных данных тут
невозможно обойтись. Поэтому мы остановимся на более простой динамической
(механической) модели работы сердца, которая описывает сокращение сердечной
мышцы - модель Зимана [5].

Сокращение мышечных волокон в рамках модели Зимана происходит за
счет электрохимического воздействия. Как правило, мышечное волокно быстро
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сокращается и остается некоторое время в таком состоянии, а затем быстро
возвращается к расслабленному состоянию. Далее процесс повторяется. Исходя
из выше сказанного, естественным образом здесь возникают релаксационные
колебания, которые можно описать с помощью нелинейного осциллятора
автоколебательного (льенаровского) типа, например, вида:

ε _x (t) = x (t) − x3 (t) − y (t) ,

_y (t) = x (t) ,

x (t0) = x0, y (t0) = y0.

(1)

Здесь x (t) , y (t) ∈ C1 [0, T ] — функции решения, где x (t) — длина мышечного
волокна, y (t) — функция, отвечающая за электрохимическое управление
сокращением мышечного волокна; t ∈ [0, T ] — время рассматриваемого процесса;
T > 0 - время моделирования; 0 < ε ≪ 1 — положительная постоянная (малый
параметр).

Замечание 1. Задачу Коши (1) будем называть классической моделью Зимана
или просто моделью Зимана.

В настоящей работе предлагается обобщение модели Зимана (1) на случай
учета наследственности [6]. Эффект наследственности (памяти) или в западной
литературе эредитарности в колебательных системах означает, что текущее
состояние системы зависят от предыдущих состояний. Это может быть связано
с физическими свойствами материалов или структур, которые изменяются в
результате предыдущих нагрузок, свойствами среды в которых протекает процесс,
например, вязкоупругие пластичные среды и т.д.

В случае учета наследственности, с точки зрения ее математического описания,
мы имеем дело с интегро-дифференциальными уравнениями с разностными
степенными ядрами, которые изучаются в рамках теории дробного исчисления
[7,8].

Постановка задачи и методика ее решения

Рассмотрим следующую задачу Коши.
ε1∂

α
0tx (t) = x (t) − x

3 (t) − y (t) ,

ε2∂
β
0ty (t) = x (t) ,

x (t0) = x0, y (t0) = y0.

(2)

Здесь ε1 = εθα−1, ε2 = θβ−1, θ — параметр, имеющий размерность времени.
Дробные производные порядков 0 < α,β < 1 в (2) понимаются в смысле

Герасимова-Капуто [9, 10]:

∂α0tx (t) =
1

Γ (1-α)

t∫
0

_x (τ)dτ

(t− τ)α
, ∂β0ty (t) =

1
Γ (1-β)

t∫
0

_y (τ)dτ

(t− τ)β
. (3)
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где Γ (·) — гамма-функция Эйлера.
Замечание 2. Из (2) следует, что при α = β = 1 мы получаем классическую

модель Зимана (1).

Замечание 3. Задачу Коши (2) будем называть дробной моделью Зимана
(ДМЗ).

Замечание 4. Необходимо отметить, что определенный интерес представляет
исследование вопроса существования и единственности решения задачи Коши (2)
[11].

В силу нелинейности ДМЗ, далее мы применяем численные методы для ее
исследования. Численные методы основаны на построении нелокальных конечно-
разностных схем [12]. Введем равномерную расчетную сетку для этого разобьём
временной интервал t ∈ [0, T ] на N равных частей с шагом дискретизации
τ = T/N . Тогда функции решения в задаче Коши (2) перейдут в сеточные функции:
x (tk) = xk, y (tk) = yk, tk = kτ, k = 0, ...,N.

Операторы дробных производных (3) будут иметь аппроксимации:

∂α0tx (t) ≈ A
k−1∑
j=0

wαj (xk−j+1 − xk−j), ∂
β
0ty (t) ≈ B

k−1∑
j=0

wβj (yk−j+1 − yk−j). (4)

где весовые коэффициенты: wαj = (j+ 1)1−α−j1−α, wβj = (j+ 1)1−β−j1−β, A =
τ−α

Γ (2-α)
,

B =
τ−β

Γ (2-β)
.

Подставляя соотношения (4) в (2) с учетом сеточных функций, получаем
следующую дискретную задачу:

xk+1 =
1

Aε1

(
(1+Aε1) xk − x

3
k − yk −Aε1

k−1∑
j=1

wαj (xk−j+1 − xk−j)

)
,

yk+1 =
1

Bε2

(
xk + Bε2yk − Bε2

k−1∑
j=1

wβj (yk−j+1 − yk−j)

)
, k = 1, ...,N− 1,

x0 = a, y0 = b.

(5)

Задача (5) представляет собой нелокальную явную конечно-разностную схему
для численного решения задачи Коши (2).

Замечание 5. Нелокальная конечно-разностная схема (4) обладает первым
порядком точности и условно сходится [12]. Однако в статье нас не будет
интересовать высокая точность численного алгоритма, а устойчивость и
сходимость метода мы можем контролировать, уменьшая шаг расчётной сетки,
например, по правилу Рунге.

Замечание 6. В силу того, что в задачи Коши (2) присутствует малый
параметр ε, то необходимо для численной схемы (5) выбирать достаточно плотную
расчетную сетку. В дальнейших расчетах мы будем полагать ε = 0.001, а число
узлов расчетной сетки Nбудем выбирать достаточно большим.
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Результаты моделирования

Численный алгоритм (5) был реализован на языке Python в среде PyCharm
2024.1 [13]. Далее с помощью, разработанной компьютерной программы была
проведена визуализация результатов моделирования при различных значениях
параметров модели (2) и дана их интерпретация.

Пример 1. (Классическая модель Зимана). Значения параметров: α = β = 1,
x0 = 1, y0 = 0.3, ε = 0.001, t ∈ [0, 50] , N = 2 · 105. Результаты моделирования с
помощью численного алгоритма (5) приведены на рис. 1.

Рис. 1. Классическая модель Зимана: a — изменение мышечного волокна; b —
изменение электрохимического потенциала; c — фазовая траектория на
плоскости.

Figure 1. Classical Zeeman model: a — change in muscle fiber; b — change in
electrochemical potential; c — phase trajectory on the plane.
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На рис.1 приведены осциллограмма изменения длины мышечного волокна
(рис.1а), осциллограмма изменения электрохимического потенциала (рис. 1b) и
фазовая траектория (рис. 1с). Осциллограммы обладают постоянной амплитудой
и частотой, фазовая траектория представляет собой предельный устойчивый цикл,
который содержит изоклину y (t) = x (t)−x3 (t). Механизм сердечных сокращений
здесь работает следующим образом: из устойчивой точки равновесия E происходит
переход в близкое состояние в точку A,

(
x = 1/

√
3
)
. Далее мышечное волокно

быстро сокращается и при этом координата x убывает вдоль траектории от точки
A до точки B. Быстрая релаксация мышечного волокна происходит на участке
траектории CD, после чего происходит возращение к положению равновесия E.
Далее процесс повторяется и мы получаем цикл EABCD.

Пример 2. (Дробная модель Зимана). Значения параметров:α = 0.9, θ = β = 1

и N = 105, а остальные значения параметров выберем из Примера 1.
Результаты расчета приведены на рис.2.

Рис. 2. Дробная модель Зимана: a — изменение мышечного волокна; b —
изменение электрохимического потенциала; c — фазовая траектория на
плоскости.

Figure 2. Fractional Zeeman model: a — change in muscle fiber; b — change in
electrochemical potential; c — phase trajectory on the plane.
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На рис. 2 мы видим, что переход к положению равновесия происходит в
режиме затухающих колебаний. Рассмотрим другие значения параметров:α = 0.9,
β = 0.8, θ = ε = 0.1,T = 100,N = 2 · 104 и N = 105, остальные значения параметров
оставим без изменения.

Рис. 3. Дробная модель Зимана при θ = 0.1: a — изменение мышечного волокна;
b — изменение электрохимического потенциала; c — фазовая траектория
на плоскости.

Figure 3. Fractional Zeeman model at θ = 0.1: a — change in muscle fiber; b — change
in electrochemical potential; c — phase trajectory on the plane.

На рис.3 видно, что осциллограммы и фазовая траектория соответствуют
предельному циклу, а значение параметра θ влияет на частоту колебаний, чем
меньше значение, тем больше частота.

Увеличим значение параметра θ = 5 и проведем расчеты по нелокальной явной
конечно-разностной схеме (5), результаты которых приведены на рис. 4.
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На рис. 4 видно, что чем больше значение параметра θ, тем меньше частота
колебаний. Кроме того, фазовые траектории на рис. 3 и 4 визуально имеют
одинаковую форму, что указывает на то, что параметр θ на нее не влияет.

Рис. 4. Дробная модель Зимана при θ = 5: a — изменение мышечного волокна; b
— изменение электрохимического потенциала; c — фазовая траектория на
плоскости.

Figure 4. Fractional Zeeman model at θ = 5: a — change in muscle fiber; b — change
in electrochemical potential; c — phase trajectory on the plane.

На рис. 5 приведены расчеты осциллограмм и фазовых траекторий при других
начальных значениях x0 = 0.7, y0 = 0.3 (остальные значения брались без изменения
как на рис. 4), которые указывают на устойчивость предельного цикла. Последнее
указывает на то, что если дробная динамическая система является льенаровской,
то существует устойчивый предельный цикл. Этот вывод нуждается в строгом
обосновании, так как классический критерий Бендиксона [14] здесь не может быть
применим.
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Рис. 5. Дробная модель Зимана при x0 = 0.7, y0 = 0.3: a — изменение мышечного
волокна; b — изменение электрохимического потенциала; c — фазовая
траектория на плоскости

Figure 5. Fractional Zeeman model at x0 = 0.7, y0 = 0.3: a — change in muscle fiber; b
— change in electrochemical potential; c — phase trajectory on the plane.

Заключение

В статье была предложена дробная модель Зимана сердечных сокращений с
учетом наследственности. Эффекты наследственности были учтены в модельных
уравнениях с помощью дробных производных Герасимова-Капуто. Исследование
предложенной модели было проведено с помощью нелокальной явной конечно-
разностной схемы первого порядка точности, которая была реализована в среде
PyCharm 2024.1 на языке программирования Python. Компьютерная программа
позволяет производить расчеты осциллограмм и фазовых траекторий при
различных значениях параметров модели.

Результаты моделирования показали, что дробная модель Зимана может
обладать релаксационными колебаниями, которые на фазовой плоскости
соответствуют аттрактору или предельному циклу. Предельный цикля является
устойчивым. Дополнительный параметр влияет на частоту колебаний и не влияет
на форму предельного цикла.
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Дальнейшее развитие дробной модели Зимана – качественное исследование
динамических режимов, построение бифуркационных диаграмм и карт
динамических режимов по аналогии с работой [15].
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íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü â èçó÷åíèå ïðîöåññà ïåðåíîñà ðàäîíà. Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå
íàêîïëåíèÿ ðàäîíà â êàìåðå, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â èäåíòèôèêàöèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ λ0 è α ñ
ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îáðàòíîé çàäà÷è. Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé áûëî ïîêàçàíî,
÷òî äëÿ ýðåäèòàðíîé α-ìîäåëè ïåðåíîñà ðàäîíà ìåòîäîì Ëåâåíáåðãà-Ìàêâàðäòà ñ ïðèâëå÷åíèåì
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ RVA ìîæíî îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ åå ïàðàìåòðîâ λ0 è α.
Ïîëó÷åííûå ìîäåëüíûå êðèâûå õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ äàííûìè RVA, ïîëó÷åííûìè â ðàìêàõ õîðîøî
èçâåñòíîé êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ïåðåíîñà ðàäîíà â íàêîïèòåëüíîé êàìåðå.
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Abstract. Radon is an inert radioactive gas, and studies of its variations in relation to seismicity are
considered promising for the development of earthquake prognosis methods. A network of observation points
has been deployed on the Kamchatka peninsula, where radon volumetric activity (RVA) is monitored using
accumulation chambers with gas-discharge counters. Analysis of RVA data within the framework of radon
monitoring is one of the methods of searching for precursors of seismic events. This is due to the fact that
changes in the stress-strain state of the geo-environment, through which the gas �ows, a�ect the RVA. The
change in radon transport intensity due to changes in the stress-strain state of the geosphere is described
by a fractional di�erentiation operator of constant real order α, which is related to the permeability of the
geosphere. It is known that the RVA in the storage tank with sensors is also a�ected by the air exchange rate
λ0, the e�ect of which should be taken into account in the study of the radon transport process. The aim
of the research is to study the accumulation of radon in the chamber, which consists in the identi�cation
of the values of the parameters λ0 and α by solving the corresponding inverse problem. As a result of the
research it was shown that for the hereditary α-model of radon transport by the Levenberg-Mackwardt
method with the involvement of experimental data of RVA it is possible to determine the optimal values
of its parameters λ0 and α. The obtained model curves agree well with the RVA data obtained within the
framework of the well-known classical model of radon transport in an accumulation chamber.
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Ââåäåíèå

Èçâåñòíî, ÷òî â çåìíîé êîðå ïîñòîÿííî ñîäåðæèòñÿ ðàäèîàêòèâíûé ýëåìåíò
226Ra, â õîäå ðàñïàäà êîòîðîãî îáðàçóåòñÿ 222Rn (ðàäîí) � èíåðòíûé ðàäèîàêòèâíûé

ãàç ñ ïåðèîäîì ïîëóðàñïàäà 3.85 ñóòîê. 222Rn ÿâëÿåòñÿ èíåðòíûì ãàçîì,

ñïîñîáíûì çà ñ÷åò îñíîâíûõ ìåõàíèçìîâ ìàññîïåðåíîñà äèôôóçèè è êîíâåêöèè

ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ïî ãðàäèåíòó êîíöåíòðàöèè. Çà ñ÷åò åãî ðàäèîàêòèâíîñòè

âîçìîæíà ðåãèñòðàöèÿ ðàäîíà ìåòðîëîãè÷åñêè ïðîñòûìè ìåòîäàìè, â òîì ÷èñëå

íåïðåðûâíî è àâòîìàòèçèðîâàíî â ðåæèìå ìîíèòîðèíãà [1, 2].

Íà ýòîé îñíîâå íà ïîëóîñòðîâå Êàì÷àòêà ðàçâåðíóòà ñåòü ïóíêòîâ

íàáëþäåíèÿ, ãäå ñ ïîìîùüþ íàêîïèòåëüíûõ êàìåð ñ ãàçîðàçðÿäíûìè ñ÷åò÷èêàìè

âåäåòñÿ ðàäîíîâûé ìîíèòîðèíã [3]. Ðàñïîëîæåíèå ïóíêòîâ ñåòè ìîíèòîðèíãà

ïîäïî÷âåííûõ ãàçîâ íà Êàì÷àòêå ïðèóðî÷åíî ê ðå÷íûì äîëèíàì, êîòîðûå

ñëåäóþò âäîëü ðàçëîìíûõ çîí. Çîíû äèíàìè÷åñêîãî âëèÿíèÿ ðàçëîìîâ îáëàäàþò

ïîâûøåííîé ïðîíèöàåìîñòüþ, ÷òî ñïîñîáñòâóåò âûõîäó ïîäïî÷âåííûõ ãàçîâ â

àòìîñôåðó [4]. Ãàçîðàçðÿäíûå ñ÷åò÷èêè, êàê ïðàâèëî, ñàìûå ðàñïðîñòðàíåííûå

äåòåêòîðû γ/β-èçëó÷åíèÿ. Ñ èõ ïîìîùüþ âîçìîæíà ðåàëèçàöèÿ ïðîñòîãî

è íàäåæíîãî ñïîñîáà ðåãèñòðàöèè 222Rn ïî èçëó÷åíèþ åãî êîðîòêîæèâóùèõ

ïðîäóêòîâ ðàñïàäà. Êîëè÷åñòâî çàðåãèñòðèðîâàííûõ èìïóëüñîâ β-èçëó÷åíèÿ â

ìèíóòó ïðîïîðöèîíàëüíî îáúåìíîé àêòèâíîñòè ðàäîíà (RVA), âû÷èñëÿåìîé ïî

ýìïèðè÷åñêîé ôîðìóëå: A(t) = 9 ·M (Áê/ì3), ãäå M � ÷èñëî çàðåãèñòðèðîâàííûõ

èìïóëüñîâ çà ìèíóòó [5].

Çàìå÷àíèå 1. Àíàëèç äàííûõ, ïîëó÷åííûõ â õîäå íåïðåðûâíîãî ìîíèòîðèíãà

RVA, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ìåòîäîâ ïîèñêà ïðåäâåñòíèêîâ ñåéñìè÷åñêèõ ñîáûòèé.

Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íà âàðèàöèè RVA âëèÿþò èçìåíåíèÿ íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ãåîñðåäû, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîòåêàåò ãàç. Òàêèì

îáðàçîì, ðàäîí ìîæíî ñ÷èòàòü èíäèêàòîðîì ðåàêöèè ãåîñðåäû íà âîçäåéñòâèå

òåêòîíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè ïîäãîòîâêå î÷àãà çåìëåòðÿñåíèÿ [6,

7]. Ðàäîíîâûé (ýìàíàöèîííûé) ìåòîä ïîèñêà ïðåäâåñòíèêîâ ñåéñìè÷åñêèõ ñîáûòèé

âî âñ¼ì ìèðå õîðîøî ñåáÿ çàðåêîìåíäîâàë çà ïîñëåäíèå ãîäû [8,9], îñîáåííî ñ öåëüþ

âûÿâëåíèÿ êðàòêîñðî÷íûõ ïðåäâåñòíèêîâ (äî 15 ñóòîê) [10,11].

Çàìå÷àíèå 2. Ñòîèò îòìåòèòü òî, ÷òî âàðèàöèè RVA ñâÿçàíû ñ òàêèì

ïîêàçàòåëåì, êàê ïëîòíîñòü ïîòîêà ðàäîíà (RFD) ñ ïîâåðõíîñòè, ò. ê. íà îñíîâå

êðèâûõ íàêîïëåíèÿ ðàäîíà â íàêîïèòåëüíîé êàìåðå ìîæíî îöåíèòü RFD [12] ñ

ïîâåðõíîñòè ïîä íåé. Ïîýòîìó ìîäåëèðîâàíèå èçìåíåíèÿ RVA â êàìåðå èìååò

ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå ïðè îðãàíèçàöèè ïóíêòîâ ìîíèòîðèíãà ïîäïî÷âåííîãî ðàäîíà

ñ öåëüþ ðàñøèðåíèÿ ñåòè ìîíèòîðèíãà, ò. ê. íåîáõîäèìî çíàòü âåëè÷èíó RFD â

âûáðàííîé òî÷êå, ãäå áóäåò óñòàíàâëèâàòüñÿ íàêîïèòåëüíàÿ êàìåðà ñî ñ÷¼ò÷èêàìè.

Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå íàêîïëåíèÿ ðàäîíà â ïîäçåìíûõ

êàìåðàõ ñ èçáûòî÷íûì îáúåìîì ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ.

97



ISSN 2079-6641 Òâ¼ðäûé Ä.À., Ìàêàðîâ Å.Î., Ïàðîâèê Ð.È.

Çàìå÷àíèå 3. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èçìåíåíèÿ

RVA âî âðåìåíè A(t) â íàêîïèòåëüíîé êàìåðå íà îñíîâå óðàâíåíèÿ ñ îáûêíîâåííîé

ïðîèçâîäíîé 1-ãî ïîðÿäêà (ODE-ìîäåëü RVA), à òàêæå ïîíÿòèÿ è âåëè÷èíû,

ñâÿçàííûå ñ ýòèì ïðîöåññîì [12�14].

Îïåðàòîð îáûêíîâåííîé ïðîèçâîäíîé 1-ãî ïîðÿäêà îçíà÷àåò, ÷òî â êëàññè÷åñêîé

ìîäåëè èçìåíåíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ãåîñðåäû íå

ó÷èòûâàþòñÿ, à ïðîöåññ ïåðåíîñà ðàäîíà ðàññìàòðèâàåòñÿ â îäíîðîäíîé ñðåäå.

Çàìå÷àíèå 4. ODE-ìîäåëü RVA â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåò

ñòàöèîíàðíûé ðåæèì íàêîïëåíèÿ â êàìåðå, à çíà÷èò, ìîäåëü äîëæíà ó÷èòûâàòü

êàê ìèíèìóì λ0 � ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò êðàòíîñòè âîçäóõîîáìåíà (AER) â

íåé.

×òîáû ó÷åñòü âëèÿíèå íà ïîòîê 222Rn èçìåíåíèé íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ãåîñðåäû, ââîäèòñÿ îáîáùåíèå ODE-ìîäåëè RVA

ñ ïîìîùüþ àïïàðàòà äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ (FD) [15�17]. Îñíîâàíèåì ê òàêîìó

îáîáùåíèþ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïîä äåéñòâèåì òåêòîíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé ïðîèñõîäèò

èçìåíåíèå âåðòèêàëüíîé ñêîðîñòè ãàçîâîãî ïîòîêà ðàäîíà [18], âàðèàöèè

íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ãåîñðåäû ïðèâîäÿò ê èçìåíåíèÿì

òàêèõ åå õàðàêòåðèñòèê, êàê ïîðèñòîñòü, ïðîíèöàåìîñòü è òðåùèíîâàòîñòü [19], à

ïðîöåññ ïåðåíîñà ðàäîíà ïðîèñõîäèò â òàêîé ïðîíèöàåìîé ãåîñðåäå [20]. Ïîýòîìó

â èññëåäîâàíèè èñïîëüçóåòñÿ ýðåäèòàðíàÿ α-ìîäåëü RVA, ïîçâîëÿþùàÿ ó÷åñòü

èçìåíåíèå èíòåíñèâíîñòè ïåðåíîñà ðàäîíà â ïðîöåññå íàêîïëåíèÿ, ðàçðàáîòàííàÿ

â õîäå öèêëà èññëåäîâàíèé [19,21,22].

Çàìå÷àíèå 5. Îáîáùåíèå äî ýðåäèòàðíîé α-ìîäåëè RVA çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå

îáûêíîâåííîé ïðîèçâîäíîé 1-ãî ïîðÿäêà íà FD Êàïóòî (Ãåðàñèìîâà-Êàïóòî) [23,24]

ïîñòîÿííîãî 0 < α < 1 ïîðÿäêà.

Äëÿ àïðîáèðîâàíèÿ ìîäåëè îïòèìàëüíî íà ïåðâîì ýòàïå èñïîëüçîâàòü äàííûå

î íàêîïëåíèè RVA â êàìåðå â óñëîâèÿõ, êîãäà îòñóòñòâóþò âîçäåéñòâóþùèå

ýêçîãåííûå ôàêòîðû (èçìåíåíèÿ àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ, ñèëüíûé âåòåð,

óâëàæíåíèå ïî÷âû âñëåäñòâèå äîæäåé èëè òàÿíèÿ ñíåæíîãî ïîêðîâà). Êàê

èçâåñòíî èç ðàáîòû [12], ìàêñèìàëüíûå àíîìàëüíûå îòêëèêè â äàííûõ ðàäîíîâûõ

íàáëþäåíèé íà ìåòåîâîçäåéñòâèå ñâÿçàíû ñ ðåçêèì ïàäåíèåì àòìîñôåðíîãî

äàâëåíèÿ â ìîìåíò ïðèõîäà öèêëîíà.

Çàìå÷àíèå 6. Èñïîëüçîâàíèå äàííûõ, êîãäà êðèâàÿ íàêîïëåíèÿ 222Rn

÷åòêî âèçóàëüíî ïðîñìàòðèâàåòñÿ è íå çàøóìëåíà, ïîçâîëèò ñòðîèòü

ìîäåëüíûå êðèâûå, ìàêñèìàëüíî áëèçêèå ïî ôîðìå ê ðåàëüíûì äàííûì è ñ

ìàêñèìàëüíîé êîððåëÿöèåé. Ïîýòîìó äëÿ ðàáîòû îòáèðàëèñü äàííûå â ïåðèîäû,

êîãäà îòñóòñòâóþò ðåçêèå èçìåíåíèÿ àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ

öèêëîíè÷åñêîé àêòèâíîñòüþ.

Çàìå÷àíèå 7. Íàó÷íàÿ íîâèçíà äàííîãî èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â

ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ [25, 26] ïî íîâûì èçâåñòíûì

ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì RVA íàêîïèòåëüíîãî õàðàêòåðà ñ öåëüþ âîññòàíîâèòü

çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ ïàðàìåòðîâ λ0 è α â ýðåäèòàðíîé α-ìîäåëè RVA.
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Îáðàòíûå çàäà÷è � äîâîëüíî ìîëîäîé ðàçäåë ìàòåìàòèêè, íà÷àâøèé àêòèâíîå

ðàçâèòèå òîëüêî â XIX�XX âåêàõ â ñâÿçè ñ áóðíûì ðàçâèòèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ è âîçìîæíîñòåé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè. Ïîñëåäíèå îòêðûâàþò

ïåðåä èññëåäîâàòåëÿìè íîâûå, ðàíåå íå äîñòóïíûå, âîçìîæíîñòè äëÿ áîëåå

ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ ÿâëåíèé ïðèðîäû. Íàïðèìåð, åñëè âçãëÿíóòü íà íåáî,

ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî îáúåêòîâ äëÿ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè àñòðîíîìèè

è àñòðîôèçèêè, ãäå ïðèìåíèìû îáðàòíûå çàäà÷è. Îò ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ

èçîáðàæåíèé óäàëåííûõ îáúåêòîâ íà îñíîâå äàííûõ ðàäèîàñòðîíîìèè äî

ñîëíå÷íîé ñåéñìîëîãèè [27], ïîçâîëÿþùåé ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î âíóòðåííåì

óñòðîéñòâå Ñîëíöà íà îñíîâå íàáëþäàåìûõ ñâîéñòâ ñîëíå÷íûõ êîëåáàíèé. Èäåÿ

ïîñëåäíåãî íå íîâà, òàê êàê òàêîé ïîäõîä ÷àñòî âîçíèêàåò çäåñü, íà Çåìëå, ïðè

ðàáîòå ñ ãåîëîãè÷åñêèìè äàííûìè [28]. Îñîáåííî îñòðî ýòîò âîïðîñ ñòîèò äëÿ

ãåîôèçèêè è ñåéñìîëîãèè [29],òàê êàê çäåñü òîæå íåâîçìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìûå

èçìåðåíèÿ èçó÷àåìîãî îáúåêòà.

Ñòàòüÿ èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó: ðàçäåë 1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ââåäåíèå,

îïèñûâàÿ: îáëàñòü, îáúåêò, öåëü è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ; â ðàçäåëå 2 ïðåäñòàâëåíû

ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïî íàêîïëåíèþ RVA, íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î ïóíêòàõ

íàáëþäåíèÿ ãäå äàííûå áûëè ïîëó÷åíû è ïðåäïîñûëêè ê èñïîëüçîâàíèþ èìåííî

äàííûõ ïî íàêîïëåíèþ; â ðàçäåëå 3 ïðèâîäÿòñÿ êëàññè÷åñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ìîäåëü RVA, à òàêæå ïîíÿòèÿ è âåëè÷èíû ñâÿçàííûå ñ ýòèì ïðîöåññîì; â ðàçäåëå

4 îïèñûâàåòñÿ ýðåäèòàðíàÿ α-ìîäåëü RVA êàê îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé ìîäåëè,

ôîðìóëèðóåòñÿ ïðÿìàÿ çàäà÷à è ìåòîä å¼ ðåøåíèÿ, ïðîâîäèòñÿ âåðèôèêàöèÿ

ìîäåëè íà ðàçëè÷íûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ RVA; â ðàçäåëå 5 ôîðìóëèðóåòñÿ

îáðàòíàÿ çàäà÷à ïî âîññòàíîâëåíèþ çíà÷åíèé íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ λ0 è α,

îïèñûâàåòñÿ ìåòîä å¼ ðåøåíèÿ; â ðàçäåëå 6 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ

îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ λ0 è α íà îñíîâå ðàçëè÷íûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ RVA;

â ðàçäåëå 7 ïîäâîäÿòñÿ èòîãè èññëåäîâàíèÿ è óêàçûâàåòñÿ äàëüíåéøåå âîçìîæíîå

íàïðàâëåíèå èõ ðàçâèòèÿ.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå RVA

Â ðàáîòå áûëè èñïîëüçîâàíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, ïîëó÷åííûå íà

ïóíêòå KRMR â ðàçíûå ïåðèîäû âðåìåíè â òå÷åíèè 2020 ãîäà.

Ïóíêò KRMR îðãàíèçîâàí íà áàçå ïóíêòà êîìïëåêñíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ

íàáëþäåíèé ¾Êàðûìøèíà¿ Êàì÷àòñêîãî ôèëèàëà ¾Åäèíîé ãåîôèçè÷åñêîé

ñëóæáû ÐÀÍ¿ è îäíîèìåííîé ñåéñìîñòàíöèè (ïîéìà ðåêè Êàðûìøèíà, ïðèòîêà

ðåêè Ïàðàòóíêà).

Ðåãèñòðàöèÿ RVA ñ ÷àñòîòîé 6 öèêë./÷àñ âûïîëíÿåòñÿ â âîçäóõå ñóõîé

ñêâàæèíû ãëóáèíîé 3 ì ñ ïîìîùüþ ñêâàæèííîãî ðàäèîìåòðà BMC2 (ALGADE

Barisol, Ôðàíöèÿ). Íà âñþ ãëóáèíó ñêâàæèíà îáñàæåíà òðóáîé èç íåðæàâåþùåé

ñòàëè ñ ïåðôîðàöèåé ïî âñåé äëèíå.

Íàä ñêâàæèíîé îðãàíèçîâàííî óêðûòèå è óñòàíîâëåíû ñîëíå÷íûå ïàíåëè äëÿ

îáåñïå÷åíèÿ ïèòàíèÿ ðàäèîìåòðà (ðèñ. 1).
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Ðèñ. 1. Ñõåìà ðàçìåùåíèÿ äàò÷èêà ÑÁÌ-19 è ðàäèîìåòðà BMC2 äëÿ íàáëþäåíèé

çà âàðèàöèÿìè ÎÀÐ íà ïóíêòå KRMR

[Figure 1. Scheme of placement of the SBM-19 sensor and BMC2 radiometer for

observations of OAR variations at the KRMR station]

Êðîìå ýòîãî â ñêâàæèíó ïîìåùåí ãàçîðàçðÿäíûé ñ÷åò÷èê ÑÁÌ-19, ñ êîòîðîãî

âåäåòñÿ ðåãèñòðàöèÿ êîíöåíòðàöèè ïîäïî÷âåííîãî ðàäîíà ñ ÷àñòîòîé 2 öèêë./÷àñ

ñ ïîìîùüþ ðàäèîìåòðà ÐÅÂÀÐ [12]. Îãîëîâîê ñêâàæèíû çàêðûò ïëîòíîé

íàáèâêîé äëÿ óìåíüøåíèÿ êîíâåêòèâíîé ñîñòàâëÿþùåé äâèæåíèÿ âîçäóõà â ñòâîëå

ñêâàæèíû. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàòåëÿ èíòåðôåéñîâ MOXA (RS232-Ethernet)

ðàäèîìåòð BMC2, èìåþùèé âûõîäíîé ðàçúåì äëÿ ñâÿçè ñòàíäàðòà RS232 ñîåäèíåí

ñ ñåòüþ Ethernet Êàì÷àòñêîãî ôèëèàëà ¾Åäèíîé ãåîôèçè÷åñêîé ñëóæáû ÐÀÍ¿.

Ñ íåêîòîðûìè äîïóùåíèÿìè âíóòðåííèé îáúåì îáñàäíîé òðóáû ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé íàêîïèòåëüíóþ êàìåðó, à îòâåðñòèÿ ïåðôîðàöèè îáåñïå÷èâàþò ïîòîê è

íàêîïëåíèå ðàäîíà â íåé. Èçáûòî÷íûé îáúåì êàìåðû ñîñòàâëÿåò ∼0.02 [ì3].

Íà ðèñ.2-7 ïðèâåäåíû äàííûå RVA çà ðàçëè÷íûå ïåðèîäû 2020 ã.

Ðèñ. 2. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå RVA ñ ïóíêòà íàáëþäåíèÿ KRMR ïîëó÷åííûå

â ïåðèîä: 24 àâãóñòà 2020 ã. (13:40) � 27 àâãóñòà 2020 ã. (03:30)

[Figure 2. Experimental RVA data from observation point KRMR obtained in the

period: August 24, 2020 (13:40) � August 27, 2020 (03:30) ]
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Ðèñ. 3. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå RVA ñ ïóíêòà íàáëþäåíèÿ KRMR ïîëó÷åííûå

â ïåðèîä: 27 àâãóñòà 2020 ã. (15:40) � 29 àâãóñòà 2020 ã. (17:30)

[Figure 3. Experimental RVA data from observation point KRMR obtained in the

period: August 27, 2020 (15:40) � August 29, 2020 (17:30) ]

Ðèñ. 4. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå RVA ñ ïóíêòà íàáëþäåíèÿ KRMR ïîëó÷åííûå

â ïåðèîä: 4 ñåíòÿáðÿ 2020 ã. (00:00) � 6 ñåíòÿáðÿ 2020 ã. (23:50)

[Figure 4. Experimental RVA data from observation point KRMR obtained in the

period: September 4, 2020 (00:00) � September 6, 2020 (23:50) ]

Ðèñ. 5. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå RVA ñ ïóíêòà íàáëþäåíèÿ KRMR ïîëó÷åííûå

â ïåðèîä: 25 ñåíòÿáðÿ 2020 ã. (23:50) � 28 ñåíòÿáðÿ 2020 ã. (23:40)

[Figure 5. Experimental RVA data from observation point KRMR obtained in the

period: September 4, 2020 (23:50) � September 6, 2020 (23:40)]
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Ðèñ. 6. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå RVA ñ ïóíêòà íàáëþäåíèÿ KRMR ïîëó÷åííûå

â ïåðèîä: 7 îêòÿáðÿ 2020 ã. (9:40) � 10 îêòÿáðÿ 2020 ã. (3:30)

[Figure 6. Experimental RVA data from observation point KRMR obtained in the

period: Oktober 7, 2020 (9:40) � Oktober 10, 2020 (3:30) ]

Ðèñ. 7. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå RVA ñ ïóíêòà íàáëþäåíèÿ KRMR ïîëó÷åííûå

â ïåðèîä: 6 íîÿáðÿ 2020 ã. (21:30) � 8 íîÿáðÿ 2020 ã. (15:20)

[Figure 7. Experimental RVA data from observation point KRMR obtained in the

period: November 6, 2020 (21:30) � November 8, 2020 (15:20) ]

Êëàññè÷åñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íàêîïëåíèÿ ðàäîíà

Äëÿ îïèñàíèÿ ìåõàíèçìà ïåðåíîñà ðàäîíà â ãåîëîãè÷åñêèõ ñðåäàõ â ðàìêàõ

ýìàíàöèîííîãî ìåòîäà [31] ðàçðàáîòàíû ìíîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïðîöåññà:

ôèçèêî�õèìè÷åñêàÿ [32], ãèäðîòåðìàëüíîé ñèñòåìû [33], ìîäåëü ¾ãåîãàçà¿ â

ãðóíòå ñ ïîëíûì âëàãîíàñûùåíèåì [34, 35]. Íî â äàííîì èññëåäîâàíèè èíòåðåñ

ïðåäñòàâëÿþò ìåõàíè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ è ìîäåëè, íà íèõ îñíîâàííûå.

Ìåõàíè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ � ýòî âûäåëåíèå ðàäîíà èç êðèñòàëëè÷åñêèõ

ðåøåòîê ïîä äåéñòâèåì óëüòðàçâóêîâûõ êîëåáàíèé [36], äåñîðáöèè ðàäîíà ïîä

âîçäåéñòâèåì óïðóãèõ êîëåáàíèé [37], óâåëè÷åíèå êîýôôèöèåíòà ýìàíèðîâàíèÿ

ðàäîíà âñëåäñòâèå äåôîðìàöèé ãîðíûõ ïîðîä [13], ïîäìåøèâàíèå ðàäîíà â

ïîäçåìíûå âîäû â àêòèâíûõ çîíàõ [38] à òàêæå èçìåíåíèå ñêîðîñòè ãàçîâîãî

ïîòîêà ðàäîíà âñëåäñòâèå èçìåíåíèÿ ïîðèñòîñòè è òðåùèíîâàòîñòè ïîä äåéñòâèåì

òåêòîíè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé [18]. Ïîñëåäíåå ïðåäñòàâëÿåò íàèáîëüøèé èíòåðåñ, òàê

êàê ìîæåò ïîìî÷ü ñ ââåäåíèåì â ìîäåëü ïàðàìåòðîâ, îòâå÷àþùèõ çà èçìåíåíèå

èíòåíñèâíîñòè ïðîöåññà ïåðåíîñà ðàäîíà.
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Â èññëåäîâàíèè áóäåì îòòàëêèâàòüñÿ îò õîðîøî èçó÷åííîé ìàòåìàòè÷åñêîé

ìîäåëè íàêîïëåíèÿ RVA â íàêîïèòåëüíîé êàìåðå [12�14], ò.ê. îíà äîñòàòî÷íî

íåïëîõî îïèñûâàåò íàêîïèòåëüíûå ðåæèìû RVA. Ìîäåëü â îñíîâå ñâîåé

ïðåäñòàâëÿåò ëèíåéíîå îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (ODE) âèäà:

dA(t)

dt
= S(t) −

(
A(t) −AatmRn

)
λv(t) −

(
A(t) −AatmRn

)
λRn, (1)

ãäå,

• A(t) ∈ C1[0, T ] � âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü RVA â êàìåðå, [Áê/ì3];

• C1[0, T ] � êëàññ íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé;

• AatmRn � RVA â íàðóæíîì âîçäóõå, [Áê/ì3].

• t ∈ [0, T ] � òåêóùåå âðåìÿ ñèìóëÿöèè RVA, [ñ].

• T > 0 � îáùåå âðåìÿ ñèìóëÿöèè, [ñ].

• S(t) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ñêîðîñòü ïîñòóïëåíèÿ ðàäîíà,
ò.å. ñóììàðíîå óäåëüíîå ïîñòóïëåíèå íà åäèíèöó îáú¼ìà êàìåðû, [Áê/ì3ñ].

• λv(t) � ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ çàâèñèìîñòü êðàòíîñòè âîçäóõîîáìåíà (AER)
â êàìåðå îò âðåìåíè, [ñ−1].

• λRn = 2.1 · 10−6 � ïîñòîÿííàÿ ðàñïàäà ðàäîíà, [ñ−1].

Ñîãëàñíî ðàáîòàì [12, 14], ìîäåëü (1) ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü â ðÿäå

ñëó÷àåâ. Íàïðèìåð, ÷ëåíîì ïðè λRn óðàâíåíèÿ (1) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ò. ê. äàæå

ïîëíîñòüþ çàêðûòîå ïîìåùåíèå ñ äàò÷èêàìè èìååò λv(t) ≥ 0.05 [÷] (ò.å. ≈ 1.3889 ·
10−5 [c]), ÷òî êàê ìèíèìóì ïîðÿäîê áîëüøå ÷åì λRn, à çíà÷èò, âëèÿíèå íà ðàñ÷åòû

ïî äàííîé ìîäåëè 3-ãî ÷ëåíà (1) íåâåëèêî.

Èçâåñòíî, ÷òî çà ïåðåíîñ ðàäîíà â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè ìîãóò

îòâå÷àòü òåïëîæèäêîñòíàÿ êîíâåêöèÿ, òóðáóëåíòíûå ýôôåêòû ïðè èçìåíåíèè

ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ ôàêòîðîâ, ýôôóçèÿ çà ñ÷åò ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ â çåìíîé êîðå,

äèôôóçèÿ çà ñ÷åò ãðàäèåíòà êîíöåíòðàöèè ðàäîíà è äð. [39].

Îïðåäåëåíèå 1. Ìîäåëèðóåìûé ïðîöåññ íàêîïëåíèÿ ðàäîíà íàçûâàåòñÿ

ñòàöèîíàðíûì, êîãäà RFD ñ ïîâåðõíîñòè ïîä íàêîïèòåëüíîé êàìåðîé ïîñòîÿííà, à

òàêæå êîãäà íåò ðåçêèõ èçìåíåíèé AER, à çíà÷èò, λv(t) = λ0 è S(t) = S ÿâëÿþòñÿ

ïîñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè. Òîãäà RVA áóäåò èìåòü íàêîïèòåëüíûé õàðàêòåð ñ

âûõîäîì íà íàñûùåíèå: Amax = S/λ0, [Áê/ì
3] [12]. Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî âåëè÷èíà

S = Amaxλ0.

Ó÷èòûâàÿ âûøåèçëîæåííîå, ìîäåëü (1) ìîæíî óïðîñòèòü äî ODE, çàäà÷à Êîøè

äëÿ êîòîðîãî ïðèìåò âèä:

dA(t)

dt
= −λ0A(t) +Amaxλ0, A(0) = A0,

ãäå, A0 � èçâåñòíàÿ êîíñòàíòà, çíà÷åíèå RVA â ìîìåíò âðåìåíè t = 0.
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Çàìå÷àíèå 8. Äàëåå, ïðè ðàáîòå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, íåîáõîäèìî

áóäåò ñäåëàòü äëÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ RVA íîðìèðîâêó íà ìàêñèìóì, ïåðåõîäÿ òàêèì

îáðàçîì äëÿ îáîçíà÷åíèÿ A(t) ê ¾îòíîñèòåëüíûì åäèíèöàì¿ [îòí.åä.].

Òîãäà, î÷åâèäíî Amax = 1, à çíà÷èò ODE-ìîäåëü ïðèìåò âèä:

dA(t)

dt
= −λ0A(t) + λ0, A(0) = A0, (2)

Çàìå÷àíèå 9. Äàëåå, ñòàöèîíàðíóþ ìîäåëü RVA (2) äëÿ êðàòêîñòè áóäåì

íàçûâàòü ODE-ìîäåëüþ RVA.

Äëÿ çàäà÷è Êîøè (2) ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå:

A(t) = 1− e−λ0t (1−A0) , A(0) = A0, (3)

ïðè÷¼ì èç ðåøåíèÿ ìîäåëè ïðè t → ∞ âèäíî, ÷òî RVA A (t) → 1, ò. å.

A (t) = 1 � ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòèêà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò óðîâåíü íàñûùåíèÿ

RVA.

Ýðåäèòàðíàÿ α-ìîäåëü íàêîïëåíèÿ ðàäîíà

Â ìîäåëüíûõ óðàâíåíèÿõ (1) è (2) îáûêíîâåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ 1-ãî ïîðÿäêà

íå ïîçâîëÿåò ó÷åñòü èçìåíåíèå èíòåíñèâíîñòè ïåðåíîñà ðàäîíà â ïðîöåññå

íàêîïëåíèÿ, ò. å. íå ïîçâîëÿåò ó÷åñòü âëèÿíèå íà RVA èçìåíåíèé íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ãåîñðåäû. ×òî ñèëüíî îãðàíè÷èâàåò ãèáêîñòü ODE-

ìîäåëè RVA.

Ïîýòîìó àâòîðàìè â ðàáîòàõ [19, 21] ïðåäëàãàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ìîäåëè

(2), ñîñòîÿùàÿ â çàìåíå îáûêíîâåííîé ïðîèçâîäíîé 1-ãî ïîðÿäêà íà äðîáíóþ

ïðîèçâîäíóþ (FD) [15�17] ïîñòîÿííîãî èëè ïåðåìåííîãî âåùåñòâåííîãî

ïîðÿäêà. Îñíîâàíèåì ê òàêîìó îáîáùåíèþ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðîöåññ ïåðåíîñà

ðàäîíà ïðîèñõîäèò â ïðîíèöàåìîé ãåîñðåäå [20], à òàêæå óïîìÿíóòûì ðàíåå

ïðåäñòàâëåíèÿì îá èçìåíåíèè ñêîðîñòè ãàçîâîãî ïîòîêà [18] è èçìåíåíèè

èíòåíñèâíîñòè ýìàíàöèè [13].

Çàìå÷àíèå 10. Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîðèñòîñòü ñðåäû îáóñëîâëåíà íàëè÷èåì

èçîëèðîâàííûõ ïîð, à ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû ïîíèìàåòñÿ êàê íàëè÷èå êàíàëîâ,

ïðîâîäÿùèõ ãàç ìåæäó ïîðàìè. Ïîðèñòîñòü ñðåäû ìîæåò ïðèâîäèòü ê çàìåäëåíèþ

ïðîöåññà ïåðåíîñà ãàçà, ò. å. ñóáäèôôóçèè, à ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû, íàîáîðîò,

ïðèâîäèò ê óñêîðåíèþ, ò. å. ñóïåðäèôôóçèè [31]. Òàêèå ïðîöåññû îòíîñÿòñÿ ê

ÿâëåíèÿì àíîìàëüíîé äèôôóçèè [40].

Çàìå÷àíèå 11. Àíîìàëüíóþ äèôôóçèþ ìîæíî ñâÿçàòü ñî ñâîéñòâîì

ñèñòåìû èëè ñðåäû ïîìíèòü íåêîòîðîå âðåìÿ îêàçàííîå íà íåå âîçäåéñòâèå �

ýðåäèòàðíîñòüþ (ýôôåêòîì ïàìÿòè) [41].

Ñîáñòâåííî, äëÿ îïèñàíèÿ ýôôåêòà ïàìÿòè â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè RVA è

ââîäÿòñÿ FD Êàïóòî (Ãåðàñèìîâà-Êàïóòî) [23,24] ïîñòîÿííîãî ïîðÿäêà:

∂α0,tA(t) =
1

Γ(1− α)

∫ t
0

dA(σ)

dt

1

(t− σ)α
dσ, 0 < α < 1, (4)
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ãäå, Γ(·) � èçâåñòíàÿ ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà:

Γ(x) =

∫∞
0

e−tyx−1dy, x ∈ C : Re(x) > 0,

Çàìå÷àíèå 12. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò è äðóãèå îïðåäåëåíèÿ

ïðîèçâîäíîé äðîáíîãî ïîðÿäêà. Èõ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â íàó÷íûõ òðóäàõ

[42,43].

Öèêë ðàáîò àâòîðîâ [19, 21, 22] ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ

ñ ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëèðîâàíèåì RVA, ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòð α

îïèñûâàåò ôðàêòàëüíîñòü [44] ãåîñðåäû è ñâÿçàí ñ òàêèìè å¼ õàðàêòåðèñòèêàìè,

êàê ïîðèñòîñòü, ïðîíèöàåìîñòü è òðåùèíîâàòîñòü. Ýðåäèòàðíàÿ α-ìîäåëü RVA

ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùåé çàäà÷åé Êîøè:

∂α0,tA(σ) = −λ0A(t) + λ0, A(0) = A0, (5)

ãäå, îòëè÷èå îò (1) âàæíî îòìåòèòü:

• A(t) ∈ C2[0, T ] � ôóíêöèÿ ðåøåíèÿ, çàâèñèìîñòü RVA îò âðåìåíè â êàìåðå;

• α � êîíñòàíòà, ïîðÿäîê äðîáíîé ïðîèçâîäíîé (4);

• C2[0, T ] = A � êëàññ äâàæäû íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïàðàìåòð α, ñîãëàñíî [19], äàåò âîçìîæíîñòü íàì

ñìîäåëèðîâàòü èçìåíåíèÿ ïðîíèöàåìîñòè ãåîñðåäû, ïðèâîäÿùåé ê èçìåíåíèþ

èíòåíñèâíîñòè ïðîöåññà ïåðåíîñà ðàäîíà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîñòîÿííàÿ 0 <

α < 1 â îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ îïèñûâàåò ñðåäíåå ïî íåêîòîðîìó îáú¼ìó

(è âî âðåìåíè) çíà÷åíèå ïðîíèöàåìîñòè ãåîñðåäû ïîä íàêîïèòåëüíîé êàìåðîé

ðåãèñòðèðóþùåé RVA. Ïðè÷¼ì, åñëè α → 0, ýòî õàðàêòåðèçóåò äîâîëüíî ñèëüíî

ïðîíèöàåìóþ äëÿ ðàäîíà ñðåäó, à åñëè α → 1, ýòî õàðàêòåðèçóåò íåêóþ

¾ñðåäíåñòàòèñòè÷åñêóþ¿ ïî ïðîíèöàåìîñòè ñðåäó.

Çàìå÷àíèå 13. Ýðåäèòàðíàÿ α-ìîäåëü RVA (5) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé,

ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.

Äëÿ çàäà÷è (5) âîñïîëüçóåìñÿ ðàíåå ðàçðàáîòàííîé íåëîêàëüíîé íåÿâíîé

êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìîé (IFDS) [45], çàäàííîé â ðàâíîìåðíîé ñåòî÷íîé îáëàñòè:

h = T/N, Ω̂ = {(ti = ih) : 0 ≤ i < N} , Â ∈ Ω̂,
A(t) = Ai, 0 < Ai < 1.

(6)

Îïðåäåëåíèå 3. Òîãäà ðàçíîñòíàÿ ïðÿìàÿ çàäà÷à:

Ai = 1−
∂̂α0,ihAi

λ0
, A0 − const, 1 ≤ i < N,

∂̂α0,ihAi =
h−α

Γ(2− α)

i−1∑
j=0

(
(j+ 1)1−α − j1−α

)
(Ai−j −Ai−j−1) .

(7)
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ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó Êîøè, ñîñòîÿùóþ â ïîèñêå äèñêðåòíîé ôóíêöèè Ai,

ïðèíàäëåæàùåé èçâåñòíîìó êëàññó Â ∈ Ω̂, ïðè èçâåñòíîé ïîñòîÿííîé α.
IFDS ñõåìà (7) è å¼ îáîáùåííûå àíàëîãè áûëè àïðîáèðîâàíû â ðÿäå òåñòîâûõ

è ïðèêëàäíûõ çàäà÷ [45, 46]. Äàëåå (7) ðåøàåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì

Íüþòîíà (MNM), ïðè÷¼ì òîãäà ðàçíîñòíàÿ ïðÿìàÿ çàäà÷à íà îñíîâå IFDS

áåçóñëîâíî óñòîé÷èâà.

Çàìå÷àíèå 14. Ýðåäèòàðíàÿ α-ìîäåëü RVA (5) ðåøàåìàÿ ïî ñõåìå (7) ïðè

çíà÷åíèè α = 1 ïåðåéäåò â ODE-ìîäåëü RVA (3), ýòî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî â

ðàáîòàõ [22,46], ÷òî ãîâîðèò î òîì, ÷òî îáîáùåíèå (5) êîððåêòíî.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à íà ïàðàìåòðû λ0 è α äëÿ ýðåäèòàðíîé

α-ìîäåëè RVA

Ðàíåå àâòîðàìè [19,21,22] ïàðàìåòðû ìîäåëåé λ0 è α áûëè íåèçâåñòíû è ïîòîìó

ïîäáèðàëèñü âðó÷íóþ ïî ìàêñèìóìó R2 � êîýôôèöèåíòà äåòåðìèíàöèè [47] è σ

� êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè [48] ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè RVA. Òàêîé

ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ òðóäîåìêèì, ÷òî íåèçáåæíî ïðèâîäèò íàñ ê èäåÿì ðàçëè÷íûõ

ñïîñîáîâ àâòîìàòèçàöèè ïîäáîðà îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ.

Ïóñòü Ai ∈ Â (è ñîîòâåòñòâåííî A(t) ∈ A) � ôóíêöèÿ çàâèñèò îò íàáîðà

ïàðàìåòðîâ
−→
X = [X0, ..., XK−1], ãäå K = 2, à X0 = α, X1 = λ0. Ïóñòü â îáëàñòè

Ω̂ = [0,N] çíà÷åíèÿ äèñêðåòíîé ôóíêöèè ðåøåíèÿ Ai ∈ Â íåèçâåñòíû, íî èçâåñòíà

äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ � ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå RVA Ai = θi =
−→
θ î

ðåøåíèè ðàçíîñòíîé ïðÿìîé çàäà÷è Êîøè (7) äëÿ ýðåäèòàðíîé α-ìîäåëè RVA.

Îïðåäåëåíèå 4. Òîãäà ðàçíîñòíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ (7) � ýòî âîññòàíîâëåíèå

çíà÷åíèé
−→
X = [X0, X1] ïî èçâåñòíûì ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì RVA èìååò âèä:

Ai = 1−
∂̂X0

0,ihAi

X1
, Ai = θi, 1 ≤ i < N,

∂̂X0

0,ihAi =
h−X0

Γ(2− X0)

i−1∑
j=0

(
(j+ 1)1−X0 − j1−X0

)
(Ai−j −Ai−j−1) .

(8)

Äëÿ ðåøåíèÿ (8) îáðàòèìñÿ ê òåîðèè áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè [49]. Äëÿ ýòîãî

íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë íåâÿçêè:

−→η =
−→
θ −ω(

−→
X ), min

(
Ψ
(−→
X
))

=
1

2

N−1∑
i=0

η2i =
1

2

N−1∑
i=0

(θi −ωi)
2
, (9)

ãäå, −→η � âåêòîð íåâÿçêè ðàçìåðíîñòè N > K, à âåêòîð ω(
−→
X ) = [ω0, ...,ωN] � âåêòîð

ìîäåëüíûõ äàííûõ, ò. å. ðåøåíèå ðàçíîñòíîé ïðÿìîé çàäà÷è (7) îòíîñèòåëüíî

íåêîòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ
−→
X , ïîëó÷àåìîãî â õîäå ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è.

Ðàçíîñòíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ìåòîäîì áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè

íüþòîíîâñêîãî òèïà [50], à èìåííî èòåðàöèîííûì ìåòîäîì Ëåâåíáåðãà-Ìàðêâàðäòà

[51,52], ïðåäñòàâèìîãî â âèäå:

∆X =
(
−H−1

)
×
(
JT ×−→η ) , H = JT × J+ γE, (10)
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ãäå,

• ∆X � îïòèìàëüíîå ïðèðàùåíèå
−→
X äëÿ ñëåäóþùåé èòåðàöèè;

• E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè K× K;

• J = J
(−→
X
)
� ìàòðèöà ßêîáè ðàçìåðíîñòè N× K ñ ýëåìåíòàìè âû÷èñëÿåìûìè

ïî ôîðìóëå: Ji,k =
∂ηi
∂Xk
, i = 0..N− 1, k = 0..K− 1;

• ïðîèçâîäíàÿ ∂ηi
∂Xk

àïïðîêñèìèðóåòñÿ ðàçíîñòíûì îïåðàòîðîì Ji,k =
ηδi−ηi
δXk

, ãäå

δX � çàäàííîå ìàëîå ïðèðàùåíèå
−→
X ;

• γ � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè ìåòîäà. Åñëè γ ∈ R>0, à òàêæå ìàòðèöà Ãåññå

H ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî òîãäà ∆X ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì ñïóñêà äëÿ

îïòèìàëüíîãî øàãà ìåòîäà;

• Ñòàðòîâîå çíà÷åíèå: γ(0) = v·max
i

(
diag

(
J
(
X(0)
)T × J (X(0)

)))
, ãäå v � çàäàííàÿ

ñòàðòîâàÿ êîíñòàíòà.

Çàìå÷àíèå 15. Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è (8) ìåòîäîì Ëåâåíáåðãà-Ìàðêâàðäòà

(10), äàëåå (IP-LB), ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû â õîäå öèêëà, íà÷èíàÿ ñ çàäàííûõ

ïîñòîÿííûõ X(0), δX, v à òàêæå c � êîíñòàíòû äëÿ ïåðåñ÷¼òà γ, ìíîãîêðàòíî

âû÷èñëÿÿ ðåøåíèå ðàçíîñòíîé ïðÿìîé çàäà÷è (7) ïðè ïðèáëèæåíèÿõ
−→
X ,

ïîëó÷àåìûõ â õîäå ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è, âû÷èñëèòü îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ−→
X .

Çàìå÷àíèå 16. Êðèòåðèåì ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ε ≤ Σ,

ãäå Σ � çàäàííàÿ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ IP-LB, ε = 1
N

∑N−1
i=0

[
η∆i
]2
� ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ

îøèáêà (MSE) ìåæäó ýêñïåðèìåíòàëüíûìè è ìîäåëüíûìè äàííûìè RVA.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ

Äàëåå áóäóò ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ IP-LB ïî âîññòàíîâëåíèþ

îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé X0 = α, X1 = λ0 ñòàöèîíàðíîé ýðåäèòàðíîé α-ìîäåëè RVA

(5) ïî èçâåñòíûì ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì RVA.

Àëãîðèòìû, ðåàëèçóþùèå ðåøåíèÿ ïðÿìûõ çàäà÷ ïî ìîäåëÿì (2) è (5),

ëåæàùèõ â îñíîâå àëãîðèòìà IP-LB, ïðîèçâîäÿò âû÷èñëåíèÿ â âåëè÷èíàõ

¾ìåòð/÷àñ¿. Ýòî îáîñíîâàííî òåì, ÷òî ôàêòè÷åñêèé îáú¼ì íàêîïèòåëüíîé êàìåðû

(∼0.02 [ì3]) à ÷àñòîòà ðåãèñòðàöèè RVA (6 öèêë./÷àñ). Ïîýòîìó íà ðèñ. 8�13

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ T, t, h â [÷], X1 = λ0 â [÷−1]. Îäíàêî, êëþ÷åâûå ïàðàìåòðû

õàðàêòåðèçóþùèå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåíû ê ¾ìåòð/ñåêóíäà¿ ñîãëàñíî

ìåæäóíàðîäíîé ñèñòåìå åäèíèö ÑÈ è ñâåäåíû â òàáëèöó 1.

Çàìå÷àíèå 17. Íà âîññòàíîâëåíèå λ0 ñèëüíî âëèÿåò âûáîð åãî óïðàâëÿþùèõ

ïàðàìåòðîâ â àëãîðèòìå IP-LB, ò. å. X
(0)
1 � íà÷àëüíîå çàäàííîå ïðèáëèæåíèå è δ1 �

íà÷àëüíîå çàäàííîå ïðèðàùåíèå X
(0)
0 .
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Ðèñ. 8. Ðåçóëüòàò IP-LB ïî äàííûì KRMR. Âîññòàíîâëåíû: α = 0.76, λ0 = 0.072

[Figure 8.Result IP-LB for the KRMR data. Restored: α = 0.76, λ0 = 0.072]

Ðèñ. 9. Ðåçóëüòàò IP-LB ïî äàííûì KRMR. Âîññòàíîâëåíû: α = 0.857, λ0 = 0.095

[Figure 9.Result IP-LB for the KRMR data. Restored: α = 0.857, λ0 = 0.095]

Ðèñ. 10. Ðåçóëüòàò IP-LB ïî äàííûì KRMR. Âîññòàíîâëåíû: α = 0.834, λ0 = 0.064

[Figure 10.Result IP-LB for the KRMR data. Restored: α = 0.834, λ0 = 0.064]
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Ðèñ. 11. Ðåçóëüòàò IP-LB ïî äàííûì KRMR. Âîññòàíîâëåíû: α = 0.846, λ0 = 0.099

[Figure 11.Result IP-LB for the KRMR data. Restored: α = 0.846, λ0 = 0.099]

Ðèñ. 12. Ðåçóëüòàò IP-LB ïî äàííûì KRMR. Âîññòàíîâëåíû: α = 0.834, λ0 = 0.091

[Figure 12.Result IP-LB for the KRMR data. Restored: α = 0.834, λ0 = 0.091]

Ðèñ. 13. Ðåçóëüòàò IP-LB ïî äàííûì KRMR. Âîññòàíîâëåíû: α = 0.964, λ0 = 0.108

[Figure 13.Result IP-LB for the KRMR data. Restored: α = 0.964, λ0 = 0.108 ]
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Áûëî çàìå÷åíî, ÷òî åñëè íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå è åãî ïðèðàùåíèå çàäàâàòü

±1% îò îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ âîññòàíàâëèâàåìîãî ïàðàìåòðà, òî

ýôôåêòèâíîñòü è òî÷íîñòü ðàáîòû IP-LB áóäåò íàèâûñøåé (èñõîäÿ èç îöåíîê R2 è

σ) äëÿ ïðåäñòàâëåííûõ äàííûõ KRMR.

Ðåçóëüòàòû íà ðèñ. 8�13 ïîëó÷åííûå ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ

óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ:
[
X
(0)
0 , δ0

]
= [0.05, 0.01] äëÿ ïîêàçàòåëÿ α; à òàêæå[

X
(0)
1 , δ1

]
= [0.0025, 0.0005] äëÿ êîýôôèöèåíòà λ0. Çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùèõ

ïàðàìåòðîâ c, v, Σ äëÿ àëãîðèòìà IP-LB, óêàçàíû íà ðèñóíêàõ.

Çàìå÷àíèå 18. Èç ðèñ. 8�13 çàìå÷åíî, ÷òî ÷åì áîëüøèé ïåðèîä ïî âðåìåíè

îõâàòûâàþò äàííûå RVA (ò.å. ÷åì áîëüøå T), òåì òî÷íåå îïèñàííûå ìåòîäû

ðåøåíèÿ ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷ âîññòàíàâëèâàþò ñâÿçêó èç äâóõ ïàðàìåòðîâ

α è λ0. Îñîáåííî ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè âîññòàíîâëåíèè λ0, òîãäà çíà÷åíèÿ ýòîãî

ïàðàìåòðà áëèæå ê ïðèáëèçèòåëüíûì îöåíêàì λ0 êîòîðûå ìîæåò äàòü ýêñïåðò,

èçó÷èâ äàííûå è ó÷èòûâàÿ èíûå ôàêòîðû íà ïóíêòå íàáëþäåíèÿ.

Òàáëèöà 1

Ïàðàìåòðû ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé: êëàññè÷åñêîé ODE (2),

ýðåäèòàðíîé α-ìîäåëè RVA (5) ðåøàåìîé ìåòîäàìè îáðàòíûõ çàäà÷, à

òàêæå êîýôôèöèåíòû ïîäîáèÿ ìîäåëüíûõ êðèâûõ è äàííûõ. Çíà÷åíèÿ

ïðèâåäåíû ê ìåæäóíàðîäíîé ñèñòåìå åäèíèö ÑÈ. [Parameters of

mathematical models: classical ODE (2), hereditary α-model RVA (5) solved

by methods of inverse problems, as well as similarity coe�cients of model

curves and data. Values are given in the SI international system of units.]

Äàòû

âûáîðîê

äàííûõ

KRMR

çàäàííîå

λ0 äëÿ

êëàññè÷.

âîññòâ.

λ0 äëÿ

ýðåäèò.

âîññò.

α äëÿ

ýðåäèò.

R2 äëÿ

êëàññè÷.

R2 äëÿ

ýðåäèò.

24.08.20 -

- 27.08.20
1.66 · 10−5 2.0 · 10−5 0.76 59 % 77 %

27.08.20 -

- 29.08.20
1.66 · 10−5 2.638 · 10−5 0.857 93 % 89 %

4.09.20 -

- 6.09.20
1.66 · 10−5 1.77 · 10−5 0.834 49 % 77 %

25.09.20 -

- 28.09.20
1.66 · 10−5 2.75 · 10−5 0.846 60 % 72 %

7.10.20 -

- 10.10.20
1.66 · 10−5 2.527 · 10−5 0.834 74 % 85 %

6.11.20 -

- 8.11.20
1.66 · 10−5 3.0 · 10−5 0.964 11 % 78 %
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Ôèíàíñèðîâàíèå è âêëàä â èññëåäîâàíèÿ

Äàííûå ñ ïóíêòà KRMR ïðåäîñòàâëåíû Ìàêàðîâûì Å. Î. ñòàðøèì íàó÷íûì

ñîòðóäíèêîì ëàáîðàòîðèè àêóñòè÷åñêîãî è ðàäîíîâîãî ìîíèòîðèíãà Êàì÷àòñêîãî

ôèëèàëà ôåäåðàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî öåíòðà ¾Åäèíàÿ ãåîôèçè÷åñêàÿ

ñëóæáà ÐÀÍ¿ ã. Ïåòðîïàâëîâñê-Êàì÷àòñêèé, Ðîññèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè (â ðàìêàõ

ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ � 075-00682-24) è ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííûõ, ïîëó÷åííûõ

íà óíèêàëüíîé íàó÷íîé óñòàíîâêå ¾Ñåéñìîèíôðàçâóêîâîé êîìïëåêñ ìîíèòîðèíãà

àðêòè÷åñêîé êðèîëèòîçîíû è êîìïëåêñ íåïðåðûâíîãî ñåéñìè÷åñêîãî ìîíèòîðèíãà

Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè, ñîïðåäåëüíûõ òåððèòîðèé è ìèðà¿.

Âñå ðàñ÷¼òû, ñâÿçàííûå ñ ðåøåíèåì ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ ïî ìîäåëÿì

RVA, à òàêæå ðàñ÷¼òû ïî îáðàáîòêå äàííûõ, áûëè âûïîëíåíû â ïðîãðàììíîì

êîìïëåêñå PRPHMM 1.0 íà ÿçûêå MATLAB [53] âåðñèè R2023b äëÿ GNU/Linux

Ubuntu Desktop 22.04. Ïðîãðàììíîé êîìïëåêñ PRPHMM 1.0 ðàçðàáàòûâàåòñÿ â

ðàìêàõ ïðîåêòà "Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ãåîñôåðàõ ñ ó÷åòîì

íàñëåäñòâåííîñòè"çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 22-11-00064 (ðóê.

Ïàðîâèê Ð.È.) èñïîëíÿåìîãî íà áàçå Èíñòèòóòà êîñìîôèçè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé è

ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàäèîâîëí ÄÂÎ ÐÀÍ, ñ. Ïàðàòóíêà, Ðîññèÿ.

Âèçóàëèçàöèÿ â äàííîé ñòàòüå áûëà âûïîëíåíà Òâ¼ðäûì Ä.À. ñ ïîìîùüþ

ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà FEVO 1.0, ðàçðàáàòûâàåìîãî â òîì ÷èñëå íà ñêðèïòîâîì

ÿçûêå Gnuplot 6.0 [54] äëÿ GNU/Linux Ubuntu Desktop 22.04. Ïðîãðàììíîé

êîìïëåêñ FEVO 1.0 ðàçðàáàòûâàåòñÿ â ðàìêàõ ïðîåêòà "Ðàçðàáîòêà ïðîãðàììíîãî

êîìïëåêñà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèçà îáúåìíîé àêòèâíîñòè ðàäîíà êàê

ïðåäâåñòíèêà ñèëüíûõ çåìëåòðÿñåíèé Êàì÷àòêè" çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî

íàó÷íîãî ôîíäà � 23-71-01050 (ðóê. Òâ¼ðäûé Ä.À.) èñïîëíÿåìîãî íà áàçå

Èíñòèòóòà êîñìîôèçè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàäèîâîëí ÄÂÎ

ÐÀÍ, ñ. Ïàðàòóíêà, Ðîññèÿ.

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé

áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè, â ÷àñòíîñòè èòåðàöèîííîãî ìåòîäà Ëåâåíáåðãà-

Ìàðêâàðäòà, ìîæíî ðåøàòü îáðàòíûå çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì

ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ íàêîïëåíèÿ 222Rn â êàìåðå.

Íà ïðèìåðàõ ïîêàçàíî, ÷òî ìîæíî âîññòàíàâëèâàòü áëèçêèå ê îïòèìàëüíûì

çíà÷åíèÿ: α � ñòåïåíü äðîáíîé ïðîèçâîäíîé, õàðàêòåðèçóþùåé èíòåíñèâíîñòü

ïðîöåññà ïåðåíîñà ðàäîíà, λ0 � ïîñòîÿííàÿ êðàòíîñòü âîçäóõîîáìåíà äëÿ

ñòàöèîíàðíîé ýðåäèòàðíîé α-ìîäåëè RVA. Èç ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ âèäíî,

÷òî ýðåäèòàðíàÿ α-ìîäåëü RVA ñ ïàðàìåòðàìè, âîññòàíàâëèâàåìûìè ðåøåíèåì

îáðàòíîé çàäà÷è, â ñðàâíåíèè ñ ODE-ìîäåëüþ RVA ïðè λ0 = 1.66 · 10−5 äàåò áîëåå
òî÷íûé ðåçóëüòàò çà ñ÷åò îáîáùåíèÿ äî äðîáíîé ïðîèçâîäíîé, à ìîäåëüíûå êðèâûå

ëó÷øå ñîãëàñóþòñÿ ñ äàííûìè íàêîïëåíèÿ, î ÷åì ãîâîðÿò çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà

äåòåðìèíàöèè R2 c äàííûìè ïî RVA âûøå â ñðåäíåì íà 22%.
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Ïðîäîëæåíèå ðàáîòû ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ ïðèìåíåíèåì áîëåå îáîáùåííîé

ýðåäèòàðíîé α(t)�ìîäåëè è ìåòîäîâ ìíîãîìåðíîé îïòèìèçàöèè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

ïðîöåññîâ íàêîïëåíèÿ ðàäîíà ïî îñëîæíåííûì ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.

Óñëîæíåííîñòü äàííûõ íàêîïèòåëüíîãî ïðîöåññà ñîñòîèò â òîì, ÷òî äàííûå

èñêàæåíû ýôôåêòàìè äèíàìè÷åñêîãî âëèÿíèÿ àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ è

ïåðåìåííîé ïðîíèöàåìîñòüþ ãåîñðåäû.

Àááðåâèàòóðû

RVA Radon Volumetric Activity

RFD Radon Flux Density

FD Fractional derivative

AER Air Exchange Rate

ODE Ordinary di�erential equation

MNM Modi�ed Newton's Nethod

IP-LB Inverse problem by method Levenberg-Marquardt

MSE Mean Squared Error
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Профессор Мирсаид Мирсиддикович Арипов
к 85-летию со дня рождения

Профессор М.М. Арипов

Мирсаид Мирсиддикович Арипов
родился 20 сентября 1939 года в селе
Испай, Бостанлыкского района Ташкентской
области в семье служащего. В 1961 году
окончил Ташкентский государственный
университет (ныне Национальный
университет Узбекистана имени Мирзо
Улугбека НУУз) по специальности
«Математика». К трудовой деятельности
приступил в качестве старшего лаборанта
вычислительного центра ТашГУ в 1961 году
и последовательно прошел путь от научного
сотрудника, старшего преподавателя,
доцента, декана, профессора, заведующего
кафедрой в течении 35 лет, председателя

объединенного профсоюзного комитета ТашГУ до первого проректора
Ташкентского государственного университета. В 1963-1968 годах проходил
стажировку и аспирантуру в Вычислительном центре Сибирского отделения РАН.
Также, М. Арипов четырежды проходил повышение квалификации на факультете
вычислительной математики и кибернетики МГУ в 1972-1986 годах. За время
работы в университете М. Арипов на высоком уровне читал общие и специальные
курсы по информатике, информационной технологии, математическому
моделированию нелинейных процессов, а также курс «Математические задачи
естествознания» для бакалавров, магистров, аспирантов, слушателей повышения
квалификации в ТашГУ.

М. Арипов ведёт активную научно-исследовательскую работу в целом ряде
предметных областей, включая математическое моделирование нелинейных
процессов, защиту информации, информационные технологии, вычислительную
лингвистику и методики преподавания информационных технологий. Профессор
М. Арипов является автором более 600 научных работ, 7 монографий, 50
учебников и учебных пособий по прикладной математике и информационным
технологиям, 4 из которых признаны лучшими учебниками и учебными пособиями.
Им также получены сертификаты интеллектуального агентства РУз на 30
программных продуктов. Значительный научный интерес М. Арипова связан с
исследованиями асимптотической теории исследования различных качественных
свойств решений обобщенных уравнений типа Эмдена-Фаулера второго и третьего
порядка, описывающие ряд физических процессов. М. Арипов для изучения
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асимптотических свойств решений уравнение типа Эмдена-Фаулера предложил и
обосновал метод эталонных уравнений (метод ВКБ) известный ранее лишь для
линейных уравнений. Им установлено, что обобщенные уравнения типа Эмдена-
Фаулера второго и третьего порядка тесно связаны с автомодельными решениями
нелинейных вырождающихся уравнений параболического типа в дивергентной и
недивергентной формах с уравнением тонкой пленки, встречающих в различных
приложениях.

Вместе со своими учениками М. Арипов предложил и обосновал методы,
исследования краевых задач для дважды нелинейных вырождающихся уравнений
параболического типа и их систем, описывающие процессы. фильтрации в
газах и жидкостях, нелинейной диффузия, теплопроводности, пыле-соле
переноса, биологической популяции, распространение вирусов, биологической
популяции типа Колмогорова Фишера в одно- и многокомпонентных нелинейных
средах, с учетом переменной плотности и двойной нелинейности. Созданные
им теория и практика позволили установить новые явления свойственные
лишь рассмотренным нелинейным задачам такие как «конечная скорость
распространения», «пространственная локализация», «blow up», «стена»,
«вымирание за конечное время».

М. Арипов — один из инициативных ученых, успешно наладивший
международное сотрудничество. В течение 1976-2023 годов он участвовал более
60 раз во всемирных математических конгрессах, в конгрессах ISAAC, TWMS,
GAMM, проводимых в различных странах Северной Америки, Западной Европы
и Восточной Азии. М. Арипов является членом американского и европейского
математических обществ, общества прикладной математики и механики (GAMM,
Германия), математических обществ ISAAC, TWMS, рецензентом престижного
издания Zentralblatt, членом редколлегии 7 международных журналов «Pure and
Applied Mathematics», «Информационная безопасность», Вычислительная физика,
Вычислительные нанотехнологии. «Вестника РГУГН», «Бюллетень УзМУ»,
«Бюллетень ТУИТ», «Проблемы вычислительной и прикладной математики»
и других журналов. Большое внимание М. Арипов уделяет вопросам научного
сотрудничества с ведущими вузами и научными исследованиями. центры. В
результате этого сотрудничества под руководством М. Арипова были реализованы
3 проекта Евросоюза COCUZ, CANDI, CLASS и Всемирного банка, общий объем
его инвестиций составил более 2 млн. долларов США. В результате этих проектов
создан 21 новый курс дистанционного обучения для магистратуры и ведется
подготовка магистров и бакалавров по новым специальностям «Компьютерные
науки», «Компьютерная лингвистика». В рамках этих грантов 10 магистров
завершили магистерскую работу и 30 человек из профессорско-преподавательского
состава прошли тренинг курсы зарубежом в известных европейских университетах.
В ходе реализации этого проекта был подписан договор с Университетом Адама
Мицкевича в Польше.

М. Арипов руководил 2 российско-узбекскими, 2 фундаментальными, 3
прикладными и 2 инновационными научными проектами и проектом всемирного
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банка УзУДТ: Универсальный корпус дерева отношений для обработки
естественного языка на узбекском языке и его семантический анализ». Также,
он руководил более 12 хозяйственными договорами заключенных с различными
предприятиями России и нашей Республики. Результаты научных изысканий
были внедрены в Институте физики РАН, в Научном объединении «Фотон»,
Зеленоградском военном предприятии, МГУ и ряде крупных предприятий нашей
страны, а также на заводе №84, «Узтрансгаз», «Узнефтегаз», Ташкентском
проектно-конструкторском бюро, Институт астрономии, Объединение «Малика» и
др. М. Арипов также активно работает в системе «устоз- шогирд» и с одаренными
учениками. Среди его учеников в 2011 году аспирант Д. Абдуллаев, в 2022 г.
докторант С. Матлатипов, ставший стипендиатом Президентской стипендии, а
ученик Т.Р. Азларов в 2013 году был удостоен звания «Герой Узбекистана».

М. Арипов создал научную школу в области прикладной математики и
информационных технологий. Он подготовил 14 докторов наук (в том числе
3 доктора наук из Египта, Саудовской Аравии и Турции), 35 кандидатов
наук (в том числе 23 PhD), руководил 60 магистерскими диссертациями. М.
Арипов является организатором 16 международных конференций Аль-Хорезми по
актуальным проблемам прикладной математики и информационных технологий,
которая проводится раз в два года, он также является членом организационных
и программных комитетов многих международных конференций, проводимых за
рубежом.

В 1990-1995 годах М. Арипов был депутатом городского совета Ташкента.
За трудовые заслуги М. Арипову присвоено почетное звание «Заслуженный
работник народного образования Республики Узбекистан» (1990 г.). В 2020 году
был награжден орденом «Фидокорона хизматлари учун». Кроме того, М. Арипов
неоднократно награжден почетными грамотами и медалями НУУз, МВиССО РУз,
Мининновации и профсоюза, включая почетные грамоты МВиССО РУз, медаль
«Гордость Национального университета» (2023 г.), нагрудный знак «Ветеран
труда» (2023 г.), грамота «За заслуги в повышении академической репутации
вуза» (2022 г.). За вклад в развитие Национального университета Казахстана М.
Арипов был награжден нагрудным знаком «За вклад в развитии Казахстанского
Национального университета» (2015 г.).

Мирсаид Мирсиддикович Арипов уже последних несколько лет является
членом редакционого совета журнала «Вестник КРАУНЦ. Физико-математические
науки» и введет активную работу по развитию журнала. Редакционная коллегия
и совет журнала «Вестник КРАУНЦ. Физико-математические науки» сердечно
поздравляет Мирсаида Мирсиддиковича с 85-летним юбилеем, желает ему
крепкого здоровья, неиссякаемой жизненной энергии, дальнейших творческих
успехов в работе и благополучия в семье.

Редакционная коллегия и совет
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Директор ИПМА КБНЦ РАН
Арсен Владимирович Псху
к 55-летию со дня рождения

Директор ИПМА КБНЦ РАН
А.В. Псху

30 октября 2024 года Арсен
Владимирович Псху отметил 55-летний
юбилей. А.В. Псху является директором
Института прикладной математики и
автоматизации – филиала Федерального
государственного бюджетного научного
учреждения «Федеральный научный
центр «Кабардино-Балкарский научный
центр РАН с 2021 года по настоящее
время (далее – Институт). В Институте
А.В. Псху работает с 1996 года, прошел
путь от младшего научного сотрудника
до руководителя. В 1991 году закончил
механико-математический факультет
Московского государственного университета
им. М.В. Ломоносова, в 1999 году защитил
диссертацию на соискание ученой степени
кандидата физико-математических наук
(г. Нальчик, Институт), в 2007 году –
диссертацию на соискание ученой степени
доктора физико-математических наук
(Москва, МГУ).

Псху А.В. – специалист в области прикладной и теоретической математики
(дифференциальные уравнения, дробное исчисление, математическое
моделирование). Индекс Хирша РИНЦ – 21, ИХ WOS – 10, ИХ Scopus – 11.

Псху А.В. получены фундаментальные научные результаты, связанные
с разработкой и развитием аналитических методов решения обыкновенных
и в частных производных дифференциальных уравнений, содержащих
операторы дробного и распределенного дифференцирования, их применением
к математическому моделированию широкого класса физических процессов;
методами решения и анализа начальных и краевых задач для уравнений в
частных производных; теорией интегральных преобразований и специальных
функций. Является руководителем научного направления Института. Полученные
им научные результаты привлекли широкое внимание специалистов как у нас в
стране, так и за рубежом, его научный авторитет широко известен в КБР и за его
пределами.
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Псху А.В. — автор более 200 научных работ, в том числе 3 монографий,
руководитель проектов, финансируемых РФФИ, программ фундаментальных
исследований Отделения математических наук РАН, лауреат Фонда поддержки
отечественной науки. Псху А.В. успешно сочетает научную и научно-
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