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1 
Аннотация. Актуальность и цели. Одним из важных разделов теории дифференци-
альных уравнений являются нагруженные уравнения. Они позволяют моделировать 
процессы, в которых влияние внешних факторов существенно изменяет поведение 
системы. Особенно это важно в таких областях, как механика, гидрология и материа-
ловедение. Изучение нагруженных уравнений способствует созданию более точных 
моделей, которые используются для анализа устойчивости и надежности конструк-
ций, а также для прогнозирования различных явлений в природных и инженерных 
системах. Построены новые разностные схемы повышенного порядка точности для 
приближенного решения первой краевой задачи для нестационарного нагруженного 
уравнения влагопереноса в одномерных и многомерных областях. Нагруженные ин-
тегральные уравнения позволяют глубже понять распределение нагрузок и взаимо-
действие элементов в сложных системах. Изученные в данной работе уравнения иг-
рают значительную роль в решении актуальных задач экологии, сельского хозяйства, 
строительства и климатологии. Точное моделирование процессов влагопереноса поз-
воляет эффективно управлять водными ресурсами, прогнозировать уровень грунто-
вых вод, оптимизировать орошение, обеспечивать устойчивость строительных кон-
струкций и предсказывать последствия климатических изменений. Кроме того, раз-
витие таких моделей способствует прогрессу в гидрологии и смежных науках. Мате-
риалы и методы. Для приближенного решения поставленных задач используется ме-
тод конечных разностей и метод энергетических неравенств для получения априор-
ных оценок решений предложенных разностных схем. Результаты. Для каждой за-
дачи построена разностная схема повышенного порядка аппроксимации. Методом 
энергетических неравенств для решения каждой разностной задачи получена апри-
орная оценка. Из полученных оценок следуют единственность и устойчивость реше-
ния по правой части и начальным данным, а также сходимость решения разностной 
задачи к решению соответствующей исходной дифференциальной задачи со скоро-
стью, равной порядку аппроксимации разностной схемы. Выводы. Разработаны но-
вые разностные схемы повышенного порядка аппроксимации для приближенного 
решения поставленных задач. 
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Abstract. Background. One of the important sections of the theory of differential equations 
is loaded equations. They allow us to model processes in which the influence of external 
factors significantly changes the behavior of the system. This is especially important in 
fields such as mechanics, hydrology, and materials science. The study of loaded equations 
contributes to the creation of more accurate models that are used to analyze the stability and 
reliability of structures, as well as to predict various phenomena in natural and engineering 
systems. New difference schemes of an increased order of accuracy are constructed for an 
approximate solution of the first boundary value problem for an unsteady loaded moisture 
transfer equation in one-dimensional and multidimensional regions. Loaded integral equa-
tions allow for a deeper understanding of the distribution of loads and the interaction of el-
ements in complex systems. The equations studied in this paper play a significant role in 
solving urgent problems of ecology, agriculture, construction and climatology. Accurate 
modeling of moisture transfer processes makes it possible to effectively manage water re-
sources, predict groundwater levels, optimize irrigation, ensure the stability of building 
structures, and predict the effects of climate change. In addition, the development of such 
models contributes to progress in hydrology and related sciences. Materials and methods. 
For an approximate solution of the tasks set, the finite difference method and the energy in-
equality method are used to obtain a priori estimates of the solutions of the proposed differ-
ence schemes. Results. A high-order approximation difference scheme is constructed for 
each problem. An a priori estimate is obtained by the method of energy inequalities for 
solving each difference problem. The obtained estimates imply the uniqueness and stability 
of the solution on the right side and the initial data, as well as the convergence of the solu-
tion of the difference problem to the solution of the corresponding initial differential prob-
lem with a speed equal to the order of approximation of the difference scheme. Conclu-
sions. New high-order difference schemes of approximation have been developed for the 
approximate solution of the tasks set. 
Keywords: the first boundary value problem, multidimensional moisture transfer equation, 
loaded equation, a priori estimate, difference scheme, high-order accuracy scheme, stability 
and convergence of the scheme 
For citation: Beshtokov M.Kh. Finite-difference method for solving the first boundary  
value problem for a non-stationary loaded moisture transfer equation. Izvestiya vysshikh 
uchebnykh zavedeniy. Povolzhskiy region. Fiziko-matematicheskie nauki = University 
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Введение  
Одним из важных разделов теории дифференциальных уравнений  

являются нагруженные уравнения. Они позволяют моделировать процессы,  
в которых влияние внешних факторов существенно изменяет поведение си-
стемы. Особенно это важно в таких областях науки, как механика, гидроло-
гия и материаловедение. Изучение нагруженных уравнений способствует со-
зданию более точных моделей, которые используются для анализа устойчи-
вости и надежности конструкций, а также для прогнозирования различных 
явлений в природных и инженерных системах. 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические науки. 2025. № 2 

 46

Работы, посвященные исследованию нагруженных уравнений, можно 
условно разделить на два типа: исследования, сосредоточенные на нагружен-
ных интегральных уравнениях, и исследования, касающиеся нагруженных 
дифференциальных уравнений. Исторически первые работы в этой области 
были ориентированы на нагруженные интегральные уравнения, что связано  
с их применением в различных задачах, требующих анализа влияния внеш-
них факторов на системы. Нагруженные интегральные уравнения позволяют 
глубже понять распределение нагрузок и взаимодействие элементов в слож-
ных системах. Этому классу нагруженных уравнений посвящены работы  
[1–6]. Важность изучения таких уравнений подчеркивали А. Н. Крылов,  
В. И. Смирнов, А. Н. Тихонов и А. А. Самарский, которые приводили приме-
ры прикладных задач из техники и физики, сводящихся к нагруженным инте-
гральным уравнениям. 

С течением времени, по мере развития теории и методов решения, вни-
мание ученых стало смещаться к нагруженным дифференциальным уравне-
ниям, которые обеспечивают более точное описание динамики процессов и 
позволяют учитывать временные изменения в системах [7–15]. 

Таким образом, исследование обоих типов уравнений важно для даль-
нейшего развития теории и практических приложений в различных областях 
науки и техники. 

В данной работе рассматривается первая начально-краевая задача для 
одномерного и многомерного нагруженного нестационарного уравнения вла-
гопереноса. Уравнения такого вида играют значительную роль в решении ак-
туальных задач экологии, сельского хозяйства, строительства и климатоло-
гии. Точное моделирование процессов влагопереноса позволяет эффективно 
управлять водными ресурсами, прогнозировать уровень грунтовых вод, оп-
тимизировать орошение, обеспечивать устойчивость строительных конструк-
ций и предсказывать последствия климатических изменений [16, 17]. Кроме 
того, развитие таких моделей способствует прогрессу в гидрологии и смеж-
ных науках. 

Для исследования поставленных задач используется метод энергетиче-
ских неравенств, который позволяет получить априорные оценки в разност-
ной интерпретации задачи. В результате получены априорные оценки в раз-
ностной форме, позволяющие установить ряд важных свойств решений  
рассматриваемых задач. В частности, из полученных оценок следует, что ре-
шение соответствующей задачи является единственным и устойчивым отно-
сительно правой части уравнения и начальных данных. Это означает, что не-
большие изменения в исходных условиях или в правой части уравнения  
не приводят к значительным изменениям в решении. 

Также доказана сходимость решения разностной задачи к решению ис-
ходной дифференциальной задачи, подтверждающая, что при переходе от 
разностной модели к непрерывной (дифференциальной) решения будут близ-
кими, что важно для понимания поведения системы в предельном случае и 
при численном решении. Проведены численные расчеты тестового примера 
для одномерной задачи. 

Таким образом, работа предоставляет теоретическую основу для чис-
ленного анализа нагруженного нестационарного уравнения влагопереноса  
в одномерных и многомерных областях и подтверждает надежность методов, 
используемых для их решения. 
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Численные методы играют ключевую роль в исследовании нагружен-
ных уравнений как интегральных, так и дифференциальных. Поскольку ана-
литические решения таких уравнений часто либо отсутствуют, либо крайне 
сложны для получения, численные методы позволяют эффективно прибли-
женно решать задачи, моделирующие реальные процессы [18–23]. 

1. Постановка одномерной задачи 

В прямоугольнике ( ){ }, : 0 ,  0D x t x l t T= ≤ ≤ ≤ ≤  рассмотрим первую 
краевую задачу для одномерного нестационарного нагруженного уравнения 
влагопереноса: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

2 2
1

, , , ,   0 ,   0 ,
m

t s s
s

u uu k t A q x t u t f x t x l t T
x t x =

∂ ∂= + − ξ + < < < ≤
∂ ∂ ∂

   (1) 

 ( ) ( )0, , 0,   0 ,u t u l t t T= = ≤ ≤   (2) 

 ( ) ( )0,0 ,   0 ,u x u x x l= ≤ ≤   (3) 

где  

 ( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( )6,3 1 4,1, ,    0, ,    , , , ,su x t C D k t C T q x t f x t C D∈ ∈ ∈   (4) 

( ) ( ) ( )0 1 , 20 ,    , , , ,    0,    1,2, , ,s s xxc k t c q x t q x t c A s m≤ ≤ ≤ = …  

( ), 1,2,...,s s mξ =  – произвольные точки интервала ( )0,l : 10 ... m l< ξ < < ξ < . 
В дальнейшем предполагаем, что решение дифференциальной задачи 

(1)–(3) существует и единственно. 

2. Устойчивость и сходимость разностной схемы 
Для решения задачи (1)–(3) применим метод конечных разностей. Для 

этого на равномерной сетке ,h hτ τω = ω ×ω  где { },  0, , / ,h ix ih i N h l Nω = = = =  

{ }0 0,  0,1,..., , /jt j j j T jτω = = τ = τ = , дифференциальной задаче (1)–(3) поста-

вим в соответствие разностную схему порядка аппроксимации ( )4 2O h + τ :  

 ( )
1

1 1 , ,
2 2

m

h t xx xxt h s s j h
s

y aY Ay d Y t
=

= + − ξ + ϕ     (5) 

 ( ) ( )0 00,    ,0 ,N i iy y y x u x= = =   (6) 

( )1 2

,1 1
1,    10 ,    1, , 1,

12 12

j j
j j j j j j

t h i i i xx ii i
y y hy y y y y y y i N

+

+ −
−= = + + = + = … −
τ

  

1 1
1
2

,  , j j j j
j

Y y y a k t+ +
+

 
 = + =
 
 
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11 1,
2 2

, ,  , ,  ,
s s

j j
s i i i s is i ij j

d q x t f x t x x
++ +

   
   = ϕ = ≤ ξ ≤
   
   

 

( )( )( )1 2
136

s s s

s

s i s i s i jj
s i

x x x
y

h
+ +

−

ξ − ξ − ξ −
η = +

−
 

( )( )( )1 1 2
32

s s s

s

s i s i s i j
i

x x x
y

h
− + +ξ − ξ − ξ −

+ +  

( )( )( ) ( )( )( )1 2 1 1
1 23 3 ,

2 6
s s s s s s

s s

s i s i s i s i s i s ij j
i i

x x x x x x
y y

h h
− + − +

+ +

ξ − ξ − ξ − ξ − ξ − ξ −
+ +

−
 

где ( ),j
s s jy tη = ξ , ( ) 1, j j

s j s sY t +ξ = η + η . 

В дальнейшем будем считать, что { }1min , mh l< ξ − ξ , 0j −  количество 
узлов сетки на [ ]0,T , N −  количество узлов сетки на [ ]0,l . 

Найдем априорную оценку решения (5), (6) методом энергетических 
неравенств, в связи с чем введем скалярные произведения и норму в виде  

( ) ( ] ( ) ( ) ( )
1

2 2 2

1 1
, ,  , ,  , 1, , .

N N

i i i i
i i

u v u v h u v u v h u u u u t u
−

= =
= = = = ⋅ =       

Чтобы найти априорную оценку решения задачи (5), (6), умножим 
уравнение (5) скалярно на 1j jY y y += + :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1, , , , , , .
2 2

m

h t xx xxt h s s j h
s

Y y aY Y A y Y d Y t Y Y
=

 
 = + − ξ + ϕ
 
 
    (7) 

Преобразуем слагаемые, входящие в (6): 

( ) ( )
2 2

1 1 1, , , ,
12 12

j j j j j j
h t t xxt t xxt

h hY y y y y y y y y y y y+ + +   
= + + = + + + =      
   

  

( ) ( )2
1 11 11 1, ,

12
j j j jj j j j
x x x x

hy y y y y y y y+ ++ +   = + − − + − =   τ τ   
 

 ( ) ( )
2

2 2] | ,
12 xt t

hy y= −     (8) 

 ( ) ( )( 2 201 1, , ] | ,
2 2 2xx x x

caY Y a Y Y= − ≤ −
   (9) 

( ) ( ] ( ) ( )1, , ,ˆ ˆxxt xt x x x x xA y Y A y Y A y y y y = − = − − + = τ 
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 ( ) ( ) ( )( ( )2 2 2 2ˆ1 , 1, ] | ,x x x xt t
A y y A y A y  = − − = − = −  τ 

   (10) 

( ) ( )( )
1 1

1 1, , , ,
2 2

m m

h s s j s j h s
s s

d Y t Y Y t d Y
= =

 
 − ξ = − ξ ≤
 
 
    

( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2 22 2
1

1 1

1 , (1, ) , 1,
4 4 4

m m

s j s j
s s

c mlcY t Y M Y t Y
= =

 
≤ ξ + ≤ ξ + ≤  

 
   

 ( ) ( )
2

2 2 2 2 22
2 3

1] | 1, ] | ,
4 4x x

mlcM Y Y Y M Y Y ≤ ε + + ≤ + ε 
        (11) 

 ( ) 2 21 1, .
2 2h hY Yϕ ≤ + ϕ       (12) 

Учитывая полученные преобразования (7)–(12), из (6) находим  

( ) ( ) ( )
2

2 2 2 20] | ] | ] |
12 2x x xt t t

chy A y y Y+ − + ≤      

( )2 2 2
4 5] | .x hM Y Y M≤ + + ϕ      

Здесь и далее через ( )  1,2,iM i = …  обозначим положительные постоян-
ные, зависящие только от входных данных исходной дифференциальной за-
дачи. 

Выбирая 0 6h h A≤ = , из последнего находим  

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 20
4 5] | ] | ] | .

2 4x x x ht t

cAy y Y M Y Y M+ + ≤ + + ϕ          (13) 

Просуммируем (13) по j′  от 0 до j , умножив обе части на τ , тогда по-
лучаем  

1 2 2 2

0
| |] ]

j
jj

x x
j

y y Y ′+

′=
+ + τ ≤     

( )2 2 2 0 2 0 2
6 7

0 0
] | ] | .

j j
jj j

h xx
j j

M Y Y M y y′′ ′

′ ′= =

 
 ≤ + τ + ϕ τ+ +
 
 

          (14) 

Преобразуем первое слагаемое в правой части (14), тогда получим  
с учетом ( )2 2 2( ) 2a b a b+ ≤ + : 

( )2 1 2 1 2 2

0 0 0
2

j j j
j j j j j

j j j
Y y y y y′ ′ ′ ′ ′+ +

′ ′ ′= = =
τ = + τ ≤ + τ =           
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1
1 2 2 2 2

0 0 1 0
2 2 2 2  

j j j j
j j j j

j j j j
y y y y

+
′ ′ ′ ′+

′ ′ ′ ′= = = =
= τ + τ = τ + τ =            

 1 2 0 2 2

1
2 2 4 .

j
j j

j
y y y ′

′

+

=
= + + τ        (15) 

Учитывая (15), из (14) находим  

( ) 2 2

0

21
6 |1 ] ] |2

j
jj

x x
j

M y y Y ′+

′=
− τ + + τ ≤     

( )2 2 2 0 2 0 2
7 8

0 0
] | ] | .

j j
jj j

h xx
j j

M y y M y y′′ ′

′ ′= =

 
 ≤ + τ + ϕ τ+ +
 
 

          (16) 

Выбирая 0
6

1
M

τ ≤ τ = , из (16) находим  

11 2 2 2

0
] | ] |

j
j jj
x x

j
y y Y ′++

′=
+ + τ ≤     

( )2 2 2 0 2 0 2
9 10

0 0
] | ] | .

j j
j

x h x
j j

M y y M y y′

= =′ ′

 
 ≤ + τ + ϕ τ+ +
 
 

          (17) 

Применяя к неравенству (17) разностный аналог леммы Гронуолла  
[24, лемма 4, с. 171], находим оценку  

11 2 2 2

0
] | ] |

j
j jj
x x

j
y y Y ′++

′=
+ + τ ≤     

 ' 2 0 2 0 2

' 0
] | ,

j
j

h x
j

M y y
=

 
 ≤ ϕ τ+ +
 
 
        (18) 

где const 0M = > , зависящая только от входных данных рассматриваемой за-
дачи (1)–(3) и не зависящая от h  и τ . 

Теорема 1. Пусть выполнены условия (4), тогда существуют такие 0τ , 

0h , что если ( )0 0 1 2, , , ,c c c T lτ ≤ τ , ( )0 0 1 2, , , ,h h c c c T l≤ , то для решения раз-
ностной задачи (5), (6) справедлива априорная оценка (18). 

Из априорной оценки (18) следуют единственность решения разност-
ной задачи (5), (6), а также непрерывная зависимость решения задачи от 
входных данных. 

Пусть ( ),u x t −  решение задачи (1)–(3), ( ), j
i j iy x t y=  – решение раз-

ностной задачи (5), (6). Для оценки точности разностной схемы (5), (6) рас-
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смотрим разность j j j
i i iz y u= − , где ( ),j

i jiu u x t= . Тогда, подставляя y z u= +  
в соотношения (5), (6), получаем задачу для функции z :  

 ( )
1

1 1 1 , Ψ,
2 2 2

m

h t xx xxt h s s j h
s

z aZ Az d Z t
=

= + − ξ +     (19) 

 ( )0 0,    ,0 0,N iz z z x= = =   (20) 

где ( )4 2Ψh O h= + τ  – погрешности аппроксимации дифференциальной за-

дачи (1)–(3) разностной схемой (5), (6) в классе решении ( ),u u x t=  задачи 
(1)–(3). 

Применяя априорную оценку (18) к решению задачи (19), (20), получа-
ем неравенство  

 11 2 2

0 0

2 2 Ψ ,] | ] |
j j

j jj j
hx x

j j
z z Z M′ ′++

′ ′= =
+ + τ ≤ τ         (21) 

где const 0M = > , не зависящая от h  и τ . 
Из априорной оценки (21) следует сходимость решения разностной за-

дачи (5), (6) к решению дифференциальной задачи (1)–(3) в смысле нормы 
1 2

1
jz +   на каждом слое, при этом существуют такие 0τ , 0h , что если 

( )0 0 1 2, , , ,c c c T lτ ≤ τ , ( )0 0 1 2, , , ,h h c c c T l≤ , то справедлива оценка  

( )1 1 4 2
1 ,j jy u M h+ +− ≤ + τ   

где 1 '1 2 1

0

2 22
1

'
] | ] |

j
j jj j
x x

j
z z z Z++ +

=
= + + τ      . 

3. Постановка многомерной задачи 

В цилиндре [ ]0TQ G t T= × ≤ ≤ , основанием которого является  

 p -мерный прямоугольный параллелепипед ( ){ 1 2, , , :pG x x x x= = …  

0 ,x lα α≤ ≤  } 1,2, , pα = …  с границей Γ ,  Γ,G G= ∪  рассматривается задача  

 ( ) ( ), ,      , ,T
u Lu Lu f x t x t Q
t

∂ = + + ∈
∂

  (22) 

 Γ| 0,    0 ,u t T= ≤ ≤   (23) 

 ( ) ( )0,0 ,    ,u x u x x G= ∈   (24) 

где  

1
 

p
Lu L uα

α=
= , 

3

2 uL u A
x t

α
α

∂=
∂ ∂

, 
1

  
p

Lu L uα
α=

= ,  
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( ) ( ) ( )
2

, 1 1 12
1
 , ,..., , , ,..., ,

m
s

s p
s

uL u k t q x t u x x x x t
x

α α α α− α α+
α =

∂= − ξ
∂

 , 

 ( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( )6,3 1 4,1
,, ,  0, ,    , ,  , ,T s Tu x t C Q k t C T q x t f x t C Qα α∈ ∈ ∈   (25) 

( ) ( )0 1 , 20 ,    , ,    0,    1,2,..., ,sc k t c q x t c A s mα α< ≤ ≤ ≤ > =  

0 1 21, ,    , , 0,p c c c constα = = >  

,s
αξ  ( )1,2,...,s m=  – произвольные точки интервала ( )0,lα ,  

( ]0 . TQ G t T= × < ≤  

4. Построение разностной схемы повышенного порядка точности 
Разобьем  p -мерное пространство переменных 1, , px x…  (гиперплос-

кость размерности p ) ( )1p − -мерными гиперплоскостями ix i hαα α α= , 

1,2, , ,pα = …  где ,    ih i
N
α

α α
α

= −  целые числа, на  p -мерные параллелепипе-

ды [24, c. 486]. Вершины этих параллелепипедов будем называть узлами сет-
ки. Множество узлов, принадлежащих открытой области \G G= Г, назовем 
внутренними узлами и обозначим через  

( ) ( )1
1 ,..., , 0 .pii

h i px x x l Nα α
  ω = = < <  

  
 

Множество узлов, принадлежащих границе Г, назовем граничными уз-
лами { }Гh ixγ = ∈ . 

На отрезке 0 t T≤ ≤  введем сетку  

{ }, 0,1,..., ,  .jt j j m m Tτω = = τ = τ =  

Таким образом, в замкнутой области TQ  вводится равномерная сетка [24]:  

( ){ }, ,  ,  ,h h i j hx t x tτ τ τω = ω ×ω = ∈ω ∈ω  

{ }
1

Π ,    , 0,1,..., ,  ,
p

i
h h h x i h i N N h lα

α α α α α α α α α α
α=

ω = ω ω = = = =  

{ },  0,1,..., ,  .jt j j m m Tτω = = τ = τ =  

На сетке hτω  дифференциальной задаче (22)–(25) поставим в соответ-

ствие разностную схему порядка аппроксимации ( )4 2| |O h +τ :  

2

1 1 1

1    
2 12

p p p

t x x x x t x x t
hy a Y A y y

α α α α α α
α

α
α= α= α=

= + − −    
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( ) ( ), , 1 1 1
1 1

1 ,..., , , ,..., , , ,  , ,
2

p m
s

h s p j h h
s

d Y x x x x t Y x t
αα α α− α α+ τ

α= = α

 
 − ξ + ϕ ∈ω
 
 

    (26) 

 ( ) ( )0| 0,  ,0 ,
h

y y x u xγ = =   (27) 

где 

,
1

,
p

h hαα
α=

=   

( ) 2
, 1 1 ,

1 10 ,  1, 1,
12 12

j j j j j j
h i i i i i x x i

hy y y y y y i N
α α α α α α α α α

α
α α α+ −= + + = + = −  

1 1 11,  , , , ,ˆ
j j i i i ij j

t x x
y y y yy yy y y y y y y

h h
α α α α

α α

+ − ++

α α

− −−= = = = =
τ

 

( ) ( ) ( )1 1
, ,,  ,    , ,    , ,j j j

j s s j jY y y a k t d q x t f x t+ +
α α α α= + = = ϕ =  

( ) 0.50.5 0.5 ,    ,j j jj
p

t j t t t t j
p p+ α+

 ατ α= + τ = + τ = = + = + τ 
 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
1 2

1
13,    

6

s s s

s s

s

i i is s s
i is j

s i

x x x
x x y

h

α α α

α α

α

+ +
α α α α α α

+ α
α α α −

   
ξ − ξ − ξ −   
   ≤ ξ ≤ η = +

−
 

( ) ( ) ( )
( )

1 1 2

32

s s s

s

i i is s s

i

x x x
y

h

α α α

α

− + +
α α α α α α

α

   
ξ − ξ − ξ −   
   + +  

( ) ( ) ( )
( )

1 2

132

s s s

s

i i is s s

i

x x x
y

h

α α α

α

− +
α α α α α α

α
+

   
ξ − ξ − ξ −   
   + +

−
 

( ) ( ) ( )
( )

1 1

23 ,
6

s s s

s

i i is s s

i

x x x
y

h

α α α

α

− +
α α α α α α

α
+

   
ξ − ξ − ξ −   
   +  

здесь  

( )1 1 1,..., , , ,..., ,j s
s p jy x x x x tα− α α+η = ξ ,  

( ) 1
1 1 1,..., , , ,..., ,s j j

p j s sY x x x x t +
α− α α+ξ = η + η . 
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В дальнейшем будем считать, что { }1min , mh lα α< ξ − ξ : 

( )1 1 1 0,5,..., , , ,..., ,    0,5 0,5 ,p j jx x x x h x x t j t tδα
α− α α α+ += + δ = + τ = + τ =  

4 4 4 4
1 2| | ...  ,   , шаги сетки.ph h h h h= + + + τ −  

5. Устойчивость и сходимость разностной схемы 

Для получения априорной оценки решения разностной задачи (26), (27) 
воспользуемся методом энергетических неравенств. Введем скалярное произ-
ведение в следующем виде:  

( ) ( ) ( ) 1 2,  
h

p
x

u v u x v x h h h
∈ω

= ⋅ ⋅ ⋅ =  

( ) ( )
1 2

1 2

11 1

1 1 2 2  1 1 2 2  1 2
1 1 1

, , , , , ,  ;
p

p

NN N

p p p p p
i i i

u i h i h i h v i h i h i h h h h
−− −

= = =
= ⋅ ⋅ ⋅ … … ⋅⋅⋅    

( ) ( )
1 2

1 2

111 1

1 2
1 1 1 1

( , )
p

p

NNN N

p
i i i i

u v u x v x h h h
α

α

−−− −

α
= = = =

== ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅     

( ) ( )
1

1
/ ,

N

i i i
u x v x h H h

α

β α α

−

α α
≠ =

 
 =
 
 

   

( ) ( )
1 2

1 2

11 1

1 2
1 1 1 1

( , ]     
p

p

NNN N

p
i i i i

u v u x v x h h h
α

α

−− −

α
= = = =

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =     

( ) ( )
1

/ , 
N

i i i
u x v x h H h

α

β α α

α α
≠ =

 
 =
 
 

   
1

. 
p

H hα
α=

=∏  

В пространстве функции определим норму и введем ее в таком виде: 

( ) ( ] ( ] ( ]2 2 2 2

1 1
, ,    , ] | ,    , , ] ,    .]| |

p p

x xy y u y y u y v y v y y
αα

α= α=
= = = =       

Умножим (26) скалярно на ˆ :Y y y= +   

( ) ( )
2

1 1 1

1, , , ,
2 12

p p p

t x x x x t x x t
hy Y a Y Y A y Y y Y

α α α α α α
α

α
α= α= α=

   
   = + − −
   
   

    

( ) ( ), , 1 1 1
1 1

1 ,..., , , ,..., , , , , .
2

p m
s

h s p j h
s

d Y x x x x t Y Y Y
αα α α− α α+

α= = α

  
  − ξ + ϕ

    
    (28) 
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Преобразуем суммы, входящие в тождество (28) с учетом первой раз-
ностной формулы Грина [24]:  

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2
2 2

1, 1,1, , (1, ) ,
ˆ

ˆ ˆt t t

y y
y Y y y y y y y

− = − + = = = τ τ 
    (29) 

 ( 2 20

1 1

1 1, , ] | ,
2 2 2

p p

x x xx
ca Y Y a Y Y

α α αα α
αα= α=

 
  = − ≤ − 

 
     (30) 

( ) (
1 1 1

, , ,
p p p

x x t x x t x t xA y Y A y Y A y Y
α α α α α α

α= α= α=

 
  = = − = 

 
    

( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 1

1 1,ˆ ˆ , ˆ
p p

x x x x x xA y y y y A y y
α α α α αα

α= α=

   = − − + = − − =  τ τ      

 ( ) ( )2 2

1 1
1, ] | ,

p p

xx tt
A y A y

αα
α= α=

 = − = −       (31) 

(
2 2

1 1
, ,

12 12

p p

x x t x t x
h hy Y y Y

α α α α
α α

α
α= α=

 
 − = = 

 
   

( )2
1 1

1

1 ,
12

p
j j j j
x x x x

h y y y y
α α α α

+ +α

αα=

 = − + = τ   

 ( )
2 2

2 2

1 1
] | ] | ,

12 12

p p

x x t
t

h hy y
α α

α α

α= α=

 
 = =
 
 
     (32) 

( ), , 1 1 1
1 1

1 ,..., , , ,..., , ,
2

p m
s

h s p j
s

d Y x x x x t Y
αα α α− α α+

α= = α

 
 − ξ =
 
 

   

( )1 1 1 , ,
1 1

1 ,..., , , ,..., , ,
2

p m
s

p j h s
s

Y x x x x t d Y
αα− α α+ α α

α= = α

 
 = − ξ ≤
 
 

   

( )
2

2
1 1 1 , ,

1 1

1 ,..., , , ,..., , ,
4

p m
s

p j h s
s

Y x x x x t d Y
αα− α α+ α α

α= = α

    ≤ ξ + ≤     
   

 ( )( ) ( )2 2 2 2 2
1 2

1
] | 1, ] | ,

p

x xM Y Y Y M Y Y
α αα=

≤ + + ≤ +         (33) 

 ( ) 2 21 1, .
2 2h hY Yϕ ≤ + ϕ       (34) 
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Учитывая оценки (29)–(34), после ряда преобразований из (28) получа-
ем следующее неравенство: 

( ) ( )
2

2 2 2
0

1
] | ] |

12

p

x xt t

hy A y c Y
α

α

α=

 
+ − + ≤  

 
     

 ( )2 2 2
3

1] | .
2xM Y Y≤ + + ϕ       (35) 

Выбирая 0
2
Ah hα α≤ = , из (35) находим  

 ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
4 5] | ] | ] | .x x xt t

y y Y M Y Y M+ + ≤ + + ϕ           (36) 

Умножим обе части (36) на τ  и просуммируем по j′  от 0  до j , тогда 
имеем:  

( )11 2 2 2 2 2
4

0 0
| ] | |] ]

j j
j j jj j
x x x

j j
y y Y M Y Y′ ′′++

′ ′= =
+ + τ ≤ + τ +         

 2 0 2 0 2
6

0
] | .

j
j

x
j

M y y′

′=

 
 + ϕ τ+ +
 
 
        (37) 

С помощью (15) преобразуем первое слагаемое в правой части (37): 

( )( ) ( )11 2 2 2 2 2
4 7

0 0
1 ] | ] | ] |

j j
j jj j

xx x
j j

M y y Y M y y ′′++

′ ′= =
− τ + + τ ≤ + τ +         

 2 0 2 0 2
8

0
] | .

j
j

x
j

M y y′

′=

 
 + ϕ τ+ +
 
 
        (38) 

Выбирая τ  таким образом, что для всех 0 ,τ ≤ τ  0
4

1
2M

τ = , из (38) по-

лучаем  

( )11 2 2 2 2 2
9

0 1
| | ] |] ]

j j
j jj j

xx x
j j

y y Y M y y ′′++

′ ′= =
+ + τ ≤ + τ +         

 2 0 2 0 2
10

0
] | .

j
j

x
j

M y y′

′=

 
 + ϕ τ+ +
 
 
        (39) 

Применяя к (39) аналог леммы Гронуолла для сеточной функций  
[25, лемма 4, с. 171], получаем априорную оценку  
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( )11 2 2 1 2

 ' 0
] ]| |

j
jj j j
x xj

y y y y′ ′++ +

=
+ + + τ ≤     

 2 0 2 0 2

0
] | ,

j
j

x
j

M y y′

′=

 
 ≤ ϕ τ+ +
 
 
        (40) 

где M −  положительная постоянная, не зависящая от |h| и τ . 
Из априорной оценки (40) следует следующая теорема. 
Теорема 2. Пусть выполнены условия (25), тогда для решения разност-

ной задачи (26), (27) при малом ( )0 0 1 2,  ,  , ,c c c l Tτ ≤ τ , ( )0
0 1 2,  ,  , ,h h c c c l Tα α≤  

справедлива априорная оценка (40) на каждом временном слое. 
Таким образом, доказаны единственность и устойчивость решения раз-

ностной задачи (26), (27) по начальным данным и правой части в смысле 

нормы ( )12 1 2 2 1 2
1

0
] | ] |

j
jj j j
x xj

y y y y y′ ′++ +

′=
= + + + τ       на слое. 

Пусть ( ),   u x t −  решение многомерной задачи (22)–(24),   j
iy −  решение 

разностной задачи (26), (27), тогда обозначим через j j j
i i iz y u= −  погреш-

ность аппроксимации. Подставляя j j j
i i iy z u= +  в (26), (27) и считая ( ),i ju x t  

заданной функцией, получим задачу для z :  

2

1 1 1

1    
2 12

p p p

t x x x x t x x t
hz a Z A z z

α α α α α α
α

α
α= α= α=

= + − −    

 ( ), , 1 1 1
1 1

1 ,..., , , ,..., , , ,
2

p m
s

h s p j h
s

d Z x x x x t Z
αα α α− α α+

α= = α

 
 − ξ + ϕ
 
 

     (41) 

 ( )| 0,  ,0 0,
h

z z xγ = =   (42) 

где 4 2(| | )  h O hϕ = +τ −  погрешность аппроксимации (39) на решении ис-
ходной задачи при каждом фиксированном t t= . 

Применяя априорную оценку (40) в силу линейности разностной задачи 
(26), (27) к задаче для погрешности (41), (42), получим оценку  

 ( )11 2 2 1 2 2

0 0
| Ψ .] | ]

j j
jj j j j

hx xj j
z z z z M′ ′ ′++ +

′ ′= =
+ + + τ ≤ τ         (43) 

Из априорной оценки (43) следует сходимость схемы (26), (27) со ско-
ростью 4 2(| | )O h +τ , 4 4 4 4

1 2| | ... ph h h h= + + + . 
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6. Тестовый пример и результаты  
численных расчетов задачи (1)–(3) 

Коэффициенты уравнения и граничных условий дифференциальной за-
дачи (1)–(3) подбираются таким образом, чтобы точным решением задачи  
(1)–(3) была функция  

( ) ( )3 6 5, .u x t t x lx= −  

Отметим, что для приведения разностной схемы (1)–(3) к расчетному 
виду можно воспользоваться методом параметрической прогонки [26]. 

В табл. 1, 2 при уменьшении шагов сетки приведены максимальные 
значения погрешности ( z y u= − ) и вычислительный (апостериорный) поря-
док сходимости (ПС) в нормах ( )2 hL w τ

⋅   и ( )  
hC w τ

⋅  , где 

( ) ( ),
max

h
i j h

C w
x t w

y y
τ

τ∈
=  . Погрешность уменьшается в соответствии с поряд-

ком аппроксимации ( )4 2O h + τ . 

 
Таблица 1 

Изменение погрешности и порядка сходимости в нормах ( )2 hL w τ
⋅  , ( )  

hC w τ
⋅    

для задачи (1)–(3) при уменьшении параметров сетки на 1t = , когда 2h = τ  

h  ( )20
max

h
j

L wj m
z

τ< <
   ПС в ( )2 hL w τ

⋅   ( )hC wz
τ

   ПС в ( )hC w τ
⋅   

1/5 4,68078e-4  6,24591e-6  
1/10 2,66724e-5 4,133330 3,68762e-5 4,082149 
1/20 1,66821e-6 3,998979 2,30620e-6 3,999098 
1/40 1,04342e-7 3,998909 1,44237e-7 3,999004 
1/80 6,51831e-9 4,000676 9,01512e-9 3,999954 

1/160 4,07668e-10 3,999028 5,63786e-10 3,999126 
 

Таблица 2 
Изменение погрешности и порядка сходимости в нормах ( )2 hL w τ

⋅  , ( )  
hC w τ

⋅    

для задачи (1)–(3) при уменьшении τ  на 1t = , когда 1 / 200h =  

τ  ( )20
max

h
j

L wj m
z

τ< <
   ПС в ( )2 hL w τ

⋅   ( )hC wz
τ

   ПС в ( )hC w τ
⋅   

1/5 3,48543e-4  6,83514e-4  
1/10 8,71451e-5 1,999846 1,70896e-4 1,999845 
1/20 2,17866e-5 1,999977 4,27251e-5 1,999971 
1/40 5,44643e-6 2,000058 5,44643e-6 2,000032 
1/80 1,36135e-6 2,000270 1,36135e-6 2,000164 

1/160 3,40081e-7 2,001090 3,40081e-7 2,000663 
 
Вычислительный (апостериорный) порядок сходимости будем опреде-

лять по формуле  
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1
2

2
ПС log ,

z
z

=  

где 1z  и 2z  – погрешности, соответствующие шагам 0,5h , h . 

Заключение 
Разработаны новые разностные схемы для приближенного решения 

первой начально-краевой задачи для нагруженного нестационарного уравне-
ния влагопереноса в одномерных и многомерных областях. Порядок аппрок-
симации для одномерной задачи составляет ( )4 2O h + τ , а для многомерной 

4 2(| | )O h− +τ . Исследование основано на методе энергетических неравенств, 
что позволило получить априорные оценки в разностной форме для решений 
разностных задач. Эти оценки подтверждают единственность и устойчивость 
решений в зависимости от входных данных, а также обеспечивают сходи-
мость решения разностной задачи к решению исходной дифференциальной 
задачи с точностью порядка ( )4 2O h + τ  и 4 2(| | )O h +τ  при условии, что ре-

шение дифференциальной задачи принадлежит классу достаточно гладких 
функций. Проведены численные эксперименты с тестовым примером для од-
номерного случая, которые подтверждают теоретические результаты, полу-
ченные в ходе исследования. 
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