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Аннотация. Актуальность и цели. Расчет взаимодействия между атомами бора и 
азота интересен с точки зрения прогнозирования физических свойств и создания но-
вых диэлектрических материалов и безуглеродных наноматериалов. Цель работы за-
ключается в расчете нековалентного (дисперсионного) взаимодействия для пар ато-
мов B–B, N–N и B–N из первых квантово-механических принципов. Данный расчет 
на практике проводится впервые. Материалы и методы. Используется теория функ-
ционала плотности в приближении электронного газа. При этом учитываются куло-
новский, кинетический, обменный и корреляционный вклады в энергию взаимодей-
ствия. Электронная плотность задается с учетом оболочечной структуры атомов  
в приближении Рутаана – Хартри – Фока. Для вычисления несобственных интегралов 
используется оригинальный численный алгоритм, основанный на применении квад-
ратурных формул и технологии распараллеливания вычислений CUDA. Результаты. 
В широком диапазоне межатомных расстояний построены функции радиальных 
электронных плотностей и соответствующие потенциальные кривые, рассчитаны па-
раметры потенциальных ям и константы дисперсионного взаимодействия, проверена 
корректность эмпирических правил Лоренца – Бертло комбинирования параметров 
потенциалов. Выводы. Полученные значения констант дисперсионного взаимодей-
ствия для гомоатомных пар согласуются с известными из литературы результатами. 
С помощью первопринципных расчетов можно определять параметры модельных 
парных потенциалов, в частности потенциала Сазерленда. Показано, что для некова-
лентного взаимодействия атомов бора и азота правила Лоренца – Бертло не работают. 
Ключевые слова: нековалентное взаимодействие, метод функционала электронной 
плотности, метод Хартри – Фока, приближение электронного газа, парный потенциал 
взаимодействия, параметры парных потенциалов 
Для цитирования: Сокуров А. А., Рехвиашвили С. Ш. Нековалентное взаимодей-
ствие атомов бора и азота // Известия высших учебных заведений. Поволжский реги-
он. Физико-математические науки. 2025. № 1. С. 70–80. doi: 10.21685/2072-3040-
2025-1-6 
 

Non-covalent interaction of boron and nitrogen atoms 
A.A. Sokurov1, S.S. Rekhviashvili2 

 
1 © Сокуров А. А., Рехвиашвили С. Ш., 2025. Контент доступен по лицензии Creative Commons Attribution 

4.0 License / This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 License. 



University proceedings. Volga region. Physical and mathematical sciences. 2025;(1) 

 71

1,2Institute of Applied Mathematics and Automation –  
branch of Federal Scientific Center “Kabardino-Balkarian Scientific  

Center of the Russian Academy of Sciences”, Nalchik, Russia 
1isokuroff@mail.ru, 2rsergo@mail.ru 

 
Abstract. Background. The calculation of the interaction between boron and nitrogen at-
oms is interesting from the point of view of predicting physical properties and creating new 
dielectric materials and carbon-free nanomaterials. The purpose of the work is to calculate 
non-covalent (dispersion) interaction for pairs of atoms B-B, N-N and B-N based on the 
first principles of quantum mechanics. The calculation is carried out in practice for the first 
time. Materials and methods. The article uses the density functional theory (DFT) in the 
electron gas approximation. The Coulomb, kinetic, exchange, and correlation contributions 
to the interaction energy are taken into account. The electron density is given taking into 
account the shell structure of atoms in the Roothaan-Hartree-Fock approximation. An orig-
inal numerical algorithm based on the use of quadrature formulas and CUDA computing 
parallelization technology is used to calculate improper integrals. Results. Radial electron 
density functions and corresponding potential curves are constructed over a wide range of in-
teratomic distances. The parameters of potential wells and the constants of the dispersion in-
teraction are calculated. The correctness of the Lorentz-Berthelot rules of thumb for combin-
ing potential parameters has been verified. Conclusions. The obtained values of the dispersion 
interaction constants for homoatomic pairs are consistent with the results known from the 
literature. Using first-principles calculations, it is possible to determine the parameters of 
model pair potentials, in particular the Sutherland potential. It is shown that the Lorentz-
Berthelot rules do not work for the non-covalent interaction of boron and nitrogen atoms. 
Keywords: non-covalent interaction, electron density functional method (DFT), Hartree-Fock 
method, electron gas approximation, pair interaction potential, parameters of pair potentials 
For citation: Sokurov A.A., Rekhviashvili S.S. Non-covalent interaction of boron and 
nitrogen atoms. Izvestiya vysshikh uchebnykh zavedeniy. Povolzhskiy region. Fiziko-
matematicheskie nauki = University proceedings. Volga region. Physical and mathematical 
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Введение 
Интерес к атомам бора и азота и взаимодействию между ними обуслов-

лен, в частности, таким перспективным материалом, как нитрид бора (BN). 
Главным образом это касается гексагонального нитрида бора (hBN) [1–4]. 
Гексагональный нитрид бора представляет собой слоистый неорганический 
синтетический кристалл, обладающий чрезвычайно высокими твердостью, 
удельным электрическим сопротивлением, теплопроводностью и термиче-
ской прочностью. В качестве керамического материала он используется для 
регулирования температуры, теплозащиты, смазки, а также в качестве напол-
нителя для конструкционных композитов [1, 2]. Кроме того, hBN обладает 
уникальными оптическими свойствами, которые проявляются в ультрафио-
летовом и инфракрасном диапазонах. Благодаря этому материал находит 
применение в фотонике [3]. В CMOS-технологии производства интегральных 
микросхем hBN может применяться в качестве двумерного изолятора в под-
затворной области транзисторов [4].  

Различные вопросы, относящиеся к валентному взаимодействию ато-
мов бора и азота, а также к взаимодействию Ван-дер-Ваальса нитрида бора  
в конденсированном состоянии, рассматривались во многих работах, среди 
которых можно отметить [5–13]. Однако расчеты из первых принципов  
в единых теоретических рамках дисперсионного взаимодействия Ван-дер-



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические науки. 2025. № 1 

 72

Ваальса для атомных пар B–B, N–N и B–N до сих пор не проводились. Меж-
ду тем взаимодействие данного типа играет весьма важную роль, поскольку 
предшествует ковалентному связыванию атомов, например в газовой фазе. 
Кроме того, нековалентные взаимодействия играют ключевую роль в форми-
ровании супрамолекулярных структур, которые широко распространены в хи-
мии, биологии и нанотехнологиях. Они характеризуются низкими значениями 
энергии и короткими временами образования ассоциатов, что позволяет эф-
фективно управлять их структурными и физическими свойствами. Супрамоле-
кулярная химия структур со связями B–N рассмотрена, например, в [14, 15]. 

В настоящей статье решаются следующие основные задачи:  
1) расчет зависимости потенциала взаимодействия от расстояния для 

пар атомов B–B, N–N и B–N;  
2) вычисление параметров потенциальной ямы (глубина D  и равновес-

ное расстояние 0r );  
3) проверка эмпирических правил комбинирования параметров парного 

межатомного потенциала Лоренца – Бертло для атомной пары B–N;  
4) расчет констант дисперсионного взаимодействия. 
В расчетах применяется метод функционала электронной плотности и 

приближение электронного газа. Электронные плотности рассчитываются  
с помощью слейтеровских орбиталей в приближении Рутааана – Хартри – 
Фока с учетом оболочечной структуры взаимодействующих атомов. Все 
формулы в статье записаны в атомной системе единиц ( 1ee m= = = ). Гра-
фики потенциалов и соответствующие данные в таблице приведены  
в привычных единицах. 

1. Потенциал взаимодействия 
Приближение Гордона – Кима [16, 17] используется в качестве теоре-

тической модели для нековалентного взаимодействия двух атомов. Предпо-
лагается, что результирующая электронная плотность равна сумме плотно-
стей отдельных атомов. Кулоновская составляющая потенциала взаимодей-
ствия учитывает отталкивание между ядрами, отталкивание между электрон-
ными облаками и притяжение между ядрами и электронными облаками ато-
мов. Все вклады объединяются в одно выражение: 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
1

0 0

16 , , ,a bU r x y I r x y x y dxdy
∞∞

= π ρ ρ    (1) 

 ( ) ( )1 2 2, , , , ,I r x y F r x y
r r x r x r y r y

= + − −
+ + − + + −

  (2) 

 ( ) ( )2

2 ,   , 

1 1 1, , ,   ,
2 4 4
1 ,   ,

y r x
r x r x

x yrF r x y r x y r x
x y xy rxy

y r x
y

 < − + + −
 − = + − − − < < +  

 


> +


  (3) 
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где r – расстояние между атомами; ,a bρ  – электронные плотности атомов, 
индексы a  и b  обозначают взаимодействующие атомы.  

Квантово-статистическая составляющая, относящаяся к электронному 
газу, вычисляется с помощью интеграла: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
13

2
1 1

  ,
4 a b a b a a b b
rU r E E E d d

∞

−

π
 = ρ + ρ ρ + ρ − ρ ρ − ρ ρ μ λ     (4) 

 ( ) ( ) ( )
1/32/323 3 33 ,

10 4 cE E ρ = π ρ − ρ + ρ π 
  (5) 

( ) ( )
( ) ( )( )

1/2 1/3 2/3 5/6
1

1 2
1/3

2

2,711816 0,706052 3,819822 1,319676 , ,
0,7062 0,00633ln , , 

0,010367ln 0,001861ln 0,008869 0,062849, ,
cE

−

 ρ − ρ − ρ − ρ ρ < ηρ = − − ρ η ≤ ρ ≤ η


− ρ − ρ + ρ − ρ > η

 

( ) ( ) ( ) ( ); , ,   ; , ,
2 2a a b b

r r
r r

 λ + μ   λ − μ 
ρ λ μ = ρ ρ λ μ = ρ   

   
 

где отдельные слагаемые в (5) отвечают кинетическому, обменному и корре-
ляционному вкладам соответственно; 4

1 2,387324 10−= ⋅η  и 2 0,696013=η  – 
параметры сшивки в корреляционном вкладе. Двойной интеграл в (4) выра-
жен через эллипсоидальные координаты ( , λ μ ). При его вычислении с учетом 
(5) под ρ  понимаются электронные плотности взаимодействующих атомов 

,a bρ  и их сумма b bρ + ρ . Результирующая потенциальная энергия взаимодей-
ствия двух атомов есть 

 ( ) ( ) ( )1 2 .U r U r U r= +   (6) 

В модели (1)–(6) требуется задать ,a bρ . Кроме того, возникает потреб-
ность в эффективном алгоритме численной реализации модели, которая ос-
новывается на вычислении кратных интегралов в (1) и (4). 

2. Электронная плотность 
Для вычисления электронных плотностей можно воспользоваться хо-

рошо проверенными численными данными из [18], которые получены в при-
ближении Рутаана – Хартри – Фока с волновыми функциями Слейтера.  
Электронная плотность связана с многоэлектронной волновой функцией  
атома [19]: 

 ( ) ( ) 2, , ,Z d dρ = ψr r σ x σ x   (7) 

где σ  и x  – спиновые и пространственные переменные; Z  – заряд ядра ато-
ма. В сферической системе координат (7) принимает вид 

 ( ) ( )1 ,
4

r dρ = ρ Ω
π  r   (8) 
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где Ω  – телесный угол. Для (7) выполняется условие нормировки 

 ( ) 2

0

4 .r r dr Z
∞

π ρ =   (9) 

Функции Слейтера представляют собой волновые функции водородо-
подобного атома 

 ( ) ( ) ( ), , ,, ,m
n l m n l lr R r Y=ψ Ω Ω   (10) 

где использованы стандартные из атомной физики обозначения. Вследствие 
ортогональности сферических гармоник усредненную по сфере электронную 
плотность можно записать в виде 

 ( ) ( ) 2
, ,

,

1 ,
4 n l n l

n l
r N R rρ =

π   (11) 

 ( ) ( ) ( ) ( ), ,1/2 1
, , ,

,

1 2 exp ,
2 !

n l n l
n l n l n l

n l
R r r r

λ + λ −= ζ −ζ
λ

  (12) 

 ,
,

,n l
n l

Z N=   (13) 

где ,n lλ  и ,n lζ  – таблично заданные параметры [18]; ,n lN  – количество элек-
тронов в подоболочке, определяемое квантовыми числами n  и .l  

3. Численные расчеты и обсуждение 
Для численных расчетов потенциала межатомного взаимодействия ис-

пользуется алгоритм, разработанный в [20]. Алгоритм включает в себя при-
менение квадратурных формул, анализ подынтегральных функций электрон-
ных плотностей и процедуру распараллеливания вычислений на графических 
процессорах CUDA. Благодаря данному алгоритму расчет потенциала взаи-
модействия по модели (1)–(6) производится с точностью вплоть до шестого 
знака после запятой за непродолжительное машинное время. 

Кривая ( )U r  для каждой атомной пары строится от некоторого вы-
бранного расстояния между атомами minr , определяемого величиной энергии 
отталкивания, и до max 15r =  а.е. Глубина потенциальной ямы D  и равновес-
ное расстояние между атомами 0r  находятся по табулированным данным пу-
тем их условного перебора. 

Результаты расчета приведены в виде графиков на рис. 1, 2. Для срав-
нения в табл. 1 указаны суммы ковалентных радиусов cr  взаимодействую-
щих атомов по данным [21]. Их значения задают расстояния, на которых об-
разуются ковалентные неполярные связи. При таких расстояниях (это менее 
0,2 нм) у атомов бора и азота происходит гибридизация электронных орбита-
лей, поэтому использованное приближение уже применять нельзя. Можно 
видеть, что во всех случаях выполняется условие 0сr r< . 
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Рис. 1. Радиальные электронные плотности атомов бора и азота 

 

 
Рис. 2. Зависимости парных межатомных потенциалов от расстояния 

 
Расчеты потенциальной функции по модели (1)–(6) в области ямы поз-

воляют оценить дисперсионную константу 6C  для какого-либо модельного 
потенциала. Рассмотрим здесь простейший потенциал Сазерленда [22, с. 206]: 

 ( )
0
6

0
0

,   ,

,   ,

r r

U r rD r r
r

∞ <
=   − ≥  

 

  (14) 
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для которого 

 6
6 0 ,C Dr=   (15) 

где D  и 0r  в нашем случае рассчитываются по модели (1)–(6). Отметим, что 
потенциал (14) находит применение в термодинамических и статистических 
моделях, например при вычислении вириальных коэффициентов, а также 
оказывается удобным для описания адсорбции наночастиц на поверхности 
твердого тела [23]. Из теории сил Ван-дер-Ваальса известна формула Слейте-
ра – Кирквуда, которая получена вариационным методом [24, с. 36]: 

 6
3 ,
2 / /

a b

a a b b
C

N N
α α

=
α + α

  (16) 

где ,a bα  и ,a bN  – статические поляризуемости и валентности атомов; 
20,5aα =  а.е., 7,4bα =  а.е. [25] и 3a bN N= =  (индексы обозначают " "a →  

бор, " "b →  азот). По (15) и (16) проводились расчеты, результаты которых  
в сравнении с данными из [26] представлены в табл. 1. Можно видеть, что по 
порядку величины все значения согласуются друг с другом, хотя формула 
(15) дает несколько заниженные результаты. 

 
Таблица 1 

Параметры взаимодействия 

Система ,D  мэВ 0 ,r  нм ,cr  нм 6 ,C  а.е. 
[26] 

6 ,C  а.е. 
(15) 

6 ,C  а.е. 
(16) 

B–B 57,475 0,302 0,170 95,7; 99,5 72,4 120,6 
N–N 9,740 0,325 0,142 22,0; 24,2 19,4 26,2 
B–N 16,170 0,341 0,156 – 42,8 54,4 

 
На практике параметры взаимодействия разнородных атомов часто 

оцениваются по параметрам взаимодействия одинаковых атомов согласно 
правилам комбинирования Лоренца – Бертло [27, с. 29]: 

 ,   .
2

a b
ab a b ab

r rD D D r +
= =   (17) 

Из представленной выше теории следует, что эмпирические формулы 
(17) не могут считаться универсальными. Так, из полученных результатов 
следует, что для системы B–N правила комбинирования не выполняются да-
же качественно. Первопринципные расчеты дают , ab a br r r>  (табл. 1), что  
не согласуется с (17). Это объясняется электронным строением взаимодей-
ствующих атомов. Вдали от ядер имеется область пространства, в которой 
электронная плотность атома бора превышает электронную плотность атома 
азота (см. рис. 1). Это приводит к изменению энергии отталкивания и смеще-
нию положения минимума потенциальной кривой вправо. Вычисление глу-
бины потенциальной ямы по (17) дает погрешность более 45 %, что также 
неприемлемо.  
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Заключение 
Построены зависимости потенциальной энергии нековалентного взаи-

модействия от расстояния для комбинаций атомов B–B, N–N, B–N. В извест-
ных нам литературных источниках подобные зависимости отсутствуют. Ис-
пользовалась теория функционала плотности в приближении электронного 
газа с электронными плотностями, учитывающими оболочечную структуру 
атомов. Проведен расчет параметров взаимодействия всех пар атомов (глуби-
на потенциальной ямы и равновесное расстояние) и оценены значения кон-
станты дисперсионного взаимодействия. Первопринципные расчеты могут 
быть использованы для идентификации параметров модельных потенциалов, 
которые находят применение при моделировании методами молекулярной 
динамики и Монте-Карло. Показано, что правила Лоренца – Бертло для неко-
валентного взаимодействия атомов бора и азота дают ошибочные результаты. 
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