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АННОТАЦИЯ
Введение. Бетон, будучи неотъемлемой частью современного строительства, представляет собой сложный нелиней-
ный материал. Поведение бетона в значительной степени зависит от вида напряженно-деформированного состояния 
(НДС) и истории нагружения. Среди элементов вновь возводимых и реконструируемых зданий и сооружений присутствует 
большое количество конструкций, работающих в условиях трехосного НДС; а также элементов, подверженных цикличе-
ским и знакопеременным нагрузкам. В качестве универсального инструмента, который дает возможность с достаточной 
точностью описывать работу бетона в подобных условиях, может выступать феноменологическая модель материала, 
применяемая в рамках численных методов. Цель исследования — разработка модели бетона, позволяющей с достаточ-
ной точностью описывать поведение материала в рамках статического кратковременного нагружения. Модель должна 
отражать ключевые особенности поведения бетона: эффекты контракции и дилатации, изменение жесткости в резуль-
тате знакопеременного и циклического нагружений, влияние вида напряженного состояния на деформативность мате-
риала. Кроме того, модель должна иметь алгоритм регуляризации проблемы локализации необратимых деформаций. 
Материалы и методы. В качестве основы используются результаты анализа и систематического обобщения дан-
ных, полученных из отечественных и зарубежных источников, посвященных вопросам теории пластичности и меха-
ники разрушения бетонных и железобетонных конструкций.
Результаты. Модель реализована в программном конечно-элементном комплексе ANSYS, с помощью которого воз-
можно применять пользовательские модели материала. Проведено сравнение результатов лабораторных и числен-
ных испытаний, выполненных для бетонных и железобетонных образцов при различных видах НДС. 
Выводы. Представленная модель бетона позволяет с достаточной точностью моделировать поведение материала 
при различных видах НДС в рамках статического кратковременного нагружения, а также отражает главные осо-
бенности поведения материала. Для регуляризации проблемы локализации необратимых деформаций в модели 
используется подход, основанный на теории полосы трещин. Приведены значения всех параметров, необходимых 
для использования модели материала. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: бетон, железобетон, теория пластического течения, повреждение, деформационная модель, 
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ABSTRACT
Introduction. Being an integral part of the modern construction, concrete is a complex nonlinear material. The behaviour 
of concrete depends to a large extent on stress–strain state and loading history. Among the structures of newly constructed 
and reconstructed buildings, there are a large number of elements operating in the conditions of the triaxial stress–strain 
state, alternating and cyclic loading. A phenomenological material model used in the numerical methods can serve as 
a universal tool that allows to describe the behavior of concrete under such conditions. The aim of the research is to de-
velop the concrete model that allows to simulate material behavior with sufficient accuracy under static short-term loading. 
The model should reflect the key features, which characterizes the behaviour of concrete and have an algorithm for regular-
izing the problem of localization of irreversible deformations.
Materials and methods. This research is based on the analytical generalization and systematization of the data received 
from domestic and foreign sources devoted to the plasticity theory and fracture mechanics of concrete and reinforced con-
crete. 
Results. The model was implemented in the ANSYS finite-element software package, with the help of which it is possible 
to apply custom material models. Comparison of the laboratory and numerical results for concrete and reinforced concrete 
was made.
Conclusions. The presented model allows to simulate behavior of concrete with substantial accuracy within the static 
short-term loading and reflects main features of the material behavior. To regularize the problem of localization of irrevers-
ible deformations, the model uses an approach based on the crack band theory. The values of all parameters required for 
the utilisation of the material model are presented.

KEYWORDS: concrete, reinforced concrete, plasticity theory, damage, deformation model, dilation, contraction, double 
hardening, ANSYS
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ВВЕДЕНИЕ 

Бетон, будучи неотъемлемой частью современ-
ного строительства, представляет собой сложный 
нелинейный материал. Поведение бетона в зна-
чительной степени зависит от вида напряженно-
деформированного состояния (НДС) и истории 
нагружения. Среди элементов вновь возводимых 
и реконструируемых зданий и сооружений присут-
ствует большое количество конструкций, работаю-
щих в условиях трехосного НДС (массивные части 
гидротехнических сооружений, атомных станций, 
узлы сопряжений плитных и вертикальных кон-
струкций и т.д.); а также элементов, подверженных 
циклическим и знакопеременным нагрузкам (сейс-
мические, ветровые, волновые воздействия). Задача 
обоснования прочности и механической безопасно-
сти элементов, работающих в подобных условиях, 
является нетривиальной. Использование аналити-
ческих методов расчета для решения подобных за-
дач может привести к неэкономичному, а в ряде слу-
чаев и ненадежному техническому решению ввиду 
их излишнего упрощения. 

В качестве универсального инструмента, по-
зволяющего описывать работу бетона в условиях 
сложного НДС, может выступать нелинейная фе-
номенологическая модель материала, применяе-
мая в рамках численных методов. В зависимости 
от вида определяющих соотношений, лежащих 
в основе модели, она может быть отнесена к одной 
из нескольких групп. 

Первую группу составляют работы, в основе 
которых лежит теория малых упругопластических 
деформаций А.А. Ильюшина [1]. Модели дан-
ной группы устанавливают конечные зависимо-

сти между тензорами напряжений и деформаций. 
Среди них можно выделить труды Г.А. Гениева [2], 
Е.С. Лейтеса [3], А.В. Яшина [4] и др. Соотношения, 
лежащие в основе моделей, не дают возможность 
описывать случаи разгрузки, а также непропорцио-
нального нагружения, что существенно ограничива-
ет границы их применимости [5]. 

Ко второй группе относятся модели нелиней-
ной упругости. Нелинейное поведение бетона в мо-
делях данной группы описывается путем измене-
ния секущего модуля деформаций без разделения 
тензора деформаций на упругую и пластическую 
части. Такой подход применялся в исследованиях 
Н.И. Карпенко [6], С.Ф. Клованича [7], Х. Купфе-
ра [8], Н. Оттосена [9] и др. Модели этой группы 
просты в использовании и нетребовательны к произ-
водительности, однако имеют узкие границы приме-
нимости, ограниченные монотонным нагружением 
в границах опытных данных, по которым строились 
соотношения модели [10]. Так же, как и теория ма-
лых упругопластических деформаций, нелинейная 
теория упругости не позволяет учитывать влияние 
остаточных деформаций, возникающих не только 
при циклическом и знакопеременном нагружени-
ях, но и вследствие локальной разгрузки материала 
при перераспределении усилий.

В настоящее время одним из наиболее попу-
лярных подходов для построения моделей бетона 
является комбинация теории пластического течения 
и механизма повреждений. Теория пластического те-
чения, получившая современный вид благодаря пу-
бликациям Д.С. Друкера [11] и П. Прагера [12], име-
ет широкие границы применимости, включающие 
случаи непропорционального нагружения, разгрузки 
и повторного нагружения материала, случаи локали-
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зации пластических деформаций. Механизм повреж-
дений, подробно описанный Ю.Н. Работновым [13], 
дает возможность отражать изменение жесткостных 
характеристик материала при циклическом и зна-
копеременном нагружении. На рис. 1 изображены 
соотношения «напряжения – деформации» для об-
разцов, подверженных циклическому нагружению 
в условиях одноосного растяжения (серия циклов на-
грузка – разгрузка) при условии использования раз-
личных механизмов в основе модели.

Подобный подход использовался в работах  
Д. Ли [14], Г. Этса [15], П. Грассла [16, 17], И. Зре-
ида [18] и др. Однако модели данной группы со-
держат недостатки, затрудняющие их применение. 
К основным недостаткам можно отнести:

• значительное отклонение формы поверхно-
сти нагружения/прочности от экспериментальных 
данных;

• недостаточно точная форма поверхности пла-
стического потенциала, не позволяющая правильно 
отразить эффекты дилатации и контракции;

• отсутствие алгоритмов получения параме-
тров, необходимых для использования модели ма-
териала;

• наличие нескольких зон сингулярности в по-
верхности нагружения, ведущее к ухудшению ста-
бильности решения;

• отсутствие механизма регуляризации про-
блемы локализации необратимых деформаций, 
ведущее к зависимости результатов от размера ко-
нечно-элементной сетки и ухудшению сходимости 
задачи при стремлении размера конечного элемента 
(КЭ) к нулю. 

Таким образом, актуальной является задача 
разработки модели бетона, позволяющей с доста-
точной точностью описывать поведение материала 
в рамках различных видов НДС, подверженного 
статическому кратковременному нагружению. Мо-
дель должна отражать основные особенности НДС, 
характерные для бетона (эффекты дилатации и кон-
тракции, изменение жесткости в результате знако-

переменного и циклического нагружения), иметь 
алгоритм регуляризации проблемы локализации 
необратимых деформаций. Поверхность нагруже-
ния модели должна содержать минимальное коли-
чество зон сингулярности. 

В статье представлена модификация автор-
ской модели [19], позволяющая расширить грани-
цы применимости оригинала. Доработке подверг-
ся механизм разупрочнения (описание процесса 
разупрочнения происходит с помощью параметров 
поврежденности), поверхность пластического по-
тенциала и законы упрочнения.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

В качестве основы модель использует комби-
нацию теории пластического течения и механизма 
повреждений, что отражается на соотношении «на-
пряжения – деформации»:

� �� � � �σ 1 ,σ 1 σ ct t c WW� � �� � � (1)

где σ — тензор номинальных напряжений, харак-
теризующий напряженное состояние поврежден-
ного материала; σ̅t, σ̅c — положительная и отрица-
тельная части тензора эффективных напряжений, 
соответственно. Тензор эффективных напряжений 
описывает напряженное состояние неповрежден-
ного материала и может быть найден согласно 
уравнению (2); Wt, Wc — скалярные безразмерные 
параметры поврежденности материала для растяже-
ния и сжатия соответственно. Значения параметров 
варьируются от 0 (неповрежденный материал) до 1 
(полностью поврежденный материал). 

� �ε εσ ,pt eD �� � (2)

где De — упругая матрица жесткости; ε — тензор 
деформаций; εp — тензор пластических деформа-
ций. 

Часть модели, использующая в качестве ос-
новы теорию пластического течения, независима 
от механизма повреждений и включает в себя по-

Рис. 1. Соотношения «напряжения – деформации» для моделей бетона, использующих в основе механизмы: a — тео-
рия пластического течения; b — механизм повреждений; с — комбинация механизма повреждений и теории пласти-
ческого течения
Fig. 1. Stress-strain relationship for concrete model using the following mechanics: a — plasticity theory; b — damage mecha-
nism; c — combination of damage mechanism and plasticity theory

a b c

Rbt Rbt Rbt

σσ

ε ε ε

σ

0 0 0
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верхность нагружения, поверхность пластического 
потенциала и законы упрочнения. 

В качестве поверхности нагружения моде-
ли применяется поверхность Менетри – Виллама 
[20], модифицированная авторами путем добавле-
ния шатра сжатия. Полученная поверхность нагру-
жения имеет единственную зону сингулярности, 
расположенную в вершине в зоне трехосного рас-
тяжения (σ1 = σ2 = σ3 > 0). Данная сингулярность 
не оказывает существенного влияния на стабиль-
ность работы модели и регулируется введением 
дополнительного условия для поверхности пласти-
ческого потенциала, которое будет описано далее. 
Девиаторные сечения поверхности, соответствую-
щие разным степеням гидростатического обжатия, 
не обладают аффинным подобием, что согласуется 
с опытными данными. Поверхность нагружения 
изображена на рис. 2.

Модель определена в цилиндрических коор-
динатах Хейга – Вестергаарда: гидростатический 
инвариант p (3); девиаторный инвариант q (4); угол 
подобия θ (5), находящийся в диапазоне от 0 до 60°: 

1 3 ;p I� (3)

22         ;q J� � (4)

3
3/2
2

3 3cos(3 θ) .
2

J
J

� � � (5)

Модифицированное уравнение поверхности на-
гружения является квадратичной версией уравнения 
Менетри – Виллама и представлено формулой (6). 
Следствием использования квадратичной формы 

уравнения (6) служит появление мнимой упругой 
зоны в области трехосного растяжения (рис. 3).

Для решения вышеуказанной проблемы для то-
чек с положительным значением координаты p 
в качестве уравнения поверхности нагружения ис-
пользуется формула (7). Параметр m, определяю-
щий форму меридионального сечения поверхности 
нагружения, и эллиптическая функция r(e, θ), кон-
тролирующая форму ее девиаторного сечения, мо-
гут быть найдены с помощью формул (8)–(13). 
fcomp(p) — функция, описывающая шатер сжатия по-
верхности (14): 

� �

22

2

3 ( , θ)
2 6

;
3

h

b b

comp h h
b

c m qqf r e
R R

pf p c c m
R

� �� � � �� �� � � � �� �� �� ��� �� �

� �
� � � � �� �� ��� �

(6)

2
3
2

( , θ) ;
6 3

h
b

h
b b

qf c
R

q r e pm c
R R

� �
� � � �� �� �
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� ��
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(7)

� � �
�

2
1 2 1
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2 1

( , θ) 4 cos(θ) 2 cos(θ)

4 cos(θ) 5 4 ;

r e C C C

C C e e
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� � � � � � � �
(8)

2
1 1 ;C e� � (9)

2 2 1;C e� � � (10)

1 ξ ;
2 ξ

e �
�

�
(11)

2 2
2
2 2

2

ξ ;bt b b

b b bt

R R R
R R R

�
� �

�
(12)

2 2

3 ;
1

b bt
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R R em
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�
� � �
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(13)

� �

2

( ) 1 ( ),1
vh

comp
vh

p X R
f p H X p

X R
� �� �

� � � �� ��� �
(14)

Рис. 2. Поверхность нагружения модели: a — вид на пло-
скость σ1–σ3; b — вид на девиаторную плоскость; c — вид 
на плоскость σ1–σ2 = σ3

Fig. 2. Loading surface of the model: a — view on plane σ1–σ3;  
b — deviatoric plane view; c — view on plane σ1–σ2 = σ3

σ
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σ
1

σ
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Рис. 3. Меридиональное сечение функции (6) 
Fig. 3. Meridional section of the function (6)
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где Rb, Rbt, R2b — пределы прочности на одноосное 
сжатие, одноосное растяжение и двухосное равно-
мерное сжатие соответственно. Значение R2b может 
быть найдено на основании формулы (15) согласно 
работе [21]; ch — параметр девиаторной эволю-
ции поверхности нагружения; H(X – p) — функция 
Хевисайда; X — координата пересечения шатра 
сжатия с гидростатической осью, МПа; Rvh — без-
размерный множитель к X, определяющий коорди-
нату начала шатра сжатия на гидростатической оси. 
Значение Rvh может быть найдено по эмпирической 
формуле (16) согласно труду [22].

2
[МПа]1,2  [МПа], МПа;
1000

b
b b

RR R� �� �� � �� �� �
� �� �

(15)

1 ,
[МПа]4,46 exp 1,95

11,52

vh
b

R
R

�
�� �� �� �

� �
(16)

Поверхность пластического потенциала явля-
ется комбинированной и состоит из трех поверхно-
стей: gshear, gtens, gcomp (рис. 4). 

Форма поверхности пластического потенци-
ала отвечает за соотношение компонентов тензора 
пластических деформаций. Для любого вида на-
пряженного состояния это соотношение характери-
зуется с помощью угла Ψ, представляющего собой 
угол между вертикалью и нормалью к поверхности 
пластического потенциала. 

Значение угла Ψ устанавливается на основании 
формулы:

/Ψ atan , рад.
/

g p
g q

� �� �
� � �� �� �

(17)

Условие Ψ = 0 соответствует девиаторному 
нагружению, в рамках которого шаровой тензор 
пластических деформаций имеет нулевую норму 
(длину). С ростом абсолютного значения угла Ψ 
увеличивается доля объемных деформаций в тензо-
ре пластических деформаций. 

Первая поверхность gshear описывается уравне-
нием (18) и позволяет моделировать эффект дилата-
ции:

2
( , θ) 3 ( ),

2 6shear g
b

r e qg q m m p
R

� �
� � � � � �� �� �

� �
(18)

где mg(p) — корректирующая функция. Поскольку 
при вычислении пластического множителя (51) ис-
пользуется не само уравнение пластического потен-
циала, а его частные производные по инвариантам 
тензора напряжений, то удобнее вместо функции 
mg(p) представить алгоритм вычисления произво-
дной функции по гидростатическому инварианту 
∂mg(p)/∂p, значение которой равно производной 
∂gshear(p)/∂p. Значение ∂mg(p)/∂p может быть вычис-
лено исходя из следующих предпосылок [23]:

1)  при одноосном растяжении нормаль к по-
верхности gshear совпадает с траекторией нагруже-
ния, что соответствует условию Ψ = 1/√2 рад;

2)  при одноосном сжатии угол Ψ равен углу ди-
латации Ψb, значение которого может быть вычис-
лено по формулам (19), (20). Формула (19) постро-
ена на основании допущения, согласно которому 
при достижении поверхности прочности в области 
одноосного сжатия полные объемные деформации 
равны нулю: 

� �
0

1 2 2
Ψ , рад;

2 ( 1) 3 ε
b

b
b b

R v
R v E

� � � �
�

� � � � � �
(19)

� � �
� �

� �
�

0

2

2

ε 18 [МПа] 62 [МПа]

53 0000,675 [МПа] + 22

62 [МПа] 7 [МПа]

, м/м,[МПа] + 22

b b

b

b b

b

R R

R

R R

R

� � � � �

�� �

� � � � �

�

(20)

где v, Eb — коэффициент Пуассона и модуль упру-
гости соответственно; ε0 — абсолютное значение 
полных осевых относительных деформаций, соот-
ветствующих пределу прочности при одноосном 
сжатии Rb и вычисляемых на основании работы [6]. 

Значение производной функции mg(p) по гидро-
статическому инварианту p может быть вычислено 
с помощью формул (21)–(24):

� �2( ) exp ;( )g g g gm p p A C p B� � � � � (21)

� �3 6 ( , θ)
;

6
b bt

g
b

R m R r e
A

R
� � � � �

�
�

(22)

� �2

Ψ 2 6
3 ln ;

6

b bb
g

bt b b bt

R mR
B

R R R m R

� �� � � �� �
� � � � �� � � �� � � �� � � �

(23)

� � � �/ 3 / .g bt bC p p R R� � (24)

Функция Сg(p) построена таким образом, чтобы 
принимать значение, равное 0 в области одноосного 

Рис. 4. Комбинированная поверхность пластического по-
тенциала
Fig. 4. Combined surface of plastic potential
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растяжения. В этом случае производная ∂mg(p)/∂p 
равна параметру Ag. Значение параметра Bg подби-
ралось так, чтобы в области одноосного сжатия вы-
полнялось условие Ψ = Ψb.

Для получения радиального возврата на по-
верхность нагружения необходимо приравнять 
к нулю производную поверхности gshear по углу по-
добия θ, используемую в уравнении для вычисле-
ния пластического множителя (51). В этом случае 
поверхность (18) превращается в серию поверхно-
стей, каждая из которых соответствует определен-
ному углу подобия. 

Вторая поверхность gtens представляет со-
бой сферу с центром, расположенным в верши-
не поверхности нагружения в области трехосно-
го растяжения. Данная поверхность применяется 
для обработки зоны сингулярности и описывается 
уравнением: 

� �2 3 / .tens bg q p R m� � � � (25)

Третья поверхность gcomp представляет со-
бой сферу и используется для возвращения точки 
на шатер сжатия. Центр сферы находится на гидро-
статической оси, при этом p-координата центра pcap 
является координатой экстремума функции поверх-
ности нагружения (место перегиба функции). Вы-
разив из уравнения (6) координату q, находим про-
изводную полученного выражения по координате p.  
Значение pcap может быть найдено, приравнивая 
числитель полученного выражения к нулю (един-
ственное условие, при котором выражение может 
быть равно нулю). Результат преобразований — 
квадратное уравнение, один из корней которого есть 
искомая величина pcap. Алгоритм получения величи-
ны pcap может быть сведен к уравнениям (26)–(29):

4 3 ;hA c m� � � � (26)

� �6 3 ;h vh bB c X R m R� � � � � � � � (27)

� �
2

2 3 2 1
6 ;
h vh

b h vh

C c R

m X R c X R

� � � � � �

� � � � � � �
(28)

2 4
, МПа.

2cap

B B A C
p

A
� � � � � �

�
�

(29)

Поверхность gcomp описывается уравнением:
2 2( ) .comp capg q p p� � � (30)

Переход между поверхностями в рамках ком-
бинированной поверхности пластического потен-
циала осуществляется с помощью уравнений (31), 
(32):

/ 3, если .
/ 6

shear b
tens

g p R
g g p q

mm
� � �

� � � � (31)

Условие (31) представляет собой уравнение 
прямой, проходящей через вершину поверхности 
нагружения в зоне трехосного растяжения: 

_, если .comp cap g shearg g p p� � (32)
Условие (32) заключается в сравнении двух 

гидростатических координат: pcap — координа-
та центра сферы для возврата на шатер сжатия 
и pg_shear — гидростатическая координата точки, 
в которой линия, совпадающая с нормалью к по-
верхности gcomp, пересекает гидростатическую ось. 
Графическая интерпретация условия (32) приведена 
на рис. 5. 

Значение pg_shear может быть найдено с помо-
щью формул (33)–(35):

_
/ ;
/

shear
g shear

shear

g pk
g q
� �

�
� � (33)

_ _ ;g shear g shear capb k p� � � (34)

� �_ _ _/ ,МПа,g shear g shear g shearp q b k� � (35)

где kg_shear — угловой коэффициент прямой, полу-
чаемый из формулы (17) на основании условия со-
впадения угловых коэффициентов рассматриваемой 
прямой и нормали к поверхности gshear; bg_shear — сво-
бодный член рассматриваемой прямой. Использова-
ние данного условия позволяет выполнить плавный 
переход между поверхностями gshear и gcomp, исклю-
чающий «слепые» зоны, в которые возврат точки 
невозможен. 

В модели используется два независимых меха-
низма эволюции поверхности нагружения: девиа-
торная эволюция и эволюция шатра сжатия [24, 25].  
Девиаторная эволюция представлена дисторсион-
ным упрочнением и выполняется путем изменения 
безразмерного параметра упрочнения ch(ch0 ≤ ch ≤ 1). 
ch0 служит начальным значением параметра ch, соот-
ветствующего нижней границе микротрещинообра-
зования материала [26]. Значение параметра ch0 мо-
жет быть найдено по эмпирической формуле (36)  

Рис. 5. Графическая интерпретация условия (32)
Fig. 5. Graphical interpretation of the condition (32)
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согласно труду [27]. Закон девиаторного упрочнения 
описывается с помощью системы (37): 

� �0,6421 exp 0,052 [МПа] ;ho bc R� � � � (36)

2
0 0 _

_
(1 ) ( 3 3), 1;

1, 1.
h h p p p p

h
p

c c k k k k
c

k
� � � � � � � � ��� � ���

(37)

Геометрическая интерпретация закона девиа-
торного упрочнения представлена на рис. 6.

Параметр ch является функцией внутренней 
переменной kp. Эволюция kp описывается уравнени-
ями (38)–(41):

� �,σλ ;pp D kdk d h� � (38)

� �
� � � �� �2,σ

( , ) 2 cos θ χ;
β

p
D p

h

k
h k

x p
� � � �

�

m
σ (39)

� �β 1 exp 10 / ;p q� � � (40)

_cos(Ψ ), Ψ 0;
χ

1 Ψ 0_, ,
b b

b

��
� � ��

(41)

где dλ — пластический множитель [28]; m(kp, σ) = 
= ∂g(σ)/∂σ — производная поверхности пластиче-
ского потенциала по тензору напряжений; xh(p) — 
коэффициент хрупкости; β — множитель, предот-
вращающий девиаторную эволюцию поверхности 
нагружения в области растяжения; χ — множитель, 
контролирующий девиаторную эволюцию поверх-
ности в случае контракции. 

Коэффициент хрупкости контролирует ско-
рость приращения параметра kp и, соответственно, 
переменной ch в зависимости от степени гидро-
статического обжатия образца. Чем выше степень 
гидростатического обжатия в образце, тем боль-
шая норма тензора пластических деформаций 
требуется для достижения поверхности нагруже-
ния, соответствующей ch = 1 (поверхность проч-
ности). Концепция упрочнения с использованием 
коэффициента хрупкости была введена Г. Этсем 

и К. Вилламом [15]. В данной работе используется 
авторская модификация закона упрочнения, пред-
ставленного в работе П. Грассла [16, 17]. Значе-
ние xh(p) может быть получено с помощью формул  
(42)–(45):

/ 1/ 3;h bR p R� � � (42)

� �
� �

exp / , 0;
( )

( ) exp
_

_/ , 0,
h hs h h h

h
h h h h h h

E R F D R
x p

A A B R C R
� � � � ��� � � � � � ���

(43)

;h h hE B D� � (44)

/ ( ).h h h h hF E C B A� � � (45)
Параметры Ah, Bh, Ch, Dh контролируют зави-

симость коэффициента хрупкости от гидростати-
ческого инварианта p. Данные параметры устанав-
ливаются на основании сопоставления результатов 
численных испытаний с результатами лаборатор-
ных испытаний, либо с эталонными осредненными 
диаграммами, построенными с помощью инженер-
ных методик [29]. В случае отсутствия опытных 
данных могут быть использованы следующие зна-
чения параметров: Ah = 0,08, Ch = 2, Dh = 0,000001. 
Значение параметра Bh (параметр контролирует нор-
му тензора пластических деформаций при одноос-
ном сжатии) может быть найдено по эмпирической 
формуле:

0,0032 0,000015.h bB R� � � (46)
Графическая интерпретация механизма девиа-

торной эволюции изображена на рис. 7.
Эволюция шатра сжатия также имеет дисторси-

онный характер и контролируется внутренней пере-
менной Х (координата пересечения шатра сжатия 
и гидростатической оси). Приращение переменной 
Х зависит от оператора hV (47), являющегося функ-
цией объемных пластических деформаций εpv. Эво-
люция шатра сжатия позволяет смоделировать не-
обратимую сжимаемость бетона (контракцию) [30].  

Рис. 6. Геометрическая интерпретация закона девиатор-
ного упрочнения
Fig. 6. Geometric interpretation of deviatoric hardening law

0 1

1

ch

kp

ch0

Рис. 7. Механизм девиаторной эволюции поверхности на-
гружения
Fig. 7. Loading surface deviatoric evolution mechanism
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Параметр материала AhV может быть получен на ос-
новании уравнения:

3 (1 ν) .
5 (1 ν) (1 2 ν)

b
V hV

Eh A � � �
� �

� � � � �
(47)

Эволюция внутренней переменной Х описыва-
ется уравнением (48). Текущее значение перемен-
ной Х может быть получено на основании уравне-
ния (49). Эволюция шатра сжатия осуществляется 
при условии p < pcap:

ε λ δ ( , );V pV hV ij pdX h d A d k� � � � � �m σ (48)

0  , МПа,X X dX� � (49)
где δij — дельта Кронекера; Х0 — начальное зна-
чение Х, которое может быть найдено с помощью 
уравнения (50) на основании исследования [22]: 

0 –17,1 1,89 [МПа], МПа.bX R� � � (50)
Графическая интерпретация механизма эволю-

ции шатра сжатия показана на рис. 8.
Пластический множитель для метода секущих 

плоскостей (cutting plane algorithm) может быть 
получен на основании уравнения (51) по аналогии 
с трудом [31]:

λ ,

( , ) : : ( , )

tr

tr tr

p p D V
p

fd
df dfk k h h
dk dX

�
� � � �n σ D m σ (51)

где ftr — значение функции поверхности нагружения 
(6), (7) с пробными значениями координат; n(kp, σ) = 
= ∂f(σ)/∂σ — производная поверхности нагружения 
по тензору напряжений; D — матрица жесткости. 

Механизм повреждений дает возможность мо-
делировать разупрочнение материала, а также изме-
нение жесткости при циклическом и знакоперемен-
ном нагружении. В модели используется следующая 
концепция механизма повреждений, отраженная 

в уравнении (1): параметр поврежденности при сжа-
тии Wc (52) влияет на весь тензор напряжений, 
в то время как параметр поврежденности при рас-
тяжении Wt (53) влияет только на его положитель-
ную часть. Данный подход позволяет отразить раз-
ницу в поведении бетона при сжатии и растяжении 
при знакопеременном и циклическом нагружениях. 
На рис. 9 представлено соотношение «напряже-
ния – деформации» для образца, подверженного 
знакопеременной нагрузке: линия 1 соответствует 
нагружению в условиях одноосного растяжения; 
2 — разгрузка после одноосного растяжения, пере-
ходящая в нагрузку в условиях одноосного сжатия; 
линия 3 — разгрузка после одноосного сжатия, 
переходящая в одноосное растяжение с остаточным 
значением предела прочности при одноосном растя-
жении, уменьшенном в результате роста параметров 
поврежденности Wt и Wc.

� �1 exp α / ε ;c dc fcW � � � (52)

� �1 exp α / ε ,t dt ftW � � � (53)

где αdc (55), αdt (54) — переменные, отвечающие 
за эволюцию параметров поврежденности при рас-
тяжении и сжатии соответственно [32]; εfc, εft — пара-
метры, контролирующие начальный наклон кривой 
закона поврежденности материала. Геометриче-
ская интерпретация зависимости Wt (Wc) – αdt (αdc)  
приведена на рис. 10.

( , )α (1 α ) λ ( );pdt c skd d x p� � � � m σ (54)

( , )α α λ ( ), 1,pdс c s pkd d x p k� � � �m σ (55)
где αс — скалярный безразмерный коэффициент, 
обеспечивающий переход между режимами сжатия 
и растяжения (56); xs(p) — коэффициент хрупкости 
при разупрочнении, отражающий зависимость раз-
упрочнения бетона от степени гидростатического 

Рис. 8. Механизм эволюции шатра сжатия поверхности 
нагружения
Fig. 8. Loading surface compression cap evolution

σ
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σ
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σ
2

Рис. 9. Работа модели при знакопеременном нагружении 
в цикле растяжение – сжатие – растяжение 
Fig. 9. Model behavior under alternating loading in the ten-
sion – compression – tension cycle
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обжатия. Коэффициент xs(p) может быть получен 
с помощью формул (57) и (58):

� �� �
3

2

1
α σ σ σ ;σс ci ci ti

i�
� � �� (56)

3( ) 1 ( 1) ( ) ;s s sx p A R p� � � � (57)

2 , _ 0;(
_

)
0, 0,

s

p p
R p q

p

� �
� ��� �
� ��

(58)

где As — безразмерный скалярный параметр, от-
вечающий за скорость изменения коэффициента 
хрупкости при разупрочнении в зависимости от ги-
дростатического инварианта p. Значение параметра 
должно подбираться на основании трехосных испы-
таний бетона. В случае отсутствия опытных данных 
значение может быть принято равным 20. 

Процесс разупрочнения бетона при растяжении 
сопровождается локализацией необратимых дефор-
маций на участках сравнительно малого размера. Ло-
кализация необратимых деформаций, возникающая 
в околонулевом объеме в рамках конечно-элементного 
решения, ведет к патологической чувствительности 
результатов решения к размеру конечно-элементной 
сетки, а также возникновению тенденции к ухудше-
нию сходимости с уменьшением размера КЭ [33, 34]. 
С математической точки зрения подобное явление 
вызвано локальной потерей эллиптичности диффе-
ренциальных уравнений в частных производных, опи-
сывающих стационарные процессы [35]. Для решения 
проблемы локализации в данной работе был использо-
ван метод регуляризации, основанный на теории по-
лосы трещин (crack band theory) [36]. Основная идея 
подхода заключается в том, что параметр εft, контро-
лирующий разупрочнение при растяжении, является 
функцией от характерного размера элемента lchar. Зна-
чение lchar равно размеру КЭ в плоскости, перпендику-
лярной направлению образования трещины (вычисля-
ется индивидуально для каждого КЭ). Геометрическая 
интерпретация параметра lchar изображена на рис. 11.

Таким образом, значение параметра εft может 
быть найдено по формуле:

ε ,
F

ft
bt char

G
R l

�
� (59)

где GF — энергия разрушения (энергия, требующая-
ся для полного разрыва межатомных связей на еди-
ничной площади поверхности трещины). Величина 
энергии разрушения может быть найдена по фор-
муле (60) согласно исследованию [20]. В форму-
ле может быть использовано значение призменной 
прочности вместо цилиндрической, так как разни-
ца в величине энергии разрушения пренебрежи-
мо мала. Концепция применения подобного способа 
регуляризации в рамках модели бетона ранее рас-
сматривалась в работе [37]. Несмотря на то, что этот 
способ уступает в эффективности регуляризации 
нелокальным подходам, он является наиболее про-
стым с точки зрения математики:

0,1874 [МПа], Н/мм.F bG R� � (60)
Значение параметра εfс должно устанавливаться 

на основании опытных данных либо эталонных диа-
грамм, представленных в нормативных документах. 
В условии отсутствия сведений параметры может 
быть принят равным 0,001.

Таким образом, для использования модели не-
обходимо 14 параметров, которые можно разделить 
на четыре группы:

• две упругие константы: модуль упругости Eb, 
коэффициент Пуассона v;

• пять параметров поверхности нагружения: 
пределы прочности на одноосное сжатие Rb, одноос-
ное растяжение Rbt и двухосное равномерное сжатие 
R2b, координата пересечения шатра сжатия с гидро-
статической осью Х и множитель, определяющий 
начало шатра сжатия Rvh;

• четыре параметра упрочнения Ah, Bh, Ch, Dh;
• три параметра повреждения: энергия раз-

рушения GF ; модуль разупрочнения при сжатии εfc; 
параметр, контролирующий зависимость параметра 
хрупкости от степени гидростатического обжатия As.

Значения параметров третьей и четвертой груп-
пы могут быть найдены согласно рекомендациям 
и формулам, представленным в тексте статьи на ос-
новании значения Rb.

Рис. 10. Эволюция параметров поврежденности Wt (Wc) 
в зависимости от функций αdt (αdc)
Fig. 10. Evolution of damage parameters Wt (Wc) depending 
on functions αdt (αdc)

αdt (αdc)εft (εfc)

1 – Wt(Wc)
1

0

Рис. 11. Геометрическая интерпретация параметра lchar

Fig. 11. Geometric interpretation of the parameter lchar

lchar
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РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Модель материала реализована на языке 
FORTRAN 77 в качестве пользовательской моде-
ли USERMAT в конечно-элементном комплексе 
ANSYS. В настоящем разделе приведено сравнение 
результатов лабораторных и численных испытаний. 
На рис. 12–14 линиями показаны результаты чис-
ленных опытов, точками — результаты, полученные 
в лаборатории.

В опытах И. Имрана [38] цилиндрические об-
разцы подвергались трехосному неравномерному 
сжатию. Опыты выполнялись в два этапа: на пер-
вом этапе образец нагружался боковым давлением, 
на втором этапе происходило осевое нагружение 
образца при постоянной величине бокового давле-
ния. Бетон образцов имел следующие характери-
стики: Eb = 30 000 МПа, v = 0,15, Rb = 47,4 МПа, 
Rbt = 4,74 МПа. Сравнение результатов представлено 
на рис. 12, рядом с результатами каждого опыта ука-
заны главные напряжения бокового давления. 

В опытах Х. Купфера [39] на бетонных образ-
цах-пластинах воссоздавалась работа материала 
при плоском напряженном состоянии. Образцы раз-
ных серий испытывались при различных соотноше-

ниях главных напряжений. Бетон образцов имел сле-
дующие характеристики: Eb = 32 000 МПа, v = 0,18, 
Rb = 32,8 МПа, Rbt = 3,3 МПа. Сравнение результатов 
лабораторных и численных испытаний приведено 
на рис. 13 (рядом с результатами каждого опыта ука-
зано соотношение ненулевых главных напряжений). 

В опытах, проведенных Ф.К. Канером [40], ци-
линдрические образцы подвергались трехосному 
сжатию. Бетон образцов имел следующие характе-
ристики: Eb = 25 000 МПа, v = 0,2, Rb = 45,7 МПа, 
Rbt = 4,57 МПа. Было выполнено две серии опы-
тов. В первой серии опытов испытание образцов 
происходило в два этапа: на первом этапе образцы 
нагружались трехосным равномерным сжатием, 
на втором этапе при постоянном боковом давлении 
происходило осевое деформирование цилиндра. Об-
разцы разных серий испытывались при различных 
значениях предварительного трехосного обжатия. 
Во второй серии опытов образцы подвергались 
трехосному равномерному сжатию. Сравнение ре-
зультатов лабораторных и численных испытаний 
для обеих серий показано на рис. 14.

В серии опытов, описанных в работе [41], об-
разцы подвергались циклическому одноосному рас-
тяжению. Бетон образцов имел следующие характе-

Рис. 12. Сравнение результатов численных и лабораторных испытаний, выполненных И. Имраном
Fig. 12. Comparison of the numerical model response and laboratory results made by I. Imran
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Fig. 13. Comparison of the numerical model response and laboratory results made by H. Kupfer
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ристики: Eb = 28 000 МПа, v = 0,2, Rb = 40 МПа, Rbt =  
= 3,5 МПа, GF = 55 Н/м. В рамках опытов, выпол-
ненных И.Д. Карсаном [42], бетонные образцы под-
вергались циклическому одноосному сжатию. Бе-
тон образцов имел следующие характеристики: Eb =  
= 30 000 МПа, v = 0,2, Rb = 28 МПа, Rbt = 2,8 МПа, As = 
25, εfc = = 0,001. Сравнение результатов лабораторных 
и численных испытаний для обеих серий представле-
но на рис. 15 (пунктирной линией показаны результа-
ты лабораторного испытания).

Результаты лабораторных испытаний узлов сопря-
жения плитных и вертикальных конструкций без попе-
речного армирования приведены в статье [43]. В рам-
ках данной работы выполнено численное испытание 
образца PG-6, имеющего следующие характеристики: 
Eb = 28 700 МПа, v = 0,2, Rb = 34,7 МПа, Rbt = 2,4 МПа.  

Рабочая высота плиты составляет 96 мм. Армиро-
вание растянутой зоны представлено арматурными 
стержнями диаметром 14 мм, расположенными с ша-
гом 110 мм и имеющими предел текучести 526 МПа. 
Армирование сжатой зоны отсутствует. Геометрия об-
разца PG-6 и конечно-элементная сетка численной мо-
дели показаны на рис. 16. 

Сравнение кривых нагрузка–перемещения, 
численного и лабораторного образцов представлено 
на рис. 17 (пунктирной линией показаны результаты 
лабораторного испытания; рядом с каждой кривой 
указано значение предельной нагрузки).

На рис. 18 приведено сравнение картины тре-
щинообразования лабораторного образца и первые 
главные пластические деформации численного.

Рис. 14. Сравнение результатов численных и лабораторных испытаний, выполненных Ф.К. Канером: a — результаты 
для образцов первой серии испытаний; b — для второй
Fig. 14. Comparison of the numerical model response and laboratory results made by F.C. Caner: a — first test series are 
shown; b — second test series are shown
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Рис. 15. Сравнение результатов численных и лабораторных испытаний для образцов, подвергавшихся циклическому 
нагружению: a — результаты испытания образцов, подвергавшихся сжатию; b — растяжению
Fig. 15. Comparison of numerical and laboratory test results for specimens subjected to cyclic loading: a — results of the com-
pression test series are shown; b — results of the tension test series are shown
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4 Разница между предельными нагрузками лабо-
раторного и численного образцов составила менее 
1 %; разница между перемещениями, соответствую-
щими предельным нагрузкам, — 1 %. 

В отчете [44] представлены результаты испыта-
ний шарнирно опертых бетонных балок с надрезом. 
Основная идея испытаний заключалась в создании 
искусственной зоны локализации необратимых 
деформаций для измерения энергии разрушения 
бетона. Данные опыты были включены в статью 
для тестирования стабильности работы материала 
на стадии разупрочнения при различных размерах 
конечно-элементной сетки. Длина балки составляет  
500 мм; размер поперечного сечения — 100 ×  
× 100 мм; глубина и ширина надреза — 50 и 5,5 мм 
соответственно. Схема балки изображена на рис. 19. 

Рис. 16. Геометрия образца PG-6 (все размеры представлены в мм) и конечно-элементная сетка PG-6 (четверть)
Fig. 16. Geometry of the specimen PG-6 (all dimensions are in mm) and mesh of PG-6 (quarter)
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Рис. 17. Сравнение кривых нагрузка–перемещения для 
численного и лабораторного образцов
Fig. 17. Comparison of the load–deflection curves for the nu-
merical and laboratory specimens
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Рис. 18. Сравнение результатов: a — картина трещино-
образования лабораторного образца PG-6; b — первые 
главные пластические деформации численной модели об-
разца PG-6
Fig. 18. Comparison of results: a — crack pattern of the lab-
oratory specimen PG-6; b — first principal plastic strains 
of the numerical specimen PG-6
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Рис. 19. Геометрическая схема балок с надрезом, исполь-
зованных в испытаниях [44]
Fig. 19. Geometric diagram of the notched beams used in 
the tests [44]
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Бетон балок имеет следующие характеристики: 
Eb = 20 000 МПа, v = 0,2, Rb = 24 МПа, Rbt = 2,4 МПа,  
GF = 100 Н/м. Выполнено три численных испыта-
ния с разными размерами конечно-элементной сет-
ки. Сравнение между результатами лабораторных 
и численных образов показано на рис. 20. Серым 
цветом на графике отмечена огибающая зона, по-
строенная на основании результатов испытаний не-

скольких балок-близнецов. Цветными линиями по-
казаны результаты численных образцов. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ОБСУЖДЕНИЕ

Представленная авторами деформационно-
прочностная модель бетона с двойным независимым 
упрочнением и повреждением представляет собой 
универсальный инструмент, позволяющий моде-
лировать поведение бетона в рамках кратковре-
менного статического нагружения. Поверхность 
нагружения модели имеет единственную зону син-
гулярности, плавный переход между основной ча-
стью и шатром сжатия и описывает напряженное 
состояние бетона с достаточной точностью. Эф-
фекты дилатации и контракции учитываются путем 
введения комбинированной поверхности пластиче-
ского потенциала наряду с двойным независимым 
упрочнением. Влияние напряженного состояния 
на деформативность материала обеспечивается 
путем использования коэффициентов хрупкости. 
Раздельное накопление параметров поврежденно-
сти позволяет моделировать изменение жесткости 
при циклических и знакопеременных нагружени-
ях. Для регуляризации проблемы локализации не-
обратимых деформаций, ведущей к зависимости 
результатов от размера конечно-элементной сетки 
и ухудшению сходимости при уменьшении разме-
ра КЭ, в модели используется подход, основанный 
на теории полосы трещин (crack band theory). В ста-
тье представлены значения для всех параметров, 
необходимых для использования модели материала. 
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