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А Н Н О ТА Ц И Я

Введение. Создание виртуальных цифровых моделей процесса обработки на металлорежущих стан-
ках является динамично развивающимся направлением повышения эффективности машиностроительного 
производства. Такие модели включают в себя подсистемы прогнозирования качества деталей. Точность и 
достоверность их работы напрямую зависят от построенной модели динамической системы резания, воз-
мущенной силовым шумом, источники которого имеют различное физическое происхождение. Кроме этого, 
сама автономная динамическая система является генератором различных притягивающих множеств дефор-
маций – например, предельных циклов или хаотических аттракторов. Учет разнообразных нелинейных пре-
образований в свойствах динамики процесса резания позволяет повысить адекватность модели реальным 
процессам и является актуальной задачей при построении систем имитационного моделирования динамики 
обработки поверхностей резанием. Предмет. Выполненные нами ранее исследования позволяют определить 
соответствующую деформационным траекториям геометрию формируемой резанием поверхности. Однако 
адекватность отображения рассчитанных траекторий в оценки геометрии остается не вполне ясной. Пред-
лагаемая статья посвящена достижению адекватного отображения вычисленных, а также измеренных траек-
торий деформаций в геометрическую топологию детали. Цель работы – оценка отображения вибрационных 
возмущений системы в геометрию формируемой резанием поверхности. Метод и методология. Исследова-
ние носит экспериментально-теоретический характер. Содержание исследования включает в себя изучение 
соответствия частотных характеристик, полученных на модели и при реальной обработке. Главное внима-
ние уделено отображению деформаций в геометрию детали. Для этого в статье рассматриваются функции 
когерентности между функциями деформаций и профилем детали. Результаты и обсуждения. Показано, 
что обусловленность этих преобразований имеет ограниченный частотный диапазон, в котором объясне-
ние переменных составляющих формируемого рельефа является статистически значимым. Математическое 
моделирование динамической системы резания, основанное на механике взаимодействия инструмента и за-
готовки, позволяет адекватно прогнозировать формируемую резанием макрогеометрию детали. Полученный 
математический инструментарий может быть использован для создания систем прогнозирования геометрии 
обработанной поверхности.
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формируемой резанием поверхности при точении // Обработка металлов (технология, оборудование, инструменты). – 2024. – Т. 26, 
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Введение

В последнее десятилетие многие научные 
коллективы работают в направлении создания 
виртуальной модели процесса обработки на ме-
таллорежущих станках, т. е. создания его цифро-
вого двойника. Процесс обработки рассматрива-
ется как система, отдельные подсистемы которой 

объединены различными связями [1–7]. В систе-
ме станка с ЧПУ выделяются подсистемы, рас-
крывающие точность соответствия заданных 
по программе и реальных траекторий движения 
исполнительных элементов [8–10]. Уделяется 
внимание идентификации обобщенных масс  
и фрикционных связей в сервоприводах испол-
нительных элементов станка, их влиянию на со-
ответствие заданных по программе и реальных 
траекторий, а также точности интерполяции и 
воспроизведения траекторий [11–16]. Сформи-
ровалось направление построения виртуальной 
модели процесса обработки на станке, основан-
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ное на интеллектуальном подходе к построению 
модели, раскрывающей связь технологических 
режимов и выходных параметров процесса ре-
зания, которые рассматриваются в единстве ка-
чества изготовления деталей и эффективности 
обработки [17–21]. При этом содержание этих 
преобразований не раскрывается. Эффектив-
ность оценивается также на основе определения 
скорости резания, при которой интенсивность 
изнашивания инструмента минимальна. При 
решении этого вопроса рассматривается выбор 
технологических режимов, например, по крите-
рию оптимальной температуры резания [22–25]. 
Качество моделей зависит от глубины рассмо-
трения всех факторов, влияющих на процесс. 

При построении виртуальной модели важ-
ной является проблема обеспечения требуемой 
траектории вершины инструмента относительно 
заготовки с учетом их упругих деформаций, а 
также преобразования ее в формируемую реза-
нием геометрическую топологию поверхности. 
Решение опирается на исследования динамиче-
ской системы резания (ДСР), изучавшейся с се-
редины 50-х – 60-х годов XX века [26–28]. Сфор-
мировалось представление о ДСР, состоящей из 
подсистем инструмента и заготовки, которые 
объединены связью, формируемой резанием 
[29–32]. Этой связью является модель сил, пред-
ставленных в координатах состояния. При моде-
лировании сил учитывается регенерация следа 
на обрабатываемой заготовке, оставленного де-
формациями на предыдущем обороте [33–36]. 
Приводится бифуркационный анализ устойчиво-
сти процесса резания при обработке «по следу»  
и анализ процесса на основе конечно-элемент-
ного моделирования [37–40]. Принимается во 
внимание запаздывание вариаций сил при изме-
нениях площади среза [29, 41–46]. Учитываются 
нелинейные зависимости сил резания и трения 
от скоростей и смещений [47–54]. Рассмотре-
но параметрическое самовозбуждение [55–57]. 
Этот перечень не исчерпывает публикаций  
о ДСР. В них также рассматривается устойчи-
вость траекторий и образование различных при-
тягивающих множеств деформаций (предель-
ных циклов, инвариантных торов, хаотических 
аттракторов и др.). 

Однако проблема их преобразования в геоме-
трию формируемой резанием детали в основном 
остается открытой. Цель настоящей работы 

– исследовать механизм преобразования дефор-
мационных смещений инструмента в геометрию 
детали с учетом вибрационных возмущений ди-
намики процесса резания при точении в различ-
ных условиях обработки и на различных режи-
мах. В статье приводится оценка адекватности 
деформаций, вычисленных с помощью имита-
ционной модели и измеренных в ходе реального 
эксперимента, и их преобразования в геометри-
ческую топологию детали. Адекватность опре-
деляется на основе близости спектров, а также 
функций когерентности. Исследования позволя-
ют определить адекватность формирования гео-
метрии детали траекториями формообразующих 
движений (ТФД), представляющих собой един-
ство траекторий исполнительных элементов 
станка и деформационных смещений инстру-
мента относительно заготовки.

Методика исследований

Математическое описание динамической 
 системы

В основе построения цифровой модели необ-
ходимо рассматривать следующие преобразова-
ния в системе резания. Во-первых, преобразова-
ние заданных в системе ЧПУ траекторий в виде 
вектора управления 1 2 3{ , , }TU U U= ∈ℜ(3)

UU   

в траектории исполнительных элементов станка 
(ТИЭС). Пространство ТИЭС для токарного 
станка задается вектором 3

1 2 3{ , , }TL L L= ∈ℜ( )L  
(рис. 1, a), где 1( )L t  и 2( )L t  – перемещения  
поперечного и продольного суппортов; 3( )L t =   

0

( ) ( )
t

D d= π Ω ξ ξ ξ∫  – перемещения заготовки  

по направлению 3L . Заданы также скорости 
3

1 2 3{ , , }TV V V= = ∈ℜ( )dL / dt V(t) . В рамках 
настоящего исследования преобразование 
ℜ ⇒ ℜ(3) (3)

U  не рассматривается. Траектории L  

и V  считаются заданными в пределах полос 
пропускания серводвигателей. Таким образом, 
траекториями L  и V  описывается идеальный 
контур детали.

Во-вторых, необходимо выяснить преобразо-
вание траекторий L  и V  в ТФД ) =(L Ô  
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{ }T( ) ( ) ( ) (3)
1 2 3, ,L L L= ∈ℜÔ Ô Ô  и ) ) /d dt= =( (V LÔ Ô  

{ }T( ) ( ) ( ) (3)
1 2 3, ,V V V= ∈ℜÔ Ô Ô . Траектории )(L Ô  

и )(V Ô  кроме ТИЭС учитывают деформации 
вершины инструмента. В настоящем исследова-
нии ограничимся обработкой заготовки, параме-
тры жесткости которой на порядок больше ин-
струмента. Тогда

 
)

)

;

,

 = −


= −

(

(

L L X(L)

V V v(L)

Ô

Ô
 (1)

где T
1 2 3{ , , }X X X= ∈ℜ(3)

XX , T
1 2 3{ , , }v v v= ∈v  

∈ℜ(3)
X  – соответственно векторы деформаций X  

и их скоростей =v dX / dt , рассматриваемые  
в подвижной системе координат, задаваемых  
(рис. 1, a). Ограничимся точением вала constD =  
с постоянными режимами: 1{ / 2,L d= =L  

T
2 2 3, }L V t L d= = π Ω . 

В-третьих, необходимо изучить закономер-
ность преобразования )(L Ô  и )(V Ô  в геометри-
ческую топологию поверхности ℑ(L,R) . Геоме-
трическая топология есть отображение  
в ограниченную плоскость « 2 3L L− » неровно-
стей поверхности вала. В плоскости рассматри-
ваются по оси 3L  – длина окружности, по оси 

2L  – длина вала по направлению продольной по-
дачи, по оси 1L  – вариации радиус-вектора R   

в виде неровностей. Если деформации 0=X , то 
ℑ(L,R)  есть плоскость « 2 3L L− ».

Рассмотрим также точечное отображение 
вершины инструмента, построенное аналогич-
ным способом. Такое отображение назовем «ске-
летной» геометрической топологией ℑC(L,X) . 
На рис. 1, в приведен ее пример для вектора X . 
Функция 1( )X t  характеризует высотные неров-
ности (рис. 1, в), 2( )X t  и 3( )X t  – шаговые. Если 
динамическая система является устойчивой  

а

                                             б                                                                                   в
Рис. 1. Схема формирования координат пространства состояния (а) и пример «скелетной»  
геометрической топологии (в) для вариаций деформационных смещений с частотой, равной 

частоте вращения заготовки (б)
Fig. 1. Scheme for the formation of state space coordinates (a), and an example of “skeleton” geomet-
rical topology (в) for variations of deformation displacements with frequency equal to the workpiece 

rotation frequency (б)
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и невозмущенной, то деформации равны 
T

1 2 3{ , , }X X X∗ ∗ ∗ ∗= ∈ℜ(3)
XX . Это точка равнове-

сия. Она сдвинута относительно L  на постоян-
ную величину ∗X . Если 1 2 2{ / 2, ,L d L V t= = =L

T
3 }L d= π Ω , то ℑC(L,X)  представляет пло-

скость, параллельную « 2 3L L− » и сдвинутую 

вверх по оси 1L  на величину 1 constX ∗ = . Если 
формируемая резанием геометрическая тополо-
гия ℑ(L,R)  по точечному контуру равна 

 

[ ]{ } { }

(0) T
1 2 3

(0)(0) (0) (0)
3 3 1 2 2

{ , , } ;

/ 1 exp ( ) ( ) ( ) ,
t

P
t T

F

T dF dt F V v t X V v d
−


+ + =


 = χ χ χ

  + = ρ + µ −ζ − − ξ − ξ ξ  


∫

2

2
d X dX

m h cX F(L, V,X);
dtdt

F   (2)

ℑC(L,X) , то она точно формируется траектори-

ями )(L Ô . Тогда наблюдение и (или) вычисление 
)(L Ô  позволяет точно прогнозировать ℑ(L,R) . 

Если вектор L  задан и его точность обеспечива-
ется системой ЧПУ, то для определения ℑC(L,X)  

необходимо вычислить X . Для этого можно вос-
пользоваться разработанными нами математиче-
скими моделями [22, 23, 45, 46, 54, 55, 58, 61]. 
Тогда

где m , h , c  – положительно определенные сим-
метричные матрицы инерционных, скоростных 
и упругих коэффициентов; ρ  – давление струж-

ки на переднюю грань инструмента; (0)T  – по-
стоянная времени, учитывающая переходные 
процессы в зоне резания; µ , ζ  – параметры, 
определяющие зависимость сил от скорости ре-
зания; , 1, 2, 3,i iχ =  – угловые коэффициенты 

ориентации силы; (0)
Pt  – глубина резания без 

учета упругих деформаций; T  – время оборота 
заготовки: 

 { }

( )

( ) 3 3
( , )

( ) ( )
L D

T v
V v

−π

Ω =
ξ − ξ∫

Ô

Ô
. (3)

Система (2) справедлива для малых деформа-
ций в окрестности равновесия, когда силами, дей-
ствующими на задние грани инструмента, можно 
пренебречь. При больших отклонениях коорди-
нат от равновесия необходимо учитывать все не-
линейные связи, а также в силы вводить взаимо-
действия задних граней инструмента и заготовки, 
как это предлагается в наших ранее выполненных 
исследованиях [22, 23, 45, 46, 54–61].

Адекватность «базовой» модели

Вначале рассмотрим адекватность отображе-
ния деформаций X  в «базовой» модели, в кото-

рой силы возмущены «белым» шумом малой ин-
тенсивности ( )tϕ . Будем анализировать случай, 

когда ∗X  асимптотически устойчива. Точке ∗X  
соответствует (0, )F ∗ . С учетом малости ( )tϕ  до-
статочно рассматривать линеаризованную си-
стему (2) в вариациях относительно равновесия. 
Для этого сделаем замену: ∗= +X(t) X x(t) , 

(0) (0, )( ) ( )F t F f t= + . Получим уравнение в ва-

риациях относительно const∗ =X , (0, ) constF ∗ =  
и линеаризуем его. Получаем линеаризованное 
уравнение в изображениях по Лапласу:

 ,+ + =2mp z hpz cz (p)ϕ  (4) 

где { }T1 21 3( ), ( ), ( ), ( )x p x p x p f p=z(p) ; ) =(pϕ  
{0, 0, 0, ( )}p= ϕ ; p  – символ изображения по Ла-

пласу; (0)
1P Pt t X∗ ∗= − ; 

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

m

m

m

 
 
 =
 
 
 

m ; 

1,1 2,1 3,1

1,2 2,2 3,2

1,3 2,3 3,3

(0) (0)

0

0

0

0 0 P P

h h h

h h h

h h h

t S T∗

 
 
 

=  
 
 ρµζ  

h ;
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3 3

1,1 2,1 3,1 1

1,2 2,2 3,2 2

1,3 2,3 3,3 3

(0)[1 ] [1 ] 0 1V V
PP

c c c

c c c

c c c

e S e t−ζ −ζ ∗

−χ 
 

−χ 
=  −χ 
 ρ + µ ρ + µ  

c . 

Из уравнения (4) вычислим автоспектры ко-
лебаний 

1 1, ( )x xS ω , 
2 2, ( )x xS ω  и 

3 3, ( )x xS ω .  

1
( ) ( ) / ( )XW p p p= ∆ ∆ ;

1

2,1 2,1 3,1 3,1 1

2
2,2 2,2 3,2 3,2 2

2
2,3 2,3 3,3 3,3 3

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

X

h p c h p c

p mp h p c h p c

h p c mp h p c

 + + −χ
 
 ∆ = + + + −χ
 
 + + + −χ 

;  

3 3

2
1,1 1,1 2,1 2,1 3,1 3,1 1

2
1,2 1,2 2,2 2,2 3,2 3,2 2

2
1,3 1,3 2,3 2,3 3,3 3,3 3

(0) (0) (0)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

[1 ] [1 ] 1V V
P PP P

mp h p c h p c h p c

h p c mp h p c h p c
p

h p c h p c mp h p c

e S e t t S pT−ζ −ζ ∗ ∗

 + + + + −χ
 
 + + + + −χ ∆ =
 + + + + −χ 
 ρ + µ ρ + µ −ρµζ + 

; 

(0)
1P Pt t X∗ ∗= − .

Например, спектр деформаций 1X , ответствен-
ных за высотные неровности топологии 
ℑC(L,X) , будет

 1 1, ( ) ( ) ( )X X p jS W p W p = ωω = − ,  (5)

где 

Эксперименты показывают, что динамиче-
ская система в реальных условиях всегда являет-
ся возмущенной. Если равновесие устойчиво,  
то малым возмущениям соответствует последо-
вательность, удовлетворяющая гипотезам стаци-
онарной случайности ( )

1 ( )X tÈ . Представим  

измеренный сигнал ( )
1 ( )X tÈ  в виде после- 

довательности )( )t =(
1X È { ( ) ( )

1 1(0), ( ),X X t∆È È

}T( ) ( )
1 1(2 ), ..., ( )X t X s t∆ ∆È È . Здесь 1( )t −∆  есть 

частота Найквиста. Она выбирается на поря-
док больше верхней собственной частоты  
колебательных контуров. Последовательность 

)( )t(
1X È  позволяет вычислить автокорреляци-

онную функцию и ее Фурье-изображение, т. е. 
спектр ( ) ( )

1 1,
( )

X X
S ωÈ È :

 ( ) ( )
1 1

( ) ( )
,

( ) ( ) ( )p jX X
S W p W p = ωω = −È È

È È .  (6)

Для оценки качества модели (4) можно вве-
сти оценку близости 

 { }( ) ( )

( )
,

2( )
, ,

( )

( ) ( ) ,

1
0, , 1, 2; 1, 2, 3.

S S

S S S S

i
X X

i
X X X X

S S

i s
t

℘ ω =

= ω − ω

 ω∈ = = 
∆ 

 
È È  (7)

где

 ( ) ( )
, ,

1
( ) ( )

S S S S

i i
X X X XS S d

ω

ω−∆ω
ω = ω ω

∆ω ∫ , 

( ) ( ) ( ) ( ), ,

1
( ) ( )

S S S SX X X X
S S d

ω

ω−∆ω
ω = ω ω

∆ω ∫
È È È È

– скользящие средние в частотном окне ∆ω ; 

спектр (1)
, ( )

S SX XS ω  вычисляется по формуле (5); 

спектр (2)
, ( )

S SX XS ω  относится к временной по-

следовательности, полученной на основе преоб-
разованного «белого» шума; частотное окно ∆ω  
выбирается существенно меньше полосы пропу-
скания колебательных контуров. Наконец,  
при анализе адекватности использовались ам-
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плитудно-частотные характеристики, измерен-
ные непосредственно на модели (2) при возбуж-
дении в системе сил 0 sin( )tϕ ω  с плавно  
и медленно изменяющейся частотой ω . Полу-
ченная таким образом частотная характеристика 

 ( ) ( ) ( ) ( )

1
2 2( ) ( )

, , , ,
0 0

( ) ( ) ( ) ,

1, 2; 1, 2, 3,

S S S S S S S S

i i
X X X X X X X X

S S d S d

i s

∞ ∞
−ω ω       σ = ω − ω ω ω ω                

= =

∫ ∫È È È È  (8)

соответствует (1) 2
, ( ) ( )

S S SX XS Aω = ω
 (рис. 4). Здесь 

A  – отношение амплитуды на выходе к амплиту-
де на входе. Можно также рассматривать дис-
персионную оценку в частотной области

где ∞ω  – частота, на порядок превышающая 
верхнюю собственную частоту колебательного 
контура подсистемы инструмента. 

При анализе адекватности необходимо также 
рассматривать оценку влияния дополнительных 
взаимодействий, не включенных в математиче-
ское описание модели (2), – например, адгезион-
ных взаимодействий, а также образование  
диссипативных структур (например, нароста)  
и дополнительных возмущений (например, ки-
нематических возмущений от самого станка). 
Причем такие возмущения могут прикладывать-
ся не непосредственно к силам, а к другим эле-
ментам системы; при кинематических возмуще-
ниях это вариации скорости подачи. Здесь можно 
воспользоваться функцией когерентности меж-
ду наблюдаемыми деформационными смещени-
ями ( )

1 ( )X tÈ  и вычисленными 1 ( )X t . Тогда 

 ( )
2

,

1
( ) , 1, 2, 3

1 ( )S SX X S
K sω = =

+ δ ωÈ , (9)

 

где ,
2( )

( )
( )

( )

S
S

S

S

W j

θ ω
δ ω =

ωÈ
; , ( )SSθ ω  – спектр до-

полнительного неизмеримого шума; 
2( )( )SW jωÈ  – 

квадрат модуля преобразования «белого» шума  

в деформации ( )( )SX tÈ . Выражение (9) показыва-

ет, что функция когерентности стремится к еди-
нице в двух случаях: когда дополнительные, не-
учтенные в модели силы взаимодействия 
отсутствуют или неучтенные взаимодействия по 
отношению к учитываемым возмущениям явля-
ются малыми. Оценки (7–9) позволяют также 
выполнить терминальную коррекцию параме-
тров модели (2). 

Приведем пример анализа адекватности мо-
дели для малых колебаний при продольном то-
чении на станке 1К62 (рис. 2). Обрабатывался 
вал D = 20 мм из стали 20Х инструментом, снаб-
женным неперетачиваемыми четырехгранными 
пластинками из Т15К6. Обобщенная масса 

20,015 /m = ⋅êã ñ ìì . Параметры, определен-

ные по методике, изложенной в [22, 23, 61], при-
ведены в табл. 1 и 2. Частота вращения заготов-
ки – 25 Гц. Соответствующая ей скорость 
резания равна 1,5 м/с. Глубины резания и подачи 
составляют (0) 2,0Pt = ìì,  (0) 0,1PS = ìì.

Рассматривались две совокупности времен-
ных последовательностей: вычисленные с ис-
пользованием параметров модели и реально 
измеренные. Общие виды экспериментального 
стенда для проведения исследований и инстру-

Т а б л и ц а  1
T a b l e  1

Параметры динамической связи
Dynamic link options

2, /ρ êã ìì 1, ( / )−ς ìì ñ (0), cT µ 1χ 2χ 3χ 1, c−Ω

200…1000 0,0011 0,0002 0,5 0,4 0,51 0,76 5...50
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                                a                                                                    б
Рис. 2. Общие виды оборудования (а) и измерительного интерфейса (б), 

используемого для экспериментов
Fig. 2. General views of the equipment (a) and measurement interface (б)  

used for experiments

Т а б л и ц а  2
T a b l e  2

Параметры матриц скоростных коэффициентов упругости подсистемы инструмента 
Parameters of the matrices of velocity coefficients and elasticity of the tool subsystem

1, 1,

êã ñ/ìì

h

⋅
2, 2,

êã ñ/ìì

h

⋅
3, 3,

êã ñ/ìì

h

⋅
1, 2 2, 1,

êã ñ/ìì

h h=

⋅
1, 3 3, 1,

êã ñ/ìì

h h=

⋅
2, 3 3, 2,

êã ñ/ìì

h h=

⋅

1,3 1,1 0,8 0,6 0,5 0,4
1, 1,

êã/ìì

c 2, 2,

êã/ìì

c 3, 3,

êã/ìì

c 1, 2 2, 1,

êã/ìì

c c= 1, 3 3, 1,

êã/ìì

c c= 2, 3 3, 2,

êã/ìì

c c=

2000 900 350 200 150 80

мента, снабженного датчиками для измерения 
вибраций, показаны на рис. 2. 

При определении вычисленных временных 
последовательностей использовалась модель 
«белого» шума силовых возмущений в частот-
ном диапазоне до 30,0 кГц. Примеры временных 
реализаций «белого» шума, а также вычислен-
ных и измеренных временных последовательно-
стей в направлении 1X  приведены на рис. 3.

На рис. 4 приведены примеры спектров, нор-
мированных к дисперсии, которые определены 
по вычисленным (2)

, ( )
S SX XS ω  (а) и измеренным 

( ) ( ),
( )

S SX X
S ωÈ È  (б) последовательностям. На гра-

фиках красным цветом показаны аналитически 
вычисленные спектры (1)

, ( )
S SX XS ω , а также на 

рис. 4, в приведен фрагмент силового возмуще-
ния в виде синусоидального изменения допол-
нительных сил с медленно изменяющейся часто-

той. Изменение частоты пропорционально 
времени. Кроме этого, приведен пример вариа-
ций амплитуды деформаций в направлении 1X , 
т. е. амплитудно-частотной характеристики мо-
дели (рис. 4, в). Заметим, что эти характеристики 
остаются неизменными при малых амплитудах 
силового возбуждения. В рассматриваемом при-
мере вариации амплитуды силовых возмущений 
в пределах до 10,0 кг их не изменяют. При уве-
личении амплитуды заметны нелинейные свой-
ства модели. Они проявляются в изменениях ре-
зонансной частоты, перераспределении частот и 
амплитуд основных осцилляторов, а также в 
уширении их спектральной линии и пр.

На рис. 4, а красным цветом выделены вы-
численные по модели спектры 

1 1

(1)
, ( )X XS ω . Полу-

ченные последовательности позволяют опреде-
лить функцию когерентности ( )

2

,
( )

S SX X
K ωÈ  (9). 

Ее пример для различных скоростей резания V3 
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а

                                            б                                                                                           в 

                                            г                                                                                           д 

Рис. 3. Примеры траекторий: 
а – силового «белого» шума; б, в – вычисленных деформаций в двух временных масштабах; г, д – измерен-

ных деформаций в двух временных масштабах

Fig. 3. Examples of trajectories: 
a – power “white” noise; б, в – calculated deformations in two time scales; г, д – measured deformations in two  

time scales

Рис. 4. Спектры ( )
, ( )

S SX XS ωÈ , полученные на основе экспериментов (а); на основе цифровой последователь-

ности, вычисленной после преобразования моделью силового «белого» шума (2)
, ( )

S SX XS ω  (б); пример пря-

мого измерения АЧХ на модели (в)

Fig. 4. Spectrums ( )
, ( )

S SX XS ωÈ  obtained on the basis of experiments (a); on the basis of digital sequence calculated 

after transformation by the model of power “white” noise (2)
, ( )

S SX XS ω  (б); example of direct measurement of AFC 

on the model (в)

                               а                                                        б                                                              в
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и износа инструмента h приведен на рис. 5. Там 
же приведен пример оценки близости теорети-
ческих и экспериментальных спектров 

( )
, ( )

S S

i
X X℘ ω . На кривых (2)

, ( )
S SX XS ω  выделены 

частоты, в которых (2)
, ( ) 0,7

S SX XS ω > . Эти ре-

зультаты позволяют сделать заключения об адек-
ватности модели (2). В низкочастотной области 

(2)
, ( ) 1

S SX XS ω → . По мере увеличения частоты 

имеется тенденция к уменьшению (2)
, ( )

S SX XS ω , 

т. е. в высокочастотной области, как правило, ле-
жащей за пределами полос пропускания колеба-
тельных контуров, (2)

, ( ) 0
S SX XS ω → .

Для адекватного описания деформаций в вы-
сокочастотной области требуются более слож-

ные модели, в которых взаимодействующие под-
системы являются системами с распределенными 
параметрами и дополнительно учитываются  
физические взаимодействия, не связанные с ме-
ханикой процесса резания (например, молеку-
лярно-адгезионные). Адекватность математиче-
ского описания динамики резания зависит и от 
режимов обработки. Установлено, что при уве-
личении скорости резания наблюдается расши-
рение частотного диапазона, в котором матема-
тический инструментарий позволяет адекватно 
оценивать деформации вершины инструмента 
относительно заготовки. На это указывает функ-
ция когерентности ( )

2

,
( )

S SX X
K ωÈ . Достаточно 

сравнить графики на рис. 5 a, в и г. В области 
частот, близких к резонансам подсистемы инстру-
мента, функция когерентности приближается  

д
Рис. 5. Примеры изменения функции когерентности и оценки близости амплитудно-частотных 

характеристик модели и реального процесса
Fig. 5. Examples of coherence function variation and estimation of proximity of amplitude-frequency 

characteristics of the model and the real process

                                          а                                                                                            б

                                          в                                                                                            г
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к единице. По мере увеличения износа частот-
ный диапазон, в котором математическое моде-
лирование является адекватным, также умень-
шается. На частотах, равных или кратных 
частоте вращения заготовки Ω , замечено резкое 
уменьшение функции когерентности. Общая 
тенденция неопределенности математической 
модели такова: при увеличении затухания, вно-
симого динамической системой, неопределен-
ность моделирования динамической системы в 
виде системы (2) возрастает. На это указывает и 
оценка ( )

, ( )
S S

i
X X℘ ω  погрешности моделирования 

в частотной области (рис. 5, д).

Результаты и их обсуждение

Точность математического моделирования 
деформаций еще не гарантирует адекватность 
их преобразования в геометрию детали. Если 
имеется возможность определять X(t) , то при 
заданных L(t) , V(t)  на основе системы (1) опре-

деляются траектории )(L (t)Ô , )(V (t)Ô . Для ана-
лиза адекватности преобразования формообра-
зующих движений в геометрическую топологию 
необходимо сравнить две топологии – ℑC(L, X)  
и ℑ(L, X) , так как «скелетная» геометрическая 
топология ℑC(L, X)  является прямым геометри-

ческим отображением траектории )(L (t)Ô , 
)(V (t)Ô  на поверхности детали. Заметим, если 

задана геометрическая топология, то из нее можно 
вычислить любые принятые в инженерной практи-
ке оценки геометрического качества детали. 

Для измерения рельефа и морфологии по-
верхности использовались следующие приборы 
и аппаратура. 

Контурограф-профилограф T4HD фирмы 
IMTS/Triebworx (погрешность не превышает 
0,01 мкм в диапазоне: диаметр до 200 мм и ши-
рина контролируемой поверхности 20 мм). При-
бор позволяет измерять неровности до полови-
ны длины окружности. Измерение 1( )X t  и ( )R t  
(рис. 6) позволяет выполнить спектральный ана-
лиз колебательных смещений 1( )X t  и функции 
профиля ( )R t  в единстве авто- и взаимных спек-

тров, а также функции когерентности 
1

2
, ( )X RK ω . 

Для оценки морфологии поверхности при-
менялся трехмерный микроскоп Contour ELITE 
(производство фирмы BRUKER), который по-
зволяет получать фотографии и рельеф поверх-
ности с высоким разрешением (в горизонталь-
ной плоскости порядка 160 нм) (рис. 7). Для 
измерения вибраций использовались датчики 
фирмы «Брюэль и Кьерр», а также сертифици-
рованные преобразователи АР35D с цифровым 
выходом. Для преобразования виброскоростей  
в смещения использовалась операция интегри-
рования с удалением тренда, вызванного неопре-
деленностью начальных условий. Все приборы 
обеспечивают прямой доступ в память ЭВМ для 
дальнейшей автоматической обработки инфор-
мации.

Рассмотрим вначале изменение
1

2
, ( )X RK ω . 

При обработке вала функция профиля ( )R t  пред-
ставлена в виде отклонения радиуса от коорди-
наты вершины инструмента без учета упругих 
деформаций, т. е. от координаты 2(0) / 2L d= . 
Частота вращения заготовки constΩ = . Поэто-
му функции ( )R t  и 3( )R L  отличаются на посто-
янный коэффициент, так как 3L d t= π Ω . Здесь 

const.dπ Ω =  Как и ранее, будем рассматривать 
условия, при которых процесс асимптотически 
устойчив и вариации деформаций являются ма-
лыми. В этом случае связь 1( )X t  и ( )R t  можно 
оценивать с помощью функции когерентности 

1

2
, ( )X RK ω . На рис. 6 приведены 

1

2
, ( )X RK ω  для 

режимов, при которых анализировалась адекват-
ность математического моделирования системы 
(рис. 4). На рис. 6 точечными кривыми красного 
цвета показаны усредненные по алгоритмам 
скользящего среднего функции когерентности. 
Выделены области, в которых 1

2
, ( ) 0,7X RK ω > . 

Частотная область 0, 0(0, )ω∈ ω  оценивается как 

диапазон, в котором формируемый рельеф объ-
ясним траекториями )(L (t)Ô . 

Здесь частота 0, 0ω
 зависит от режимов. Она 

возрастает при увеличении скорости резания и 
уменьшается по мере развития износа инстру-
мента, а также при изменении всех условий, при 
которых возрастает объем пластической дефор-
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в

Рис. 6. Изменение функций когерентности между колебатель-
ными смещениями и функцией профиля

Fig. 6. Variation of coherence functions between vibrational 
displacements and profile function

мации в зоне резания. Если сравнить функции 
когерентности, приведенные на рис. 5 и 6, то 
можно сделать вывод об адекватности тополо-
гий ℑC(L,X)  и ℑ(L,X) . С помощью приведен-
ного математического инструментария имеется 
возможность оценивания лишь макрогеометри-
ческих характеристик. Что касается шероховато-
сти поверхности, то при ее формировании необ-
ходимо рассматривать частотный диапазон,  
в зависимости от квалитета точности, до 5,0 кГц. 
Кроме этого, большее значение имеют молеку-
лярно-механические взаимодействия, процес-
сы пластической деформации и динамика соб-
ственно стружкообразования. Если следовать 
ГОСТ 25142–82, то неровности в пределах дли-
ны опорной поверхности находятся в частотном 
диапазоне, в котором 

1

2
, ( ) 0,7X RK ω > , и распо-

ложены лишь при черновой обработке. Для под-
тверждения этого достаточно проанализировать 
автоспектры , ( )R RS ω  (рис. 7, a), вычисленные 

на основе измерения функции профиля и соот-
ветствующие морфологии обработанной по-
верхности, которые получены при трех скоро-
стях резания (рис. 7, б, в).

На геометрических топологиях, определен-
ных с помощью микроскопа Contour ELITE, 
хорошо видны дополнительные микронеровно-
сти рельефа поверхности, которые образуются  
в окрестности следа от вершины инструмента, 
полученные при малой скорости резания (ско-
рости 0,75 м/с). Они практически отсутствуют 
при скорости резания 3,0 м/с. При этом в высо-
кочастотной области изменяется спектр рельефа 
(рис. 7, a). Кроме того, переход от рельефа при 
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Рис. 7. Изменение морфологии микроповерхности в зависимости от скорости резания: 
а – нормированные к дисперсии спектры рельефа, приведенного к временной последовательности;  

б, в – морфологии поверхностей

Fig. 7. Variation of micro surface morphology as a function of cutting speed: 
a – dispersion normalized spectra of relief reduced to time sequence; б, в – surface morphologies

а

б

в

скорости 3,0 м/с к рельефу при скорости 0,75 м/с 
характеризуется нестабильностью формирова-
ния дополнительных отклонений рельефа, от-
личного от следа, оставленного инструментом.

Заключение

При создании цифрового двойника процесса 
резания одна из проблем заключается в создании 
математического инструментария, с помощью 
которого можно реконструировать геометрию 
формируемой резанием поверхности. В исследо-
вании рассматривается адекватность реконстру-
ированной геометрической топологии ℑC(L,X) , 
полученной на основе вычисления и (или) изме-
рения траекторий формообразующих движений 

)(L (t)Ô , а также реальной топологии .ℑ(L,X)  
Реальная топология представлена в виде функ-
ции профиля в направлении скорости резания. 
Реконструированная топология ℑC(L,X)  по-

строена на основе траектории формообразую-
щих движений, которые представляют единство 
ТИЭС L(t) , заданных по программе ЧПУ, и тра-
екторий деформационных смещений вершины 
инструмента относительно заготовки X(t) . Рас-
смотрено два случая, когда траектория X(t)  из-
мерена или вычислена.

Для анализа адекватности главное внимание 
уделено функции когерентности между формо-
образующими движениями и рельефом поверх-
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ности по направлению движения инструмента. 
Рассмотрены также примеры морфологии по-
верхности вала, полученного при его точении  
в различных условиях обработки и на различных 
режимах. Исследования показали, во-первых, 
что частотный диапазон, в котором реконструи-
рованная топология ℑC(L,X)  адекватно отобра-
жает реальную топологию ℑ(L,X) , ограничен 
полосой пропускания принятой конечномерной 
моделью динамической системы резания.  
В рассматриваемых примерах эта полоса 

0, 0(0, )ω∈ ω . Здесь верхняя частота 0, 0ω  зави-

сит не только от полосы пропускания взаимо-
действующих через процесс резания подсистем, 
но и от технологических режимов. В рассматри-
ваемом примере этот диапазон ограничен часто-
тами в лучшем случае в диапазоне 200…300 Гц. 
В условиях выполненных исследований имеется 
тенденция некоторого расширения частотного 
диапазона адекватного отображения реконстру-
ированной топологии в сравнении с реальной 
при увеличении скорости резания. Диапазон 

0, 0(0, )ω∈ ω уменьшается при развитии износа 

инструмента и увеличении объема пластической 
деформации материала в зоне резания. При срав-
нении топологииℑC(L,X) , реконструированной 
на основе измеренных вибрационных последо-
вательностей, и реальной топологии ℑ(L,X)  ча-
стотный диапазон 0, 0(0, )ω∈ ω

 может быть рас-

ширен до 500 Гц. Однако и в этом случае  
в реконструированной топологии можно адек-
ватно оценивать только макрогеометрические 
свойства формируемой резанием поверхности  
в единстве точности размеров и волнистости. 
При оценивании микрорельефа требуются более 
сложные статистические оценки и более точные 
измерительные приборы, позволяющие суще-
ственно расширить частотный диапазон модели-
руемых и измеримых вибрационных последова-
тельностей. 

Выполненный анализ морфологий элемен-
тарных поверхностей показал, что при уменьше-
нии скорости резания в окрестности траектории, 
формируемой вершиной инструмента, образу-
ются дополнительные отклонения, физическая 
природа которых связана с пластической дефор-
мацией микрообластей в контакте задних граней 

инструмента и термодинамикой резания (см.  
рис. 7, б и в). По нашему мнению, в зависимо-
сти от скорости резания необходимо учитывать 
молекулярно-механические взаимодействия – 
например, образование и разрыв адгезионных 
связей. Их формирование и разрыв зависят от 
скорости перемещения инструмента относи-
тельно заготовки.

В результате проведенного исследования был 
получен ряд основных выводов.

1. Качество создания цифрового двойника 
процесса обработки резанием на металлорежу-
щих станках зависит от глубины проникновения 
используемых при этом моделей в физику взаи-
модействий инструмента и заготовки через зону 
резания. 

2. Траектории формообразующих движений 
инструмента относительно заготовки, рассма-
триваемые в единстве заданных системой ЧПУ 
траекторий исполнительных элементов станка 
и деформационных смещений вершины инстру-
мента относительно заготовки, адекватно ото-
бражают формируемую резанием геометриче-
скую топологию поверхности детали. Однако 
адекватность такого отображения ограничена 
частотным диапазоном, который зависит, во-
первых, от избирательных свойств взаимодей-
ствующих подсистем со стороны инструмента  
и заготовки. Во-вторых, он ограничен возмож-
ностью измерения высокочастотных колебатель-
ных смещений вершины инструмента относи-
тельно заготовки, а также самостоятельных, не 
включенных в динамическую систему резания 
физических взаимодействий в зоне резания. 

3. Математическое моделирование динами-
ческой системы резания, основанное на меха-
нике взаимодействия инструмента и заготовки, 
позволяет адекватно прогнозировать формиру-
емую резанием макрогеометрию детали, но не 
свойства шероховатости поверхности, тем более 
свойства поверхностного слоя. Для прогнози-
рования микрорельефа математические модели, 
раскрывающие связь траекторий исполнитель-
ных элементов станка с учетом упругих дефор-
маций в геометрическую топологию, должны 
быть композиционными. Кроме механики вза-
имодействий инструмента и заготовки через 
динамическую связь, формируемую процессом 
резания, необходимо включить термодинамиче-
ские и молекулярные взаимодействия, а также 
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учитывать пластическую деформацию поверх-
ностных слоев. 

4. Приведенные исследования ограничены 
линеаризованными моделями, справедливыми 
для малых возмущений и для случая устойчивых 
траекторий. При больших возмущениях необ-
ходимо дополнительно учитывать нелинейные 
эффекты взаимодействий, анализ которых будет 
приведен в следующих наших публикациях. 
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A B S T R A C T

Introduction. The development of virtual digital models of the machining process on metal-cutting machines 
is a dynamically developing direction of increasing the efficiency of machine-building production. Such models 
include subsystems of parts quality prediction. Accuracy and validity of its work directly depends on the built model 
of dynamic cutting system, which is perturbed by force noise, the sources of which have different physical origin. 
In addition, the autonomous dynamic system itself is a generator of various attracting sets of deformations, such 
as limit cycles or chaotic attractors. Taking into account various nonlinear transformations in the properties of the 
dynamics of the cutting process allows increasing the adequacy of the model to the real process and is an actual 
task in the construction of simulation modeling systems of the dynamics of surface machining by cutting. Study 
object. Our earlier studies allow us to determine the geometry corresponding to the deformation trajectories of the 
surface formed by cutting. However, the adequacy of the mapping of the calculated trajectories to the geometry 
estimates remains not quite clear. The proposed paper focuses on achieving an adequate mapping of calculated as 
well as measured strain trajectories into the geometric topology of the part. The aim of the work is to evaluate the 
mapping of vibration perturbations of the system into the geometry of the surface formed by cutting. Method and 
methodology. The research is of experimental-theoretical nature. The content of the research includes the study of 
the correspondence of frequency characteristics obtained on the model and in real machining. The main attention 
is paid to the mapping of deformations to the part geometry. For this purpose, the paper considers the coherence 
functions between the strain functions and the part profile. Results and Discussion. It is shown that the conditioning 
of these transformations has a limited frequency range in which the explanation of the variable components of 
the generated relief is statistically significant. Mathematical modeling of the dynamic cutting system based on the 
mechanics of interaction between tool and workpiece allows adequate prediction of the macro geometry of the part 
formed by cutting. The obtained mathematical tools can be used to create systems for predicting the geometry of the 
machined surface.
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