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Аннотация. Обучение на загрязненных данных (выбросы, тяжелые хвосты, шум меток, 

артефакты предобработки) делает арифметическое усреднение в эмпирическом риске неустойчивым: 

несколько аномалий смещают оценки, дестабилизируют шаги оптимизации и ухудшают обобщающую 

способность. Требуется способ повысить робастность без изменения функции потерь и  

архитектуры модели. 

Цель исследования. Разработать и продемонстрировать вариант Adam, в котором усреднение 

по партии (batch) заменено на робастную усредняющую агрегирующую функцию на основе 

штрафа, позволяющую ослабить влияние выбросов при сохранении преимуществ момента и 

покоординатной адаптации шага.  

Методы исследования. Используются усредняющие агрегирующие средние на базе штрафной 

функции. В качестве функций несходства используется функция Хубера. Для нахождения 

робастного центра и весов элементов партии используется метод Ньютона. Эффективность 

оценивается на синтетическом эксперименте с контролируемыми выбросами через сравнение со 

стандартным Adam по устойчивости обучения. 

Результаты. Робастный Adam показал более устойчивое обучение на синтетической линейной 

регрессии: при наличии до 20 % выбросов итоговая модель сохраняет устойчивость. Метод 

сохраняет вычислительную эффективность и совместимость, добавляются лишь несколько 

итераций поиска робастного центра на партию, асимптотика не меняется. При квадратичной 

штрафной функции он вырождается в обычный Adam, что подтверждает корректность обобщения. 

Выводы. При помощи М-средних произведена модификация алгоритма оптимизации Adam. 

Данный алгоритм сохраняет робастность при линейной регрессии при наличии выбросов по 

крайней мере до 20 %. Точные ограничения еще подлежат исследованию. Накладные  

вычислительные расходы связаны с вычислением оптимального значения *u  для каждой партии. 

Однако в силу быстрой сходимости (около трех итераций по методу Ньютона) замедление 

алгоритма несущественное. 
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Abstract. Training on contaminated data (outliers, heavy tails, label noise, preprocessing artifacts) 

makes arithmetic averaging in empirical risk unstable: multiple anomalies bias estimates, destabilize 

optimization steps, and degrade generalization ability. There is a need for a way to improve the robustness 

without changing the loss function or model architecture.  
Aim. The paper aims to develop and demonstrate an alternative approach to batch averaging in ADAM, 

replacing it with a robust penalty-based averaging aggregation function, which mitigates the influence of 

outliers, while still maintaining the benefits of moment-based and coordinate- wise step adaptation. 

Methods. Penalized, averaging aggregation means are used. The Huber dissimilarity function is used. 

Newton's method is used to find the optimal center and weights for batch elements. Performance is 

evaluated in a controlled experiment with synthetic outliers, by comparing it to the standard ADAM 

algorithm for training stability. 

Results. Robust ADAM showed more robust training for synthetic linear regression, with the resulting 

model remaining stable even with up to 20% of outliers. The method keeps providing computational 

efficiency and compatibility by adding only a small number of iterations of the robust center search to each 

batch, while sustaining the same asymptotic behavior. With a quadratic penalty function, it degenerates 

into standard Adam, confirming the validityof the generalization. 

Conclusion. A modification of the Adam optimization algorithm has been made using M-means. This 

method ensures the stability of linear regression, with outliers even up to 20%.  The exact limitations are 

still to be determined. Computational overhead is associated with calculating the optimal value for each 

batch. However, due to the rapid convergence (approximately three iterations using Newton's method), the 

algorithm slowdown is not significant. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Адаптивные методы стохастической оптимизации [1–4], прежде всего Adam [1], стали 

стандартом при обучении глубоких моделей благодаря устойчивости к нестационарному 

шуму градиентов и эффективной покоординатной адаптации шага. Однако их эффектив-

ность существенно снижается в присутствии выбросов, тяжелохвостого шума и система-

тических загрязнений данных (например, случайных или недобросовестных меток). При-

чина в классической постановке минимизации эмпирического риска, где усреднение по вы-

борке выполняется арифметическим средним: несколько крупных отклонений вносят не-

пропорционально большой вклад и смещают решение. 
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Робастная статистика предлагает широкий арсенал средств для подавления влияния вы-

бросов: от замены среднего медианой и квантилями до M-оценивания с гладкими штраф-

ными функциями, такими как функция Хубера или Тьюки [4–10]. Вместо изменения самой 

функции потерь для каждого наблюдения или агрессивного клиппинга градиентов в работе 

рассматривается более общий и согласованный с оптимизацией подход: арифметическое 

усреднение в эмпирическом риске заменяется на усредняющую агрегирующую функцию, 

построенную по штрафной функции [11–14]. 

В данной работе предлагается модификация Adam, в которой роль эмпирического риска 

по партии (batch) играет M-среднее от значений функции потерь, а градиент по параметрам 

вычисляется как взвешенная сумма градиентов по объектам. Веса 
iv  вычисляются на ос-

нове второй производной выбранной функции несходства и зависят от отклонения 

( )iL u −  относительно робастного центра 
*u , который вычисляется как минимум штраф-

ной суммы. Такая конструкция обладает рядом желательных свойств: веса неотрицательны 

и автоматически нормируются в единицу, убывают при росте остатка и тем самым подав-

ляют вклад выбросов; при квадратичной функции несходства метод вырождается в стан-

дартное арифметическое среднее и совпадает с обычным Adam. 

Практически значимо, что предлагаемая модификация минимально вмешивается в ар-

хитектуру Adam, поэтому сохраняются преимущества инерции (момента) и покоординат-

ной адаптации шага, а устойчивость к выбросам достигается за счет корректного агрегиро-

вания сигналов из выборки. Дополнительные вычисления ограничиваются несколькими 

итерациями оценки 
*u  и не меняют асимптотику по размеру партии. 

 

ВЗВЕШЕННЫЙ ЭМПИРИЧЕСКИЙ РИСК 
 

Функция потерь – это отображение 𝐿: 𝑌 × 𝑌 → 𝑅≥0, количественно измеряющее несоот-

ветствие между целевым значением 
iy Y  и прогнозом 𝑦̂𝑖 ∈ 𝑌 для объекта 

ix X  выборки.  

Пусть   – параметры модели  𝑓𝜽: 𝑋 → 𝑌. Тогда прогнозируемое значение 
 

 
θ

ˆ ˆ(θ, ) ( ).i i iy y x f x= =   
 

Пусть задана выборка 1{( , )}ni i iS x y == . Эмпирический риск (ER) представляет собой сред-

нее арифметическое значений функций потерь на S [15]: 
 

 
1 1

1 1
ˆER(θ) ( (θ, ), ) (θ).

n n

i i i

i i

L y x y L
n n= =

= =    

 

При наличии выбросов в выборке S среднее арифметическое приводит к большим ис-

кажениям, в результате которых решение смещается в сторону выбросов. Одним из спо-

собов решения является использование медианы или квантилей вместо среднего ариф-

метического. 

В рамках данной работы представляет интерес взвешенный эмпирический риск с весами

1v ( , , )nv v=  : 

 v

1

1
ER (θ) (θ),

n

i i

i

v L
n =

=    

 

в частности, с нормированными весами 1iv = . При низких значениях 
iv  для выбросов 

эмпирический риск будет устойчив по отношению к наличию выбросов.  
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Задача обучения формулируется как минимизация эмпирического риска (иногда с регу-

ляризацией (θ) ): 
 

 min ER (θ) или min ER ( ) ( ).v v   +    
 

Оптимизатор Adam позволяет эффективно находить параметры  , при которых дости-

гается минимум эмпирического риска (по крайней мере локальный), а M-средние исполь-

зуются для поиска 
iv , снижающих влияние выбросов. 

 

ОПТИМИЗАТОР ADAM 
 

Полный градиентный спуск является стабильным, но при этом довольно дорогим: один 

шаг требует прохода по всей выборке. Предпочтительнее использовать стохастический 

градиентный спуск, например, по мини-партиям. Пусть выборка состоит из N элементов. 

На каждом временно́м этапе производится семплирование индексов ( ) {1, , }tB N  , 
( )| |tb B=  – размер мини-партии. Тогда градиент по мини-партии имеет вид 

 

( )

( ) ( )1
g (θ ).

t

t t

i

i B

L
b 

=   

 

Во взвешенном эмпирическом риске слагаемые домножаются на соответствующие веса
iv . 

При минимизации эмпирического риска на каждой итерации производится обновление 
 

( 1) ( )g .t t

t

+ =  −  
 

где   – скорость обучения. На ландшафте функции потерь часто возникают анизотроп-

ные области в виде узких долин, из-за которых при стохастическом градиентном спуске 

движение может стать зигзагообразным (быстрые колебания поперек долины и медлен-

ное продвижение вдоль нее). Для решения этой проблемы Поляк ввел импульс (по анало-

гии с физическим импульсом), призванный аккумулировать инерцию в направлении ста-

бильного спуска и ускорять тем самым движение вдоль долины [3]. Кроме того, инерция 

позволяет снизить чувствительность к масштабу признаков за счет временно́го сглажива-

ния. Поляк определял эту инерцию через приращение параметров, но в глубоком обуче-

нии чаще используется вариант с экспоненциальным средним градиентов: 
 

 
( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( )

1 1m m (1 )g , θ θ m .t t t t t t− += + − = −   
 

Даже с импульсом стохастический градиентный спуск остается чувствительным к раз-

ным масштабам и дисперсиям по координатам: там, где градиенты шумные и велики по 

модулю, шаги стоит уменьшать и, наоборот, увеличивать шаги для небольших, но стабиль-

ных градиентов. Исторически первая систематическая адаптация была произведена в алго-

ритме AdaGrad, но в алгоритме Adam используется вариант из алгоритма RMSProp, пред-

ложенного Телеманом и Хинтоном [2]. Здесь используется экспоненциальное сглаживание 

квадратов градиентов: 
 

 v(𝑡) = 𝛽2v(𝑡−1) + (1 − 𝛽2)(g(𝑡) ⊙ g(𝑡)),  v(0) = 0,  
 

 
( )

( 1) ( )

( )

g
θ θ .

v

t
t t

t

+ = −
+ 
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где ⊙ – оператор поэлементного умножения матриц, коэффициент 
2 [0,1)   задает гори-

зонт забывания масштаба; обычно коэффициент выбирается в диапазоне от 0,9 до 0,99. Та-

кое сглаживание стабилизирует шаги в нестационарном шуме и подавляет колебания в уз-

ких долинах за счет покоординатной нормализации.  

В практическом плане RMSProp хорошо сочетается с импульсом: 
 

 
( )

( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

1 1
( )

m
m m (1 )g , θ θ .

v

t
t t t t t

t

− +=  + − = −
+ 

  

 

Оптимизатор Adam строится на базе этих двух алгоритмов, но с одной важной поправ-

кой [1]. Стартовые значения (0)m  и (0)v  инициализируются тензорами, заполненными ну-

лями. Это приводит к смещению к нулю, в частности, на ранних итерациях. Для учета этого 

в статье было предложено производить коррекцию смещения 
 

 m(𝑡) =
m(𝑡)

1−𝛽1
𝑡 ,  v(𝑡) =

v(t)

1−𝛽2
𝑡  

 

и обновление 

 

( )

( 1) ( )

( )

m
θ θ .

v

t

t t

t

+ = −

+

  

 

Это сочетает инерцию направления с адаптацией масштаба без деградации шага со 

временем.  

 

M-СРЕДНИЕ 
 

Для того чтобы при оптимизации минимизировать влияние выбросов, представим эмпи-

рический риск в виде усредняющей агрегирующей функции: 
 

 
1ER(w) M{ ( ), , ( )}nL L=    .  

 

Будем использовать агрегирующую функцию на базе штрафной функции 
 

 1

1

( , , , ) ( , )
n

n k

k

P z z u p z u
=

 = ,  

 

где ( , )kp z u  – функция несходства. Тогда усредняющая агрегирующая функция определя-

ется как 

 1 1M { , , } argmin ( , , , ),p n u nz z P z z u =    

 

если минимум штрафной функции является синглетон, или  
 

 1M { , , } ,
2

p n

a b
z z

+
 =   

 

если минимум представляет собой интервал с концами a и b. 

Уникальность минимума 
1( , , , )nP z z u  и монотонность 1M { , , }p nz z  гарантированы, 

когда 

( , ) ( ( ) ( ))p z u K h z h u= − , 
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где  𝐾: ℝ2 → ℝ – непрерывная строго монотонная функция; h(u) – строго монотонная функ-

ция [11, 12]. 

Будем использовать функции несходства вида ( , ) ( )p z u z u= − . Агрегирующую функ-

цию M p  на основе штрафной функции с такой функцией несходства будем называть  

M-средним [14]. Если ρ  имеет частные производные по u, то 
*

1M { , , }p nu z z z= =   является 

решением уравнения 

 
1

( ) 0
n

u k

k

z z
=

 − = .  

 

Из этого следует, что сумма производных функции ρ по аргументу также равна нулю: 
 

 
1

( ) 0
n

k

k

z z
=

 − = .  

 

Если ρ дважды дифференцируема, то 1M { , , }nz z   имеет все частные производные по 
kz : 

 

 
1

M ( )

( ) ( )

k

k n

z z

z z z z z

  −
=

   − ++ −
.  

 

В этом случае 
M

0
kz





 и 

1

M M
1

nz z

  
++ =

 
. 

В частности, если используется функция несходства 2( ) / 2z u− , то М-среднее представ-

ляет собой среднее арифметическое [14]. 

 

M-СРЕДНИЕ ОТ ФУНКЦИЙ ПОТЕРЬ 
 

Оптимальные значения *  параметров модели могут быть найдены путем минимизации 

M-средних от функций потерь: 
 

 1ER( ) M { ( ), , ( )}p nL L =    .  
 

Штрафная функция, на основе которой строится такая агрегирующая функция, имеет вид 
 

 1

1

( ( ), , ( ), ) ( ( ) )
n

n k

k

P L L u L u
=

   =   − .  

 

Условие оптимальности: 
 

 1

1

M { ( ), ( )} argmin ( ( ) ) *
n

p n u k

k

L L L u u
=

   =   − = .  

 

Если функция несходства ρ дважды дифференцируема, то 
 

 
1

M ( ( ) *)

( ( ) *) ( ( ) *)

p k

k n

L u

L L u L u

   −
=

    − ++  −
.  

 

Тогда, обозначив 
M p

k

k

v
L


=


, для градиента от функции потерь по параметрам можно 

записать: 
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1

grad ( ) ( )grad ( )
n

k k

k

v L
=

 =   .  

 

Поиск оптимального *u  можно осуществлять градиентным методом или методом Нью-

тона. В качестве функции несходства можно взять функцию Хубера или функцию Тьюки 

[6, 7]. В общем случае функция несходства должна быть гладкой и строго выпуклой, чтобы 

гарантировать единственность оптимального значения u.  

 

АЛГОРИТМ 
 

Ниже приведен псевдокод робастного алгоритма оптимизации Adam с использованием 

M-среднего. 
 

Инициализация при 0t =   
repeat 

 1. ( )( ) ( ( ), ), t

i i iL L f x y i B     
 

 2. Схема Ньютона для поиска *u : 

  a. (0) 1
i

i B

u L
b 

=    

  b. 

( 1)

( ) ( 1)

( 1)

( )

1, ,
(

д я
)

л  

r

i
r r i

r

i

i

L u

u u r K
L u

−

−

−

 −

− = 
 − + 







 

  c. * ( )Ku u   

 3. 
*

( )

* *

1

( ( ) )
,

( ( ) ) ( ( ) )

tk
i

n

L u
v i B

L u L u

  −
= 

   − ++  − + 
 

 

 4. (t )

1

g ( )grad ( )
n

k k

k

v L
=

=     

 

 5. Оптимизация Adam 
 

  a. ( ) ( 1) ( )

1 1m m (1 )gt t t−= + −  
 

  b. v(𝑡) = β2v(𝑡−1) + (1 − β2)(g(𝑡) ⊙ g(𝑡)) 
  

  c. 
( ) ( )

( ) ( )

1 2

m v
m , v

1 1

t t
t t

t t
= =

− −
  

  d. 

( )

( 1) ( )

( )

m
θ θ

v

t

t t

t

+ = −

+ 

  

until  
 обучение не стабилизируется. 
 

Для демонстрации работы алгоритма были синтезированы данные для задачи линей-

ной регрессии, в которых 20 % точек являются выбросами. На рисунке 1 представлены 

прямые, полученные при помощи оптимизатора Adam и робастного оптимизатора Adam 

с применением М-средних. В качестве функции несходства   использовалась функция 

Хьюбера. 
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Рис. 1. Линейная регрессия при наличии выбросов 
 

Fig. 1. Linear regression in the presence of outliers 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

При помощи М-средних произведена модификация алгоритма оптимизации Adam. Дан-

ный алгоритм сохраняет робастность при линейной регрессии при наличии выбросов по 

крайней мере до 20 %. Точные ограничения еще подлежат исследованию. Накладные вы-

числительные расходы связаны с вычислением оптимального значения 
*u  для каждой пар-

тии. Однако в силу быстрой сходимости (около трех итераций по методу Ньютона) замед-

ление алгоритма несущественное. 
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