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Аннотация. Представлен метод решения задачи идентификации нестационарных объек-
тов с использованием соответствующих математических моделей с параметрической 

настройкой. Оценка отклонения переходных процессов объекта и его математической 

модели производится с применением квадратичного функционала качества, сама же за-

дача параметрической настойки модели объекта относится к задачам условной оптимиза-

ции. Алгоритм параметрической оптимизации разработан с использованием свойства 

векторной проекции в пространстве Крейна и второго метода Ляпунова, обеспечивающе-

го целенаправленное изменение параметров модели. Предложенный метод применяется 

для оценки параметров в модели роста раковых клеток. Нелинейная модель описывает 

взаимосвязь между популяциями нормальных, иммунных и опухолевых клеток, которую 

можно измерить в присутствии гауссовского белого шума. Численное моделирование 

иллюстрирует процедуру проектирования и показывает эффективность предложенного 

метода.  
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Несмотря на более чем полувековую историю 

развития теории управления объектами с неполной 

информацией о состоянии, параметрах и взаимо-

действии со средой (класс неопределенных объек-

тов), появления огромного количества книг, статей 

и докладов научно-практических конференций 

различного уровня, посвященных этой тематике, 

интерес к данной проблеме сохраняется и не сни-

жается [1–11]. Объясняется этот факт, с одной сто-

роны, появлением более сложных неопределенных 

объектов различной физической природы, предъ-

явлением более высоких требований к точности и 

надежности выполняемых такими объектами задач 

и, с другой стороны, развитием компьютерных 

средств реализации сложных алгоритмов, умень-

шения или парирования нежелательных послед-

ствий неопределенности. Отдельным направлени-

ем теории автоматического управления является 

теория идентификации неопределенных объектов, 

т. е. построение их математических представлений 

с параметрической настройкой. 

Применение методов аналитического констру-

ирования [12] в случае нестационарных систем 

управления не дает реализуемых решений задач 

идентификации. Поэтому правомерен подход к 

конструированию таких систем, основанный на 

использовании дополнительных цепей, на которые 

возлагаются задачи оптимизации системы в смыс-

ле выбранного критерия качества в процессе рабо-

ты системы и по мере накопления и обработки не-

обходимой для этих целей информации [7–11]. Ре-

ализованные решения могут быть получены с по-

мощью специальных алгоритмических процедур. 

В данной работе, в приложении к задаче иденти-

фикации роста раковых клеток с использованием 

математической модели с настраиваемыми пара-

метрами, представлен метод алгоритмического 

конструирования [13] нестационарной системы с 

неполной информацией о параметрах и среде, ко-

торый содержит набор алгоритмов, позволяющих 

оптимизировать систему в соответствии с задан-

ным критерием качества ее работы [14–17].  

Идентификация динамических объектов в об-

щем случае состоит в определении их структуры и  
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параметров модели объекта по наблюдаемым дан-

ным: входному воздействию и выходному значе-

нию. Отметим, что этап выбора структуры модели 

чрезвычайно ответственен [9, 10]. Уместность, 

применимость и эффективность построенной 

оценки существенно зависит от степени достовер-

ности, с которой математическая модель описыва-

ет реальную ситуацию (объект, измерения, внеш-

ние параметрические возмущения). В большинстве 

практических задач полная, точная модель вообще 

отсутствует, и ее построение связано с большими 

трудностями, а потому задачу построения оценки 

по измеряемым характеристикам процесса прихо-

дится решать при неполном знании модели. Еще 

больше усложняется задача, когда внешние воз-

действия или/и параметры объекта меняются не-

контролируемым образом. Кроме того, определе-

ние состояния стохастического объекта, описыва-

емого нелинейными дифференциальными уравне-

ниями, по измерениям его фазовых составляющих 

на фоне помех требует реализации решений нели-

нейных дифференциальных уравнений. Причем 

точное построение, например, нелинейного филь-

тра, невозможно и, что очень важно, получение 

оценки точности аппроксимации при субопти-

мальной реализации нелинейного фильтра либо 

затруднено, либо невозможно. 

Альтернативным предложением в приведенных 

ситуациях может быть построение модели с пере-

страиваемыми параметрами. Оценка качества ре-

шения задачи идентификации производится с по-

мощью функции потерь, представляющей собой 

четную функции невязки выходов объекта, и пу-

тем решения его математической модели. Метод 

минимизации квадратичного функционала, кото-

рый используется в данной статье для настройки 

параметров модели объекта, соответствует широко 

распространенному методу наименьших квадратов 

[7, 9, 14–17]. 

В том случае, когда модель объекта описывает-

ся обыкновенным нелинейным дифференциаль-

ным уравнением, для ее более удобного с точки 

зрения практической реализации представления 

достаточно часто применяется метод расширенной 

линеаризации [9].  

Различные задачи параметрической идентифи-

кации, сформулированные в неопределенно-

метрических пространствах с разными детермини-

рованными и стохастическими критериями, могут 

быть решены в единой геометрической структуре. 

Это так называемые пространства Крейна [18, 19]. 

При разработке алгоритмов параметрической оп-

тимизации нелинейной модели в задаче идентифи-

кации используется проекция линейного преобра-

зования выхода модели и ошибки идентификации. 

При этом целенаправленное изменение значений 

настраиваемых параметров модели обеспечивается 

соответствующими операторами (функциями чув-

ствительности), которые определяются с примене-

нием соответствующей функции Ляпунова. 

Сформированный алгоритм параметрической 

оптимизации применяется в работе при исследова-

нии процесс роста опухоли, математическая мо-

дель которого описывается системой обыкновен-

ных дифференциальных уравнений [20, 21]. Мате-

матическая модель включает рост популяций нор-

мальных, иммунных и опухолевых клеток по от-

дельности и межпопуляционные отношения. Эта 

модель уже использовалась для построения раз-

личных методов протоколов химиотерапии, когда 

известны все параметры модели [21, 22], для про-

ектирования расширенного фильтра Калмана [23], 

для определения дозы препарата при отсутствии 

полного набора параметров [20]. 

Статья организована следующим образом. В § 1 

вводится общее описание решения задачи иденти-

фикации и объясняется метод алгоритмической 

параметризации. Определяются условия успешной 

идентификации нестационарного объекта путем 

целенаправленной настройки параметров модели. 

В § 2 статьи проиллюстрированы результаты ма-

тематического моделирования задачи идентифика-

ции нестационарной системы (рост клеток опухо-

ли) с применением модели с настраиваемыми па-

раметрами. Полученные результаты могут быть 

использованы для определения дозы препарата для 

химиотерапии онкологического больного.  

 

1.1.  Постановка задачи идентификации 

Рассмотрим наблюдаемый неопределенный 

объект, описываемый нелинейным обыкновенным 

дифференциальным уравнением  
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             (1.1) 

где 
nx R  вектор состояния; my R  – вектор из-

мерений состояния, n m ; kR  – вектор неиз-

вестных параметров (изменяющихся во времени); 
hw R , mn R   - шумы с характеристиками 
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где wW  и nN  - интенсивности соответствующих 

шумов; вектор скорости изменения неизвестных 

параметров объекта (1.1) ограничен: 

( )
, const 0

d t

dt


     .              (1.3) 

Для настраиваемой модели используется урав-

нение 
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               (1.4) 

где ˆ( ) nx t R  – вектор оценки состояния; 
kR , 

( )t   – вектор настраиваемых параметров в 

модели, введенный для выполнения задачи пара-

метрической идентификации исходного объекта.  

Предположения 1.1. Предполагаем, что  

(П1) Функция   0( ), ( ), ( ) : , f
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n
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Функция  ( ), ( )mf y t t  удовлетворяет условию 

Липшица по переменной y

   , , , 0,m mf y f y v        для всех 

  0, ,, f
n ky a t t R Rt    , 0sR  . 

(П3) Функция  ( ), ( ), ( )f x t t w t  гладкая и 

непрерывно дифференцируема по набору пере-

менных   столько раз, сколько необходимо.  

Функция  ( ), ( )mf y t t  гладкая и непрерывно 

дифференцируема по набору переменных a  

столько раз, сколько необходимо. ♦ 

Запишем рассогласования состояний объекта 

(1.1) и модели (1.4) в виде 

ˆ( ) ( ) ( )t x t x t   .                   (1.5) 

Здесь ( ) lt R   – ошибка слежения за состоянием; 

: n lR R  и : m lR R   – линейные операторы, 

которые преобразуют размерность вектора состоя-

ния и вектора оценки состояния. 

Задача идентификации объекта (1.1) ставится 

как задача минимизации функционала (функции 

стоимости) 

 min ( ) ( , )
a А

J M F


                     (1.6) 

путем перестройки параметров модели (1.4). В 

формуле (1.6)  ( , )F     – скалярная неотрица-

тельная симметричная и/или квадратичная функ-

ция. 

Предположение 1.2. Область настраиваемых 

параметров   модели (1.4) содержит параметры 
kR , при настройке которых выполняется зада-

ча идентификации (1.6). ♦ 

 
1.2. Необходимые условия минимума функции 

стоимости 

С учетом сделанных предположений 1.1 запи-

шем условия локального минимума функционала 

(1.6) относительно изменяющихся параметров 

( )t  объекта (1.1) и настраиваемых параметров 

( )t  модели (1.4) 
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 (1.7) 

Вектор в первом уравнении (1.7) представляет 

градиенты средних потерь [6, 9]  
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. 

Матрицы во втором уравнении (1.7) являются 

матрицами Гессе и описывают градиенты средних 

потерь. Используя необходимые условия локаль-

ного минимума, можно записать алгоритм пара-

метрической оптимизации [7, 9, 14] 
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         (1.8) 

где Г  – положительно определенная матрица уси-

ления. Матрица усиления влияет на сходимость 

алгоритма и способность алгоритма противостоять 

возмущениям.  

Теорема 1.1. Пусть относительно модели (1.2) 

и объекта (1.1) выполняются предположения 1.1 и 

1.2 и пусть заданы начальные состояния пара-

метров модели и объекта 0 0( ) ( )t t  . Тогда ал-

горитм (1.8) асимптотически оптимизирует 

функционал (1.6), если скорости изменения пара-

метров ( )t  и ( )t , 0 , ft t t
 связаны соотноше-

нием 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем функцию Ляпунова 

   ( , ) ( , )LV J       . 

Полная производная функции Ляпунова, учитывая, 

что функционал (1.6) в явном виде не зависит от време-

ни, имеет вид 
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Учитывая выражение (1.8) и то, что на скорость из-

менения параметров объекта наложено ограничение 

(1.3), из полученного выше будем иметь 

   ( , ) ( , )
( ) .

F Fd
M t M

dt

          
     

      

(1.9) 

Умножив слева выражение (1.9) на вектор 

 
Т

( , ) /M F       и учитывая ограничение (1.3), 

получим 

   

   

T

T

( , ) ( , )
( )

( , ) ( , )
.

F F d
M M t

dt

F F
M M

          
    

    

          
    

    

 

Из этого нестрогого неравенства получаем условие 

асимптотической оптимизации функционала (1.6) путем 

решения задачи параметрической идентификации не-

стационарного объекта (1.1) с использованием модели 

(1.4) и алгоритма оптимизации (1.8): 

   
Т

1

( , ) ( , )
( )

F Fd
t M

dt


 

           
      

      

 

   
T

( , ) ( , )
.

F F
M M

          
    

    
♦ 

 

1.3. Задача идентификации нестационарного 

объекта в Крейн-пространстве 

В этом разделе будут рассматриваться модели 

вида (1.2) и с квадратическим критерием качества 

2 2
ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )J M t M x t x t J x x       .(1.10) 

Как уже отмечалось в п. 1.1, различные задачи 

параметрической идентификации, сформулиро-

ванные в неопределенно-метрических простран-

ствах, с разными детерминированными и стоха-

стическими критериями могут быть решены в еди-

ной геометрической структуре. К таким простран-

ствам относится пространство Крейна [18, 19] (K-

пространство). Пространство Крейна является 

расширением пространства Гильберта и обладает 

его основными свойствами. Основным отличием 

пространства Крейна является его допустимая де-

композиция на два ортогональных подпростран-

ства K K K    такая, что K  и K  являются 

пространствами Гильберта и , 0v z   для любого 

v K  и z K . Отмечается, что проекция 

, 0v z   для обоих подпространств существует и 

единственна [18, 19]. Запишем это свойство про-

екции в терминах рассматриваемой задачи иден-

тификации. Пусть  ( )y t ,  , – линейный 

оператор. Тогда для случая, когда выполняется 
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задача идентификации (1.6), для обоих Крейн-

подпространств выполняется условие 

 ( ) ( )y t t   , т. е.  ( ) , ( ) 0y t t    и с учетом 

сделанных обозначений ортогональная проекция 

может быть записана в виде 

    
T

ˆ( ) ( ) ( ) 0.M y t x t x t    
  

     (1.11) 

В Крейн-пространствах эта проекция суще-

ствует и единственна, т. е. она должна выполнять-

ся для любых операторов  . Нетрудно заме-

тить, что выражение (1.11) не что иное, как урав-

нение Винера – Хопфа [9, 23] 

   



T

0

ˆtr ( ) ( ) ( ) 0,

, , ,f

M y t x t x t

t t t

    
 

   

 (1.12) 

которое является необходимым и достаточным 

условием минимума функционала (1.10). Так как 

условие (1.12) нарушается при ( ) ( )t t  , то оно 

может быть применено при организации алгоритма 

параметрической оптимизации модели объекта. 

Пусть    
T

ˆ( ) ( ) /y t x t    , где ˆ( ) /x t   – 

функция чувствительности процесса ˆ( )x t  к изме-

нению параметров модели ( )t . Тогда алгоритм 

параметрической оптимизации модели (1.4) может 

иметь вид  

 
T

0 0

ˆ( )
ˆ( ) ( ) ( ) ,

( ) .

d x t
t M x t x t

dt

t

  
      

   

  

(1.13) 

Однако заметим, что для рассматриваемого 

случая (объект (1.1), модель (1.4) с параметриче-

ской настройкой) использовать это условие в каче-

стве основы алгоритма параметрической оптими-

зации в общем случае невозможно. Это видно из 

следующего примера.  

Перепишем, несколько упростив, условие 

(1.11): 

  T

T T T T

( ) , ( ) tr ( ) ( )

ˆ ˆ ˆtr ( ) ( ) tr ( ) ( ) .

y t t MC x t x t

MC x t x t C M n t x t C

     

       

(1.14) 

Здесь было использовано то, что в силу поста-

новки задачи и с учетом условия (1.12): 

Tˆ ˆ( ) ( ) ( ), tr ( ) ( ) 0x t t x t M t x t       . 

Рассмотрим второе слагаемое из уравнения 

(1.14):  

0

0

T T
0

T

T

ˆ ˆtr ( ) ( ) tr ( ) ( )

( ( ) ( ), ( )) ( )

tr ( ( ) ( ), ( )) ( ) .

t

t

t

t

M x t n t M x t n t

f Cx n n t d

M f Cx n n t d

     


       



           





 

Из этого выражения следует, что при ( ) ( )t t   

значение уравнения (1.14) будет зависеть от неиз-

вестной в общем случае интенсивности nN  белого 

шума ( )n t  в измерениях ( )y t . Для того, чтобы ис-

ключить эту зависимость, учитывая, что 

T( ) ( ) ( )nM n t n N t       , введем в формулу 

(1.12) линейный оператор такой, что 

   * ( ) ( ) ,y t y t        . 

Учитывая то, что в силу сформулированных 

при постановке задачи условий 

Ttr ( ) ( ) 0,M n t n t      получим: 

   
T* ˆtr ( ) ( ) ( ) 0M y t x t x t    

 
, 

что является необходимым и достаточным услови-

ем минимума функционала *( )J    

T ( ) ( )M t t      . 

Отметим, что минимумы функционалов ( )J   и 

*( )J   достигаются при одном и том же соотноше-

нии значений параметров объекта (1.1) и модели 

(1.5), т. е. при выполнении условия ( ) ( )t t  . 

С учетом вышесказанного, алгоритм парамет-

рической оптимизации модели (1.5), связанной с 

решением задачи идентификации, имеет вид 

 

T

0 0

ˆ(( )
( ) ,

ˆ( ) ( ) , , ( ) .

d x t
t M

dt

x t x t t

    
    

 

         

    (1.15) 

Для демонстрации эффективности предлагае-

мого метода параметрической оптимизации моде-

ли нелинейной системы рассмотрим в качестве 

«объекта» (1.1) математическую модель роста 
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опухоли [20, 21]. Модель состоит из трех компо-

нентов: количества нормальных клеток (N), коли-

чества опухолевых клеток (T) и количества им-

мунных клеток (I). Нелинейная система уравнений 

имеет вид 

2 2 4

1 1 2 3

1 1

(1 ) ,

(1 ) ,

,

N

T

I

d
N r N b N c NT w

dt

d
T rT bT c IT c TN w

dt

d IT
I s c IT d I w

dt T

   

    


    

   

   (2.1) 

где ( ), ( ), ( )N t T t I t  – нормированное количество 

нормальных, раковых и иммунных (лимфоцитов и 

др.) клеток. Описание параметров модели приве-

дено в табл. 2.1 ниже. 

Для описания роста численности популяций 

нормальных клеток с плотностно-зависимым ме-

ханизмом, на динамику которых влияют эффекты 

перенаселения и ограниченности ресурсов, так же, 

как и для популяции раковых клеток, используется 

логистическая функция роста (первые слагаемые 

уравнений для N и T), недостатком которой явля-

ется априорное знание параметра предельной чис-

ленности клеточной популяции (параметры 

1 2,1 1b b , каждый интерпретируется как потенци-

альная емкость популяции, которая определяется 

доступным количеством ресурсов). Предполагает-

ся, что клетки опухоли и нормальные клетки раз-

множаются с постоянной удельной скоростью 1r  и 

2r  соответственно, ограничение скорости роста 

опухоли происходит из-за уничтожения злокаче-

ственных клеток лимфоцитами-киллерами (им-

мунными клетками; слагаемое 2 ( ) ( )c T t I t ). Кроме 

того, уравнение динамики лимфоцитов содержит 

слагаемое  ( ) ( ) / ( )T t I t T t   , описывающее их 

размножение, где  – коэффициент размножения 

лимфоцитов при их максимальной стимуляции, 

параметр   характеризует антигенность (индици-

рование иммунного ответа) опухоли. В модели 

предполагается, что при малом количестве клеток 

T опухоль стимулирует пролиферацию (увеличе-

ние роста) лимфоцитов, а при большом – подавля-

ет. Два других члена во втором уравнении соот-

ветствуют естественной гибели лимфоцитов (сла-

гаемое 1 ( )d I t  ) и постоянному притоку лимфоци-

тов из стволовых клеток (параметр третьего урав-

нения s) [23]. Гибель лимфоцитов при взаимодей-

ствии с опухолевыми клетками явно не учитывает-

ся, так как один лимфоцит может убить несколько 

опухолевых клеток.  

Нелинейная система имеет несколько положе-

ний равновесия ( , , )E E EN T I , зависящих от пара-

метров, описанных выше, определяемых пересече-

ниями плоскостей, удовлетворяющих уравнениям  

2 4

2 2

1 2 3

1 1

1 1

0,

0
,

0,

0
,

( )
0 .

( )( )

E

E
E

E

E E
E

E
E

E E E

N
dN

r c T
Ndt

r b

T
dT

r c I c N
Tdt

rb

s TdI
I

dt T d c T T




  







   




 
  

   

  (2.2) 

В зависимости от значений параметров модель 

(2.1) может иметь одно, два или три положение 

равновесия. Устойчивость точек равновесия (2.2) 

так же зависит от значений параметров. Для оцен-

ки устойчивости необходимо линеаризовать си-

стему в окрестности выбранного положения рав-

новесия и исследовать собственные значения мат-

рицы системы. 

Безопухолевое состояние (раковые клетки от-

сутствуют) определяется соотношениями 

11, 0, /E E EN T I s d   ; безжизненное состояние 

(нормальные клетки отсутствуют) – соотношения-

ми 10, 0, /E E EN T I s d    либо 

1 2

1 1

1 1

0, ,

( )
.

( )( )

E
E E

E
E

E E E

r c I
N T

rb

s T
I

T d c T T


 

 


   

 

Отметим, что одна из точек безжизненного 

равновесия ( 10, 0, /s d ) всегда неустойчива и за-

висит от значений соответствующих параметров. 

Вторая точка безжизненного равновесия может 

быть устойчивой или неустойчивой. Выбирая зна-

чения параметров в соответствии с табл. 2.1, полу-

чаем, что модель (2.1) имеет 4 точки равновесия: 3 

неустойчивого (2 безжизненного равновесия, 1 

безопухолевого равновесия) и 1 устойчивого рав-

новесия (1 точка сосуществования). 
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Таблица 2.1  

Значения параметров модели с диапазонами их изменения 

Параметр Описание Значение Ограничения 

1b  Емкость популяции раковых клеток 1,0 1 1
1 2b b   

2b  Емкость популяции нормальных клеток 1,0 – 

1c  Коэффициент уничтожения иммунных клеток раковыми 1,0 1 0c   

2c  Коэффициент уничтожения раковых клеток иммунными 0,5 2 0c   

3c  Коэффициент уничтожения раковых клеток нормальными  1,0 3 0c   

4c  Коэффициент уничтожения нормальных клеток раковыми  1,0 4 0c   

1d  Коэффициент естественной гибели иммунных клеток 0,2 – 

1r  Скорость размножения раковых клеток 1,5 ,
2

1 2 1 3
1

sc
r r r c

d
    

2r  
Скорость размножения нормальных  

клеток 
1,0 – 

s  Приток лимфоцитов из стволовых клеток 0,33 0 0,5s   

α Показатель антигенности опухоли 0,3 α 0  

ρ 
Коэффициент размножения лимфоцитов при максимальной сти-

муляции 
0,01 0 ρ 2   

 

Перепишем систему (2.1), сдвинув точку рав-

новесия без опухоли к началу координат [23]: 

1 2 2 3 11/ , , /x N b x T x I s d     . 

Тогда система (2.1) в новых координатах имеет 

вид 

 

1 4
2 1 2 1 2

2

4 1 2 1

32 2
1 2 1 2 2

1 2

3 1 2 2 2 3 2

3 2 2
2 1 3

1 1 2

2 3
2 2 3 3

2

(1 )

,

1

,

( )

,

ˆ( ) ( ) ( ) ( ),

dx c
r x b x x

dt b

c x x w

cdx sc
r x b x x

dt d b

c x x c x x w

dx c s xs
x d x

dt d d x

x x
c x x w

x

y t x t x t n t

    

 

 
     

 

  

     
 

  
 

  

 

где  
T

1 2 3, ,x x x x  – вектор состояния системы. 

Значения параметров приведены во многих рабо-

тах с использованием этой модели, например, в 

статье [23]. Значения неизвестных параметров 

процесса, которые необходимо идентифицировать, 

приведены в табл. 2.2 (отмечены полужирным 

начертанием). 

Таблица 2.2 

Значения параметров объекта и модели 

П
ар
ам
ет
р

 

З
н
ач
ен
и
е
 

п
ар
ам
ет
р
а 

м
о
д
ел
и

 

З
н
ач
ен
и
е
 

п
ар
ам
ет
р
а 

о
б
ъ
ек
та

 

П
ар
ам
ет
р

 

З
н
ач
ен
и
е
 

п
ар
ам
ет
р
а 

м
о
д
ел
и

 

З
н
ач
ен
и
е
 

п
ар
ам
ет
р
а 

о
б
ъ
ек
та

 

b1 1,0 1,0 d1 0,2 0,2 

b2 1,0 1,0 r1 1,7 1,5 

c1 1,0 1,1 r2 1,0 1,3 

c2 0,45 0,58 S 0,3 0,3 

c3 0,9 1,0 Α 0,3 0,3 

c4 1,0 1,0 ρ 0,01 0,06 

 

Система уравнений для оценки вектора состоя-

ния, т. е. модель, которая следит за поведением 

объекта, выглядит аналогично (при этом все или 

некоторые значения параметров могут не совпа-

дать) [24, 25]: 
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где ˆ ˆ ˆ( ), ( ) и ( )N t T t I t  – оценки численности нор-

мальных, раковых и иммунных клеточных популя-

ций. Предварительно преобразуем модель следу-

ющим образом: 1 2
ˆˆ 1x N b  , 2 3 1

ˆ ˆˆ ˆ,x T x I s d   : 
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    (2.3) 

В соответствии с методом расширенной линеа-

ризации (SDC-линеаризации, от англ. State De-

pendent Coefficient) [9] уравнения (2.3) в векторной  

форме представляются как 
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Будем осуществлять процедуру параметрической 

идентификации в соответствии с алгоритмом 

(1.15), в котором вектор 

 
T

1 2 3 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t с t с t с t r t r t  . 

На рис. 2.1 и 2.2 показана зависимость функци-

онала качества (1.10) при различных значениях 

оцениваемых параметров.  
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Рис. 2.1. График зависимости значения функционала от 

величины оценок параметров 1c и 2c  при фиксированных 

значениях параметров 1r и 2r  ( 1 2= 1,1; = 0,58c c ) 

 

 
 

Рис. 2.2. График зависимости значения функционала от 

величины оценок параметров 1r и 2r при фиксированных 

значениях параметров 1c и 2c  ( 1 2= 1,5; = 1,3r r ) 
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На рис. 2.3 представлены графики настраивае-

мых параметров модели при постоянных заданных 

значениях параметров объекта (см. табл. 2.2). 

 

 

 
Рис. 2.3. Графики настраиваемых параметров модели 

 
T

1 2 3 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )с t с t с t r t r t  

 

Основная работа алгоритма идентификации 

происходит на временно м отрезке, равном дли-

тельности переходного процесса по состоянию, 

что хорошо проиллюстрировано на рис. 2.4.  
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Рис. 2.4. Работа алгоритмов идентификации и переходные 

процессы по состоянию: а – параметры состояния, б – оценки 

параметров, в – ошибки оценивания 

В статье представлен метод идентификации не-

стационарного объекта с использованием модели с 

параметрической оптимизацией. Проблема рас-

сматривается в Крейн-пространстве с применени-

ем для построения алгоритма параметрической 

оптимизации модели свойства проекции линейно-

го преобразования выхода модели и ошибки иден-

тификации. Показано условие успешного отслежи-

вания алгоритмом оптимизации параметров моде-

ли изменений нестационарных параметров объек-

та. Представлена экспериментальная проверка эф-

фективности решения задачи идентификации с 

привлечением математической модели роста рако-

вых клеток. 

Отметим, что представленные в статье алго-

ритмы параметрической оптимизации нелинейной 

системы в задаче идентификации могут быть ис-

пользованы в задачах управления неопределенны-

ми объектами различной физической природы, 

например, техническими системами электротехни-

ки, машиностроения, подвижными системами, а 

также нетехническими системами из таких раз-

личных областей, как биология, медицина, химия, 

физика, экономика и многие другие, которые мо-

гут быть описаны соответствующими математиче-

скими моделями. 
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Abstract. This paper presents an identification method for time-varying objects that involves 

mathematical models with parametric tuning. The deviation of object’s transients and its math-

ematical model are estimated in terms of a quadratic performance criterion; the parametric tun-

ing of the object model is a constrained optimization problem. The parametric optimization al-

gorithm is developed using the vector projection property in a Krein space and the second Lya-

punov method for a targeted change in the model parameters. The method is applied to estimate 

parameters in a tumor cell growth model. The nonlinear model describes the relationship be-

tween the populations of normal, immune, and tumor cells that can be measured in the presence 

of Gaussian white noise. Numerical simulation illustrates the design procedure and shows the 

effectiveness of this method.  
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