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Аннотация. Одной из важнейших характеристик переходного процесса в линейных дина-

мических системах при ненулевых начальных условиях является величина максимального 

отклонения траектории от нуля, имеющая непосредственный инженерный смысл. Если ее 

значение велико, говорят о наличии эффекта всплеска. Статья завершает серию работ, по-

священных исследованию эффекта всплеска в линейных системах управления. Рассматри-

вается линейная система управления, подверженная воздействию неслучайных ограничен-

ных внешних возмущений и системных неопределенностей. Предложен регулярный под-

ход к синтезу стабилизирующей статической обратной связи, минимизирующей величину 

отклонения. Подход основан на технике линейных матричных неравенств и предполагает 

сведение исходной задачи к параметрической задаче полуопределенного программирова-

ния, легко решающейся численно. Предложенный подход может быть распространен на 

новые классы задач, в частности – на случай обратной связи по выходу системы с исполь-

зованием наблюдателя или динамического регулятора. 
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В апреле 2023 г. исполнилось 75 лет со дня вы-

хода в свет знаменитой статьи А.А. Фельдбау-

ма [1], положившей начало исследованиям пере-

ходных режимов в линейных системах при нену-

левых начальных условиях. Среди многочислен-

ных характеристик переходного процесса одно из 

важнейших мест занимает величина максимально-

го отклонения траектории от нуля в переходном 

режиме, имеющая непосредственный инженерный 

смысл. Если ее значение велико, говорят о нали-

чии больших отклонений, или же об эффекте 

всплеска. 

К настоящему времени предложены различные 

подходы к оцениванию отклонений траекторий 

динамических систем; здесь уместно, в частности, 

упомянуть      работы      отечественных      ученых 
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Исследование выполнено при частичной финансовой под-

держке Российского научного фонда (проект № 21-71-30005), 

https://rscf.ru/project/21-71-30005/. 

А.П. Крищенко и А.Н. Канатникова [2–4], 

А.В. Ушакова и Н.А. Вундер (Полиновой) [5–7], 

И.Б. Фуртата [8], П.С. Щербакова [9]. 

Несмотря на то, что эффект всплеска ассоции-

рован с линейными системами, он весьма важен и 

в теории нелинейных систем. В самом деле, если 

траектории системы, линеаризованной в окрестно-

сти некоторой точки, покидают эту окрестность, 

претерпевая всплеск, то становится затруднитель-

ным дать какие-либо гарантированные оценки по-

ведения исходной нелинейной системы. 

Настоящая статья завершает серию работ, по-

священных исследованию эффекта всплеска в ли-

нейных системах управления. Начало серии поло-

жила статья [10], в которой на основе линейных 

матричных неравенств был предложен подход к 

минимизации отклонений для линейных динами-

ческих систем и получены верхние оценки откло-

нений. Далее в работах [11, 12] эти результаты бы-

ли распространены на линейные системы в непре-

рывном и дискретном времени, содержащие струк-

турированную матричную неопределенность, а 

публикация [13] была посвящена непрерывным 

http://doi.org/10.25728/pu.2023.3.2
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системам, подверженным воздействию неслучай-

ных ограниченных внешних возмущений. В рам-

ках развиваемого подхода весьма эффективным 

инструментом оказался аппарат линейных матрич-

ных неравенств [14–16], позволивший регулярным 

образом синтезировать обратную связь, миними-

зирующую величину всплеска. При этом, как пока-

зывают многочисленные примеры, степень кон-

серватизма получаемых оценок весьма невелика. 

В настоящей работе рассматриваются линей-

ные системы управления в непрерывном (§ 1) и 

дискретном (§ 2) времени, подверженные воздей-

ствию системных неопределенностей и неслучай-

ных ограниченных внешних возмущений. В рав-

ном объеме для них устанавливаются оценки мак-

симального отклонения траекторий и предложен 

подход к синтезу обратной связи, минимизирую-

щей величину отклонения. В § 3 эффективность 

развиваемого подхода демонстрируется на чис-

ленном примере. 

В статье используются следующие обозначе-

ния:  – евклидова норма вектора,  – спек-

тральная норма матрицы, T  – символ транспони-

рования, I  – единичная матрица соответствующей 

размерности, а все матричные неравенства пони-

маются в смысле знакоопределенности матриц (в 

частности, запись 0A , где n nA  , означает, 

что T 0x Ax   для всех nx ). 

 

 

Рассмотрим линейную систему управления в 

непрерывном времени  

     0Δ ,       0 ,x A F t H x Bu Dw x x        (1) 

где n nA  , n pF  , q nH  , n rB  , 
n mD   – заданные матрицы, с состоянием 

  nx t  , управлением   ru t  , внешним воз-

мущением   mw t  , ограниченным в каждый 

момент времени:  

  для всех 0w t t   ,                 (2) 

и матричной неопределенностью 

 Δ для всех 0t t  .                (3) 

При этом так называемые «обрамляющие» мат-

рицы F  и H  задают структуру неопределенности 

в матрице системы, а величины   и   определяют 

«размахи» внешних возмущений и системных не-

определенностей.  

Задача состоит в поиске стабилизирующей ста-

тической линейной обратной связи по состоянию 

u Kx ,                                 (4) 

минимизирующей величину всплеска 

 
 

00 1 Δ
maxmax max max

t x wt
x t

  
   

в замкнутой системе (1) при всех допустимых не-

определенностях  Δ t  и при всех допустимых 

внешних возмущениях  w t . 

Напомним следующий результат [16], который 

приведем в несколько модифицированной форму-

лировке. 

Лемма 1. Для решений динамической системы 

x Ax Dw  , 1,w   

с устойчивой (гурвицевой) матрицей A  справед-

лива оценка 

 
00 1 1

maxmaxmax *
t x w

x t P
  

   , 

где *P  – решение параметрической задачи полу-

определенного программирования 

T T

min,

1
0,

,

P

AP PA P DD

P I



  


 

относительно матричной переменной 
T n nP P    и скалярного параметра 0  . 

Вернемся к системе (1); замыкая ее обратной 

связью (4), получаем замкнутую систему 

  Δx A BK F t H x Dw.                 (5) 

Воспользовавшись леммой 1, приходим к зада-

че минимизации P  при ограничениях  

     
T

2
T

Δ   Δ

0  и  

A BK F t H P P A BK F t H

P DD P I.

     


 



 

Первое из них представляет собой матричное 

неравенство, нелинейное по совокупности пере-

менных P  и K .  

От нелинейности можно избавиться, введя 

вспомогательную матричную переменную 
r nY KP    и тем самым исключив переменную 

K . При этом переменная K  восстанавливается 

единственным образом: 1K YP . В результате 

приходим к неравенству 
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2
T T T T

T T TΔ Δ 0,

AP PA BY Y B P DD

F t HP PH t F


     



 


      (6) 

которое должно выполняться при всех значениях 

матричной неопределенности    Δ :  Δt t .  

Проверку знакоопределенности полученного 

матричного семейства можно свести к задаче раз-

решимости одного матричного неравенства отно-

сительно дополнительной скалярной переменной с 

помощью так называемой леммы Питерсена [17], 

которую приведем в следующей формулировке.  

Лемма 2. Пусть 
T n nG G ,   а n pM   и 

q nN   – ненулевые матрицы. Матричное нера-

венство 

T T T 0G M N N M     

справедливо для всех :      тогда и только то-

гда, когда существует число 0   такое, что  

2 T T1
0G MM N N .  


 

Применяя Лемму 2 к матричному неравенству 

(6) при 

2
T T T TG AP PA BY Y B P DD


      


, 

,    M F N HP  , 

приходим к эквивалентному условию существова-

ния положительного числа  , для которого 

2
T T T T

2 T T1
0

AP PA BY Y B P DD

FF PH HP .


     










 

Воспользовавшись леммой Шура, окончатель-

но представим полученное соотношение в виде 

эквивалентного матричного неравенства, линейно-

го по переменным  P, Y  и  : 

2
T T T T 2 T T

0
AP PA BY Y B P DD FF PH

.

HP I

 
       

 
  


 

Таким образом, установлена справедливость 

следующего утверждения. 

Теорема 1. Пусть *P , *Y  – решение оптимиза-

ционной задачи  

min,P   

2

T T T T 2 T T

0
AP PA BY Y B P DD FF PH

,

HP I

 
       

     

,P I  

где оптимизация проводится по матричным пе-

ременным T n nP P   , r nY  , скалярной пе-

ременной   и скалярному положительному пара-

метру .  

Тогда для решений системы (1), замкнутой ре-

гулятором 
1

* * *K Y P , 

справедлива оценка 

*P   

при всех допустимых внешних возмущениях (2) и 

системных неопределенностях (3). 

Замечание 1. Согласно изложенному в работе 

[16], квадратичная форма 

  T 1     0V x x P x, P , 

будет служить квадратичной функцией Ляпунова 

для замкнутой системы (1), поэтому эллипсоид 

 T 1:   1nE x x P x    

является инвариантным: траектория замкнутой 

системы, начавшись в произвольной точке этого 

эллипсоида, будет оставаться в нем для всех мо-

ментов времени при всех допустимых внешних 

возмущениях и неопределенностях, действующих 

на систему. 

Первое из ограничений в задаче, сформулиро-

ванной в теореме 1, нелинейно по совокупности 

переменных и представляет собой параметризо-

ванное линейное матричное неравенство со ска-

лярным параметром  . При фиксированном зна-

чении   оптимизационная задача обращается в 

задачу полуопределенного программирования. Ее 

решение легко находится численно на одномерной 

сетке по параметру  . 

 

 

Перейдем к задаче в дискретном времени и 

рассмотрим линейную систему управления 

 1 Δ ,k k k k kx A F H x Bu Dw                (7) 
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где n nA  , n pF  , q nH  , n rB  , 
n mD   – заданные матрицы, с начальным усло-

вием 0x , состоянием n
kx  , управлением 

r
ku  , внешним возмущением m

kw  , ограни-

ченным в каждый момент времени:  

для всех 0kw k   , 1, 2,…             (8) 

и матричной неопределенностью 

Δ для всех 0k k   ,1, 2,...               (9) 

Будем искать стабилизирующую статическую 

линейную обратную связь по состоянию 

k ku Kx ,                                 (10) 

минимизирующую величину всплеска 

00,1,2, 1 Δ
max max max max

k k

k
k x w

x
    

   

в замкнутой системе (7) при всех допустимых не-

определенностях Δk  и всех допустимых внешних 

возмущениях kw . 

Согласно изложенному в работе [18], дискрет-

ным аналогом леммы 1 является следующий ре-

зультат. 

Лемма 3. Для решений динамической системы 

1k k kx Ax Dw   , 1kw   с устойчивой (шуров-

ской) матрицей A  справедлива оценка 

00 1 2 1 1
max maxmax

k

k *
k , , , x w

x P
   

   , 

где *P  – решение параметрической задачи полу-

определенного программирования 

T T

min,

1 1
0,

1

P

APA P DD

P I ,



 
 

 

относительно матричной переменной 
T n nP P    и скалярного параметра 0 1   . 

Система (7), замкнутая регулятором (10), имеет 

вид  

 1 Δk k k kx A BK F H x Dw .      

Применяя к ней лемму 3, приходим к задаче 

минимизации P  при ограничениях  

     
T

2
T

1
Δ   Δ

0  и  
1

A BK F t H P A BK F t H

P DD P I .

   



 



 

Первое из них, которому можно придать экви-

валентный вид 

  

  

T

2
T

Δ

0,

Δ
1

P P A BK F t H

A BK F t H P DD P

   
 
 

   
   

вновь является матричным неравенством, нели-

нейным по совокупности переменных P  и K . Ис-

ключив переменную K  путем введения, как и в 

непрерывном случае, вспомогательной матричной 

переменной r nY KP   , приходим к неравен-

ству 

 

 

T T T T T T

2
T

Δ

0,
Δ

1

P PA Y B PH t F

AP BY F t HP DD P

  
 

 
  

 






 (11) 

которое должно выполняться при всех значениях 

матричной неопределенности 
Δ :  Δk k  

. 

Представив соотношение (11) в виде 

  

  

T T T

2
T

T
T T

0
Δ 0

1

Δ 0 0
0

P PA Y B

t HP
FAP BY DD P

PH
t F

  
  

   
    

  

 
 
 

 

и воспользовавшись леммой Питерсена при 

T T T

2
T

1

P PA Y B

G
AP BY DD P

  
 

  
  

 

, 

 
0

,     0M N HP
F

 
  
 

, 

приходим к эквивалентному условию существова-

ния положительного числа  , для которого вы-

полняется 

 

 

T T T

2 T
2

T

T

0
0

1

1
0 0

0

P PA Y B

F
FAP BY DD P

PH
HP .

  
  

    
    

  

 
  
  

  

Еще раз применяя лемму Шура, приходим к 

окончательному условию 

T T T T

2
T 2 T 0 0

1

0

P PA Y B PH

AP BY DD P FF

HP I
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Таким образом, установлен следующий резуль-

тат. 

Теорема 2. Пусть *P , *Y  – решение оптимиза-

ционной задачи  

T T T T

2
T 2 T

min,

0 0,
1

0

P

P PA Y B PH

AP BY DD P FF

HP I

P I ,



  
 

 
     

 
 

 

 

где оптимизация проводится по матричным пе-

ременным T n nP P   , r nY  , скалярной пе-

ременной   и скалярному параметру 0 1   . 

Тогда для решений системы (7), замкнутой ре-

гулятором 
1

* * *K Y P , 

справедлива оценка 

*P   

при всех допустимых внешних возмущениях (8) и 

системных неопределенностях (9).  

Обратим внимание, что сделанное замечание 1 

сохраняет свою силу и в дискретном случае.  

 

 

Проиллюстрируем предлагаемый подход на приме-

ре двухмассовой системы – системы из двух твердых 

тел с массами 1m  и 2m , соединенных пружиной с ко-

эффициентом упругости k , скользящих без трения 

вдоль неподвижного горизонтального стержня. К лево-

му телу приложено управляющее воздействие для ком-

пенсации внешнего возмущения w , 0,25w  , дей-

ствующего на правое тело (рис.1). 

 
 

 

 
Рис. 1. Двухмассовая система 

 

Пусть 1x  и 1v  – соответственно координата и ско-

рость левого тела, а 2x  и 2v  – правого. Будем полагать, 

что массы тел единичны, а неопределенность сосредо-

точена в коэффициенте упругости пружины: 

1 Δk   , Δ 0,1   . 

Динамика рассматриваемой системы описывается 

уравнением (1) при  

0 0 1 0

0 0 0 1

1 1 0 0

1 1 0 0

A

 
 
 
 
 

 

,  

0

0

1

0

B

 
 
 
 
 
 

,  

0

0

0

1

D

 
 
 
 
 
 

, 

0

0

1

1

F

 
 
 
 
 
 

,   1 1 0 0H   , 

где вектор состояния системы имеет вид 

1

2

1

2

x

x
x

v

v

 
 
 
 
  
 

. 

Воспользовавшись теоремой 1, находим матрицу 

*

2,4483 1,0584 0,5874 1,1188

1,0584 3,7785 0,7298 0,4198

0,5874 0,7298 4,3554 0,8388

1,1188 0,4198 0,8388 2,8905

P

  
 

 
  
 
   

 

и соответствующий регулятор 

 *   2,0410    0,2025    1,4978    0,8333K     , 

который дает оценку отклонения 

* 2,3131P                               (12) 

при всех допустимых внешних возмущениях и систем-

ных неопределенностях, действующих на систему. 

 

 

 
Рис. 2. Проекция траектории замкнутой системы на плоскость 

 1 2  ,v v  

 

На рис. 2 показана проекция на плоскость  1 2,v v  

траектории  *x t  системы, замкнутой найденным регу-

лятором *K , при начальном условии 
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0 0

0,6493

0,5893
,   1,

0,1444

0, 4585

x x

 
 
  
 
 
 

                       (13) 

допустимом внешнем возмущении    0,25 sin 2w t t  и 

реализации системной неопределенности Δ 0,1 . На 

этом же рисунке показаны проекции инвариантного 

эллипсоида с матрицей *P  и единичного шара началь-

ных условий. 

 
 

 
 

 

Рис. 3. Динамика величины  x t  

 
На рис. 3 показана динамика нормы траектории 

 *x t ; всплеск в системе достигает значения 1,6281. 

Вычисления проводились в среде Matlab R2019b 

v 9.7 с помощью свободно распространяемого про-

граммного пакета cvx [19]. 

Вопрос о «наихудшем» – дающем наибольшую ве-

личину всплеска – начальном условии весьма сложен, 

хотя в некоторых частных случаях на него можно дать 

содержательный ответ (см., например, работы [1, 9, 

10]). Конечно, наихудшее начальное условие можно 

пытаться искать численным образом, однако проблема 

его аналитического нахождения в сравнительно общей 

постановке по-прежнему остается открытой. 

 

Предложен подход к минимизации всплеска в 

линейной системе управления, подверженной воз-

действию произвольных ограниченных внешних 

возмущений и системных неопределенностей. Он 

основан на технике линейных матричных нера-

венств и предполагает сведение исходной задачи к 

параметрической задаче полуопределенного про-

граммирования.  

Подход обладает большими возможностями 

для обобщений: он может быть распространен на 

новые классы задач, в частности – на случай об-

ратной связи по выходу системы с использованием 

наблюдателя или динамического регулятора. 
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Abstract. A major characteristic of transients in linear dynamic systems with non-zero initial 

conditions is the maximum deviation of the trajectory from zero, which has a direct engineering 

meaning. If the maximum deviation is large, the so-called peak effect occurs. This paper com-

pletes a series of research works devoted to the peak effect in linear control systems. We consider 

a linear control system with non-random bounded exogenous disturbances and system uncertain-

ties. A regular approach is proposed to design a stabilizing static state-feedback control law that 

minimizes the peak effect. The approach is based on the technique of linear matrix inequalities 

and reduces the original problem to a parameterized semidefinite programming one, which can be 

easily solved numerically. The proposed approach can be extended to new classes of problems, in 

particular, to the case of output feedback using an observer or a dynamic controller.  
 
Keywords: linear control system, peak effect, structured matrix uncertainty, bounded exogenous disturb-

ances, linear matrix inequalities, semidefinite programming. 
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