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СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ ДАННЫХ  

И МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОВЕДЕНИЯ ПОТРЕБЛЕНИЯ 

ЭЛЕКТРОЭНЕРГИИ НА КАЖДЫЙ ЧАС СУТОК  

С ПОМОЩЬЮ МЕТОДОВ МАШИННОГО ОБУЧЕНИЯ 

Дзгоев А. Э.1, Лагунова А. Д.2, 

(РТУ МИРЭА, Москва) 

Карацев С. Т.3 

(Финансовый университет при Правительстве РФ  

(Владикавказский филиал), Владикавказ) 

Конюшок И. А.4 

(ООО «Рестадвайзер», Санкт-Петербург) 

Комаров И. А.5 

(ООО «Фриссон», Санкт-Петербург) 

Хузмиев И. М. 6 

(ПАО «Россети Северный Кавказ», Пятигорск) 

Гладышев О. Я. 7 

(Филиал АО "СО ЕЭС" ОДУ Северо-Запада,  

Санкт-Петербург) 

Потребление электроэнергии является ключевым фактором устойчивого 

развития в энергетической отрасли, и точное прогнозирование его изменений 

имеет важное значение для эффективного управления большими электро-

энергетическими системами и ресурсами. Целью данного исследования явля-

                                           
1 Алан Эдуардович Дзгоев, к.т.н., доцент, доцент кафедры цифровой транс-

формации (dzgoev@mirea.ru). 
2 Анна Дмитриевна Лагунова, к.э.н., доцент, зав. кафедрой цифровой транс-

формации (lagunova@mirea.ru). 
3 Станислав Таймуразович Карацев, ст. преподаватель базовой кафедры 

«Корпоративные инфокуммуникационные системы» (stkaratsev@fa.ru). 
4 Илья Андреевич Конюшок, начальник отдела развития искусственного ин-

теллекта ООО «Рестадвайзер», разработчик ИИ (konushok@mail.ru). 
5 Иван Александрович Комаров, генеральный директор ООО «Фриссон» 

(info@frisson.ai). 
6 Игорь Маратович Хузмиев, к.т.н., заместитель директора Департамента 

корпоративных и технологических АСУ (huzmiev-im@rossetisk.ru). 
7 Олег Ярославович Гладышев, главный эксперт, Служба перспективного раз-

вития (gladushev-oya@odusz.so-ups.ru). 
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ется разработка математической (регрессионной) модели для прогнозирова-

ния поведения электропотребления на каждый час следующих суток для 

энергосбытовых компаний современными методами машинного обучения 

и искусственного интеллекта. Рассматриваются различные методы искус-

ственного интеллекта, применяемые для моделирования и прогнозирования 

потребления электроэнергии. К этим методам относятся: линейная модель, 

случайный лес и две реализации градиентного бустинга над решающими дере-

вьями. Научный подход, основанный на технологии искусственного интеллек-

та Boosting, позволяет максимально снизить ошибку прогнозирования элек-

тропотребления в крупных энергетических компаниях. Авторами разработа-

на новая, полезная и качественная регрессионная модель, адекватно описы-

вающая экспериментальные данные по потреблению электроэнергии за каж-

дый час суток. Выполнено тестирование разработанной регрессионной моде-

ли на реальных производственных данных энергетической компании. Прове-

денное исследование и полученные результаты позволяют авторам сделать 

вывод о том, что разработанная математическая модель методом машин-

ного обучения LightGBM может быть использована энергосбытовыми ком-

паниями для почасового планирования электропотребления при подаче заявок 

на оптовый рынок электроэнергии и мощности (ОРЭМ) на несколько дней 

вперед. Исследование было выполнено на языке программирования Python. 

Ключевые слова: моделирование электропотребления, обработка дан-

ных, оценка качества моделей, математическая статистика, регресси-

онная модель, искусственный интеллект. 

1. Введение 

Актуальность выбранной темы для науки и практики обу-

словлена растущей потребностью в эффективном управлении 

энергоресурсами с учётом продолжающейся цифровой транс-

формации электроэнергетической отрасли Российской Федера-

ции. Финансовые операции энергетических и производственных 

компаний зависят от их способности удовлетворять свои по-

требности в электроэнергии [19]. 

В современном мире, где энергетические ресурсы ограниче-

ны, планирование потребления электроэнергии играет важную 

роль в оптимизации работы энергетических систем и обеспечении 

устойчивого развития производственных предприятий. Поэтому 

корректное краткосрочное прогнозирование нагрузки имеет ре-

шающее значение для эффективного планирования и управления 

электроэнергетическими системами и ресурсами [22]. 
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Краткосрочное прогнозирование электропотребления рас-

считывается от нескольких часов до нескольких дней. Обычно 

компании прогнозируют ежедневное, почасовое потребление 

электроэнергии определенного региона или предприятия. Крат-

косрочные прогнозные оценки помогают электрогенерирующим 

компаниям страны в планировании необходимых объёмов гене-

рации электроэнергии и диспетчеризации генерирующих уста-

новок [32]. 

Для решения вышеуказанной задачи краткосрочного про-

гнозирования электропотребления исследователи из Пакистана 

Momina Qureshi др. [25], а также из Южной Кореи Jaewon Chung 

и Beakcheol Jang [14] используют различные методы прогнози-

рования и анализа временных рядов: регрессионный анализ, ис-

кусственные нейронные сети (ИНС), алгоритмы машинного 

обучения, декомпозицию временных рядов, а также некоторые 

гибридные подходы, которые объединяют два или более мето-

дов для получения лучшей адекватности математических моде-

лей, в том числе алгоритм LSTM. Среди традиционных методов 

множественная линейная регрессия широко использовалась ис-

следователями для краткосрочного прогнозирования потребле-

ния электроэнергии путем выявления влияния экономических, 

демографических, климатических факторов для различных 

стран [26, 31]. 

Исследователи из Бразилии Mesquita Lopes Cabreira и др. 

в своей статье [24] описывают этапы методологии, теоретиче-

ское описание моделей временных рядов и иерархические под-

ходы к прогнозированию энергетических процессов. Они пред-

лагают использовать двухуровневую иерархию в промышлен-

ном секторе Бразилии, учитывая потребление электроэнергии 

по географическим регионам и штатам федерации, включая Фе-

деральный округ. К обработанным данным подбираются клас-

сические математические модели временных рядов экспоненци-

ального сглаживания и Бокса – Дженкинса, которые рассчиты-

вают прогнозные значения. Исследователи из Южной Кореи 

Son N. и Shin Y. в своем исследовании [34] предлагают исполь-

зовать алгоритм краткосрочного и среднесрочного прогнозиро-

вания потребления электроэнергии путем объединения модели 
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рекуррентной искусственной нейронной сети (управляемые ре-

куррентные блоки GRU), подходящей для долгосрочного про-

гнозирования, и аддитивной модели Prophet, подходящей для 

учёта сезонности и обработки событий. 

В статье [21] авторы показывают и описывают результаты 

способности нескольких методов: ИНС, адаптивной нейро-

нечёткой системы вывода (ANFIS), метода опорных векторов 

наименьших квадратов (LSSVM) и нечёткой модели временных 

рядов (FTS) прогнозировать потребление электроэнергии в раз-

ных странах с разным уровнем развития. Переменные, рассмат-

риваемые в этом исследовании, включали ежемесячное потреб-

ление электроэнергии в семи странах: Норвегия, Швейцария, 

Малайзия, Египет, Алжир, Болгария и Кения. 

Исследователи из Узбекистана Рахмонов И.У. и др. в статье 

[30] описывают математическую модель прогнозирования элек-

тропотребления, используя метод ARIMA, которая успешно 

справилась с задачей, показав относительную ошибку 6%.  

Ученые из Турции в своём научном труде [36] предлагают 

использовать для решения задачи краткосрочного прогнозиро-

вания на производственных предприятиях один из самых мощ-

ных методов, который известен своей способностью изучать 

основные характеристики данных для моделей временных 

рядов – метод Prophet. В статье доказано, что без использования 

температуры критерии качества модели, такие как средняя аб-

солютная ошибка (MAE) и квадратный корень из среднеквадра-

тической ошибки (RMSE), показали лучшие результаты, чем 

с температурой. 

В статье [35] рассматривается гибридная модель для крат-

косрочного прогнозирования энергетической нагрузки на осно-

ве трансферного обучения, используя метод машинного обуче-

ния Light Gradient Boosting Machine (LightGBM) для интеллек-

туальных сетей в интеллектуальных энергетических системах, 

которая позволяет получить ошибку прогнозирования MAPE 

менее 3%. 

В статье [17] предлагается использовать новый метод для 

среднесрочного прогнозирования потребления электроэнергии 

на основе Transformer-LightGBM. Метод предварительно обра-
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батывает исходные данные рынка электроэнергетики, включая 

анализ пропущенных значений и выбросов, затем проводится 

корреляционный анализ, чтобы извлечь признаки с сильной свя-

зью со среднесрочными прогнозами потребления электроэнер-

гии. Впоследствии нейронная сеть трансформатора изучает 

сложные закономерности в динамических временных рядах. 

Наконец, LightGBM используется для объединения характери-

стик электропотребления, на основании которых алгоритм рас-

считывает прогнозы. 

В настоящее время на большинстве производственных 

предприятий Российской Федерации применяются методы экс-

пертных оценок, когда краткосрочное прогнозирование осу-

ществляется сотрудником компании на основе использования 

простейших арифметических операций, что не может обеспе-

чить высокую точность. Однако современные подходы к эконо-

мическому и техническому управлению и развитие информаци-

онных технологий предъявляют всё более жесткие требования 

к точности решения задач прогнозирования электропотребления 

[10]. Эффективным решением данной задачи является создание 

новой, полезной и качественной математической модели про-

гнозирования, адекватно описывающей экспериментальные 

данные о фактическом электропотреблении за каждый час су-

ток. 

В статье [8] описаны результаты исследования применения 

методов регрессионного множественного моделирования элек-

тропотребления на основе использования данных с переменной 

структурой. Разработанная авторами модель позволяет выявлять 

особенности технологического процесса, оценивать вклад раз-

личных факторов на показатели потребления электроэнергии и 

на этой основе формулировать более точные рекомендации по 

повышению энергоэффективности промышленного производ-

ства. 

Статистических методов, использующихся в процессе раз-

работки математической модели, известно большое количество, 

все они имеют свои достоинства и недостатки. Выбор статисти-

ческого метода осуществляется под требования конкретного 

предприятия путём исследования эффективности его примене-
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ния, используя данные изучаемого процесса в организации, 

в том числе в условиях неполноты информации [11]. Таким об-

разом, правильный выбор статистического метода – важный 

этап в системном анализе данных и разработке математической 

(регрессионной) модели, адекватно описывающей эксперимен-

тальные данные. Непрерывное развитие информационных си-

стем и средств вычислительной техники даёт возможность рас-

ширять круг используемых методов прогнозирования и совер-

шенствовать их [3], например, метод скользящей матрицы [1], 

можно эффективно использовать для краткосрочного и опера-

тивного прогнозирования электропотребления на основе малой 

выборки данных [6]. 

Экономически актуальность прогнозирования электропо-

требления для производственных и энергетических предприятий 

обосновывается следующим образом: 

–  деятельность энергосбытовых компаний, являющихся 

участниками оптового рынка электроэнергии, включает в себя 

покупку объёмов электроэнергии на этом рынке и реализацию 

ее розничным потребителям. При этом объёмы электроэнергии, 

закупаемые на оптовом рынке, должны быть равны составлен-

ным днём ранее (или более) прогнозам. В случае отклонения 

фактически потребленной электроэнергии от заявленной энер-

госбытовое предприятие вынуждено докупать объёмы электро-

энергии или продавать излишне закупленные объемы электро-

энергии на балансирующем рынке по невыгодной для предпри-

ятия цене. При больших отклонениях на энергосбытовое пред-

приятие могут быть наложены меры оперативного воздействия 

[9]. В итоге энергосбытовое предприятие, являющееся гаранти-

рующим поставщиком, несёт финансовые потери и снижение 

экономических показателей; 

–  особенность деятельности крупных производственных 

предприятий горно-металлургического комплекса страны со-

стоит в том, что ежегодно уменьшается количество богатых ме-

сторождений полезных ископаемых, следовательно, производ-

ственные работы проводятся на больших объёмах руды с увели-

ченным расходом электрической энергии в несколько раз. По-

этому затраты за электропотребление на производственных 
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предприятиях составляют до 30% от себестоимости выпускае-

мой продукции. Если в месяц крупные производственные пред-

приятия оплачивают расход электроэнергии 350–500 млн руб. 

(в том числе затраты из-за некорректных прогнозных оценок 

при подаче заявок на ОРЭМ), то актуальность точного прогно-

зирования и экономии денежных средств достаточно высока. 

В связи с вышеописанным энергосбытовым компаниям 

и крупным производственным предприятиям крайне важно рас-

считывать корректные краткосрочные и оперативные прогноз-

ные оценки и работать на ОРЭМ, не переплачивая колоссальные 

суммы денежных средств при оплате расхода электроэнергии. 

Таким образом, возникает задача моделирования и прогнозиро-

вания электропотребления с наименьшей абсолютной и относи-

тельной ошибкой, результаты решения которой описываются 

авторами в данной статье. 

Ученые проводят исследования, посвященные разработке 

математических моделей и методов для прогнозирования элек-

тропотребления в регионе с помощью различных методов: ста-

тистических, машинного обучения и их комбинаций. В качестве 

данных для решения задачи прогнозирования часто использу-

ются временные ряды. 

Следует отметить, что при всем теоретическом многообра-

зии и большом практическом опыте решения задач прогнозиро-

вания электропотребления универсальных прогнозных методов 

и моделей не существует, поскольку процессы потребления 

электроэнергии зависят от множества факторов и специфики 

производства каждого в отдельности предприятия [7]. 

2. Системный анализ данных электропотребления 

2.1. СТАТИСТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ДАННЫХ 

В качестве зависимой переменной были выбраны значения 

регионального потребления электроэнергии (Y) (МВт∙ч.) за каж-

дый час суток в период с 01.01.2019 г. до 29.06.2023 г. энерго-

сбытовой компании ПАО «Россети Северный Кавказ» АО «Сев-

кавказэнерго» находящейся в г. Владикавказе (Республика Се-
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верная Осетия – Алания). Исходная выборка значений зависи-

мой переменной Y состояла из 39 384 строк.  

Структура экспериментальных данных электропотребления 

представлена на рис. 1. Данные загружаются 

в Pandas.DataFrame. Pandas.DataFrame – двумерная динамиче-

ская структура данных для потенциально гетерогенной таблич-

ной информации. Библиотека Pandas используется в широком 

спектре областей, таких как академические исследования, роз-

ничная торговля, финансы, экономика, статистика, аналитика, 

а также в электроэнергетике [29]. 

 

Рис. 1. Загруженные данные из Excel 

Рассчитаны основные описательные статистики для ана-

лиза значений зависимой переменной: 

–  количество наблюдений (N) = 39384 значения электропо-

требления за каждый час суток, кВт.∙ч.;  

–  выборочное среднее: 

(1) 1 184,464;

n

i
i

y

y
n

 


 кВт.∙ч.; 
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–  стандартное отклонение: 

(2) 

2

1

( )

43,164;
1

n

i
i

y

y y

sd
n





 



 кВт.∙ч.; 

–  минимальное значение электропотребления за час, 

кВт.∙ч.:  Ymin = 93,956 кВт.∙ч.; 

–  максимальное значение электропотребления за час, 

кВт.∙ч.:  Ymax = 321,055 кВт.∙ч.; 

–  первый квартиль (25-й перцентиль) = 156,352 кВт.∙ч.; 

–  второй квартиль (50-й перцентиль, или медиана) = 

=179,882 кВт.∙ч.; 

–  третий квартиль (75-й перцентиль) = 213,912 кВт.∙ч. 

Продолжая проводить разведочный анализ данных, постро-

им гистограмму (рис. 2).  

 

Рис. 2. Вероятностное распределение экспериментальных  

данных электропотребления за каждый час суток (весь период 

наблюдения) 

По ней видно, что распределение отлично от нормального 

(нет симметрии относительно среднего; медиана не равна сред-

нему значению и моде). Гипотеза о нормальности распределе-

ния на больших выборках (больше 5000 наблюдений) почти 

всегда отклоняется. 
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В том, что распределение отлично от нормального можно 

также убедиться, построив Q-Q plot (график Квантиль-

Квантиль) (рис. 3).  

 

Рис. 3. График Квантиль-Квантиль 

Q-Q plot — это вероятностный график для сравнения двух 

распределений вероятностей путем сопоставления их квантилей 

друг с другом [37]. Если два сравниваемых распределения по-

добны, точки на графике будут примерно лежать на тожде-

ственной линии y = x. В данном случае теоретические кванти-

ли – это значения из нормального распределения, а 

фактические – из распределения «Электропотребление». 

По графику на рис. 3 видно, что присутствуют сильные откло-

нения «на хвостах». 

Был проведен анализ данных на аномальные значения 

с помощью графика Box Plot (рис. 4) [5]. По графику на рис. 4 

видно, что некоторые наблюдения превышают верхнюю грани-

цу статистически значимой выборки (upper fence): 

(3) _ 3 1,5 ,upper fence Q IQR     

где Q3– третий квартиль; IQR – межквартильный размах  

(Q3 – Q1);  Q1– первый квартиль. 

В результате проведённого системного анализа данных 

можно сделать вывод о том, что 0,218 % значений зависимой 

переменной являются аномальными. Эти аномальные значения 

приходятся на зимний период. Было решено их проигнориро-

вать.  



 

Управление большими системами. Выпуск 114 

16 

 
Рис. 4. График «Box plot» 

Для того чтобы обнаружить тренд во временном ряде, стро-

ят скользящее среднее исследуемого процесса. Авторами было 

построено скользящее среднее электропотребления с окном 

в одну неделю (168 точек). Судя по графику на рис. 5, в ряде 

не выявлен ярко выраженный тренд. 

 
Рис. 5. Временной ряд со скользящим средним 

Рис. 2 показывает, что исходное значение вероятности от-

лично от Гауссовского распределения. Поэтому для решения 

задачи прогнозирования электропотребления на каждый час 

следующих суток при разработке математической модели ре-

шено было использовать ансамблевый метод машинного обуче-

ния LightGBM, так как он позволяет моделировать нелинейные 

зависимости. 
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Также необходимо отметить, что с помощью алгоритма 

LightGBM можно моделировать и прогнозировать временные 

ряды, у которых отсутствует ярко выраженный тренд, что дока-

зано выполненными расчётами и полученными результатами 

в ходе проведения данного исследования апробирования разра-

ботанной математической модели в энергетической компании 

ПАО «РОССЕТИ Северный Кавказ» в течение одного года 

(в период с июля 2022 по июнь 2023 гг.). 

3. Процесс моделирования электропотребления 

3.1. ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ НЕЗАВИСИМЫХ  

ПЕРЕМЕННЫХ (ФАКТОРОВ) НА ПОТРЕБЛЕНИЕ  

ЭЛЕКТРОЭНЕРГИИ ЗА КАЖДЫЙ ЧАС СУТОК 

Проведено исследование влияния независимых переменных 

(Х) на зависимую переменную (Y – потребление электроэнер-

гии). В качестве факторов использовались значения, связанные 

со временем: «Период времени суток», «Час», «День недели», 

«Выходной», «День в году», «Месяц». Также, использовались 

лаги целевой переменной (предыдущие значения): «Электропо-

требление лаг 1 день», «Электропотребление лаг 7 дней». Ито-

говая матрица признаков X (независимых переменных Х) будет 

принимать следующий вид (рис. 6.). 

Проанализировать связь между количественными значени-

ями независимых переменных Х и целевой (зависимой) пере-

менной Y (потребление электроэнергии) поможет матрица кор-

реляции (рис. 7). Коэффициент линейной корреляции Пирсона 

рассчитан по формуле 

(4) 1

2 2

1

( ) ( )

.

( ) ( )

n

i i
i

n

i i
i

x x y y

r

x x y y





  



  





 

Между лагами зависимой переменной и самой зависимой 

переменной ярко выражена сильная положительная корреляци-

онная связь. 
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Рис 6. Матрица входных параметров 

На рис. 7 показано, что коэффициент корреляции [4] между 

зависимой переменной, её дневным и недельным лагом равен 

0,979 и 0,935 соответственно. Таким образом, доказана целесо-

образность использования лаговых переменных зависимой пе-

ременной Yt-24 и Yt-24∙7, где t – время (час суток). 

 

Рис. 7. Матрица корреляции 

Для анализа категориальных переменных были построены 

диаграммы Box plot (рис. 8–10), на которых графически отоб-

ражена зависимость электропотребления от часа суток, от пери-

ода времени суток и от месяцев в году. 

По графику на рис. 8 можно заметить, что есть определен-

ная зависимость потребления электроэнергии от часа суток. 

Расход электроэнергии уменьшается в ночные часы и начинает 

увеличиваться с 5:00 утра. С 11:00 потребление электроэнергии 

немного уменьшается до 15:00. С 16:00 мы видим увеличение 

расхода электроэнергии до 18–19:00. Это поведение потребле-

ния электроэнергии доказывает необходимость включения неза-

висимой переменной «Час» в математическую модель.  



 

Системный анализ 

19 

 
Рис. 8. Диаграмма Box plot, описывающая зависимость  

электропотребления от часа суток 

Из рис. 9 заметно, что потребление электроэнергии увели-

чивается ближе к вечеру и уменьшается в ночной период суток. 

 
Рис. 9. Диаграмма Box plot описывающая зависимость  

электропотребления от периода времени суток 

Рис. 10 показывает, что потребление электроэнергии 

уменьшается летом и увеличивается к зиме, что обосновывает 

включение независимой переменной «Месяц» в математиче-

скую модель для прогнозирования. 

Графики на рис. 8–10 доказывают необходимость учёта 

значений вышеуказанных факторов при прогнозировании пове-

дения потребления электроэнергии методами машинного обу-

чения.  
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Рис. 10. Диаграмма Box plot описывающая зависимость  

электропотребления от месяца 

3.2. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ МЕТОДОЛОГИИ  

МОДЕЛИРОВАНИЯ И ПРОГНОЗИРОВАНИЯ  

ЭЛЕКТРОПОТРЕБЛЕНИЯ 

Алгоритм LightGBM представляет собой разработанную 

Microsoft библиотеку для обучения модели градиентного бу-

стинга. LightGBM обладает многими преимуществами, включая 

разреженную оптимизацию, параллельное обучение, регуляри-

зацию. LightGBM не наращивает дерево по уровням – строка за 

строкой – так, как это делают большинство других реализаций 

[33]. Вместо этого он добавляет листы деревьям. Алгоритм вы-

бирает лист, который, по его мнению, приведет к наибольшему 

снижению значения функции потерь [18]. Кроме того, 

LightGBM не использует популярный алгоритм обучения дере-

вьев решений на основе сортировки, который ищет наилучшую 

точку разделения на отсортированных значениях признаков, как 

это делает, например, XGBoost. Вместо этого LightGBM реали-

зует оптимизированный алгоритм обучения дерева решений на 

основе гистограмм, который дает большие преимущества как 

в эффективности, так и в потреблении памяти. 

Математическая модель градиентного бустинга для прогно-

зирования потребления электроэнергии на каждый час суток (5) 

была построена путём последовательного добавления деревьев 

решений, каждое из которых корректирует ошибки предыдущих 

деревьев. 
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Пусть F(x) – целевая функция процесса потребления элек-

троэнергии на каждый час следующих суток, представляющая 

прогноз разработанной математической модели. На t-м шаге 

обучения математическая модель прибавляет новое дерево ht(x), 

которое минимизирует ошибку моделирования электропотреб-

ления на текущем этапе. Формула математической модели для 

прогнозирования электропотребления на каждый час следую-

щих суток имеет вид  

(5) 1( ) ( ) ( ),t t tF x F x h x    

где η – коэффициент обучения, регулирующий скорость изме-

нения модели.  

Алгоритм метода машинного обучения LightGBM исполь-

зует функцию потерь L(y, F(x)), например, среднеквадратиче-

скую ошибку для задач регрессии, которая представлена в фор-

муле  

(6) 21
( , ( )) ( ( )) .

2
L y F x y F x   

Цель данного этапа исследования заключалась в поиске та-

ких значений модели (5), которые бы минимизировали функции 

потерь на каждом этапе: 

(7) 2
1

1

argmin ( , ( ) ( )) .
N

h i t i i
i

L y F x h x


  

Однако вместо прямого минимизирования функции потерь 

при прогнозировании электропотребления на каждый час суток 

метод машинного обучения LightGBM использует градиентный 

спуск. На t-м шаге алгоритм строит дерево, обученное на остат-

ках (невязках), которые являются антиградиентом функции по-

терь: 

(8) 1( , ( ))
,

( )

i t i
i

i

L y F x
g

F x





 

где gi – значение градиента для i-го объекта (значения незави-

симых и зависимой переменных). 

На этапе моделирования электропотребления мы использо-

вали две техники метода LightGBM для повышения его эффек-

тивности: 
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–  Gradient-Based One-Side Sampling (GOSS): отбор объектов 

(значений переменных модели) на основе значений их градиен-

тов. Эта техника выбирает данные независимых и зависимых 

переменных с большими градиентами, что позволяет уменьшить 

размер исходной выборки (39 384 строк) и ускорить обучение 

без потери точности моделирования электропотребления; 

–  Exclusive Feature Bundling (EFB): объединение характери-

стик, которые редко принимают ненулевые значения одновре-

менно. Это уменьшает размерность данных независимых и за-

висимой переменной и улучшает эффективность алгоритма. 

Эти методы и другие особенности реализации метода, та-

кие как разреженное представление данных и метод обучения 

на основе гистограмм, делают LightGBM оптимальным для за-

дач, требующих работы с большими объёмами данных, такими 

как прогнозирование потребления электроэнергии на каждый 

час суток, а также нелинейными зависимостями процесса по-

требления электроэнергии с найденными факторами, описан-

ными выше в данном исследовании [18]. 

Эти методы позволяют алгоритму снижать вычислитель-

ную сложность и потребление памяти, при этом сохраняя высо-

кую точность. Далее приведен математический аппарат, описы-

вающий каждый из методов. 

GOSS фокусируется на уменьшении выборки исходных 

данных о потреблении электроэнергии за каждый час суток за 

предыдущие (3,5 года), не теряя при этом важной смысловой 

информации. Идея GOSS состоит в том, что объекты (значения 

переменных модели) с высокими значениями градиентов оказы-

вают большее влияние на ошибку модели. Таким образом, 

GOSS сохраняет все объекты с высокими значениями градиен-

тов и применяет случайную выборку к объектам низкими значе-

ниями градиентов. Это позволяет уменьшить общий размер вы-

борки, ускоряя обучение модели. 

Пусть gi – градиент для i-го объекта; α – доля объектов 

с высокими значениями градиентов, которые сохраняются;  

b – доля объектов с низкими значениями градиентов, которые 

выбираются случайно. Тогда алгоритм функционирует следую-

щим образом: 
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Шаг 1.  Сортировка градиентов. Сначала объекты сортиру-

ются по абсолютному значению градиента |gi|. 

Шаг 2.  Отбор экземпляров (определённых выборок): 

–  сохраняются верхние α 100% объектов по абсолютным 

значениям |gi|. 

–  случайным образом выбирается b∙100% из оставшихся 

объектов с низкими значениями градиентов. 

Шаг 3.  Компенсация пропорций. Для компенсации умень-

шения количества данных объекты с малыми значениями гради-

ентов масштабируются множителем 1 – α/b при вычислении 

функции потерь, чтобы уравновесить вклад различных групп 

данных. 

Таким образом, целевая функция метода GOSS принимает 

вид 

(9) 2 2

_ _

1
.i j

i hight grad j low grad

a
L g g

b 


     

где high_grad и low_grad обозначают соответственно подмноже-

ства данных с высокими и низкими значениями градиентов. 

Считаем необходимым отметить, что GOSS — это метод, 

использующий тот факт, что в Gradient Boosted Decision Tree 

(GBDT) нет собственного веса экземпляра данных. Поскольку 

экземпляры данных с гетерогенными градиентами играют раз-

ную роль в вычислении information gain, или «приросте инфор-

мации» (в теоретико-информационном подходе является важ-

ным критерием в машинном обучении моделей, используется 

для количественной оценки релевантности и зависимости неза-

висимых переменных от зависимой переменной, синоним «рас-

хождения Куллбэка – Лейблера»), экземпляры с большими гра-

диентами будут вносить более значимый вклад в значение этого 

критерия. Таким образом, чтобы сохранить точность информа-

ции, GOSS накапливает экземпляры с большими градиентами 

и случайным образом удаляет экземпляры с малыми градиента-

ми. Чтобы компенсировать влияние на распределение данных, 

при вычислении information gain GOSS вводит постоянный 

множитель для экземпляров данных с малыми градиентами. 

В частности, GOSS сначала сортирует эти экземпляры в соот-
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ветствии с абсолютным значением их градиентов и выбирает 

верхние экземпляры a∙100%. Затем случайным образом выбира-

ет b∙100% экземпляров из остальных данных. После этого GOSS 

увеличивает выборочные данные с малыми градиентами на кон-

станту (1 – a)/b при расчете значений information gain. Поступая 

так, уделяется больше внимания недостаточно обученным эк-

земплярам без существенного изменения исходного распреде-

ления данных. 

В результате проведенных расчетов можно сделать вывод 

о том, что метод GOSS позволил нам ускорить обучение за счет 

сокращения экспериментальных данных о потреблении элек-

троэнергии и при этом сохранил точность оценки градиентов. 

Второй метод – ЕFВ – решает проблему высокой размерно-

сти данных о потреблении электроэнергии, объединяя взаимно-

исключающие признаки в одну группу, что позволяет сократить 

общее количество признаков (факторов, независимых перемен-

ных), не теряя информации. Далее представлен алгоритм рабо-

ты. 

Шаг 1.  Определение взаимной исключительности. 

Два признака считаются взаимно-исключающими, если они 

редко одновременно принимают ненулевые значения в выборке. 

Например, если xi и xj – признаки и вероятность того, что xi ≠ 0 

и xj ≠ 0 одновременно, очень мала, они могут быть объединены 

в один признак. 

Шаг 2.  Построение набора эксклюзивных признаков: 

–  все признаки разбиваются на несколько «пакетов», или 

«наборов», каждый из которых содержит только взаимно-

исключающие признаки; 

–  если m – исходное число признаков, то после применения 

EFB количество новых признаков m  будет существенно мень-

ше m, что снижает размерность. 

Шаг 3.  Объединение признаков. 

Пусть Bk – объединённый набор признаков, который состо-

ит из признаков, удовлетворяющих условию взаимной исклю-

чительности. Тогда новый признак fBk вычисляется для каждого 

набора Bk как  
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(10) ,
k

k

B i
i B

f x


   

где xi – исходные признаки (факторы). 

EFB – это практически безубыточный метод сокращения 

количества значимых факторов. В разреженном признаковом 

пространстве многие признаки почти исключительные. Это 

означает, что они редко одновременно принимают ненулевые 

значения. Факторы, которые закодированы с помощью метода 

One-hot encoding, – наглядный пример исключительных призна-

ков. EFB объединяет эти признаки, уменьшая размерность для 

того чтобы повысить эффективность алгоритма, сохраняя при 

этом высокий уровень точности. Набор таких независимых пе-

ременных, объединённых в один признак, называется exclusive 

feature bundle, или набор эксклюзивных факторов. 

В результате проведенного этапа данного исследования 

можно сделать вывод о том, что метод ЕFВ сократил размер-

ность признакового пространства, что снизило вычислительную 

нагрузку и потребление памяти. 

3.3. ПОДБОР ГИПЕРПАРАМЕТРОВ МОДЕЛИ 

Алгоритм LightGBM объединяет два вышеописанных ме-

тода при анализе значимости независимых переменных и по-

вышают эффективность математической модели, обеспечивая 

множество преимуществ по сравнению с другими моделями 

градиентного бустинга [16].  

Однако решающее значение в применении модели 

LightGBM имеет проведенное исследование по выявлению фак-

торов, влияющих на электропотребление и установление 

(настройка) оптимальных значений гиперпараметров, чтобы ма-

тематическая модель не переобучилась, а также не показала 

слабую адекватность имеющимся экспериментальным данным 

по потреблению электроэнергии на каждый час следующих су-

ток. Авторы Khanh-Toan Nguyen, Thanh-Ngoc Tran, Huy-Tuan 

Nguyen в своей статье [20] привели достаточно доказательств в 

пользу того, что использование гиперпараметров по умолчанию 

приводит к повышению ошибок прогнозирования. 
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В данном исследовании при построении математических 

моделей (5) для временных рядов при решении задачи модели-

рования и прогнозирования электропотребления на каждый час 

суток для энергосбытовых компаний мы учитывали временную 

зависимость данных и для этого применили метод кросс-

валидации на скользящем окне (TimeSeriesSplit) в сочетании 

с настройкой гиперпараметров с помощью GridSearchCV, что 

обеспечило нам выбор оптимальных параметров математиче-

ской модели (1) при учёте временных взаимосвязей [13]. 

В данном исследовании с помощью настройки 

GridSearchCV мы выполнили систематический перебор комби-

наций гиперпараметров для модели и нашли такие значения, 

которые минимизировали ошибку моделирования электропо-

требления. 

Пусть у нас есть модель с параметрами 

(11) 1 2( , ,..., ),k     

каждый из которых может принимать значения из множества Vi. 

Пространство поиска для этих параметров составляет декартово 

произведение  

(12) 1 2 ... .kV V V V     

С помощью метода GridSearchCV мы последовательно оце-

нили математическую модель на каждом элементе множества V, 

что позволило выбрать оптимальные параметры θ ⃰, минимизи-

рующие метрику ошибки на валидационных данных: 

(13) arg min ( ).
V

Ошибка


 



  

С помощью метода TimeSeriesSplit мы адаптировали кросс-

валидацию для временных рядов значений электропотребления, 

где данные делятся на обучающую и валидационную выборки, 

соблюдая порядок времени и избегая утраты взаимосвязей. На 

каждом разбиении обучающая выборка расширялась, добавляя 

более ранние временные периоды, и проверка производилась на 

следующих временных периодах. Для n разбиений с помощью 

метода TimeSeriesSplit подвыборки были организованы следу-

ющим образом: 

(14) _1 [1,2,..., ], _1 [ 1,..., ],Train k Test k k m     
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_2 [1,2,..., ], _ 2 [ 1,..., 2 ]Train k m Test k m k m       

и т.д., где k – размер обучающей выборки, m – размер тестовой 

выборки [13].  

Таким образом, на каждом шаге сохраняется структура 

временного ряда со значениями потребления электроэнергии за 

каждый час суток. 

Предположим, что пространство поиска состоит только из 

двух гиперпараметров, один из которых значим, а другой – нет. 

Мы хотим настроить их так, чтобы повысить точность модели. 

Если каждый из них имеет 3 разных значения, то всё простран-

ство поиска имеет 9 возможных вариантов. Можно попробовать 

каждый из них, чтобы найти оптимальное значение для обоих 

гиперпараметров. Этот подход и называется Grid Search. 

Проблема с кросс-валидацией на временных рядах состоит 

в том, что он имеет временную структуру и случайно переме-

шивать значения всего ряда без сохранения этой структуры 

нельзя, иначе в процессе потеряются все взаимосвязи наблюде-

ний друг с другом. Для этого необходимо использовать метод 

под названием TimeSeriesSplit. Суть метода заключается в сле-

дующем: начиная с некоторой подвыборки обучающих данных 

выдаются прогнозные значения на следующий временной пери-

од (test_size) с определенным сдвигом (gap) и оценивается их 

качество. Затем тот период, на который был выдан прогноз (т.е. 

значения независимых и зависимой переменной), добавляется 

в исходную подвыборку данных. Далее выдается прогноз на 

следующий определенный временной период (test_size) и так 

повторяется 5 раз (n_splits) (рис. 11). 

Авторами минимизировалось значение MAE, а для метода 

TimeSeriesSplit были установлены следующие аргументы: 

test_size (размер тестовой выборки) = 2160, n_splits (количество 

разбиений) = 5, gap (сдвиг по времени для оценки) = 120. Были 

подобраны n_estimators (количество решающих деревьев) 

и max_depth (их глубина). Оптимальными параметрами оказа-

лись n_estimators = 70, max_depth = 6. 
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Рис. 11. Принцип метода TimeSeriesSplit  

Необходимо отметить, что в качестве преимуществ методов 

TimeSeriesSplit и GridSearchCV при решении задачи моделиро-

вания электропотребления было выявлено, что сочетание алго-

ритмов TimeSeriesSplit и GridSearchCV минимизировало одну из 

важнейших проблем машинного обучения – «проблему утечки» 

(ситуация в моделировании, когда на этапе построения модели 

используются значения независимых переменных, недоступные 

при расчете прогнозной оценки) и обеспечило корректную ва-

лидацию временных рядов электропотребления, где текущие 

данные не должны использовать будущие данные для обучения 

математической модели (1). Сделанный нами вывод подтвер-

ждается проведенным экспериментом, тестированием на реаль-

ных данных в компании ПАО «Россети Северный Кавказ» в пе-

риод с 2022 по 2023 гг. и полученными научно-обоснованными 

результатами моделирования электропотребления, адекватно 

описывающими производственные данные. 

3.3. ОЦЕНКА ЗНАЧИМОСТИ ФАКТОРОВ 

После того как была разработана математическая модель, 

необходимо оценить значимость факторов. Для этого можно 

построить столбчатую диаграмму критерия прироста информа-

ции (Information Gain) для каждого фактора (рис. 12). В машин-

ном обучении прирост информации – это количество информа-
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ции, полученной о случайной величине в результате наблюде-

ния другой случайной величины [27]: 

(15) ( , ) ( ) ( | ),IG S a H S H S a   

где IG(S, a) – прирост информации для набора данных S;   

H(S) – информационная энтропия набора данных S до разбие-

ния; H(S|a) – это условная информационная энтропия набора 

данных S с разбиением a: 

(16) 
( )

( | ) ( ( )),a
a

v

S v
H S a H S v

s
   

где Sa(v)/s – отношение количества примеров в наборе данных 

с переменной a, имеющей значение v, и H(Sa(v)) – это информа-

ционная энтропия группы образцов, где переменная a имеет 

значение v. Информационным критерием качества для задачи 

регрессии является MSE.  

 

Рис. 12. Столбчатая диаграмма Information gain 

Как видно из графика на рис. 12, по имеющимся данным, 

оказалось, что большей значимостью из всех факторов облада-

ют лаговые переменные. 

3.3. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ РАЗРАБОТАННЫХ  

МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ ПО РАЗЛИЧНЫМ МЕТОДАМ 

МАШИННОГО ОБУЧЕНИЯ 

Необходимо отметить, что в ходе исследования был прове-

дён анализ различных методов машинного обучения: CatBoost 

[23], Huber Regressor [28], Random Forest [12], Linear Regression 

[15], LightGBM. Результаты оценки качества моделей по крите-



 

Управление большими системами. Выпуск 114 

30 

риям RMSE (корень из среднеквадратичной ошибки), MAE 

(средняя абсолютная ошибка), MAPE (средняя абсолютная про-

центная ошибка), R2
adjusted (скорректированный коэффициент 

детерминации) и представлены в таблицах 1–5. 

Таблица 1. Результаты оценки качества модели CatBoost 

 Train Validation Test 

RMSE 4,594 8,607 8,821 

MAE 3,287 6,737 6,811 

MAPE (%) 1,805 3,853 3,510 

R2
adjusted 0,988 0,925 0,965 

Таблица 2. Результаты оценки качества модели Huber  

Regression 

 Train Validation Test 

RMSE 8,126 9,689 8,993 

MAE 5,797 7,253 6,420 

MAPE (%) 3,189 3,960 3,230 

R2
adjusted 0,961 0,908 0,964 

Таблица 3. Результаты оценки качества модели Random Forest 

 Train Validation Test 

RMSE 2,742 7,656 8,439 

MAE 1,938 5,497 5,897 

MAPE (%) 1,078 2,989 2,903 

R2
adjusted 0,996 0,941 0,968 

Таблица 4. Результаты оценки качества Linear Regression 

 Train Validation Test 

RMSE 8,099 8,569 9,011 

MAE 5,923 6,227 6,525 

MAPE (%) 3,288 3,405 3,290 

R2
adjusted 0,962 0,927 0,964 

Таблица 5. Результаты оценки качества модели LightGBM 

 Train Validation Test 

RMSE 6,180 7,490 8,172 

MAE 4,493 5,328 5,777 

MAPE (%) 2,490 2,893 2,847 

R2
adjusted 0,978 0,944 0,970 
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Для наглядного представления информации о точности мо-

дели были построены графики. Самый простой график – линей-

ный. На нём необходимо отразить фактические и прогнозные 

значения. Проблема состоит в отображении больших объёмов 

данных: они будут иметь нерепрезентативный вид. На рис. 13 

отображены первые 720 фактических и прогнозных значений на 

тестовой выборке. 

 

Рис. 13. График фактических и прогнозных значений 

Для отображения всех точек проще воспользоваться диа-

граммой рассеяния. Диаграмма рассеяния изображает значения 

двух переменных в виде точек на декартовой плоскости. На 

диаграмме рассеяния каждому наблюдению соответствует точ-

ка, координаты которой равны значениям каких-либо двух па-

раметров этого наблюдения. Диаграммы рассеяния используют-

ся для демонстрации наличия или отсутствия корреляции между 

двумя переменными [2]. 

На рис. 14 представлена диаграмма рассеяния фактических 

и прогнозных значений электропотребления. В заголовке гра-

фика также отражён коэффициент корреляции между ними, он 

равен 0,986. 

Данный график демонстрирует отличную точность прогно-

зирования с помощью алгоритма LightGBM. 
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Рис. 14. Диаграмма рассеяния фактических и прогнозных  

значений электропотребления 

Проведена практическая апробация разработанной новой, 

полезной и качественной математической модели на данных 

одной из ведущих энергетических компаний Российской Феде-

рации ПАО «Россети Северный Кавказ». При моделировании 

и прогнозировании потребления электроэнергии на каждый час 

суток в течение 24 дней получены следующие результаты:  

–  средняя абсолютная ошибка прогнозирования электропо-

требления на каждый час следующих (первых) суток составила 

3,120%; 

–  средняя абсолютная ошибка прогнозирования электропо-

требления на каждый час вторых суток составила 3,70%; 

–  средняя абсолютная ошибка прогнозирования электропо-

требления на каждый час третьих суток составила 4%. 

–  средняя абсолютная ошибка прогнозирования электропо-

требления за три дня составила 3,606 %. 

3.3. АНАЛИЗ ОСТАТКОВ РАЗРАБОТАННОЙ МОДЕЛИ 

Важным этапом оценки разработанной регрессионной 

модели является анализ её остатков. Модель должна оди-

наково хорошо прогнозировать как большие значения це-

левой переменной, так и малые. Недопустимы также 

большие отклонения по абсолютной величине. Гистограм-
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ма должна быть симметрична относительно нуля. Медиа-

на, мода и среднее должно стремиться к нулю. На рис. 15 

представлена гистограмма распределения остатков модели. 

Из рис. 16 видно, что отклонения не превышают границ  

0 ± 1σ. 

 

Рис. 15. Гистограмма распределения остатков 

При анализе диаграммы отклонений Box Plot, представлен-

ной на рис. 16, было выявлено, что 6,719% остатков выходят за 

границы:  

Lower fence: 

Q1 – (1,5 ∙ IQR) = –2,799 – (1,5 ∙ 7,893) = –14,638 (МВт ∙ ч); 

Upper fence: 

Q3 + (1,5 ∙ IQR) = 5,097 + (1,5 ∙ 7,893) = 16,936 (МВт ∙ ч),  

где Lower fence – нижняя граница статистически значимой вы-

борки данных; Upper fence – верхняя граница статистически 

значимой выборки данных; Q1 – первый квартиль; Q3 – третий 

квартиль; IQR –межквартильный размах. 

Также были рассчитаны максимальная положительная 

ошибка и максимальная отрицательная ошибка прогнозирова-

ния: 

Максимальная положительная ошибка = 39,296 (МВт·ч.); 

Максимальная отрицательная ошибка = –39,733 (МВт·ч.). 
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Рис. 16. Диаграмма отклонений BOX PLOT 

4. Выводы и рекомендации 

В результате проведенного экспериментального исследова-

ния была разработана новая, полезная, адекватная и качествен-

ная регрессионная модель для системы поддержки принятия 

решений при прогнозировании поведения электропотребления 

в энергетической компании. Исследование показало, что приме-

нение разработанной модели позволяет улучшить точность про-

гнозов, оптимизировать распределение ресурсов и повысить 

эффективность управления энергетическими процессами и ре-

сурсами в большой электроэнергетической системе Российской 

Федерации. 

Системный анализ результатов показал, что разработанная 

математическая модель способствует снижению издержек ком-

пании за счет оптимального использования электроэнергии 

и предотвращения возможных простоев или перерасхода ресур-

сов. Это обеспечивает более стабильную и надежную работу 

энергетических систем, снижает риски финансовых потерь 

и способствует экономической эффективности энергетических 

и производственных предприятий. 

Полученные результаты исследовательской работы могут 

быть использованы для улучшения оперативного управления 

и планирования энергопотреблением, что снизит издержки ком-

паний и повысит их конкурентоспособность на энергетическом 
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рынке. Для производственных предприятий корректное прогно-

зирование помогает точнее планировать производственные 

мощности и оптимально распределять ресурсы. Для энергетиче-

ских компаний – обеспечивать стабильность, эффективность 

и устойчивость работы энергосистемы, а также экономически 

выгодное энергоснабжение в регионе. 

С помощью технологии искусственного интеллекта 

Boosting разработана математическая модель LightGBM, кото-

рая позволяет определенной энергетической компании модели-

ровать и прогнозировать поведение потребления электроэнер-

гии со средней абсолютной ошибкой за три дня 3,606% 

(МВт·ч.). 
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to develop a mathematical (regression) model for predicting the behavior of elec-

tricity consumption for each hour of the next day for energy supply companies using 

modern methods of machine learning and artificial intelligence. This article dis-

cusses various artificial intelligence methods used to model and predict electricity 

consumption. These methods include a linear model, a random forest, and two im-

plementations of gradient boosting over decision trees. A scientific approach based 

on Boosting artificial intelligence technology allows to minimize the error in fore-

casting electricity consumption in large energy companies. The authors have devel-

oped a new, useful and high-quality regression model that adequately describes 

experimental data on electricity consumption for each hour of the day. The devel-

oped regression model was tested on real production data of an energy company. 

The conducted research and the obtained results allow the authors to conclude that 

the mathematical model developed using the machine learning method – LightGBM, 

can be used by energy supply companies for hourly planning of electricity consump-

tion when submitting applications to the wholesale electricity and capacity market 

(WECM) for several days in advance. The research was carried out in the Python 

programming language. 

Keywords: energy consumption modeling, data processing, model quality 

assessment, mathematical statistics, regression model, artificial intelligence. 
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ДИНАМИЧЕСКОЕ ВОССТАНОВЛЕНИЕ  
КОЭФФИЦИЕНТОВ СПЛОШНОЙ СРЕДЫ  

ПРИ МОДЕЛИРОВАНИИ  
НЕСТАЦИОНАРНЫХ ПРОЦЕССОВ 

Жуков П. И.1 

(Старооскольский технологический институт 

им. А.А. Угарова (филиал) НИТУ «МИСИС»,  

Старый Оскол) 

При моделировании нестационарных процессов в сплошных средах при помощи 

параболических дифференциальных уравнений часто встречаются ситуации, 

когда коэффициент, обеспечивающий связь левой и правой части уравнения, 

описывается как некоторая функция от множества переменных, включая со-

стояния исследуемой среды. Восстановление данной зависимости, как правило, 

требует решения обратных коэффициентных задач, основанных на известных 

состояниях среды. На практике это означает, что обратная задача реша-

ется, опираясь, помимо прочего, на некоторую невязку между модельными дан-

ными и известными наблюдениям. Тем не менее нередки случаи, когда таких 

наблюдений критически мало во времени, например измерения состояния среды 

происходят с определенным очень большим временным шагом или вообще 

только в конце нестационарного процесса. Тогда в ретроспективных наблюде-

ниях присутствуют моменты времени, когда состояние среды неизвестно, 

ввиду чего для них нельзя определить градиент ошибки и с приемлемой точно-

стью восстановить искомую функциональную зависимость. В данной работе 

предлагается альтернативный взгляд на проблему восстановления коэффици-

ентов сплошной среды для ситуаций, когда известных состояний среды значи-

тельно меньше, чем неизвестных. Непрерывный нестационарный процесс был 

рассмотрен, как дискретный, развивающийся во времени, и была предложена 

рекуррентная функция смены дискретных состояний. На основе данной функ-

ции был предложен численный метод интерполяции градиента ошибки между 

ожидаемым и фактическим состояниями среды внутри двух любых извест-

ными состояний. Был продемонстрирован процесс восстановления дискретных 

значений коэффициентов в отдельные моменты времени при помощи метода 

стохастического градиентного спуска на основе численной модели обобщен-

ного параболического уравнения с произвольным внешним воздействием на гра-

нице. 

Ключевые слова: параметрическая оптимизация, нестационарные про-

цессы, коэффициентные обратные задачи, параболические уравнения. 
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1. Введение 

Пусть имеет место некоторая сплошная среда, которая обла-

дает внутренним состоянием Q. Предположим, что внутреннее 

состояние среды изменяется с течением времени. Допустим, что 

процесс этого изменения может быть описан дифференциальным 

уравнение следующего вида (1): 

(1) 
2Q Q  , 

где φ – некоторый связующий коэффициент, позволяющий увя-

зать размерности слева и справа в данном уравнении,  – опера-

тор набла. 

Уравнение (1) относится к классу параболических диффе-

ренциальных уравнений, которыми описывают нестационарные 

процессы чаще всего в сплошных средах, определенных в огра-

ниченных евклидовых пространствах, где ограничениями высту-

пают некоторые краевые условия. В частности, при помощи урав-

нения вида (1) можно описать нестационарную диффузию 

[20, 31] или её частный случай – нестационарную теплопровод-

ность [2, 7, 8, 27]. 

Коэффициент φ определяется моделируемой средой и опре-

деляет её поведение с функциями внешних и внутренних источ-

ников. Когда этот коэффициент не зависит ни от самого состоя-

ния среды, ни от времени, то решение краевых задач на основе 

(1) является в достаточной мере тривиальным.  

Однако в практических задачах данный коэффициент изме-

няется вслед за изменением внутреннего состояния среды 

φ = fφ(Q, m) и зависит от её природы (m). На сегодняшний день 

существует много работ, пытающихся учесть нестационарность 

этого и других коэффициентов функций источников 

[2, 4, 8, 12, 14, 15].  

В подобном случае рассмотренное выше уравнение (1) явля-

ется лишь частным случаем уравнения (2), для решения которого 

необходимо структурно идентифицировать fφ(Q, m): 

(2) ( ( ), )Q Qf Q m   . 

Задача поиска и восстановления данной функциональной за-

висимости лежит в области обратных задач. Та их часть, которая 
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предполагает восстановления коэффициентов исходного уравне-

ния на основе некоторых априорных сведений, называется коэф-

фициентными обратными задачами. При описании с помощью 

(2) процессов эволюции во времени некоторых сред такими апри-

орными сведениями могут являться их известные состояния 

в определённые моменты времени. 

Применительно к различным областям науки и техники дан-

ные задачи хорошо исследованы в работах А.Н. Тихонова [18], 

М.М. Лаврентьева [11], О.М. Алифанова [1], С.И. Кабанихина [6], 

В.И. Дмитриева [5] и др. В разрезе вычислительной математики 

и численных методов обратные задачи исследованы в работах 

А.А Самарского и П.Н. Вабищевича [17], Г.И. Марчука [13] и др.  

В частности, ставшие уже классическими математические 

постановки коэффициентных обратных задач и современные ме-

тоды их решения можно найти в работах, упомянутых ранее  – 

О.М. Алифанова, В.И. Дмитриева, С.И. Кабанихина, а также в ра-

ботах М.Ю. Кокурина [10], А.И. Кожанова [9], А.О. Ватульяна [3] 

и др. За рубежом решению коэффициентных обратных задач по-

священы работы William Symes [29], Heinz W. Engl [21], Masahiro 

Yamamoto [30], Martin Hanke [23], Andreas Kirsch [26] и др. 

Современные подходы к решению обратных коэффициент-

ных задач допускают существенный уровень шума в данных об 

известных состояниях среды, ограниченность по их количеству, 

наличие нелинейностей в исходных уравнениях и другие ограни-

чивающие факторы. Однако очень редко рассматриваются ситу-

аций, когда известных состояний среды, по которым можно было 

бы восстановить искомые коэффициенты, критически меньше, 

чем неизвестных. Например, известно только начальное и конеч-

ное состояние.  

При этом сами такие ситуации в практических задачах не-

редки, например, промышленный нагрев в методических печах 

твердых тел приблизительно схожих внутренних конфигураций. 

Из-за высокотемпературного характера нагрева, а также невоз-

можности контролируемым образом изучить каждую физико-хи-

мическую конфигурацию нагреваемого материала, осложняется 

процесс восстановления коэффициентов уравнения (2), что сни-

жает практическую применимость моделей прямого решения, ос-

нованных на нем. 
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Одним из наиболее распространенных способов борьбы с не-

полнотой сведений является ввод в минимизируемые функцио-

налы весовых коэффициентов для невязок между расчетными 

и наблюдаемыми состояниями среды. Такой способ при упомя-

нутом выше частном случае неполноты сведений будет подобен 

применению простой равномерной метрики, например макси-

муму известной невязки, что приведет к быстрому нарастанию 

погрешности. 

Ввиду данного факта в данной работе предлагается альтер-

нативный взгляд на решение поставленной проблемы неполноты 

сведений при решении коэффициентной обратной задачи. Дела-

ется предположение о том, что в моменты времени, когда состо-

яние среды известно, по дополнительным сведениям, можно оце-

нить невязку не только непосредственно в данный момент, но 

и проследить её изменение для всех предшествующих по вре-

мени состояний. Идея наследует принципы, исторически приме-

няемые в области «машинного обучения» для решения схожих 

задач определения ошибок в скрытых слоях нейронных сетей. 

Данное исследование предполагает ряд допущений, которые 

предполагается ослабить в ходе дальнейших изысканий. В част-

ности о том, что значения φ постоянны в каждой точке простран-

ства среды и зависят только от некоторого её усредненного со-

стояния в момент времени t. Нетривиальной видится проблема 

определения этого усредненного состояния среды, для чего в ра-

боте предлагается рекуррентная функция на основе финитного 

представления (2), непрерывно дифференцируемая первого по-

рядка по φ. 

2. Определение обобщенной по пространству  
рекуррентной функции смены состояний среды  

Для определения рекуррентной функции смены состояния 

необходимо построить финитную модель параболического урав-

нения (2) первого порядка. Пред тем как приступить к её рассмот-

рению, закрепим некоторые основные допущения: 1) рассматри-

вается однородная одномерная сплошная среда; 2) связующий 

коэффициент φ в однородной сплошной среде является некото-
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рой функцией от состояния среды в момент времени t и постоя-

нен в каждой точке пространства среды; 3) связующий коэффи-

циент зависит от природы среды (m), которая постоянна в момент 

её рассмотрения. Допущение об одномерности среды является 

следствием покоординатного расщепления [19], согласно кото-

рому локально-одномерный случай является частным случаем 

многомерного.  

Для перехода к финитной модели перепишем одномерное 

уравнение (2) к виду в частных производных (3): 

(3) 
( , ) ( , )

( ( , ), )
Q x t Q x t

f Q x t m
t x x



   
  

   
. 

Поскольку было принято допущение, что φ не зависит от 

пространственной координаты, то можно переписать (3) в следу-

ющем виде: 

(4) 
2

2

( , ) ( , )
( , )t

S

Q x t Q x t
f Q m

t x


 
 

 
, 

где Qt
S – это усредненное состояние среды по всем простран-

ственным координатам в момент времени t. 

Для перехода к финитному представлению необходимо за-

мостить пространство одномерной сетью x = [0, H]. Внутренние 

состояния среды определим в узлах некоторой одномерной вре-

менной сети t = [0, N,], тогда набор дискретных состояний будет 

определен в некоторой двумерной плоскости (рис. 1). 

...

x

t

Q(t)
x+2

Q1
x+1

Q(t+1)
x+5

...
...

...
...

 

Рис. 1. Представление процесса изменения конечного набора 

пространственных состояний во времени 
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В дискретной форме дифференциальное уравнение (3) 

можно представить в форме уравнения (5) согласно методу ко-

нечных разностей [16]: 

(5) 
1

1 1

2

2
( , )

t t t t t
tx x x x x
S

Q Q Q Q Q
f Q m

t x




     
 

 
, 

где Δt и Δx – это величина дискретизации по времени и простран-

ству соответственно. 

Обратимся к допущениям, сделанным ранее, в частности 

к тому, что связующий коэффициент одинаков в каждой точке 

сплошной среды x в момент времени t. Тогда мы можем выпол-

нить замену непрерывной функции fφ(Q
t
x, m) на вектор дискрет-

ных параметров φt
m, которые будут определены в каждый момент 

времени t ≠ 0. При этом степень дискретизации здесь будет зави-

сеть от Δt и совпадать с дискретным набором конечных состоя-

ний исследуемой среды: 

(6) 

0 1 2

0 1 2

[ , , , ..., ]
||

[ , , ,. .., ]

N

x x x x

N

m m m m

Q Q Q Q Q
Q

    

 



 

Сделаем предположение, что существует такая рекуррентная 

зависимость между дискретными состояниями t и (t + 1)-м, что 

зависит, помимо прочего, от φt
m. Обозначим такую рекуррентную 

зависимость как FS(Q
t
S, φ

t
m, t), тогда можно будет рассмотреть φt

m 

как некоторое управляющее воздействие, изменения которого 

в момент времени t способно привести к различным состояниям 

в момент времени t + 1. Таким образом, можно предполагать, что 

каждое последующее усредненное состояние исследуемой среды 

Qt+1
S принадлежит некоторой области всех возможных состоя-

ний, в которые их способна привести функция Ft+1(Qt
S, φ

t
m): 

(7) 
1 : ; ( ; ) .t

Q Q Q QF X Y X Y    

Рассмотрим способ определения данной рекуррентной зави-

симости. Известно, что в каждый момент времени t имеется H 

внутренних состояний среды согласно пространственной сети. 

Тогда получить обобщенную рекуррентную зависимость состоя-

ния в момент времени t + 1 от состояния в момент времени t 

можно, используя следующую концепцию усреднения (рис. 2), 

которая позволяет напрямую проследить внешнее воздействие на 
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внутренние пространственные состояния среды. В представлен-

ном случае F0 и FH – это некоторые рекуррентные функции смены 

состояния на границах пространственной сети, а F0...H – это функ-

ция суммы внутренних состояний. 

F0 F x FH

t=t0+1

t=t0

FS(t+1) = (F0+F0..H +FH) / H

+ +

 

Рис. 2. Предлагаемый принцип усреднения 

Пусть на границах одномерной сплошной среды выполня-

ется следующие краевые условия: 

(8) 

(0, )
( (0, ), ) ( (0, )),

( , )
( ( , ), ) ( ( , ));

x

x

Q t
Q t m g Q t

x

Q H t
Q H t m g Q H t

x






  




 



 

где ψ(Q) – это коэффициент внешнего воздействия вблизи физи-

ческой границы исследуемой сплошной среды и который зависит 

от нее. Данные уравнения позволяют определить функции смены 

состояний рассматриваемой дискретной модели в точках на гра-

ницах (F0, FH) и вместе с начальными условиями вида t0 = 0, 

Q(x, 0) = Q0 формируют некоторую начально-краевую задачу для 

уравнения (3). 

Для нахождения функций F0 и FH разложим в ряд Тейлора 

функции Q(1, t) и Q(H – 1, t) в окрестностях (x = 0, t) и (x = H, t) 

соответственно: 

(9) 

22
30 0

1 0 2

22
3

1 2

( ),
2!

( ).
2!

t t
t t

t t
t t H H
H H

Q Qx
Q Q x O x

x x

Q Qx
Q Q x O x

x x


 
     

 

 
     

 

  

Предположим, что на границах (x = 0, t) и (x = H, t), помимо 
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краевых условий (8) также выполняется дифференциальное урав-

нение (3), и перепишем разложение (9) следующим образом:  

(10) 

2
30 0

1 0

2
3

1

( )
( ),

2!

( )
( ).

2!

t t
t t x

t t

m m

t t
t t x H H
H H t t

m m

f Q Qx
Q Q x O x

t

f Q Qx
Q Q x O x

t

 

 


  
        

  


     

 

 

Здесь коэффициент ψ был представлен в дискретном виде 

со степенью дискретизации Δt, а также был принят независимым 

от пространственной координаты. Таким образом, останется вы-

разить (10) относительно (t + 1)-го временного слоя, предвари-

тельно представив непрерывный дифференциальный оператор 

во втором слагаемом в дискретной форме: 

(11) 

 

 

0 1 0
0 0 2

1

2

2 2 ( )
,

2 2 ( )
.

t t t t t
mt m x

t

m

t t t t t
m H Ht m x H

H H t

m

t Q Q t f Q
F Q

x x

t Q Q t f Q
F Q

x x

 



 





        
  

  

        
  

  

 

Для определения F0…H необходимо обратится к уравнению 

(5) и выразить его относительно Qt+1
x: 

(12) 1 1 1

2

2t t t
t t t x x x
x x m

Q Q Q
Q Q t

x
    

    


 

Затем просуммируем все точки в интервале [х + 1; H – 1]: 

(13) 
1 1

1 1 1

2
1 1

2t t tH H
t t t x x x
x x m

x x

Q Q Q
Q Q t

x


 
  

 

   
     

 
  . 

Упростим (13) до вида  

(14) 

1 1 1 1
2

1 11
1 1 1 11

2
1

2
H H H H

t t t t t

x m x x xH
x x x xt

x

x

x Q t Q Q Q

Q
x


   

 
   



 
        

 




   
 . 

Избыточные операции суммирования, представленные 

в (14), можно упростить до одной единственной операции, рас-

смотрев каждую из представленных сумм в виде конечной после-

довательности: 
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(15) 

1

1 2 3 4 2 1

1

1

1 0 1 2 3 2

1

1

1 2 3 4 5 1

1

... ,

... ,

... .

H
t t t t t t t

x H H

t

H
t t t t t t

x H

t

H
t t t t t t t

x H H

t

Q Q Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q Q Q



 





 





 




      




     



      








 

Несложно заметить, что имеет место возможность аппрокси-

мировать представленные дискретные суммы одной операцией 

суммирования: 

(16) 

1

1 1

1

1 2

1 0 1

1 2

1

1 1

1

,

, где .

,

H
t t t t

x x H

t

H H
t t t t t t

x x x x

t t

H
t t t t

x x H H

t

Q Q Q Q

Q Q Q Q Q Q

Q Q Q Q







 



 



 




  




   



  




 



 

Теперь перепишем уравнение (14) с учетом (16) и упростим: 

(17) 1 0 1
0... 1 1 2

( 2 )
.

t t t t
t t t H H

H x H

t Q Q Q Q
F Q Q Q

x

 


      
   


 

Зная уравнения смены состояния на границах, а также усред-

ненное состояние внутри дискретной пространственной сети, 

можно определить обобщенную функцию смены состояния на 

(t + 1)-м временном шаге FS(Q
t
S, φ

t
m, t): 

(18)

1 0 1

1 0 1 0

2

( , )

( ) 2 ( ( )

,

)

,

,

 

)

 

(

t t t t t
t t x H H

S m

t t t t t t t t

m H H m x x H

t

m

t

m

Q Q Q Q Q
F Q

H

t Q Q Q Q t f Q f Q

H x H x

t













   
 

        
 

   

 

где Qt – это набор всех пространственных состояний среды в мо-

мент времени t. Таким образом (18) – это упомянутая ранее ре-

куррентная функция смены состояния, для которой можно допу-

стить, что в момент времени t, все значения Q из Qt – константы. 

Ранее делалось предположение, что в такой ситуации можно вос-

принимать значениях коэффициента φt
m как некоторое управле-

ние, которое приводит к смене одного состояния на другое, на 
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основе этих постоянных значений. К этому предположению 

можно добавить и ψt
m и заметить, что (18) непрерывно зависит от 

φt
m и также непрерывно зависит от ψt

m везде, кроме ψt
m = 0. Опре-

делим первую производную данной функции по φt
m: 

(19) 1 0 1 0

2

(...) ( ) 2 ( ( ) ( ))
.

t t t t t t

S

t

m

H H x x H

t

m

F t Q Q Q Q t f Q f Q

H x H x
        

 
   

 

Заметим, что полученная производная не зависит от φt
m, яв-

ляясь константой. Можно утверждать, что предложенная выше 

функция является непрерывно дифференцируемой первого по-

рядка по φt
m. Рассмотрим производную функции (18) по ψt

m: 

(20) 0

2

(...) 2 ( ) ( ))

( )
.

t t

t

S x x H

t

m m

F t f Q f Q

H x



 

    
 

  
 

Частная производная (20) определена на интервале 

(– ; 0)  (0;+ ) и на нем же непрерывна, ввиду чего можно 

утверждать, что предложенная формула (18) является непре-

рывно дифференцируемой минимум единожды по φt
m и ψt

m 

на упомянутом интервале. 

Предложенная выше дифференцируемая рекуррентная 

функция смены временных состояний среды позволяет рассмот-

реть применение градиентных методов поиска и восстановления 

коэффициентов φt
m и ψt

m. 

3. Предлагаемый численный метод параметриче-
ской оптимизации  

Опираясь на вышеизложенное, предположим, что имеет ме-

сто необходимость для численной модели (3) с граничными усло-

виями (8) и начальными условиями вида Q(x, 0) = Q0(x), t = [0, tE] 

решить обратную коэффициентную задачу. Для этого предполо-

жим, что имеется набор априорных сведений, например, усред-

ненных значений состояний среды в t-й момент времени QE(t) и 

независящих от пространственной координаты: 

(21) ( , ) ( ), [1, ]E EQ x t Q t t t  . 

Тогда обратная задача будет заключаться в нахождении та-

ких φt
m и ψt

m, при которых решение прямой задачи удовлетворяло 
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бы известным состояниям (21) в точках временного диапазона 

следующим образом: 

(22) ),  , ( , ) ( , [1, ]t t

S m

t

m E EtF Q Q t t t   . 

Эту задачу можно сформулировать следующим образом: 

необходимо найти такие φt
m, ψt

m, минимизирующие функционал 

(23) 
2

1

( ) ( , ) ( ) (...) min,  ,  , 
endt

t t t

m S m

t t

m m EJ F Q Q t dt t R        , 

где J(φt
m, ψt

m) – целевой функционал, λ – параметр регуляризации, 

R(…) – регуляризующий член. Это задача оптимизации в класси-

ческой постановке, для решения которой можно применить раз-

личные итеративные алгоритмы, например метод градиентного 

спуска. Теперь рассмотрим ситуацию, при которой известные со-

стояния имеются только в момент времени t = tE. Тогда на интер-

вале t  [1, tE) функционал не определен в явном виде, что услож-

няет расчет градиента и, как следствие, применение градиентных 

методов.  

Рассмотрим следующий предлагаемый численный метод на 

основе внутренней интерполяции значений градиента ошибка це-

левого функционала на интервале t  [1, tE). Для этого будем вос-

принимать упомянутую ранее финитную модель как систему 

с конечным набором состояний: стационарные, когда дополни-

тельные сведения известны; нестационарные – все остальные. 

Определить градиент невязки в стационарные моменты времени 

можно тривиальным образом: 

(24) 
(..., )

;
(..., ) (..., )

E E E E E

E E E

t t t t t

E

t t t S

m E m m E m

J J F t J J F

F t F t   

     
   

     
, 

где ∂F/∂φ и ∂F/∂ψ уже были определены ранее как частные про-

изводные (19) и (20) соответственно. 

Невязку для нестационарных состояний определим из следу-

ющего предположения. Пусть набор нестационарных состояний 

формирует некоторую траекторию переходного процесса, кото-

рая приводит дискретную систему в точку QE(tE). Если процесс 

перехода будет описываться предложенной выше рекуррентной 

функцией (18), тогда отклонение от этой траектории можно про-

следить через влияние φt
m, ψt

m на Qt
x в моменты времени между 

двумя стационарными состояниями. Начальное условие 
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(Q(x, 0) = Q0(t)) по определению можно также отнести к стацио-

нарному состоянию, тогда предположим, что градиенты невязки 

между двумя стационарными состояниями можно вычислить 

цепными уравнениями следующего вида: 

(25) 

1

1

1

1

(..., ) (..., )
,

(0; ).
(..., ) (..., )

,

t t

t t t t

m m x m

E
t t

t t t t

m m x m

J JF t F t

Q
t t

J JF t F t

Q

  

  









    
    

     


   
       

 

Частная производная 𝜕𝐹/𝜕𝑄𝑥
̅̅̅̅  в любой момент времени 

равна (1/H), что можно заметить из (18). Тогда уравнение цепной 

связи будет иметь вид (26): 

(26) 

1

1

1

1

1 (..., )
,

(0; ).
1 (..., )

,

t t

t t t

m m m

E
t t

t t t

m m m

J JF t

H
t t

J JF t

H

  

  









   
    

    


  
      

 

Можно заметить, что вычисление (26) возможно только об-

ратно по временной координате от t = tE до t = 0. Важно упомя-

нуть, что здесь рассматривается худший случай, когда стацио-

нарные состояния среды известны только в начале и конце про-

цесса, однако предложенный выше подход к интерполяции гра-

диента применим для двух любых произвольных стационарных 

состояний на интервале t  [0, tE]. Опираясь на (24) и (26) можно 

применить метод градиентного спуска, однако перед этим необ-

ходимо определить условия корректности расчета модели на 

ЭВМ [16]. Будем использовать условие устойчивости разносной 

схемы, дополнив его ограничением функции (18): 

(27) 
22 ; 0.t t

m mt x       

Слежение за соблюдением условия (25) в процессе восста-

новления коэффициентов – это нетривиальная задача, требующая 

разработки отдельных инструментов, которой предполагается 

посвятить дальнейшие исследования. Для обеспечения началь-

ной устойчивости достаточно инициализировать (φt
m, ψt

m) 

без нарушения (27), например при помощи метода псевдослучай-

ной генерации вещественных чисел в заданном диапазоне. 
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Дальнейшая суть обратной задачи заключается в настройке 

первично инициализированных φt
m, и ψt

m таким образом, чтобы 

функционал (23), определенный в стационарные моменты, мини-

мизировался. Применяя градиентные методы, важно помнить, 

что согласно предложенному методу интерполяции градиент, 

распространяемый вдоль временных слоев, будет затухать [22] 

пропорционально размерности временной сети. Это вычисли-

тельная проблема, устранить которую может помочь модифика-

ция законов настройки для φt
m, и ψt

m. В частности, предлагается 

использовать законы настройки (28) и (29), которые известны 

в области машинного обучения как оптимизатор «Adam» [25]: 

(28) 
1 1

ˆ
ˆ ˆ; ;

(1 ) (1 )ˆ

t t t t
m t tt t

t

m m m
m v

v
 

 
     

 
, 

где η – это шаг настройки; β1,2 – это нормированные значения от 0 

до 1, определяющие степень вклада момента и скорости измене-

ния соответственно; m̂t – это усредненный скорректированный 

момент градиента ошибки в t-й момент времени; v̂t – это скоррек-

тированная скорость градиента ошибки в t-й момент времени; mt, 

vt – это момент и скорость изменения градиента ошибки в t-й мо-

мент времени, определяемые по формулам  

(29) 

2

1 1 1 2 1 2(1 ) ; (1 )
t t

t t t tt t

m m

J J
m m v v   

 
 

  
           

  
. 

Закон настройки для ψt
m имеет аналогичный (28) и (29) вид. 

Таким образом, предлагается следующий численный метод 

в виде конечного алгоритма, основанный на стохастическом гра-

диентном спуске: 
1. На первом этапе инициализировать φt

m и ψ
t
m таким образом, 

чтобы не нарушалось условие (27); 
2. В цикле с предусловием, пока невязка больше определен-

ной критической величины (е): 
а. На основании полученных φt

m и ψt
m произвести расчет 

всех внутренних состояний сплошной среды как по про-
странству, так и по времени; 

б. По дополнительным сведениям, получить эталонные 
стационарные состояния среды; 
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в. Вычислить состояние сплошной среды в этот момент 
времени по функции (18); 

г. Вычислить определить невязку по значению функцио-
нала (23) для стационарного состояния; 

д. Вычислить при помощи (19) частную производную 
∂F/∂φ; 

е. Вычислить при помощи (20) частную производную ∂F/∂ 
ψ; 

ж. Вычислить частную производную ошибки по φt
m и ψt

m 
при помощи (24) для стационарных состояний среды; 

з. Настроить значения коэффициентов φt
m и ψt

m для стаци-
онарного состояния среды, используя законы настройки 
(28) и (29); 

и. В цикле с параметром t по всем нестационарным состо-
яниям, двигаясь обратно по времени: 

i. При помощи (19) и (20) вычислить частные произ-
водные ∂F/∂φ и ∂F/∂ ψ; 

ii. Вычислить частные производные ошибок цепным 
уравнением (26); 

iii. Настроить значения коэффициентов φt
m и ψt

m для 
стационарного состояния среды, используя за-
коны настройки (28) и (29); 

к. Вернуться к пункту 3. 
3. Завершить расчет. 

Для предложенного численного метода были проведены чис-

ленные эксперименты с целью определить сходимость метода па-

раметрической оптимизации и степень качества аппроксимации 

обобщенного по пространству состояния среды (18). 

4. Численные эксперименты 

Первым экспериментом, который было решено провести – 

это апробировать предложенную аппроксимационную функцию 

(18) для расчета обобщенного состояния среды. Внешние воздей-

ствие на сплошную среду в её граничных пространственных уз-

лах описывалось следующей функцией: 
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Параметры κ1 и κ2 здесь описывают степень воздействия на 

границе. Эксперимент проводился без предварительной коррек-

ции связующего коэффициента φt
m с параметрами κ1 = κ2 = 5,0 

и начальными условиями t0 = 0, Qt0 = 50. Общие параметры мо-

дели представлены в таблице 1. 

Таблица 1. Параметры модели для тестирования 

Параметр модели Значение 

Общее время моделирования (tmax) 1000 

Пространственная размерность (Lmax) 500 

Шаг по времени (Δt) 5 

Шаг по пространству (Δx) 50 

Начальное состояние среды (Q0
x) 50 

Размерность пространственной сети (H) 10 

Размерность временной сети (N) 200 

Коэффициент связи в каждом узле временной сети (φt
m) 12 

Граничный коэффициент в каждом узле временной 

сети (ψt
m) 

60 

 

Всего проводились 15 экспериментов с изменением парамет-

ров φt
m и Δx в рамках окна устойчивости, определенного усло-

вием (27). График изменения усредненного состояния среды 

представлен на рис. 3. 

Как можно заметить, имеется статическая ошибка между 

фактическим средним значением пространственных состояний 

среды в (t + 1)-й момент времени и расчетным значением, полу-

ченным на основании предложенной функции (18) в тот же мо-

мент времени. 

Для численной оценки качества была использована метрика 

абсолютного среднего (31) [24]: 

(31) 0

(..., ) AVG( )
N

t

x

i

F t Q

MAE
N








. 
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Рис. 3. Сравнение точности предложенного показателя (18) 

Результаты эксперимента (таблица 2) показали, что чем 

больше шаг вдоль пространственной сети Δx, тем медленней при-

растает ошибка с ростом φt
m.  

Кроме того, было установлено, что изменение статических 

ψt
m никаким образом не влияет на представленный выше резуль-

тат. Тем не менее дальнейшие эксперименты с корректировкой 

ψt
m показали, что наблюдается снижение расхождения, посчитан-

ного метрикой (18) значения и простого усредненного значения 

пространственных состояний среды. 

На основе приведенных данных экспериментов был получен 

следующий график уменьшения статической ошибки при увели-

чении пространственного шага моделирования (рис. 4).  

Вторым тестом в рамках апробации было эксперименталь-

ное исследование сходимости предложенного метода по значе-

нию. В качестве критерия сходимости было выбрано отклонение 

абсолютной ошибки наблюдения не более чем на 10. В качестве 

естественного стационарного состояния использовалось не-

управляемое начальное состояние t = 0, а в качестве второго ста-

ционарного состояния рассматривался конец моделирования 

t = N, таким образом было рассмотрено наиболее широкое окно 

переходного процесса. 
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Таблица 2. Результаты экспериментов сходимости  

аппроксимационной функции (18) 

Значение 

φt
m 

Статическая ошибка 

(19) е = МАЕ 

Скорость измене-

ния ошибки∂e/∂t 

Ускорение роста 

ошибки∂2e/∂t2 

Δx = 75, Δt = 5 

2,02 20 0 0 

2,62 25 0,6 0 

3,246 30 0,626 0,026 

3,877 35 0,631 0,005 

4,517 40 0,64 0,009 

Δx = 100, Δt = 5 

1,275 20 0 0 

1,669 25 0,394 0 

2,078 30 0,409 0,015 

2,497 35 0,419 0,01 

2,925 40 0,428 0,009 

Δx = 125, Δt = 5 

0,993 20 0 0 

1,309 25 0,316 0 

1,63 30 0,321 0,005 

1,97 35 0,34 0,019 

2,32 40 0,35 0,01 

 

 
Рис. 4. Связь статической ошибки с величиной  

пространственного шага 
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В результате был получен следующий график (рис. 5). Как 

можно заметить, различные эталонные значения и процесс псев-

дослучайно инициализации φt
m и ψt

m формировали различные 

стартовые условия, из которых предложенный численный метод 

успешно сходился по значению ошибки. 

На графике можно заметить, что в эксперименте №5, где эта-

лонное значение было близко к значению некоторого внешнего 

воздействия на сплошную среду, в определенный момент наблю-

дается потеря устойчивости процесса коррекции. Одним из воз-

можных решений данной проблемы является снижение ошибки 

между средним значением пространственных состояний сплош-

ной среды и предложенной метрикой (18). 

 
Рис. 5. Результат практического теста на сходимость  

к значению 

Было замечено, что закономерное увеличение степени дис-

кретизации временной сети приводит к росту качества модели, 

однако, это сильно снижает скорость её работы. Предполагается, 

что существует такая степень дискретизации, которая позволит 

добиться достаточно высокой точности предложенного числен-

ного метода с адекватными временными затратами. В качестве 

дальнейшего развития темы, помимо прочего, предполагается 

вывести аналитические ограничения на параметры дискретиза-

ции модели. 
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5. Заключение 

В работе рассмотрена математическая модель численного 

решения параболического уравнения первого порядка с функци-

ональной зависимостью связующего коэффициента в правой ча-

сти неизвестного вида. В качестве альтернативного взгляда на 

нахождение данной зависимости было предложено дискретное 

восстановление искомых коэффициентов в каждый момент вре-

мени эволюции модели. Для этого была предложена рекуррент-

ная функция, описывающая зависимость между t и (t + 1)-м мо-

ментом времени, для которой выполняется условие непрерывной 

дифференцируемости первого порядка, что позволяет применять 

её в методе градиентного спуска. Была поставлена классическая 

обратная задача восстановления искомых коэффициентов по до-

полнительным данным о состоянии среды в отдельные моменты 

времени. Для неё был рассмотрен нетривиальный случай, когда 

состояния среды известны только в отдельные ограниченные мо-

менты времени и градиент ошибки не может быть рассчитан для 

всего времени жизни модели. Был предложен подход интерполя-

ции градиента ошибки для неизвестных состояний среды, заклю-

ченных между двумя известными состояниями при помощи цеп-

ных уравнений, решающий упомянутую проблему. Также была 

предложена модификация законов настройки классического сто-

хастического градиентного спуска при помощи оптимизатора 

«Adam». Эта модификация позволяет решить вычислительную 

проблему, связанную с быстрым затуханием градиента при ис-

пользовании цепных уравнений в процессе интерполяции. 

Рассмотренная в данной работе модель, согласно принципу 

покоординатного расщепления, может быть использована со 

всеми предложенными модификациями в двух и трехмерных мо-

делях. Однако она имеет ряд недостатков. 

Имеется статическая ошибка между усредненным простран-

ственным состоянием среды и предложенной аппроксимацион-

ной функцией, попытаться устранить которую предполагается 

в будущих исследованиях. 

В процессе работы автором намеренно не давался никакой 

конкретный физический смысл коэффициентами φt
m и ψt

m для 



 

Управление большими системами. Выпуск 114 

60 

того, чтобы продемонстрировать универсальность подхода. Од-

нако при практическом применении к моделям нестационарных 

процессов необходимо учитывать диапазоны физических анало-

гов упомянутых коэффициентов, чтобы избежать нарушение 

условия корректности (27). 

Наконец, в основе финитной модели находится явная схема 

аппроксимации, что накладывает определенные ограничения на 

размерности шагов временной и пространственных сетей. 

Предполагается, что данная математическая модель может 

быть особенно полезна при моделировании процессов, описыва-

ющихся законами Фика (диффузия) или Фурье (теплопровод-

ность). Например, при моделировании нагрева твердых тел из 

сталей в промышленных печах, когда неизвестна форма измене-

ния теплофизических параметров материала от температуры тела 

и одновременно нагревается несколько разнородных материалов. 

Или при моделировании нестационарной диффузии в твердых те-

лах, например диффузии примесей в металлах, когда неизвестна 

функциональная зависимость коэффициента диффузии от пара-

метров тела. 
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DYNAMIC RESTORATION OF CONTINUUM  
COEFFICIENTS IN MODELING OF NON-STATIONARY 
PROCESSES 

Petr Zhukov, STI NUST “MISIS”, Stary Oskol, Cand.Sc., Depart-

ment Assistant (rockwell@control-mail.ru). 

Abstract: When modeling nonstationary processes in continuous media by means of 

parabolic differential equations, we often encounter situations when the coefficient 

providing the connection between the left and right parts of the equation is described 

as a function of a set of variables, including the states of the medium under study. The 

recovery of this dependence, as a rule, requires the solution of inverse coefficient 

problems based on known states of the medium. In practice, this means that the in-

verse problem is solved relying, among other things, on some discrepancy between 

model data and known observations. Nevertheless, there are cases when such obser-

vations are critically small in time, for example, measurements of the state of the me-

dium occur with a certain very large time step or only at the end of a nonstationary 

process. In such cases, retrospective observations contain time moments when the 

state of the medium is unknown, which makes it impossible to determine the error 

gradient for them and to restore the desired functional dependence with acceptable 

accuracy. In this paper, we propose an alternative view of the problem of restoring 

continuum coefficients for situations when the known states of the medium are much 
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smaller than the unknown ones. A continuous nonstationary process was considered 

as a discrete process evolving in time, and a recurrent function of discrete state 

change was proposed. Based on this function, a numerical method for interpolating 

the error gradient between the expected and actual states of the medium within any 

two known states was proposed. The process of recovery of discrete values of coeffi-

cients at separate moments of time by means of the stochastic gradient descent method 

was demonstrated on the basis of a numerical model of a generalized parabolic equa-

tion with an arbitrary external influence on the boundary. 

Keywords: parametric optimization, nonstationary processes, coeffi-

cient inverse problems, parabolic equations. 
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ПОВЕДЕНИЕ ТРАЕКТОРИЙ МОДЕЛИ РАЗВИТИЯ
КЛЕТОЧНОЙ ПОПУЛЯЦИОННОЙ СИСТЕМЫ

Ткачева О.С.1

(ФГБУН Институт проблем управления
им. В.А. Трапезникова РАН, Москва,
МГТУ им. Н.Э. Баумана, Москва)

Исследуется математическая модель развития «in vitro» клеточной популяци-
онной системы, включающая два типа клеток: здоровых и больных, например
раковых. Модель позволяет описывать различные сценарии поведения клеток,
в том числе процесс перерождения здоровых клеток в больные. Модель пред-
ставлена системой ОДУ второго порядка. Биологический смысл системы на-
кладывает определенные ограничения на фазовые переменные системы и ее
параметры. Так, фазовые переменные, отражающие популяции клеток, долж-
ны быть неотрицательными, так что в качестве фазового пространства си-
стемы следует рассматривать неотрицательный квадрант. Параметры си-
стемы также имеют ограничения, вытекающие из их биологического смысла.
Анализ этих ограничений приведен в статье. В работе проведен полный ана-
лиз положений равновесия. В частности, указаны условия на параметры, ко-
гда система имеет одно, два, три или четыре положения равновесия в неот-
рицательном квадранте. Описано условие перехода положения равновесия из
состояния, находящегося внутри положительной области, на координатную
ось. Рассмотрены условия устойчивости положений равновесия в некоторых
случаях. Построены фазовые портреты системы при различных параметрах,
иллюстрирующие случаи разного количества положений равновесия. Для си-
стемы с помощью метода локализации инвариантных компактов найдены гра-
ницы для ограниченных траекторий, определены условия, когда в полученном
локализирующем множестве не существует цикл.

Ключевые слова: модель развития клеточной популяции, положение
равновесия, локализирующее множество.

1. Введение

В настоящее время математические модели являются эффек-
тивным инструментом изучения биологических систем, которое,
как правило, предваряет натурный эксперимент [2, 3, 11, 12, 16,
20, 25]. С помощью математических моделей можно описать це-
лый класс биологических процессов [11, 12, 16, 20], обладающих
1 Ольга Сергеевна Ткачева, н.с., ст. преподаватель кафедры
(HolgaTkc@yandex.ru).
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сходными свойствами, или изоморфных явлений. В частности,
в конце 20 века было показано, что с помощью одной математи-
ческой модели можно описать процессы самоорганизации самой
разной природы: от образования скоплений галактик до образо-
вания пятен планктона в океане [12].

Математические модели активно используются в глобаль-
ных проектах, таких как расшифровка пространственной струк-
туры сложных биомакромолекул, планирование мероприятий по
предотвращению распространения эпидемий, прогнозирования
течения различных болезней, таких как лейкемия, рак желудка,
ВИЧ, энцефалит [14, 18, 19, 21, 22, 25]. Математическое моде-
лирование используется для анализа экологических последствий
работы промышленных объектов [10, 11].

Важнейшим этапом исследования математических моделей
является их качественный анализ, при котором изучаются общие
свойства решений, характерная динамика и т.п [17]. Качествен-
ный анализ позволяет разработать эффективные методы наблю-
дения и управления системой [17]. Например, одним из эффек-
тивных методов управления биологическими процессами мож-
но назвать метод АКАР, рассмотренный в работе [10] на приме-
ре различных моделей развития популяций на основе системы
Лотки – Вольтерра. Основная идея данного подхода заключает-
ся в использовании для управления движением системы ее есте-
ственных аттракторов, к которым стремится изображающая точ-
ка системы [10, 11]. Стандартной частью качественного анализа
автономных систем дифференциальных уравнений являются по-
иск положений равновесия, анализ их на устойчивость, а также
обнаружение циклов, аттракторов, репеллеров [8, 15, 16, 20, 25].

Одним из методов качественного анализа динамических си-
стем является постановка и решение задач локализации. Ито-
гом решения такой задачи будут границы областей в фазовом
пространстве, в которых сосредоточена сложная динамика систе-
мы (в частности, имеющиеся циклы, аттракторы, инвариантные
торы) [6, 25]. Локализирующее множество обладает свойством
инвариантности (либо положительной инвариантности, называ-
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емой еще полуинвариантностью) по отношению к рассматрива-
емой системе. Уточним, что инвариантные компактные множе-
ства автономной системы дифференциальных уравнений – это
ограниченные замкнутые подмножества фазового пространства,
которые вместе с любой своей точкой содержат всю траекторию,
проходящую через эту точку. Примерами инвариантных компакт-
ных множеств являются положения равновесия, сепаратрисы, пе-
риодические траектории, хаотические аттракторы и др. Локали-
зирующие множества можно рассматривать как оценки амплитуд
колебательных процессов [6, 7, 8].

С точки зрения биологических процессов, локализирующие
множества позволяют выделить области стабильного сосуще-
ствования биологических популяций. Имеющиеся в системе па-
раметры, на которые можно влиять, можно рассматривать как
управляющие. Изменяя эти параметры, можно формировать нуж-
ные стабильные режимы сосуществования популяций.

В работе исследуется математическая модель развития кле-
точной популяции «in vitro», учитывающая взаимодействие кле-
ток и их конкуренцию за ресурсы. Математическая модель была
получена в работе [2]. Культивирование клеток находит практиче-
ское применение в клеточной трансплантологии, и представляет-
ся важным предсказать возможное поведение системы на некото-
ром отрезке времени, так как на такое культивирование тратятся
временные и материальные ресурсы [2, 4, 17]. В реальных случа-
ях при необходимости проведения такой трансплантации клеток
пациенту время является крайне важным ресурсом. Математиче-
ское моделирование позволяет сэкономить его [11].

Исследование положений равновесия рассматриваемой си-
стемы было начато в [3], где в простых случаях был изучен их
возможный характер в зависимости о параметров. В [4] исследо-
вано нулевое положение равновесия. Уточнены условия устойчи-
вости с учетом того, что динамическая система в силу ее био-
логического содержания должна рассматриваться в первом квад-
ранте плоскости. Проведено исследование нулевого положения
равновесия в критических случаях, в которых метод исследова-
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ния устойчивости по линейному приближению не работает.
Настоящая статья организована следующим образом. В пер-

вом разделе описана математическая модель развития клеточной
популяции. Во втором разделе дан подробный анализ положений
равновесия. Полученные результаты иллюстрируются примера-
ми. В третьем разделе для системы построено локализирующее
множество, также получены условия, при выполнении которых
в системе не существует цикла.

2. Математическая модель

Модель развития «in vitro» клеточной популяционной систе-
мы, состоящей из двух типов клеток [2], описывается следующей
системой дифференциальных уравнений:

(1)

{︂
𝑥̇ = ℎ01𝑥 + ℎ02𝑥

2 + ℎ03𝑥𝑦,
𝑦̇ = ℎ11𝑥 + ℎ12𝑦 + ℎ13𝑥𝑦 + ℎ14𝑥

2 + ℎ15𝑦
2.

Здесь 𝑥 – нормированная численность клеток первого типа (здо-
ровых), а 𝑦 – нормированная численность клеток второго типа
(больных). Коэффициенты ℎ𝑖𝑗 задаются cледующими соотноше-
ниями:

(2)

ℎ01 = (1 −𝐴0)(1 − 2𝛾0)𝛼0 −𝐴0,
ℎ02 = −𝛽00(1 −𝐴0)(1 − 2𝛾0)𝛼0,
ℎ03 = −𝛽01(1 −𝐴0)(1 − 2𝛾0)𝛼0,
ℎ11 = 2𝛼0𝛾

0(1 −𝐴0),
ℎ12 = 𝜇(1 −𝐴1)𝛼1 −𝐴1,
ℎ13 = −𝜇𝛽10(1 −𝐴1) − 2𝛽01𝛾

0(1 −𝐴0),
ℎ14 = −2𝛽00(1 −𝐴0)𝛾0,
ℎ15 = −𝜇𝛽11(1 −𝐴0).

Параметры системы имеют следующие ограничения:
𝐴0, 𝐴1, 𝛾0, 𝛼0, 𝛼1 ∈ [0, 1], 𝜇 > 0, 𝛽00, 𝛽01, 𝛽10, 𝛽11 > 0. Все
параметры модели, относящиеся к популяции клеток первого
типа – нормальным клеткам, имеют индекс 0, а к клеткам второго
типа (аномальным) – индекс 1.

Уточним биологический смыcл параметров: 𝐴0, 𝐴1 пред-
ставляют собой доли клеток в популяциях, погибающих на
нормированных временных интервалах 𝑇 0, 𝑇 1 соответственно;
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𝛾0 – доля нормальных клеток, переходящих в процессе деления
на нормированном временном интервале 𝑇 0 в популяцию ано-
мальных клеток; 𝜇 = 𝑇 0/𝑇 1 – коэффициент, учитывающий раз-
личную продолжительность среднего клеточного цикла. Из со-
ображений биологической адекватности модели система (1) рас-
сматривается в следующем множестве [3, 4]:

(3)
𝐺1 = {𝑥, 𝑦 : 𝑥, 𝑦 > 0, 𝛼0 − 𝛽00𝑥− 𝛽01𝑦 > 0,

𝛼1 − 𝛽10𝑥− 𝛽11𝑦 > 0} .
Все траектории, начинающиеся в множестве 𝐺1, не пересекают
осей 𝑥 и 𝑦 [3].

Основное отличие модели (1) от классической модели Лот-
ки – Вольтерра развития двухвидовой популяции «хищник –
жертва» состоит в том, что здесь нет «хищников» и «жертв».
Клетки обеих популяций конкурируют только за пищевые ресур-
сы, что выражается в наличии зависимостей долей клеток, де-
лящихся за среднее время клеточного цикла, от нормированных
численностей каждого типа клеток. Другой особенностью модели
(1) является то, что клетки второго типа появляются в результа-
те «неправильного» деления клеток первого типа. При наличии
в системе клеток второго типа работают два механизма: появле-
ние новых клеток из первой популяции с частотой 𝛾0 и деление
имеющихся клеток второго типа.

Для анализа системы, с учетом соотношений (2), запишем
диапазон изменений коэффициентов ℎ𝑖,𝑗 :

(4)

ℎ01 ∈ [−1, 1],
ℎ02 ∈ [−𝛽00, 𝛽00]
ℎ03 ∈ [−𝛽01, 𝛽00],
ℎ11 ∈ [0, 2],
ℎ12 ∈ [−1, 𝜇],
ℎ13 ∈ [−(𝜇𝛽10 + 2𝛽01), 0],
ℎ14 ∈ [−2𝛽00, 0], ℎ15 ∈ [−𝜇𝛽11, 0].

Отметим, что знаки параметров ℎ01, ℎ02 и ℎ03 (ℎ02 и ℎ03 –
всегда одного знака) зависят от значения частоты 𝛾0 при 𝐴0 < 1,

69



Управление большими системами. Выпуск 114

𝛽00 ̸= 0, 𝛽01 ̸= 0:

(5)
𝛾0 < 0,5 : ℎ01 < 0, ℎ02 > 0, ℎ03 > 0;
𝛾0 = 0,5 : ℎ01 < 0, ℎ02 = ℎ03 = 0;
𝛾0 > 0,5 : ℎ02 > 0, ℎ03 > 0.

При 𝛾0 > 0,5 параметр ℎ01 может менять знак. Если

𝛾0 >
1

2

(︁
1 +

1

𝛼0

)︁
и 𝐴0 >

(1 − 2𝛾0)𝛼0

((1 − 2𝛾0)𝛼0 + 1)
,

то ℎ01 > 0.

3. Положения равновесия

В данном разделе кратко опишем результаты предыдущих
исследований [2, 3, 4] положений равновесия системы (1) и до-
полним их.

Система (1) может иметь до четырех положений равнове-
сия в неотрицательной области. Первое положение равновесия
𝐸0(0,0) существует при любых значениях параметров, его устой-
чивость подробно исследована в [3, 4]. Собственные числа мат-
рицы Якоби в положении равновесия (𝐸0) принимают следую-
щие значения:

𝜆1 = ℎ01, 𝜆2 = ℎ12.

При этом ℎ01 ∈ [−1, (1 − 2𝛾0)𝛼0], ℎ12 ∈ [−1, 𝜇𝛼0], так что cоб-
ственные числа могут быть любых знаков и положение равнове-
сия может быть как асимптотически устойчивым, так и неустой-
чивым [3, 13]. В [4] подробно исследован случай, когда одно из
собственных чисел равно нулю.

Второе положение равновесия 𝐸1 = (0,−ℎ12∖ℎ15) лежит
на оси 𝑦. Оно принадлежит неотрицательному квадранту при
ℎ12 > 0. Устойчивость этого положения исследована в [3, 13].
Cобственные числа матрицы Якоби в положении равновесия 𝐸1

имеют следующий вид:

𝜆1 = ℎ01 − ℎ03
ℎ12
ℎ15

, 𝜆2 = −ℎ12.
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Так как условие попадания положения равновесия 𝐸1 в неот-
рицательный квадрант имеет вид ℎ12 > 0, то положение рав-
новесия может быть асимптотически устойчивым (тогда это бу-
дет устойчивый узел) или неустойчивым (тогда – седловая точка)
в зависимости от значения второго собственного числа. Положе-
ние равновесия будет асимптотически устойчивым, если выпол-
нено условие

ℎ01 > ℎ03
ℎ12
ℎ15

.

Положение равновесия на оси 𝑦 отвечает состоянию, в ко-
тором в системе осталась только популяция больных клеток.
Асимптотическая устойчивость этого положения равновесия ха-
рактеризует вымирание популяции здоровых клеток, т.е. все клет-
ки в колонии со временем оказываются больными.

Существование третьего и четвертого положений равновесия
𝐸2 = (𝑥1, 𝑦1) и 𝐸3 = (𝑥2, 𝑦2) определяется следующей системой
уравнений [3, 13]:

(6)

⎧⎨⎩ 𝑦 = −(ℎ01 + ℎ02𝑥)

ℎ03
,

𝜃1𝑥
2 + 𝜃2𝑥 + 𝜃3 = 0.

Здесь использовались следующие обозначения:
𝜃1 = ℎ14 + ℎ2023ℎ15 − ℎ023ℎ13;
𝜃2 = ℎ11 − ℎ013ℎ13 − ℎ023ℎ12 + 2ℎ013ℎ023ℎ15;
𝜃3 = ℎ2013ℎ15 − ℎ013ℎ12.

При этом
ℎ02
ℎ03

= ℎ023;
ℎ01
ℎ03

= ℎ013.

С учетом (5):
(7) ℎ023 > 0; ℎ013 < 0.

Пусть квадратное уравнение системы (6) имеет корни
𝑥1, 𝑥2 > 0. При 𝑦 > 0 возникает следующее условие на 𝑥1, 𝑥2:

(8) 𝑥𝑖 6 −ℎ01
ℎ02

; 𝑖 = 1, 2.

Отсюда следует, что

(9)
ℎ01
ℎ02

> 0.

71



Управление большими системами. Выпуск 114

При 𝛾0 < 0,5 условие (9) выполняется всегда (см. условие
(5)). При 𝛾0 > 0,5 верно ℎ02 > 0, ℎ03 > 0, но знак ℎ01 зависит
от 𝐴0, а для выполнения условия (8) в этом случае необходимо
выполнение ℎ01 < 0, отсюда следует необходимость следующего
условия на 𝐴0:

(10) 𝐴0 >
(1 − 2𝛾0)𝛼0

(1 − 2𝛾0)𝛼0 + 1
.

Наконец, отметим, что квадратное уравнение из (6) может
иметь корни при выполнении следующего условия [3]:

𝐷 = 𝜃22 − 4𝜃3𝜃1 > 0.
Это неравенство можно привести к следующему виду:

𝐷 = (ℎ11 − ℎ013ℎ13 − ℎ12ℎ023 + 2ℎ013ℎ15ℎ023) ×(11)

× (ℎ11 − ℎ013ℎ13 − ℎ12ℎ023 + 2ℎ013ℎ15ℎ023 −
−4(ℎ14 + ℎ13ℎ023 − ℎ15ℎ

2
023)

)︀
> 0.

Упростим анализ квадратного уравнения, разделив его на 𝜃1:

(12)
𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞;

𝑝 = 𝜃2
𝜃1
, 𝑞 = 𝜃3

𝜃1
.

Заметим, чтобы корни имели разные знаки, необходимо
𝑞 < 0. При этом условие 𝑥 < 𝑥* = −ℎ01/ℎ02 (16) будет вы-
полнено, если в точке 𝑥*

(13)
(𝑥*)

2 + 𝑝𝑥* + 𝑞 > 0;
𝑞 < 0.

Таким образом, при одновременном выполнении условий
(11) и (13) система (1) имеет одно внутреннее положение рав-
новесия в неотрицательном квадранте.

Для того чтобы два корня были положительны, необходимо
𝑞 > 0, 𝑝 < 0 при (11). Это представимо в виде единого условия
(14) 0 < 2

√
𝑞 < −𝑝.

Итак, система (1) может иметь одно или два внутренних по-
ложений равновесия при выполнении группы условий ((8),(11),
(14)) или ((13), (11)) соответственно.

Наличие внутренних положений равновесия, к тому же обла-
дающих устойчивостью, означает наличие режима сосуществова-
ния двух типов клеток. Трансплантация такой клеточной культу-
ры может быть опасной для пациента, поскольку в организме она
может выродиться в колонию больных клеток.
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Отдельно обсудим случай, когда неравенство (8) переходит
в равенство:

𝑥1 = −ℎ01
ℎ02

.

В этом случае 𝑦 = 0 и вместо системы (6) имеем следующее
уравнение на 𝑥:

ℎ11𝑥 + ℎ14𝑥
2 = 0.

Отсюда

(15) 𝑥 = −ℎ11
ℎ14

, 𝑦 = 0.

Указанный случай возможен только при выполнении следу-
ющего равенства:

(16) −ℎ01
ℎ02

=
ℎ11
ℎ14

.

В [3, 4, 13] не приводится вывод этого условия, т.е. не уточ-
няется, что оно – частный случай системы уравнений (6), но при-
ведено исследование устойчивости. Данное положение равнове-
сия может быть как узлом, устойчивым или неустойчивым, так
и седлом. В силу условий (4) собственные числа матрицы Якоби
системы (1) в положении равновесия всегда действительные.

Имеем следующее квадратное уравнение на собственные
числа 𝜆:

(17) 𝜆2 + 𝜆(ℎ14
ℎ11
ℎ13

− ℎ12 + ℎ01) + ℎ03
ℎ11

2

ℎ13
− ℎ01ℎ12 = 0.

Проведем анализ знаков корней (17), используя теорему Ви-
ета:

∙ если произведение корней квадратного уравнения

ℎ03
ℎ11

2

ℎ13
− ℎ01ℎ12 > 0, то это узел, (корни квадрат-

ного уравнения одинаковых знаков) при сумме корней
квадратного уравнения:

– ℎ14
ℎ11
ℎ13

− ℎ12 + ℎ01 < 0 – неуcтойчивый узел;

– ℎ14
ℎ11
ℎ13

−ℎ12 +ℎ01 > 0 – асимптотически устойчивый.
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∙ ℎ03
ℎ11

2

ℎ13
− ℎ01ℎ12 – седло.

При асимптотической устойчивости положения равновесия
(15) можно говорить о хорошем качестве клеточной популяции,
т.е. здоровые клетки не перерождаются в больные.

Приведем примеры параметров системы (1), при которых си-
стема имеет различное число положений равновесия.

Система имеет четыре положения равновесия в неотрица-
тельной четверти при следующем наборе параметров:

(18)
𝛼0 = 0,3 𝛾0 = 0,1 𝐴0 = 0,3 𝛽00 = 1 𝛽01 = 1;
𝛼1 = 0,8 𝜇 = 1 𝐴1 = 0,1 𝛽10 = 1 𝛽11 = 1.

Тогда есть следующие положения равновесия: 𝐸0 (0; 0)
(неустойчивый узел), 𝐸1 (0; 0,243) (седло), 𝐸2 (0,156; 0,108) (сед-
ло), 𝐸3 (0,159; 0,284) (устойчивый узел). Фазовый портрет систе-
мы изображен на рис. 1.

Рис. 1. Фазовый портрет системы с четырьмя точками покоя

Отметим, что реализация благоприятных сценариев развития
клеточной популяции возможна в окрестности положений равно-
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весия 𝐸0 и 𝐸3, траектории могут стремиться к оси 𝑥. В окрест-
ности положений равновесия 𝐸1 и 𝐸2 таких траекторий не на-
блюдается, что говорит об отсутствии благоприятных сценариев,
здоровые клетки перерождаются в больные.

Система имеет два положения равновесия в неотрицатель-
ном квадранте при следующем наборе параметров:

(19)
𝛼0 = 0,3 𝛾0 = 0,3 𝐴0 = 0,3 𝛽00 = 1 𝛽01 = 1;
𝛼1 = 0,8 𝜇 = 1 𝐴1 = 0,1 𝛽10 = 1 𝛽11 = 1.

В этом случае есть следующие положения равновесия: 𝐸0 (0; 0)
(седло), 𝐸1 (0; 0,243) (устойчивый узел). Фазовый портрет систе-
мы изображен на рис. 2. Отметим, что реализация благоприятных
сценариев развития клеточной популяции невозможна в окрест-
ности положений равновесия 𝐸0 и 𝐸1, здоровые клетки перерож-
даются в больные.

Рис. 2. Фазовый портрет системы с двумя точками покоя
𝐸0 (0; 0), 𝐸1 (0; 0,243)

Система имеет два положения равновесия в неотрицатель-
ной четверти, при этом одно из положений равновесия – внутрен-
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нее (в отличие от предыдущего случая) при следующем наборе
параметров:

(20)
𝛼0 = 0,3 𝛾0 = 0,2 𝐴0 = 0,3 𝛽00 = 1 𝛽01 = 1;
𝛼1 = 0,8 𝜇 = 0,9 𝐴1 = 0,1 𝛽10 = 1 𝛽11 = 1.

Положения равновесия в неотрицательной четверти:
𝐸0 (0; 0) (неустойчивый узел), 𝐸2 (0,071; 0,14) (неустойчивый
узел). Фазовый портрет представлен на рис. 3. Отметим, что
реализация благоприятных сценариев развития клеточной попу-
ляции возможна в окрестности положений равновесия 𝐸0 и 𝐸1,
траектории стремятся к оси 𝑥.

Рис. 3. Фазовый портрет системы с двумя точками покоя
𝐸0 (0; 0), 𝐸2 (0,071; 0,14)

4. Построение локализирующего множества

Локализирующие множества можно строить с помощью
гладких функций, называемых локализирующими функциями
[7, 8, 9].
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Основы метода локализирующих функций, использующего-
ся для построения локализирующих множеств, приведены в при-
ложении 1.

Выберем функцию 𝜑 = 𝐴𝑥+𝐵𝑦 в качестве локализирующей.
Запишем ее производную в силу системы (1):
𝜑̇ = 𝐴(ℎ01𝑥+ℎ02𝑥

2+ℎ03𝑥𝑦)+𝐵(ℎ11𝑥+ℎ12𝑦+ℎ13𝑥𝑦+ℎ14𝑥
2+ℎ15𝑦

2).
Тогда универсальное сечение 𝑆𝜑 будет описываться уравне-

нием:
𝑥(𝐴ℎ01 + 𝐵ℎ11) + 𝑦𝐵ℎ12 +(21)

+𝑥𝑦(𝐴ℎ03 + 𝐵ℎ13) + 𝑥2(𝐴ℎ02 + 𝐵ℎ14) + 𝑦2𝐵ℎ15 = 0.
Полученное универсальное сечение представляет собой кривую
второго порядка. Интересен случай, когда универсальное сече-
ние – ограниченная (компактная) кривая. Тогда экстремальные
значения точно конечны и локализирующее множество нетри-
виально. В случае линейной локализирующей функции можно
утверждать, что множество ее значений на кривой 2-го поряд-
ка ограничено только в случае эллипса. В этом случае универ-
сальное сечение гарантированно будет иметь точные верхнюю и
нижнюю грань. Тогда имеем следующие условие на параметры
𝐴 и 𝐵:
(22) (ℎ213 − 4ℎ14ℎ15)𝐵

2 − (4ℎ02ℎ15 − 2ℎ03ℎ13)𝐴𝐵 + 𝐴2ℎ203 < 0.
Для выполнения этого условия необходимо 𝐴 ̸= 0, 𝐵 ̸= 0 од-
новременно. Заметим, что умножение локализирующей функции
на константу не повлияет на соответствующее локализирующее
множество. Поэтому можно считать 𝐵 = 1. Условие эллиптично-
сти на параметр 𝐴 приобретает вид:
(23) 0 < ℎ15(ℎ15ℎ

2
02 − ℎ13ℎ02ℎ03 + ℎ14ℎ

2
03).

При этом 𝐴 будет лежать в следующих границах:
(4ℎ02ℎ15 − 2ℎ03ℎ13) −

√
𝐷1

2ℎ203
6 𝐴 6

(4ℎ02ℎ15 − 2ℎ03ℎ13) +
√
𝐷1

2ℎ203
,

где
𝐷1 = (4ℎ02ℎ15 − 2ℎ03ℎ13)

2 − 4(ℎ213 − 4ℎ14ℎ15)ℎ
2
03.

Тогда можно сформулировать следующую задачу на условный
экстремум для функции 𝜑:
𝜑 = 𝐴𝑥 + 𝑦 → extr,
𝑥(𝐴ℎ01 + ℎ11) + 𝑦ℎ12 + 𝑥𝑦(𝐴ℎ03 + ℎ13) + 𝑥2(𝐴ℎ02 + ℎ14) + 𝑦2ℎ15 = 0.
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Введем следующую замену переменных:

𝑋 = 𝑥− 2ℎ12ℎ13 − 4ℎ11ℎ15 + 2𝐴ℎ03ℎ12 − 4𝐴ℎ01ℎ15
2(𝐴2ℎ203 + 2𝐴ℎ03ℎ13 − 4𝐴ℎ02ℎ15 + ℎ213 − 4ℎ14ℎ15)

;

𝑌 = 𝑦 − ℎ12
2ℎ15

− 𝑥
ℎ13 + 𝐴ℎ03

2ℎ15
.

Тогда задача на экстремальные значения упростится:

(24)
𝑢𝑋 + 𝑣𝑌 + 𝑤 → extr,
𝑎𝑋2 + 𝑏𝑌 2 = 𝑟2.

Здесь использованы следующие обозначения:

𝑢 = 𝐴− (ℎ13 + 𝐴ℎ03)

2ℎ15
;

𝑣 = 1;

𝑤 = −𝐴
(ℎ12ℎ13 − 2ℎ11ℎ15 + 𝐴ℎ03ℎ12 − 2𝐴ℎ01ℎ15)

𝐴2ℎ203 + 2𝐴ℎ03ℎ13 − 4𝐴ℎ02ℎ15 + ℎ213 − 4ℎ14ℎ15
− ℎ12

2ℎ15
+

+(ℎ13 + 𝐴ℎ03) ×

× ℎ12ℎ13 − 2ℎ11ℎ15 + 𝐴ℎ03ℎ12 − 2𝐴ℎ01ℎ15
2ℎ15(𝐴2ℎ203 + 2𝐴ℎ03ℎ13 − 4𝐴ℎ02ℎ15 + ℎ132 − 4ℎ14ℎ15)

;

𝑎 = −𝐴2ℎ203 + 2𝐴ℎ03ℎ13 − 4𝐴ℎ02ℎ15 + ℎ213 − 4ℎ14ℎ15
4ℎ15

;

𝑏 = ℎ15;

𝑟2 =
ℎ212
4ℎ15

+
(ℎ12ℎ13 − 2ℎ11ℎ15 + 𝐴ℎ03ℎ12 − 2𝐴ℎ01ℎ15)

2

4ℎ15(𝐴2ℎ203 + 2𝐴ℎ03ℎ13 − 4𝐴ℎ02ℎ15 + ℎ213 − 4ℎ14ℎ15)
−

− ℎ12ℎ13 − 2ℎ11ℎ15 + 𝐴ℎ03ℎ12 − 2𝐴ℎ01ℎ15
4ℎ15(𝐴2ℎ203 + 2𝐴ℎ03ℎ13 − 4𝐴ℎ02ℎ15 + ℎ213 − 4ℎ14ℎ15)

·

· 2ℎ12ℎ13 − 4ℎ11ℎ15 + 2𝐴ℎ03ℎ12 − 4𝐴ℎ01ℎ15
4ℎ15(𝐴2ℎ203 + 2𝐴ℎ03ℎ13 − 4𝐴ℎ02ℎ15 + ℎ213 − 4ℎ14ℎ15)

.

Задача (24) – стандартная задача на условный экстремум [8, 9].
Решая ее, заключаем, что функция 𝜙 лежит в следующих грани-
цах:

(25)

𝜑inf < 𝐴𝑥 + 𝑦 < 𝜑sup,

𝜑inf = −𝑟

√︂
𝑢2

𝑎
+

𝑣2

𝑏
+ 𝑤;

𝜑sup = 𝑟

√︂
𝑢2

𝑎
+

𝑣2

𝑏
+ 𝑤.
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В итоге мы получаем семейство локализирующих множеств
Ω𝜑 [9] каждое из которых отвечает своему допустимому значе-
нию параметра 𝐴. Наилучшим локализирующим множеством яв-

ляется пересечение Ω𝜑 =
𝑛⋂︀
𝐴

Ω𝜑(𝐴). Для его описания перепи-

шем (25):
𝜑inf(𝑥, 𝑦) −𝐴𝑥 < 𝑦 < 𝜑sup(𝑥, 𝑦) −𝐴𝑥.

Тогда локализирующее множество Ω𝜙 можно описать с помощью
следующего неравенства:

max
𝐴

(𝜑inf(𝑥, 𝑦) −𝐴𝑥) < 𝑦 < min
𝐴

(𝜑sup(𝑥, 𝑦) −𝐴𝑥).

Учитывая, что система (1) рассматривается только в правой верх-
ней четверти, уточним неравенство, описывающее локализирую-
щее множество Ω𝜙:
(26) max(max

𝐴
(𝜑inf(𝑥,𝑦)−𝐴𝑥),0)<𝑦<min

𝐴
(𝜑sup(𝑥,𝑦)−𝐴𝑥), 𝑥>0.

Проиллюстрируем полученное локализирующе множество
на численном примере. Заметим, что в случаях (18), (19) и (20)
нарушено условие эллиптичности (23), локализирующего множе-
ства нет. Рассмотрим следующий набор параметров:

(27)
𝛼0 = 0,3 𝛾0 = 0,2 𝐴0 = 0,3 𝛽00 = 1 𝛽01 = 1;
𝛼1 = 0,8 𝜇 = 0,8 𝐴1 = 0,4 𝛽10 = 1 𝛽11 = 1.

В этом случае выполнено условие (23). В неотрицательном
квадранте кроме нулевого положения равновесия есть внутрен-
нее положение равновесия 𝐸3 (0,06; 0,04). Иллюстрация этого
множества приведена на рис. 4 (закрашенная область).

Выясним, при каких условиях в системе (1) в неотрицатель-
ном квадранте не будет циклов. В этом случае характерными тра-
екториями системы будут положения равновесия и их сепаратри-
сы.

Лемма 1. Если выполнены условия на параметры:

(28)
2ℎ02 + ℎ13 ∈ (0, 2𝛽00]; (ℎ03 + 2ℎ15) ∈ (0, 𝛽00];
ℎ01 + ℎ12 ∈ (0, 1 + 𝜇],

то система (1) в неотрицательном квадранте не имеет циклов.
Доказательство леммы приведено в приложении 2.
Известно [1], что в двумерных системах внутри цикла всегда

есть положение равновесия, не являющееся седлом. Отсутствие
79



Управление большими системами. Выпуск 114

таких положений равновесия внутри квадранта также является
условием отсутствия у системы циклов. Например, в случае (19)
в системе нет циклов, поскольку нет внутренних положений рав-
новесия. В случае (20) есть внутреннее положение равновесия
типа узел, так что нельзя утверждать, что цикла нет. Условия лем-
мы 1 также не выполнены. Аналогична ситуация и в случае (18).

Рис. 4. Локализирующее множество в случае (27)

5. Заключение

В работе изложены результаты исследования нелинейной ди-
намической системы второго порядка. Проведен полный анализ
положений равновесия, начатый в более ранних работах. Приве-
дены условия на параметры, когда система имеет одно, два, три
или четыре положения равновесия в неотрицательном квадранте,
они проиллюстрированы примерами. Описано условие перехода
положения равновесия изнутри положительного квадранта на ко-
ординатную ось. Рассмотрены условия устойчивости положения
равновесия в некоторых случаях. Приведена биологическая ин-
трепретация для этих случаев. Для системы построено локали-
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зирующее множество, которое можно рассматривать как область,
в которой сосредоточена сложная динамика система, т.е. область
стабильного сосуществования клеточных популяций. Выявлены
условия, когда система не имеет предельных циклов. С билоги-
ческой точки зрения, наличие в рассматриваемой системе пре-
дельного цикла означает прекращение развития данной системы.
Таким образом, если параметры системы удолетворяют найден-
ным в работе условиям, можно говорить об избежаннии подоб-
ного сценария развития.

Приложение 1

Построение локализирующего множества для системы вто-
рого порядка имеет свои особенности [7, 9]. В качестве локализи-
рующей можно выбрать любую непрерывно дифференцируемую
функцию, но неудачный выбор может привести либо к трудно-
стям аналитических вычислений, либо к тривиальному результа-
ту, когда локализирующее множество совпадет со всем фазовым
пространством. Общего метода выбора локализирующей функ-
ции нет, но есть некоторые приемы, работающие для систем
определенного типа. Для популяционных систем хорошо рабо-
тают линейные функции [8].

Рассмотрим динамическую систему вида
(29) 𝑥̇ = 𝐹 (𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛, 𝐹 : R𝑛 → R𝑛.

Подмножество 𝐺 ⊂ R𝑛 называют инвариантным множе-
ством системы (29), если для любой точки 𝑥0 ∈ 𝐺 траектория
𝑥(𝑡, 𝑥0), проходящая через точку 𝑥0 и определенная на макси-
мальном интервале времени, содержится в 𝐺.

Пусть 𝜙 ∈ 𝐶1(R𝑛) – непрерывно дифференцируемая функ-
ция и 𝜙̇(𝑥) = 𝜙′(𝑥)𝐹 (𝑥) – ее производная в силу системы (29).
Подмножество 𝑆(𝜙) = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝜙̇(𝑥) = 0} называют универ-
сальным сечением [7, 8].

Теорема 2. [8] Для произвольного множества 𝑄 ⊂ R𝑛 поло-
жим:

𝜙inf(𝑄) = inf{𝜙(𝑥) : 𝑥 ∈ 𝑆(𝜙) ∩𝑄},
𝜙sup(𝑄) = sup{𝜙(𝑥) : 𝑥 ∈ 𝑆(𝜙) ∩𝑄}.
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Тогда все инвариантные компакты системы (29), целиком со-
держащиеся в множестве 𝑄, содержатся в подмножестве
Ω(𝜙,𝑄) = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝜙inf(𝑄) 6 𝜙(𝑥) 6 𝜙sup(𝑄)}.

Множество Ω(𝜙,𝑄) называют локализирующим для систе-
мы (29), а функцию 𝜙, порождающую это множество, – локали-
зирующей.

Строить локализирующее множество можно с помощью по-
следовательного применения нескольких локализирующих функ-
ций. Соответствующий процесс называется итерационной проце-
дурой.

Теорема 3. [8] Рассмотрим последовательность функций
𝜙𝑘 ∈ 𝐶1(R𝑛), 𝑘 = 0, 1, 2, . . . и некоторое множество 𝑄 ⊂ R𝑛.
Положим 𝑄0 = 𝑄, 𝑄𝑘 = Ω(𝜙,𝑄𝑘−1), 𝑘 = 1, 2, . . . , и 𝑄∞ =⋂︀∞

𝑘=1𝑄𝑘. Тогда 𝑄1 ⊃ 𝑄2 ⊃ · · · ⊃ 𝑄∞ и, кроме того, все инвари-
антные компактные множества, целиком лежащие в 𝑄, также
содержатся в 𝑄∞.

Приложение 2

Для доказательства леммы 1 воспользуемся теоремой Бен-
диксона [1]. Приведем для корректности изложения ее формули-
ровку.

Теорема 4. Если в некоторой односвязной области 𝑈 выра-
жение 𝑃 ′

𝑥 +𝑄′
𝑦 не меняет знака и не равно нулю тождественно,

то в этой области не существует замкнутых контуров, состав-
ленных из траекторий системы 𝑥̇ = 𝑄(𝑥, 𝑦), 𝑦̇ = 𝑃 (𝑥, 𝑦).

Применим теорему 4 к системе (1). Запишем правую часть
системы в терминах теоремы:

𝑃 (𝑥, 𝑦) = ℎ01𝑥 + ℎ02𝑥
2 + ℎ03𝑥𝑦;

𝑄(𝑥, 𝑦) = ℎ11𝑥 + ℎ12𝑦 + ℎ13𝑥𝑦 + ℎ14𝑥
2 + ℎ15𝑦

2.
Отсюда следует, что

𝜔(𝑥, 𝑦) =
𝜕

𝜕𝑥
𝑃 (𝑥, 𝑦) +

𝜕

𝜕𝑦
𝑄(𝑥, 𝑦) =

= ℎ01 + 2ℎ02𝑥 + ℎ03𝑦 + ℎ12 + ℎ13𝑥 + 2ℎ15𝑦 =

= 𝑥(2ℎ02 + ℎ13) + 𝑦(ℎ03 + 2ℎ15) + ℎ01 + ℎ12.

Заметим, что рассматриваемая область – это множество 𝐺 (3).
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Учитывая соотношения (4), заметим, что параметры функ-
ции 𝜔(𝑥, 𝑦) лежат в следующих пределах:

(2ℎ02 + ℎ13) ∈ [−4𝛽00, 2𝛽00];
(ℎ03 + 2ℎ15) ∈ [−𝛽01 − 2𝜇𝛽11, 𝛽00];
ℎ01 + ℎ12 ∈ [−2, 1 + 𝜇],

где 𝛽00, 𝛽10, 𝛽01, 𝜇 > 0. Таким образом, теорема 1 доказана.
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Abstract: The paper studies a mathematical model of the development of an «in
vitro» cellular population system that includes two types of cells, healthy and
diseased, such as cancer cells. The model allows one to describe various scenarios
of cell behavior, including the degeneration of healthy cells into cancer cells. The
model is represented by a second-order ODE system. The phase space of this system
is a non-negative orthant, which must be taken into account when analyzing the
behavior of this system. An analysis of constraints on the parameters of the system
is presented. The paper completes the analysis of equilibrium positions, which was
started in earlier works. Conditions are given for the parameters when the system
has one, two, three or four equilibrium positions in a non-negative orthant. The
condition for the transition of an equilibrium position from a state located inside the
positive region to the coordinate axis is described. The conditions for the stability
of equilibrium positions in some cases are considered. Phase portraits of the system
are constructed for various parameters, illustrating cases of different numbers of
equilibrium positions. For the system, using the method of localization of invariant
compacts, boundaries for limited trajectories are found, conditions are determined
when there is no cycle in the obtained localizing set.
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Анализ и синтез систем управления 

1 

УПРАВЛЕНИЕ СЕТЬЮ НЕСТАЦИОНАРНЫХ 
АГЕНТОВ В УСЛОВИЯХ ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ 

НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ И ВНЕШНИХ ВОЗМУЩЕНИЙ 

Имангазиева А.В.1 

(ФГБОУ ВО Астраханский государственный технический 

университет, Астрахань) 

Предлагается структура системы управления синхронизацией сети идентич-

ных агентов в условиях нестационарности и параметрической неопределенно-

сти моделей агентов. При синхронизации требуется обеспечить согласован-

ное во времени поведение однотипных агентов сети с учетом действующих 

на каждый агент внешних возмущений. В подсистемах осуществляется сле-

жение за скалярным выходом ведущего агента-лидера, агенты зависимы. 

Измерению доступны скалярные входы и выходы агентов. Для решения по-

ставленной сетевой задачи в каждом агенте строятся законы управления на 

основе метода вспомогательного контура, в основе которого лежит принцип 

динамической компенсации. Предварительно формируются сигналы, несущие 

информацию, негативно влияющую на регулирование подсистемы, а затем 

осуществляется их компенсация. В каждом агенте требуется информация 

о производных промежуточных сигналов, для чего используются наблюдатели 

Халила. Для иллюстрации работоспособности предложенной системы син-

хронизации рассмотрен числовой пример управления сетевым объектом, со-

стоящим из четырех агентов, каждый из которых подвержен действию 

внешних, различных по амплитуде, возмущений. Проведено моделирование 

в MATLAB Simulink. Результаты моделирования подтвердили теоретические 

выводы и показали хорошую работоспособность системы синхронизации 

в условиях неопределенности и нестационарности моделей агентов сети. 

Ключевые слова: управление, синхронизация, нестационарность, сеть 

агентов, параметрическая неопределенность, наблюдатель, вспомога-

тельный контур, возмущения.  

1. Введение 

Актуальность задач управления сетевыми объектами 

управления вызвана широким применением таких агентов сетей 

как подвижные роботы, беспилотные летательные аппараты, 

высокотехнологичные установки, суда и т.д. Рост производ-

ственных мощностей и связанных с этим задач предполагает 

многократное увеличение производительности в различных от-
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раслях промышленности, что обуславливает необходимость 

внедрения новых современных сетевых систем управления, 

предназначенных для большого числа агентов управления в 

условиях неточных знаний о параметрах их моделей. При 

управлении такими сетями агентов ставятся различные цели: 

синхронизация, десинхронизация, роение, консенсус и т.д. Так, 

например, в работе [16] решается задача робастной синхрониза-

ции сети взаимосвязанных агентов с лидером, в которой каждая 

локальная подсистема сети описывается линейным дифферен-

циальным уравнением с параметрической и функциональной 

неопределенностью, изменяющейся во времени. В работе [7] 

устанавливается связь между колебательностью и десинхрони-

зацией для диффузионно-связанных сетей из простейших моде-

лей нейронов ФитцХью – Нагумо, а также предложена их пол-

ная десинхронизация. В [24] предложен алгоритм стайного по-

ведения агентов управления. В публикации [28] исследуется 

консенсус линейных мультиагентных систем на неориентиро-

ванных графах. Проблемы робастного H∞-управления цепочка-

ми поставок в условиях переключаемой топологии и неопреде-

ленных требований предложены в работах [21, 27]. С обзором 

проблем и моделей сетевого управления можно ознакомиться 

в работе [9].  

Важной проблемой управления является влияние перемен-

ных параметров модели объекта на функционирование системы 

управления [3, 4, 6, 10, 22, 26]. Это связано с тем, что парамет-

ры, например, технологических объектов и протекающие в них 

процессы, при которых они функционируют, не всегда постоян-

ны: меняется качество поставляемого сырья, изнашиваются аг-

регаты, устаревает технологическое оборудование и т.д. Кроме 

того технологические объекты управления функционируют 

в условиях неопределенности [8, 14, 15, 25], а также постоянно 

действующих возмущений [1, 2, 11–14, 20, 23]. Получение эф-

фективных законов управления, компенсирующих влияние ме-

няющихся во времени параметров, а также действие контроли-

руемых и неконтролируемых возмущений, является одной из 

важных задач при проектировании систем управления нестаци-

онарными объектами. Получены разные решения задач управ-

ления нестационарными объектами. Так, например, в работах 
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[6, 22] приведены исследования по магнитному управлению по-

ложением, формой и током плазмы в токамак-реакторе, модель 

которого описывается системой двух дифференциальных урав-

нений с переменными коэффициентами. 

Метод вспомогательного контура [15], основанный на 

принципе динамической компенсации, позволяет синхронизи-

ровать сеть агентов с учетом перекрестных связей, нелинейно-

сти модели, наличии запаздывания в условиях интервальной 

неопределенности параметров и подверженных действиям 

внешних неконтролируемых возмущений [5, 16, 19]. При син-

хронизации требуется обеспечить согласованное поведение 

агентов сети.  

В данной работе для решения сетевой задачи предлагается 

одна из возможных структур управления синхронизацией с ис-

пользованием метода вспомогательного контура. Предлагается 

в каждом агенте сети формировать управляющие воздействия, 

используя метод вспомогательного контура: осуществляется 

параметризация [18], выделяется сигнал, несущий информацию 

о нестационарных составляющих, внешних и параметрических 

возмущениях, а затем компенсируется его негативное влияние 

на подсистему с помощью введенного вспомогательного конту-

ра. При построении такой системы синхронизации требуется 

информация о производных промежуточных сигналов системы, 

для чего используются, специальным образом, два наблюдатели 

Халила. Второй наблюдатель Халила позволяет компенсировать 

погрешность наблюдения первого наблюдателя, в отличие от 

работы [15], где в каждом агенте сети управляющий сигнал 

формируется с использованием в контуре управления агентом 

одного наблюдателя. Кроме того, в отличие от других работ, 

например, [3], данная схема не требует реализации фильтров 

состояния для формирования вектора регрессии, что существен-

но уменьшает порядок замкнутой системы. 

В дальнейшем изложении будем рассматривать сеть, состо-

ящую из однотипных агентов. 
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2. Постановка задачи 

Пусть задана сеть взаимосвязных r агентов, динамические 

процессы в которой описываются нестационарными уравнения-

ми в операторной форме  

(1) 

,,...,1,1,...,0,)0(

),()()()(),()(),(
,1

rlniyyp

tftypNtutpRktytpQ

lil
i

lj

r

ljj

ljlllll



 
   

где yl(t), ul(t) – выходы и входы агентов, yl(t)  R, ul(t)   R,
 

p = d/dt – оператор дифференцирования, Ql(p, t) = pn + 

+ ql1(t)p
n–1+ … +qln(t), Rl(p, t) = pm+rl1p

m–1+ … +rlm(t) – диффе-

ренциальные операторы порядков nl и ml соответственно, 

,1)(deg  llj npN j = 1, …, r, j ≠ l, fl(t) – внешние возмущающие 

воздействия, коэффициенты kl > 0, yli –
 

известные начальные 

условия. 

Будем решать задачу построения системы синхронизации 

для заданной сети нестационарных агентов с учетом параметри-

ческой неопределенности и влияния внешних возмущений.  

Задано уравнение ведущего агента – лидера: 

(2) ),()()( tgktypQ mmm      

где g(t) – задающее воздействие, km > 0, ym(t) – выход эталонной 

модели, ym(t)  R, deg Qm(p) = nl – ml. 

Проектируемая система синхронизации r агентов должна 

обеспечить выполнение целевого условия  

(3)  )()( tyty ml  при ,Tt  l = 1, …, r. 

где  – некоторое достаточно малое положительное число, T > 0. 

Предположения.  

П.1.  Коэффициенты qli(t), rli(t) операторов Ql(p, t), Rl(p, t) та-

кие, что qli = qli0 + ∆qli(t), i = 1, …, n, rlj = rlj0 + ∆rlj(t),

,)( '
lili tq   '')( ljlj tr   , ''' , ljli  некоторые положительные 

числа, j = 1, …, m, l = 1, …, r. 

П.2.  Величины qlj0, rlj0 и величина kl зависят от вектора неиз-

вестных параметров l  , где  – известное ограниченное 

множество возможных значений вектора l, l = 1, …, r. 
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П.3.  Внешние возмущения fl(t) и задающее воздействие g(t) 

являются ограниченными функциями, l = 1, …, r. 

П.4.  Полиномы Rl(λ, t) – гурвицевы при любом фиксирован-

ном t, λ– комплексная переменная в преобразовании Лапласа, 

l = 1, …, r.  

П.5.  degQl(p, t) = nl, degRl(p, t) = ml. Полином Qm(λ) – гурви-

цев, l = 1, …, r. 

П.6.  В системе управления доступны измерению скалярные 

входы ul(t) и выходы yl(t) агентов, l = 1, …, r. 

3. Метод решения  

Для решения поставленной задачи в каждом из l агентов се-

ти, l = 1, …, r, применим робастный алгоритм управления, 

предложенный в работе [4]. Для этого представим операторы 

Ql(p, t) и Rl(p, t) в виде сумм стационарных и нестационарных 

слагаемых Ql(p, t) = Ql0(p) + ∆Ql(p, t), Rl(p,t) = Rl0(p) + ∆Rl(p, t), 

где Ql0(p), Rl0(p) – дифференциальные операторы с постоянными 

неизвестными коэффициентами, зависящими от векторов неиз-

вестных параметров l  . ∆Ql0(p, t) и ∆Rl0(p, t) нестационарные 

операторы, коэффициенты которых являются ограниченными 

непрерывными функциями времени такие, что 
1

1 ln

1

1

( , ) ( ) ... ( ),

( , ) ( ) ... ( ).

n

l l

m

l l lm

Q p t q t p q t

R p t r t p r t





     

     
  

deg Ql0(p) = nl, deg ∆Ql(p, t) = nl – 1, deg Rl0(p) = ml, 

deg ∆Rl(p, t) = ml – 1.

 

Тогда уравнение (1) примет вид  

(4) 
0 0

1,

( ) ( ) ( ) ( , ) ( , )

( ) ( ) ( ).

l l l l l l l l l l

r

lj j l

j j l

Q p y t k R p u Q p t y k R p t u

N p y t f t
 

     

 
 

Применим известную параметризацию [18], получим  

(5)  

 

1 2

1,

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( , ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( , ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( )

l l
lm l l l l l

l l

r
ljl l

j l l

j j l l l

l l
l l l l

l l

N p N p
Q p y t k u u t y t

M p M p

S p N p S p
y t Q p t y t

M p M p

kS p S p
R p t u t f t t

M p M p


 

   

   

   

  
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где Ml(λ), Sl(λ) – гурвицевы полиномы, deg Ml(p) = nl – 1, 

deg Sl(p) = nl – ml – 1, deg Nl1(p) = nl – 2, deg Nl2(p) = nl – 1;  

εl(t) – экспоненциально затухающие функции, определяемые 

начальными условиями, l = 1, …, r. Рассмотрим сеть, состоя-

щую из однотипных агентов, поэтому Qlm = Qm. 

Составим уравнения относительно ошибок el(t) = yl(t) – ylm(t), 

вычитая (2) из (5): 

(6)  

 

1 2

1,

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( , ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ).

( ) ( )

l l
m l l l l l

l l

r
ljl l

j l l

j j l l l

l l l
l l l l m

l l

N p N p
Q p e t k u t u t y t

M p M p

S p N p S p
y t Q p t y t

M p M p

k S p S p
R p t u t f t t k g t

M p M p


 

   

   

    

  

Запишем уравнение (6) в виде 

(7) ),()()()( ttuktepQ llllm   

где  

    

1 2

1,

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( , ) ( ) ( , ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ), 1,..., .

( )

r
ljl l l

l l l j

j j ll l l

l l l
l l l l

l l

l
l l m

l

N p N p S p N p
t u t y t y t

M p M p M p

S p k S p
Q p t y t R p t u t

M p M p

S p
f t t k g t l r

M p





 

   

    

   



 

Применим обратное преобразование Лапласа к уравнению 

(7) и представим полученные уравнения в векторно-матричной 

форме: 

(8) 
0 0( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ), 1,.., ,

l ml l l l l

l l

t A t D k u t D t

e t L t l r

    

  
 

где ,

0

.

.

.

)(

11

































ll

ll

mnlm

mnlm

ml

q

Iq

A 1 2 ( ), ,...,
l llm lm lm n mq q q   коэффи-
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циенты многочленов Qlm из предположения П.5; 
 1ll mn

I еди-

ничные матрицы соответствующих размерностей; 

D0 = [0, …, 0, 1]T, L = [1, …, 0]. 

Зададим закон изменения ul(t) в виде 

(9) ),()(),()()( tvtvtvpTtu llllll  .,...,1 rl    

где l > 0, l(t) – новые управляющие сигналы; Tl(p) – линейный 

дифференциальный оператор такой, что выполнено условие 

Tl()/Qlm() = 1/( + lm), lm > 0. Тогда уравнение (7) можно пре-

образовать, в результате чего получим  

(10) ),()()()( ttvteap lllllm    .,...,1 rl    

Здесь 

   

1 2

1,

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( , ) ( ) ( , ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 1
( ) ( ( ) ( )) ( )

( ) ( ) ( )

r
ljl l l

l l l j

j j ll l l l l l

l l
l l l l

l l l l

l
l l m l l l l

l l l

N p N p S p N p
t u t y t y t

T p M p T p M p T p M p

S p kS p
Q p t y t R p t u t

T p M p T p M p

S p
f t t k g t k v

T p M p T p



  

 

   

    

    



( ), 1,..., .t l r

 

Функции l(t), l = 1, …, r описывают сигналы, которые 

несут информацию о неопределенности и нестационарности па-

раметров модели, перекрестных связях, внешних неконтролиру-

емых возмущениях агентов сети. Будем строить систему управ-

ления так, чтобы компенсировать негативное влияние этих сиг-

налов на всю сеть. Для этого введем в каждом агенте вспомога-

тельные контуры  

(11) )()()( tvtеap llllm  ,     

и получим уравнения для рассогласований )()()( tеtеt lll  : 

(12) )()()( ttap lllm   , .,...,1 rl   

Если сформировать управляющее воздействие l(t) в виде 

(13)  ),(
1

)()(
1

)( ttaptv l

l

llm

l

l 





 .,...,1 rl    

то из (10) получим  

(14) ( ) ( ) 0lm lp a e t  , .,...,1 rl   
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Из (14) следует, что 0)(lim 


tel
t

, .,...,1 rl   

Докажем ограниченность всех сигналов проектируемой си-

стемы. Подставив l(t) в (13), получим 

(15) ,
)(

)(
)()(

)(
)()(

1
)( 11

l

l
l

lll

l
llll

l

l

t
tu

pMpT

pN
tvktv









  

где 

   

2
1

1,

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( , ) ( ) ( , ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 1
( ) ( ( ) ( )).

( ) ( ) ( )

r
ljl l

l l j

j j ll l l l

l l
l l l l

l l l l

l
l l m

l l l

N p S p N p
t y y t

T p M p T p M p

S p kS p
Q p t y t R p t u t

T p M p T p M p

S p
f t t k g t

T p M p T p





 

  

    

  



 

Выразим из уравнения (15) переменную l(t) и подставим полу-

ченное выражение в (9): 

(16)  

 

1 2

1,

( ) ( )1
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( , ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

( ) ( )

l l
l l l

l l l

r
ljl l

j l l

j j l l l

l l
l l l l m

l l

N p N p
u t u t y t

k M p M p

S p N p S p
y t Q p t y t

M p M p

kS p S p
R p t u t f t t k g t

M p M p


 


   



   


     



  

Подставим (16) в (6), в результате чего получим  

(17) 0)()( tepQ lm ,   

откуда следует ограниченность не только величин уl(t), но  

и nl – ml их производных, а следовательно, и переменных yl(t) 

и их производных в силу предположений П.3 и П.5. Представим 

уравнение (16) в следующем виде: 

(18) 

1

2

1,

( ( ) ( ) ( ) ( ; )) ( )

( ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ; ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )).

l l l l l l

r

ljl l l j

j j l

l l l l l l l l m

k M p N p kS p R p t u t

N p y t S p N p y t

S p Q p t y t S p f t M p t M p k g t

 

   

   

    


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Положим klMl(p) + Nl1(p) + klSl(p)Rl(p, t) = klSl(p)Rl(p, t), где 

полиномы Sl() гурвицевы, а Rl(p, t) – устойчивы в силу предпо-

ложения П.4. Кроме того, yl(t), fl(t), l(t), g(t), – ограниченные 

функции, следовательно, ul(t) – ограниченные функции. Из чего 

следует и ограниченность сигналов l(t), l = 1, …, r. Тогда из 

выражения (12) следует ограниченность переменных l(t) и их 

производных. 

В силу предположения П.6 реализацию производных сиг-

нала l(t) осуществим с помощью наблюдателя[17]. Для этого 

зададим законы изменения ul(t) в виде 

(19) )()( tTtu lll  , ,,...,1 rl   
где ],,...,,[ )1(10 

ll mnllll sssT  )1(10 ,...,,
ll mnlll sss коэффициенты по-

линомов Tl(), l(t) – векторы состояний, полученные с наблю-

дателей [17], которые представлены в виде 

(20) )),()(()( 00 tvtvBtF llllll   )()( tLtv ll  , ,,...,1 rl   

Здесь 


0,)( l
mn

l FRt ll матрицы в форме Фробениуса 

с нулевой нижней строкой, [1,0,...,0],L  1
0 ,..., l l

l l

n ml
l n m

l l

bb
B

 





 
  
 

, 

l = 1, …, r. Параметры )(1,..., ll mnll bb   выбираются так, чтобы мат-

рицы Fl = Fl0 + BlL были гурвицевыми, 
Τ

1 ( )[ ,..., ],
l ll l l n mB b b   

l > 0 – достаточно малые числа, l = 1, …, r.  

Подставим (19) в (6) и, выбрав полиномы Tl(), l = 1, …, r, 

так, чтобы передаточные функции удовлетворяли условию  

Tl()/Qlm() = 1/( + lm), lm > 0, получим  

(21) ),()()()( ttvteap lllllm    ,,...,1 rl   

где  )).()(()()( tvtvtt lllll  
 

Функции )(tl , l = 1, …, r, описывают информацию о не-

определенностях параметров моделей агентов управления, 

внешних неконтролируемых возмущениях, погрешностях оце-

нок переменных l(t) и их nl – ml –1 производных. 

Система строится при выполнении предположения П.6, по-

этому промежуточные сигналы l(t) будем формировать в виде   
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(22) ),()(
1

)( taptv llm

l

l 


  ,,...,1 rl    

где  )(tl оценка, получаемая с наблюдателя (20) в виде 

(23) 
),()(

)),()(()(

2

00

tzLt

ttBtzFz

ll

llllll








   

где 2( )lz t R , ,
00

10
0 








lF ,,

2

21
0 










l

l

l

l
l

dd
B


]0,1[2 L . Парамет-

ры dl1, dl2 выбираются аналогично, как в наблюдателе (20), 

l = 1, …, r. 

Введем в рассмотрение составные векторы 

 1 1

1 1

11

11

11

1 1

1

( ) col( , , ), col( ,..., ),

col( , , ), col( , , ),

col( , , ), col( , , ),

col( , , ), col( , , ),

col( , , ), col( , , ),

col( , , ), col( , , ),

col( , , ),

r r

r r

rr

rr

rr

r r

r

t k k k

u u u

e e e e e e

v v v v v v

  

     

     

  

    

 

 

 

 

 

 1col( , , )rz z z

 

и блочно-диагональные матрицы 

mA diag },,,{ 1 mrm AA  D diag },,,{ 00 DD  T diag },,,{ 1 rTT   
 diag },,,{ 1 r  0L diag },,,{ LL   diag },,,{ 1 r   
0F diag },,,{ 010 rFF  0B diag }.,,{ 010 rBB   

Преобразуем уравнения (8), (11), (13), (19), (20), (22), (23) 

в векторно-матричные уравнения 

(24) 0 0( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ),

mt A t D ku t D t

e t L t

    

 
 

(25) )(tveae m 


,   

(26) ( ) ( ( ) ( )),l mv t t a t      

(27) )()( tTtu lll  , ,,...,1 rl   
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(28) )),()(()( 00 tvtvBtF   )()( tLtv  ,    

(29) )),(()( tatv lm 


  

где  )(tl оценки, получаемые с наблюдателей 

(30) 
),()(

)),()(()(

2

00

tzLt

ttBtzFz








 

Утверждение.  Пусть выполнены условия предположений 

П.1 – П.6, тогда для любого  > 0 в (3) существуют числа 0 > 0, 

T> 0 такие, что при   0 и t  T для системы (24)–(30) выпол-

нено целевое условие (3) и все переменные в системе ограниче-

ны.  

Доказательство утверждения приведено в Приложении. 

4. Числовой пример 

Рассмотрим однородную сеть, состоящую из четырех взаи-

мосвязных нестационарных агентов, заданных следующими си-

стемами дифференциальных уравнений с переменными коэф-

фициентами 

11 12

12 13

13 14 10 1 12 2 13 3 14 4

14 14 11 13 12 12 13 11 14 11 1

12 2 13 3 14 4 1

1 11

,

,

,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ),

;

x x

x x

x x c u n y n y n y

x q t x q t x q t x q t x c t u

n y n y n y f t

y x





     


      
   




 

21 22

22 23

23 24 20 2 21 1 23 3 24 4

24 24 21 23 22 22 23 21 24 21 2

21 1 23 3 24 4 2

2 21

,

,

,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ),

;

x x

x x

x x c u n y n y n y

x q t x q t x q t x q t x c t u

n y n y n y f t

y x





     


      
   



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31 32

32 33

33 34 30 3 31 1 32 2 34 4

34 34 31 33 32 32 33 31 34 31 3

31 1 32 2 34 4 3

3 31

,

,

,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ),

;

x x

x x

x x c u n y n y n y

x q t x q t x q t x q t x c t u

n y n y n y f t

y x





     


      
   




 




























.

),(

)()()()()(

,

,

,

414

4343242141

441444143424243414444

3432421414404443

4342

4241

xy

tfynynyn

utcxtqxtqxtqxtqx

ynynynucxx

xx

xx









 

Перейдем от канонических форм описания агентов к опера-

торным формам описания. Тогда уравнения в операторных 

формах примут вид (1): 
4 3 2

1 2 3 4

4

0 1

1,

( ( ) ( ) ( ) ( )) ( )

( ( )) ( ) ( ) ( ), 1, 2, 3, 4,

l l l l l

ljl l l j l

j j l

p q t p q t p q t p q t y t

r p r t u N p y t f t l
 

    

    
 

где коэффициенты rl0 = cl0, rl1 = cl(t) + cl0ql1(t), ( ) ,lj lj ljN p n p n   

l = 1, 2, 3, 4, l  j, l = 1, 2, 3, 4. Представив коэффициенты qli(t), 

rl(t), l = 1, 2, 3, 4, в виде сумм стационарных и нестационарных 

составляющих qli(t) = qli0 + qli(t), i = 1, 2, 3, 4, rl(t) = rl0 + rl(t), 

 = 0, 1, l = 1, 2, 3, 4, получим уравнение (4): 
4 3 2 3

10 20 30 40 0 10 1

4
2

2 3 4 1

1,

( ) ( ) ( ( )

( ) ( ) ( )) ( ) ( ) ( )

( ), 1,2,3,4.

l l l l l l l l

ljl l l l l j

j j l

l

p q p q p q p q r p r u q t p

q t p q t p q t r t u N p y t

f t l

 

        

        

 

  

Заметим, что rl0 = kl, l = 1, 2, 3, 4. 

Уравнение ведущего агента-лидера: (p + 3)3ym(t) = 81r(t). 

Предположим, что известно множество  возможных зна-
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чений параметров моделей агентов: –4  qli0  4,  –6  qli(t)  6, 

i = 1, 2, 3, 4,  1  rl0  4,  –7  rl1(t)  25,  4  rl10  15. Внешние 

возмущения в каждом агенте сети не контролируются, согласно 

предположению П.3 удовлетворяют условию |fl(t)| < 10, 

l = 1, 2, 3, 4. 

Выберем в каждом агенте сети полиномы Tl() = ( + 3)3, 

l = 20, l = 1, 2, 3, 4. 

Вспомогательные контуры введем в виде 

( 3) ( ) 20 ( ),l lp e t v t   l = 1, 2, 3, 4, тогда уравнения наблюдате-

лей (20), (23) примут вид  

1 2 1

2 12

1

6
( ) ( ) ( ( ) ( )),

8
( ) ( ( ) ( )),

( ) ( ).

l l l l

l

l l l

l

l l

t t v t t

t v t t

v t t

  


 





  



  


 

 

Моделирование системы синхронизации сети проводилось 

при следующих значениях коэффициентов уравнений моделей 

агентов:q1i0 = 3, q2i0 = 4, q3i0 = 2, q4i0 = –1, ∆ql1(t) = 3cos 4t, 

i = 1, 2, 3, 4, ∆ql4(t) = sin 2t, ∆ql1(t) = 3cos 4t, ∆ql2(t) = 5cos 4t, 

ql3(t) = 3sin t, cl1(t) = 5+sin 5t, cl0 = rl0 = kl = 4, rl10 = 3, 

∆rl1(t) = sin t, l = 1, 2, 3, 4; n12 = n21 = n31 = n41 = 1, n13 = n23 = 

= n32 = n42 = 2, n14 = n24 = n34 = n43 = 3. Задающее воздействие в 

уравнении ведущего агента (2) имеет вид g(t) = 1 + sin 3t, km = 81. 

Синхронизируются четыре идентичных агента при условии 

воздействия на них разных по амплитуде внешних гармониче-

ских возмущений:  

1( ) 9sin1,7f t t , ttf 3sin5,8)(2  , ,5sin7)(3 ttf  ttf sin2)(4  . 

Параметры регулятора: μl = 0,01, alm = 3, l = 1, 2, 3, 4. 

Начальные условия нулевые. 

На рис.1. представлен выход ведущего агента – лидера, 

сигнал которого отслеживают выходы агентов сети. 

На рис. 2. представлены ошибки слежения e1(t), e2(t), e3(t), 

e4(t) в четырех агентах сети.  
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Рис. 1. Переходный процесс по выходу ym(t)  

ведущего агента – лидера сети 
 

 
 

Рис. 2. Переходные процессы по ошибкам слежения 

e1(t), e2(t), e3(t), e4(t) 

5. Заключение 

В работе рассмотрен один из возможных подходов постро-

ения системы синхронизации сети взаимосвязных нестационар-

ных агентов в условиях неопределенности и внешних возмуще-

ний с использованием в каждом агенте сети вспомогательного 

контура и двух наблюдателей переменных. Получена система 

синхронизации с использованием данных об измерениях ска-
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лярных входов и выходов агентов сети. Рассмотрен иллюстри-

рующий числовой пример сетевого объекта. Имитационное мо-

делирование системы управления сетью, состоящей из четырех 

агентов, проведено в пакете SimulinkMatlab. Результаты моде-

лирования подтвердили теоретические выводы и продемонстри-

ровали эффективность системы синхронизации в условиях па-

раметрической неопределенности и внешних возмущений. 

 
Приложение 
 

Доказательство утверждения.  Введем в рассмотрение 

нормированные векторы )(),( twt  ошибок оценок производных 

переменных v(t), ζ(t):  
1 1

1 2 0( ) Γ ( ( ) ( )), ( ) Γ ( ( ) ( )),t t t w t z t z t        

где T = (v(t), pv(t), …, pn–mv(t)), z0
T = [(t), p(t)],  

Г1 = diag{n–m–1, …, , 1}, Г2 = diag{, 1}. 

Тогда уравнения наблюдателей (20) и (23) с учетом введен-

ных нормированных векторов примут вид  

(31) 

2
00

1

2

11
( ) ( ) ( ),( ) ( ),

( ) ( ),( ) ( ),

n m

n m

w t Fw t b p tt F b p v t

t L w tt L t

 


   




 


   

 
 

 

 

где 200 LBFF  , 0 [0, ...,1]b  , 
T

0 [0,1]b  , 2 [1, 0]L  , 

),()()( tvtvt  ).()()( ttt    
Перейдем к операторным формам записи уравнений (31): 

(32) )()(...
)(11 tvpt

b
p

b
p mn

mn

mnmnmn 



 













 


,  

(33) ).()( 2

2

212 tpt
d

p
d

p 
















  

Заметим, что уравнения (31) можно записать в виде   
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(34) 
1

2

1 1
( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ),

( ) ( ),( ) ( ),n m

t F t bpv t w t Fw t bp t

t L w tt L t

  
 

    

 
    

 
   

 

где bT = [1, 0, …, 0], 
T

[1, 0]b  . Уравнения (31) и (34) эквива-

лентны, так как являются разными векторно-матричными фор-

мами записей уравнений (32), (33). 

Учитывая (19), (21), (22) и (34), уравнение для рассогласо-

ваний (12) примет вид     

(35) ).()( 2 twLte   

Выберем функцию Ляпунова в виде 
Τ Τ

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ),V t t H t w t H w t    

где матрицы H, H1 являются решениями уравнений Ляпунова  

Τ

12HF F H I   ,  
Τ

1 1 22 ,H F F H I    

где H > 0, H1 > 0, ρ1 > 0, ρ2 > 0. 

Вычислим полную производную на траекториях систе-

мы (34): 

(36) 
2 2 Τ Τ1 2

1( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ).V t t w t t Hpv t w t H p t
 

  
 

      

Запишем уравнения (23) в виде  

(37) 





















.

),()()(

),()()(

),()()(

21

22

21

21









twLapeap

tpbtwFtw

tbpvtFt

mm





 

Воспользуемся леммой 1 [14]. 

Пусть в (37) μ2 = 0, тогда имеем две системы 

),()(1 tFtl    

),()(1 twFtwl   

которые в силу условий (20) и (23) являются экспоненциально 

устойчивыми, все производные измеряются. То есть в обла-

сти , как было доказано ранее, e(t)  0, |(t)| < k1, |(t)| < k2, а из 

(9) и (12) следует, что ,)( 3kt  4)( ktv  , где k1, k2, k3, k4 –
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некоторые положительные константы. Таким образом, условия 

леммы 1 [14] выполнены. 

Покажем, что в случае μ2 ≠ 0, а точнее при μ1 < μ0 и μ2 < μ0 

областью диссипативности будет . Положим в (37) μ1 = μ2 = μ 

и, подставив их в (36), воспользуемся следующими оценками: 

2 2Τ

3

2Τ

1 1 4

1 1
2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

1
2 ( ) ( ) ( ) .

t Hpv t t H pv t t H k

w t H p t w t H k

    
 

 


    

  

 

Оценим производную (36) от функции Ляпунова, используя по-

лученные последние неравенства 

).()()1(
1

)()1(
1

)()()(

413

2

2

2

1

2221

kHkHtw

ttwttV


















 

Пусть ρ1 > 1 и ρ2 > 1.Тогда имеем 

(38) 










2221 )()()( twttV ,         

где β = ||H||k3 + ||H1||k4. Откуда следует  

(39)   )()( 1 tVtV ,                   

где









)(

;
)(

min
1

21
1

HH 






 , )(),( 1HH  максимальные 

собственные числа матриц H, H1 соответственно. Разрешив (39), 

получим .)(
1


tV  

Учитывая 
11

2
)(

)(

1
)(






 tV

H
tw , а также (37),имеем 

.)()(
1


  twte Следовательно, для любых δ > 0 в целе-

вом условии (3) существует μ0 такое, что будет выполнено усло-

вие (3). 
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CONTROL OF A NETWORK OF TIME-VARYING AGENTS 

UNDER CONDITIONS OF PARAMETRIC UNCERTAINTY 

AND EXTERNAL DISTURBANCES 

Aliya Imangazieva, Astrakhan State Technical University, Astra-

khan, Cand.Sc. (aliya111@yandex.ru). 

Abstract: The structure of the control system for synchronisation of a network of 

identical agents under conditions of nonstationarity and parametric uncertainty of 

agent models is proposed. During synchronisation, it is required to ensure time-

consistent behaviour of identical agents of the network taking into account external 

perturbations acting on each agent. In subsystems the scalar output of the leading 

agent is monitored, the agents are independent. Scalar inputs and outputs of agents 

are available for measurement. To solve the set network problem, controlling laws 

are built in each agent based on the auxiliary loop method, which is based on the 
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principle of dynamic compensation. Signals carrying information negatively affect-

ing the regulation of the subsystem are formed in advance, and then their compensa-

tion is carried out.  In each agent, information about the derivatives of the interme-

diate signals is required, for which Khalil observers are used. To illustrate the per-

formance of the proposed synchronisation system, we consider a numerical example 

of controlling a network object consisting of four agents, each of which is subject to 

external disturbances of different amplitude. Modelling in MATLAB Simulink has 

been carried out. The simulation results confirmed the theoretical conclusions and 

showed good performance of the synchronisation system under conditions of uncer-

tainty and non-stationarity of the network agents' models.  

Keywords: control, synchronization, time-varying, agent network, paramet-

ric uncertainty, observer, auxiliary loop, disturbances. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭФФЕКТА ИНДУКТИВНО  

ВЫЗВАННОЙ ПОЛЯРИЗАЦИИ В ЧАСТОТНЫХ 

ДАННЫХ АЭРОЭЛЕКТРОРАЗВЕДКИ 
Хлюстов Д. К.1 

(ФГБУН Институт проблем управления  

им. В.А. Трапезникова РАН, Москва) 

Аэроэлектроразведка является одним из распространенных методов сбора 

геофизической информации. В процессе исследовании территории с лета-

тельного аппарата собираются данные магнитного отклика среды в ответ 

на сигнал контролируемого источника электромагнитных волн. Во многих 

случаях для моделирования откликов достаточно построить простую модель 

разреза, имеющую действительные кажущиеся удельные сопротивления. 

Однако порой на данные существенное влияние оказывает эффект вызванной 

поляризациии. Он выражается в зависимости кажущегося сопротивления 

среды от частоты сигнала. Классический подход к моделированию ВП заклю-

чается в построении модели для частотно-зависимого удельного сопротив-

ления каждого из слоев среды. Однако количество параметров при таком 

подходе быстро растет с увеличением разрешения, в связи с чем задача ин-

версии становится некорректной. Отсутствие однозначного решения об-

ратной задачи приводит к тому, что итоговый результат интерпретации 

данных сильно зависит от используемого начального приближения и априор-

ной информации. В данной работе предлагается подход к решению этой про-

блемы, который применяется для инверсии реальных данных. Показывается, 

что в некоторых случаях начальное приближение может быть выбрано ис-

ходя из результатов анализа откликов, полученных на участке, близком 

участку ВП. 

Ключевые слова: аэроэлектроразведка, фильтр Калмана, вызванная 

поляризация. 

1. Введение 

Аэроэлектроразведка широко применяется для поисков по-

лезных ископаемых и картирования подземных инженерных 

конструкций [15]. Причиной этому является высокая скорость 

получения данных: летательный аппарат способен произвести 

исследование обширных территорий за небольшое время. Кроме 

того, аэроэлектроразведка применима на территориях, недо-

                                           
1 Дмитрий Кириллович Хлюстов, аспирант (hlustov.d@gmail.com). 
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ступных для исследования наземными методами ввиду сложных 

природных условий. 

Как правило, аэроэлектроразведочная система состоит из 

передатчика и приемника, расположенных на летательном ап-

парате. Передатчик излучает электромагнитный импульс с за-

данными характеристиками, приемник фиксирует вторичное 

поле отклика среды. На основании полученных данных строит-

ся модель среды, смоделированные отклики которой аппрокси-

мируют реальные данные. 

Эффекту вызванной поляризации (ВП) посвящено большое 

количество исследований в области обработки данных аэро-

электроразведки [11, 12, 17]. Причина этого заключается в том, 

что на практике часто оказывается невозможным получить фи-

зически адекватные результаты инверсии данных без учета ВП 

[6, 7]. 

Модели данного эффекта можно разделить на две группы. 

Согласно одним, ВП является проявлением особых свойств не-

которых минералов. Работа [4] посвящена созданию материа-

лов, обладающих свойством накопления заряда. Лабораторные 

эксперименты показывают, что в присутствии неоднородностей 

(к примеру, гранулярной структуры) среда может обладать ча-

стотно-зависимым сопротивлением. Согласно же альтернатив-

ной точке зрения, эффект ВП обусловлен в первую очередь гео-

метрическими характеристиками поверхности (такими как тре-

щиноватость) [3]. 

Следует отметить, что часто эффект ВП проявляется лишь 

при условии достаточной плотности частотного спектра аэро-

геофизической системы. Немалое значение имеет и высота по-

лета [9].  

На рис. 1 приведены результаты обработки данных системы 

ЭКВАТОР, проводящей съемку на 25 частотах, и системы 

EM4H, имеющей лишь 4 частоты в спектре, в двух вариантах: 

самолетном (с большой высотой полета) и вертолетном 

(с меньшей высотой). 

Высокие контрасты сопротивлений в правой части разреза 

обусловлены эффектом ВП. При этом в данных системы ЭК-
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ВАТОР они наиболее заметны, а в данных самолетного вариан-

та EM4H практически не видны.  

 

 

 

Рис. 1. Результаты инверсии данных системы ЭКВАТОР  

(сверху), самолетного (в середине) и вертолетного  

варианта EM4H 

Данному факту можно дать несколько объяснений. Во-

первых, плотная сетка частот позволяет с большей вероятно-

стью уловить воздействие ВП, которое имеет характерный диа-

пазон времени проявления. Кроме того, интенсивность эффекта 

вызванной поляризации зависит от высоты летательного аппа-

рата, а потому данные самолетной системы практически ему не 

подвержены. 

Одним из главных индикаторов ВП являются отрицатель-

ные значения отклика во временной области или же отрица-

тельные значения синфазной компоненты отклика – в частотной 

[7]. В первой части представленной работы показано, что мо-

дель на основе формулы Cole-Cole [2] позволяет получить от-

клик с такими характеристиками. После этого приводится под-

ход к инверсии, представляющий собой компромисс между 

числом параметров и качеством описания данных. В конце по-

казаны результаты применения данного подхода для инверсии 
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реальных данных, которые сравниваются с классической моде-

лью без учета накопления заряда. 

Все вычисления проводятся в частотной области. Парамет-

ры системы, такие как частоты, типичная высота и относитель-

ное местоположение передатчика и приемника, соответствуют 

параметрам реальной аэроэлектроразведочной системы ЭКВА-

ТОР [14]. Данная система способна проводить съемки как в ча-

стотной, так и во временной области. Однако в настоящей рабо-

те исследуются лишь частотные данные, поскольку частотноза-

висимое сопротивление в этой области имеет более наглядную 

интерпретацию. 

2. Методы решения задачи 

При вычислении кажущегося сопротивления среды часто 

используется так называемая горизонтально слоистая модель 

[20]. Подобное упрощение структуры позволяет снизить объем 

необходимых вычислений, в то же время обеспечивая высокую 

точность аппроксимации данных [5, 10]. Данная модель позво-

ляет в явном виде выписать значения вторичного поля в ответ 

на излучение вертикального магнитного диполя. Для фиксиро-

ванной частоты вертикальная компонента отклика равна     

(1)   2

0 0 0 0 0
0

( , , , ) ) ,(z TH u n z h J n r n dn 


   

где J0 – функция Бесселя первого рода нулевого порядка; r го-

ризонтальное смещение приемника относительно диполя;  

hT – высота диполя над поверхностью земли; z – высота прием-

ника. Двумерный спектр потенциала вторичного поля задается 

формулой 

(2) 0 1 0
0

1 0

( ( ))
( , , , ) ,

2
T

Mexp n z h n n R
u n z h

n n R


  



 

где M – дипольный момент; R – приведенный спектральный им-

педанс среды. Для K слоев его значение задается формулой 

(3) 
0 1 1 1
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K K
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     

  
. 



 

Управление большими системами. Выпуск 114 

112 

(4) 
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
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Здесь 0 = 4  10–7 Гн/м – диэлектрическая проницаемость 

вакуума; k – сопротивление k-го слоя. 

Одним из возможных методов решения обратной задачи 

(оценивания сопротивления и толщины каждого слоя) является 

фильтр Калмана. Поскольку задача нелинейна, необходимо ис-

пользовать его модификацию – обобщенный итерационный 

фильтр [1, 8]. Поскольку данные методы используют численные 

оценки градиента, получить строгие теоретические результаты 

о сходимости процесса в общем виде не представляется воз-

можным. Поэтому зачастую при работе с реальными данными 

оказывается необходимо запускать фильтр с разными началь-

ными значениями и параметрами. Как правило, при обработке 

реальных данных начинают с простейшей модели однородного 

полупространства, сопротивление которого подбирается филь-

тром. После этого полученная модель используется в качестве 

стартовой для расширенной модели, содержащей несколько де-

сятков слоев. Кроме того, для получения физически значимых 

результатов модель однородного полупространства подбирается 

лишь по данным откликов на самой низкой частоте, что соот-

ветствует слоям породы, обладающим наибольшей относитель-

ной мощностью. Оценка параметров расширенной модели про-

изводится уже с использованием всех доступных данных. 

Алгоритм фильтра Калмана требует задания нескольких 

матриц в качестве параметров. В данной статье матрица шумов 

измерений R оценивалась по результатам компенсации (измере-

ния естественного поля местности на большой высоте), матрица 

вариации параметров Q задавалась вручную так, чтобы обеспе-

чить возможность значительного изменения оцениваемых вели-

чин. Матрица F полагалась единичной, что отражает факт от-

сутствия априорной информации о строении разреза. Матрица H 

вычисляется в ходе работы алгоритма на основании оценки яко-

биана [8]. Вектор измерений z формируется из измеренных зна-

чений откликов для рабочих частот системы (от 77 Гц 

до 15 кГц). 
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Приведенные выше формулы являются прямыми следстви-

ями уравнений Максвелла. С математической точки зрения со-

противления могут быть комплексными или даже частотно-

завсимыми. 

Часто при изучении эффекта ВП сопротивления моделиру-

ются при помощи формулы Cole-Cole [17]: 

(5) 
 

0

1
1 1 ,

1
c

m
i

 


  
    

    

 

где 0 – сопротивление среды при постоянном токе; m – пара-

метр заряжаемости;  – время релаксации; c – константа фазово-

го сдвига. Изначально подобные уравнения появились в рабо-

тах, посвященных медленным электромагнитным процессам 

(таким как процессы электрохимии), однако позже нашли при-

менение и в других областях, таких как аэроэлектроразведка. 

Уравнение Cole-Cole не единственное, применяющееся для опи-

сания эффекта ВП [3], однако альтернативные модели содержат 

еще большее число параметров [13]. 

При изучении источников было выяснено, что формула (4) 

допускает как «+», так и «–» под корнем. При этом в англоязыч-

ной литературе чаще выбирается «+» [16, 18, 19], а в русско-

язычной – «–» [15, 20]. В случае действительных значений со-

противления изменение знака влияет лишь на положительность 

действительной компоненты отклика, оставляя его форму по-

стоянной. Однако при переходе к комплексным сопротивлениям 

знак становится существенным. В частности, численное реше-

ние оптимизационной задачи 

(6) ( ) min,zH  R  

где ( )zH R обозначает действительную компоненту отклика 

для частоты , показывает, что при выборе под корнем знака  

«–» классическая формула Cole-Cole не позволяет получить от-

рицательных откликов. На рис. 2 представлены графики зави-

симости от частоты действительной компоненты отклика при 

выборе различных знаков. Видно, что в варианте с «–» отклики 

не пересекают горизонтальную ось. 
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Рис. 2. Действительная компонента отклика однородного по-

лупространства для разных значений знака волнового числа 

Следует заметить, что функция (i)с является многознач-

ной. В самом деле, 
*

* 2
2 2

i
i exp exp i k

 


    
      

    
 для 

целых k. После возведения в степень c мы получим ,
2

c
exp i

 
 
 

 

5

2

c
exp i

 
 

 
 в качестве возможных значений. 

При выборе под корнем в формуле (4) для моделирования 

отрицательных откликов необходимо использовать вторую 

ветвь степенной функции. В настоящей работе авторы придер-

живались именно такого подхода. 

На рис. 3 показаны результаты моделирования отклика од-

нородного полупространства с параметрами  = 1000m, 

m = 0,5,  = 0,001 c, c = 0,5. Показаны значения квадратурной 

и синфазной компонент, а также кривая затухания во временной 

области. 

Индексом 0 обозначен отклик при выборе первой ветви 

степенной функции, индексом 1 – при выборе второй, NoIP со-

ответствует среде без поляризации. 

В случае когда все слои модели имеют сопротивления, 

определяемые формулой Cole-Cole, количество параметров рас-

тет очень быстро. Для того чтобы повысить корректность об-

ратной задачи, необходимо ввести дополнительную регуляриза-

цию. Часто в работах принимается предположение, что можно 

локализовать ВП в верхнем слое модели. Однако вопрос о том, 
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всегда ли можно подобрать модель, аппроксимирующую дан-

ные, не имея информации о реальном положении поляризующе-

гося слоя, является открытым.  

 

Рис. 3. Отклик однородного поляризующегося пространства 

Рис. 4 показывает результаты сходимости алгоритма при 

подборе откликов синтетической двухслойной модели при раз-

личном расположении поляризации. Видно, что в частотных 

данных сходимость действительно наблюдается, даже если по-

ляризация на самом деле содержится в нижнем слое, а модели-

руется в верхнем. Однако при переходе к временной области 

для малых значений толщины верхнего слоя подобная модель 

оказывается неспособна аппроксимировать отклики.  

Ввиду вышесказанного вопрос о правильном определении 

положения поляризующихся слоев в модели можно считать от-

крытым. Одним из возможных предположений является то, что 

эффект ВП сосредоточен в относительно небольшом (1–3) ко-

личестве слоев. Для нахождения этих слоев были подобраны 

параметры нескольких моделей, каждая из которых содержала 

ровно один поляризующийся слой. 
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Рис. 4. Результаты сходимости алгоритма во временной  

и частотной области на двухслойной модели 

При варьировании глубины залегания поляризующегося 

слоя был получен набор невязок между предсказаниями модели 

и реальными данными. Для некоторых значений глубины невяз-

ка оказалась существенно (в 5–10 раз) меньше, чем для других. 

Несмотря на то, что ее значения по-прежнему были слишком 

высоки, чтобы считать какую-либо из моделей хорошим при-

ближением, при помощи этой процедуры удалось сделать вы-

бор, сопротивления каких слоев считать частотно-зависимыми. 

Данный метод применим лишь для небольших участков 

данных. Параметры моделей с одним поляризующимся слоем 

идентифицируются только при наличии хорошего начального 

приближения, в связи с чем необходимо регулярно повторять 

описанную процедуру. 

3. Основные результаты 

Здесь приведены результаты обработки реальных данных, 

полученных системой ЭКВАТОР. Данные содержат результаты 

измерений синфазной и квадратурной компонент для 15 частот 

от 77 до 15000 Гц. Инверсия производилась с помощью двадца-
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типятислойной модели, с толщиной i-го слоя равной 4*1,1085i. 

Невязка между измеренным откликом и результатом моделиро-

вания определялась по формуле 

(7) 
 

1
2 2

2

( ) )(
,

( )

estimated true

freqs
noise

response freq response freq

freq

 
 
 
 
  

пример графика невязки для модели с одним поляризующимся 

слоем приведен на рис. 5. 

 

Рис. 5. Значения невязки для модели с поляризуемостью  

в слоях 2 и 5 

Из рисунка видно, что введение частотно-зависимого со-

противления во втором слое позволяет снизить невязку значи-

тельно сильнее, чем в пятом. 

После проведения описанной выше процедуры по опреде-

лению оптимального положения поляризующихся слоев было 

установлено, что наибольшее снижение невязки происходит при 

введении частотной зависимости сопротивлений слоев 2, 4, 6 

и 7. Для дальнейшего снижения количества параметров было 

предложено заменить слои 6 и 7 на один слой, толщина которо-

го равна сумме толщин исходных. График невязки для данной 

модели приведен на рис. 6. 

Значения невязки не превосходят 10, что можно считать 

показателем удовлетворительного качества моделирования. 

На рис. 7 приведены результаты инверсии. Съемки прово-

дились в Сибири при наличии вечной мерзлоты. В данном слу-

чае принято считать, что основным источником поляризуемости 

является зона протайки. 
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Рис. 6. Значения невязки для модели с поляризуемостью  

в слоях 2 и 5 

Видно, что при использовании поляризующейся модели 

удалось идентифицировать непрерывные горизонтальные слои, 

что соответствует представлениям геологов о структуре разреза 

в данном регионе. Кроме того, даже для участка данных с по-

ложительной синфазной компонентой отклика модель с поляри-

зацией позволяет получить более физически адекватное реше-

ние: нижний проводящий слой присутствует на всем протяже-

нии съемочной траектории. 

 

Рис. 7. Результаты инверсии 
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4. Выводы 

В данной работе был предложен подход к инверсии данных 

аэроэлектроразведки в присутствии эффекта ВП. Были проведе-

ны численные исследования используемых моделей и выявлены 

значения их характеристик, необходимые для описания данных, 

содержащих ВП. Кроме того, было показано, что в некоторых 

ситуациях для точного моделирования необходима информация 

о расположении поляризующихся слоев в среде. Рассмотрение 

моделей с поляризуемостью, сосредоточенной в одном из слоев, 

позволило сделать вывод о локальности источников ВП. Было 

показано, что при введении частотно-зависимых сопротивлений 

малого количества слоев можно получить физически адекват-

ные результаты инверсии в тех случаях, когда стандартные ме-

тоды приводят к неправильным результатам. 
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MODELLING INDUCED POLARIZATION EFFECT 

IN FREQUENCY DOMAIN AEM DATA  

Dmitrii Khliustov, V.A. Trapeznikov Institute of Control Sciences 

of RAS, Moscow, PhD student (hlustov.d@gmail.com). 

Abstract: Airborne electromagnetics is one of the most widespread methods of ge-

ophyysical survey. In the process of exploration airplane obtains data on electro-

magnetic response of the medium to the signal of controlled electromagnetic source. 

Often it is possible to create a simple model of the medium, havin real-valued ap-

parent resistivities. However, sometimes data are significantly impacted by the in-

duced polarizzation effect. It manifests itself in dependence of apparent resistivity 

on signal frequency. The classical approach to modelling IP consists in using a 

frequency dependent resistivity model for each layer of the medium. However, the 

number of parameters in this approach increases rapidly with resolution, hence the 

inversion problem becomes incorrect. The lack of unique solution of inverse prob-

lem leads to the final result of data interpretation being dependent on starting mod-

el and prior information.In this work authors suggest an approach to solving this 

problem, which is applied for inversion of real data. It is shown that sometimes the 

starting model may be chosen based on analysis of responses obtained for a part of 

data close to the one containing IP. 

Keywords: airborne electromagnetics, Kalman filter, induced polarization. 
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ГРАФ ЖУРНАЛЬНОГО ПЕРЕСЕЧЕНИЯ:  

ОПРЕДЕЛЕНИЕ, МОДИФИКАЦИИ 

И СОДЕРЖАТЕЛЬНЫЙ ПРИМЕР1 

Печников А. А.2 

(Карельский научный центр РАН, Петрозаводск) 

Библиометрические сети задаются отношениями между публикациями и/или 

их авторами, реализуемыми на основе списков соавторов и библиографиче-

ских списков. Математическими моделями таких сетей, позволяющих иссле-

довать сообщества ученых и связи между их работами, являются соответ-

ствующие библиографические графы. В работе определяется новый тип биб-

лиографического графа – граф журнальных пересечений, основанный на из-

вестной бинарной операции пересечения множеств. В качестве множеств 

здесь выступают множества авторов: автор принадлежит множеству 

авторов журнала, если у него есть публикации в этом журнале. Вершинами 

графа пересечений являются журналы, а связи между ними возникают в том 

случае, если пересечения соответствующих множеств авторов непустые. 

Предложены две модификации графа журнальных пересечений, учитываю-

щие мощность подмножества пересечений и сходство множеств авторов, 

определяемое с использованием коэффициента Жаккара. В качестве примера 

построения и исследования графа журнальных пересечений и его модифика-

ций использованы данные 20 ведущих российских математических журналов. 

В результате анализа получены некоторые результаты («замкнутость» или 

«открытость» сообществ авторов и журналов; высокая корреляция между 

PageRank вершин графа и SCIENCE INDEX журналов в eLibrary), позволяю-

щие несколько иначе посмотреть на традиционные подходы к ранжированию 

научных журналов, используемых для оценок научной результативности. 

Определены направления дальнейших экспериментальных и теоретических 

исследований. 

Ключевые слова: научные сети, библиометрический граф, граф пере-

сечений, коэффициент Жаккара. 

1. Введение 

В статье [9] говорится, что «… современная наука – это ди-

намичная система, движимая сложными взаимодействиями 

                                           
1 Работа выполнена при финансовой поддержке по проекту FMEN-2024-0005 

«Случайные графы, структура и информационный поиск, кооперация и кон-

куренция в сетях и приложения в сложных системах». 
2 Андрей Анатольевич Печников, д.т.н., доцент (pechnikov@krc.karelia.ru). 
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между социальными структурами, представлениями о знаниях 

и природным миром». В свою очередь наукометрия – научная 

дисциплина, изучающая эволюцию науки количественными ме-

тодами. Ответ на вопрос «Зачем?» дается в работе [3, с. 8]: 

«…единственный правильный ответ – для управления. Потен-

циально библиометрические (и даже шире – наукометрические) 

показатели могут и должны использоваться на всех этапах про-

цесса управления научно-исследовательской деятельностью. … 

Без решения задачи управления любая оценка, будь то науко-

метрическая или экспертная, бессмысленна. Но этого мало: что-

бы управлять каким-либо процессом или объектом, нужно по-

нимать его природу и закономерности его развития». 

Как сказано в [8]: «…наука может быть описана как слож-

ная, самоорганизующаяся и постоянно развивающаяся много-

масштабная сеть». Поэтому одним из важных направлений 

наукометрии является изучение научных сетей во всем их мно-

гообразии с использованием математических моделей и мето-

дов. Хороший, хотя и несколько устаревший обзор публикаций 

о научных сетях на английском языке дается в работе [11]. 

Понятия «граф» и «сеть» довольно часто воспринимаются 

как синонимичные. Например, «… сети (или графы) выступают 

в качестве основополагающих структур в различных областях, 

включая социологию, биологию, неврологию и информатику» 

[14, с. 95]. Мы исходим из того, что графом называется матема-

тический объект, к которому применимы методы теории графов, 

а о сетях говорится в контексте прикладных исследований. 

То есть сети – это реальные (и виртуальные) объекты, а графы – 

абстрактные математические объекты, применяемые для их мо-

делирования. Хотя иногда в одной и той же статье можно встре-

тить оба термина, смысл которых следует понимать из контек-

ста. 

Одной из первых публикаций, посвященных анализу науч-

ных сетей, считается статья де Солла Прайс [8], вышедшая 

в 1965 году и, несомненно, связанная с появлением электронных 

хранилищ научных публикаций, где фактически рассматривает-

ся сеть цитирования. Несмотря на большой объем работы, про-

деланной за эти годы, тема представляется неисчерпаемой, ни-
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какой единой теории сетей научного сотрудничества не постро-

ено, исследования конкретных электронных библиотек прино-

сят новые, порой неожиданные, результаты, расширяется спектр 

применяемых теоретических подходов, моделей и методов, по-

являются новые технические и программные возможности. 

Поскольку c 1960-х годов и до настоящего времени наибо-

лее распространенными объектами исследования являются сети, 

построенные на цитировании и соавторстве, в англоязычной 

литературе для их обозначения появился термин «библиометри-

ческие сети» (bibliometric networks). Как пример приведем цита-

ту из [16]: «…изучение библиометрических сетей, таких как се-

ти соавторства, сходства библиографических списков и сов-

местного цитирования, имеет долгую историю». 

В российских публикациях также используется это понятие. 

Например, в [1] в параграфе, посвященном библиометрическим 

сетям, описаны такие сети, как сети цитирования статей и жур-

налов, сеть библиографического сочетания (существование свя-

зи у двух статей, если они цитируют третью), сеть ко-

цитирования (существование связи у двух статей, если их цити-

рует третья), сети авторства публикаций (двудольная сеть, свя-

зывающая авторов со статьями) и соавторства. 

Можно сказать, что библиометрические сети – это сети, по-

строенные на отношениях между публикациями и/или их авто-

рами, которые реализуются на основе списков соавторов и биб-

лиографических (пристатейных и прикнижных) списков.  

В качестве математических моделей таких сетей, позволя-

ющих исследовать взаимосвязи между учеными и «коммуника-

ции» между их работами, используются соответствующие биб-

лиографические графы. 

В этой работе мы предлагаем новый тип библиографиче-

ского графа, основанного на пересечении множеств авторов 

журналов. Описана формальная процедура построения такого 

графа, предложен ряд его модификаций и на реальном примере 

исследованы его свойства. 

Намечены перспективы дальнейших исследований и воз-

можности использования результатов анализа в управлении 

научно-исследовательской деятельностью. 
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2. Граф журнальных пересечений 

Пусть имеется множество журналов J = {1, …, n}, где каж-

дый журнал идентифицируется его номером j  J. Обозначим 

A(j) множество авторов, имеющих публикации в журнале j. 

Считаем, что A(j) является множеством без повторяющихся 

элементов, т.е. каждый автор учитывается один раз независимо 

от количества его статей в этом журнале. 

Пересечение A(i) ∩ A(j) содержательно задает подмноже-

ство авторов, имеющих публикации как в журнале A(i), так 

и в A(j). 

Тогда граф пересечений журналов по множествам авто-

ров – это 

G = G(J, E), 

где J = {1, …, n} – это множество вершин, а множество ребер – 

E = {{i, j}│A(i) ∩ A(j) ≠ }. 

На рис. 1 для наглядности приведен пример графа пересе-

чений для пяти множеств авторов.  

 

Рис. 1. Пример графа журнальных пересечений  

по множествам авторов 
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Основа для рис. 1 взята из [6]. 

Очевидно, что G = G(J, E) по построению неориентирован-

ный граф с петлями, т.е. ребрами вида (i, i). (На рис. 1 петли от-

сутствуют для облегчения восприятия). 

Граф G = G(J, E) характеризует, существует ли для любой 

пары журналов хотя бы один автор, опубликовавший статью 

в каждом из них. Как минимум он позволяет определять компо-

ненты связности и сообщества журналов. 

Такая задача может представлять интерес для структуриро-

вания множеств журналов одной тематики. Например, в eLibrary 

[2] к тематике «Экономика. Экономические науки» отнесено 

1798 журналов на русском языке, и такая задача представляется 

актуальной. 

Интересным представляется граф следующего вида, имею-

щий взвешенные ребра: 

GW = G(J, E, W),  W = {{wij}│wij = card(A(i) ∩ A(j)), nji ,1,  }, 

где card(M) – мощность множества M, а wij – вес ребра (i, j), т.е. 

количество авторов, публиковавшихся в обоих журналах-

вершинах. 

Здесь в качестве весов ребер принята мощность подмноже-

ства пересечения двух множеств. Понятно, что для каждой пет-

ли (i, i) это мощность множества авторов A(i). 

Одной из задач на таком графе может быть задача ранжи-

рования вершин по сумме весов ребер, инцидентных вершинам 

(за исключением весов петель), а также их сравнением с весами 

петель. Содержательно результаты такого исследования пока-

зывают, насколько множество авторов каждого журнала откры-

то (или наоборот, замкнуто) по отношению к другим журналам. 

Следующая модификация графа журнальных пересечений 

выполняется с учетом того, что мощности множеств авторов 

журналов могут значительно отличаться между собой. В этом 

случае будем использовать такую меру близости множеств, как 

коэффициент сходства Жаккара, введенный еще в начале про-

шлого века. В современной записи (например, как в [13]) для 

нашего случая коэффициент сходства для журналов i и j можно 

записать так: 
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))()((

))()((

jAiAcard
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kij




 . 

При этом 0 ≤ kij ≤ 1 и kij = 0 при A(i) ∩ A(j) = , kij = 1 при 

A(i) = A(j). 

Тогда граф пересечений, построенный с использованием 

коэффициента Жаккара, можно определить как 

GKJ = G(J, E, K), 

где K = {{kij}, nji ,1,  }, kij – вес ребра (i, j). 

Назовем граф GKJ графом близости журналов по коэффици-

енту сходства Жаккара. 

Представляют интерес задачи нахождения и анализа теоре-

тико-графовых конструкций и показателей в графе GKJ с их по-

следующей содержательной интерпретацией: связность, сооб-

щества, меры центральности. 

При построении всех трех описанных графов журнальных 

пересечений существенным фактором является временной отре-

зок, на котором формируются соответствующие множества ав-

торов журналов. Вряд ли имеет смысл построение графовых 

конструкций на множествах авторов, относящихся к различным 

отрезкам времени. 

Чтобы не усложнять обозначения графов пересечения до-

полнительными символами типа ]2020,2000[T
KJG , в начале проводи-

мого исследования следует акцентировать внимание на выбран-

ном временном отрезке (и дальше иметь его в виду). 

3. Пример: исследование графа журнальных 

пересечений математических журналов 

При построении примера графа журнальных пересечений 

был использован фрагмент данных совместного исследования, 

проводимого в настоящее время сотрудниками Национальной 

электронной библиотеки, Математического института 

им. В.А. Стеклова и Института прикладных математических 

исследований КарНЦ РАН, результаты которого готовятся 

к печати. 
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3.1. ИСХОДНЫЕ ДАННЫЕ ДЛЯ ПРИМЕРА 

Источником данных для проведенного исследования явля-

ется национальная библиографическая база данных научного 

цитирования РИНЦ – Российский индекс научного цитирования 

[2]. Были отобраны 20 российских журналов по математике, от-

вечающие ряду условий: наличие в РИНЦ проиндексированного 

архива с 2008 по 2020 годы, присутствие в рейтинге Science 

Index РИНЦ [4], включение в Russian Science Citation Index 

(RSCI) на платформе Web of Science [5]. 

Акцентируем внимание на том, что далее речь идет о вре-

менном отрезке T = [2008, 2020]. 

Перечень журналов приведен в таблице 1. В колонке «Код» 

даются мнемонические обозначения журналов, далее идут колон-

ки с названиями журналов и общим количеством статей в них. 

Содержание колонки «В др. журн.» будет пояснено позже. 

На указанном временном отрезке зафиксировано 7503 уче-

ных, являющихся авторами 15196 статей в 20 указанных журна-

лах. Сразу сделаем два примечания: 1) речь идет только об 

идентифицированных авторах; 2) автор учитывается один раз 

вне зависимости от количества его статей. 

Если же считать количество «авторств» каждого ученого 

в разных журналах по одному разу, то мы получаем 11524: это 

сумма в колонке «Кол-во авторов» в таблице 1. 

Таблица 1. Информация о множестве журналов 

Код Название журнала 
Кол-во 

статей 

Кол-во 

авторов 

В др. 

журн. 

AA Алгебра и анализ 447 387 631 

AL Алгебра и логика 454 204 346 

VMU 

Вестник Московского  

университета. Серия 1: 

Математика. Механика 

760 581 462 
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Таблица 1 (продолжение) 

VSU 

Вестник Самарского государственного 

технического университета. Серия  

Физико-математические науки 

853 720 301 

VMJ Владикавказский математический журнал 368 286 393 

DMJ 
Дальневосточный математический  

журнал 
264 173 186 

DM Дискретная математика 386 245 241 

IVU 
Известия высших учебных заведений. 

Математика 
1252 947 1065 

MZ Математические заметки 1804 1291 2136 

MT Математические труды 201 154 316 

MS Математический сборник 750 579 1274 

MM Математическое моделирование 1384 1722 347 

SJV 
Сибирский журнал вычислительной  

математики 
355 349 280 

SJI 
Сибирский журнал индустриальной  

математики 
580 544 458 

SMJ Сибирский математический журнал 1158 717 1316 

TVP Теория вероятностей и ее применения 392 233 226 

TIM 
Труды Института математики и механики 

УрО РАН 
1253 675 785 

TMI 
Труды Математического института  

имени В.А. Стеклова 
782 660 1200 

UMN Успехи математических наук 579 770 1304 

FAP 
Функциональный анализ и его  

приложения 
355 287 559 

 

3.2. ВЗВЕШЕННЫЙ ГРАФ ПЕРЕСЕЧЕНИЙ 

Поскольку в нашем случае граф пересечений G = G(J, E) 

построен на множестве высококачественных математических 

журналов, достаточно очевидно, что почти все они имеют об-

щих авторов. Действительно, плотность этого графа равна 0,96, 

и только 7 пар журналов не имеют связей в виде ребер. Граф 

состоит из одной компоненты связности. 
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Поэтому рассмотрим сразу взвешенный граф 

GW = G(J, E, W), который зададим матрицей смежностей в виде 

таблицы 2.  

Таблица 2. Матрица смежности взвешенного графа  

пересечений 
  AA AL VMU … TMI UMN FAP 

 AA 387 13 8 … 56 101 80 

 AL  204 5 … 5 20 1 

 VMU   581 … 59 61 12 

M(GW) = … … … … … … … … 

 TMI    … 660 262 70 

 UMN    …  770 116 

 FAP    …   287 

 

В таблице 2 приведена только часть значений матрицы, 

чтобы не утомлять обилием чисел и с учетом того, что матрица 

симметрична относительно главной диагонали. Элементы глав-

ной диагонали равны количеству авторов каждого журнала. 

По этой небольшой части видны примеры большого пере-

сечения журналов «Труды Математического института имени 

В.А. Стеклова»(TMI) и «Успехи математических наук» (UMN), 

и минимального у журналов «Алгебра и логика» (AL) и «Функ-

циональный анализ и его приложения» (FAP). 

Еще один из результатов приведен в колонке «В др. журн.» 

таблицы 2: сумма весов рёбер графа, инцидентных каждой вер-

шине. Содержательно это сумма количества авторов данного 

журнала, у которых есть статьи в других журналах, имеющих 

непустые пересечения с данным. Очевидно, что эта сумма счи-

тается с учетом возможных повторов авторов: к примеру, один 

и тот же автор из множества авторов A(i) может иметь статьи 

в журналах A(k) и A(l). 

Визуализация приводится в виде диаграммы на рис. 2 и по-

казывает существенную разницу между журналами в отноше-

нии этих показателей. 
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Рис. 2. Показатели журналов по количеству авторов 

Наиболее характерные примеры: множество авторов жур-

нала «Математическое моделирование» (MM) содержит 

1384 автора (уникальных), из которых в других журналах имеют 

статьи 347 авторов (с повторами), в то время как для журнала 

«Математические заметки» (MZ) это 1804 и 2136 авторов соот-

ветственно. 

О чем может говорить этот пример: 

–  множество специалистов по математическому моделиро-

ванию более «замкнуто в себе»? 

–  в России мало высококачественных журналов по матема-

тическому моделированию? 

Вопросы, очевидно, требуют дальнейшего исследования. 

 

3.3. ГРАФ БЛИЗОСТИ ЖУРНАЛОВ ПО КОЭФФИЦИЕНТУ 

СХОДСТВА ЖАККАРА 

Фрагмент матрицы смежности для графа близости журна-

лов приведен в виде таблицы 3. 

Нахождение сообществ графа дает максимальное значение 

коэффициента модулярности Q = 0,174, что означает невысокие 

тенденции графа к разбиению [15]. Тем не менее даже в этом 

случае достаточно четко проявляются 3 сообщества. 
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Таблица 3. Матрица смежности графа близости 
  AA AL VMU … TMI UMN FAP 

 AA 1 0,0222 0,008 … 0,057 0,096 0,135 

 AL  1 0,006 … 0,006 0,021 0,002 

 VMU   1 … 0,050 0,047 0,014 

M(GKJ) = … … … … … … … … 

 TMI    … 1 0,024 0,080 

 UMN    …  1 0,123 

 FAP    …   1 

 

На рис. 3 приведен граф близости журналов с разбиением 

на три сообщества, обозначенные римскими цифрами. 

 

Рис. 3. Граф близости журналов 

Пять из семи журналов сообщества I издаются Математи-

ческим институтом имени В.А. Стеклова, шестой – его Санкт-

Петербургским отделением, а седьмой – МГУ. Оба журнала со-

общества III также издаются Математическим институтом име-

ни В.А. Стеклова. Журналы сообщества II имеют четко выра-
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женный «нестоличный» акцент: Владивосток, Владикавказ, 

Екатеринбург, Казань, Новосибирск, Самара и Москва в лице 

Института прикладной математики им. М.В. Келдыша. 

О чем может говорить этот пример: 

–  множество столичных учёных-математиков более «за-

мкнуто в себе»? 

–  «нестоличные» математики предпочитают публиковаться в 

«нестоличных» журналах? 

Значения PageRank как одной из характеристик значимости 

вершин графа [7] показывает существенное (почти пятикратное) 

различие в оценках вершин. Наибольшее значение PageRank 

имеет вершина, соответствующая журналу «Математические 

заметки» (особо выделена на рис. 3). 

Корреляция по Пирсону между PageRank и рейтингом  

SCIENCE INDEX eLibrary за 2023 год [4] высокая (0,87), в то 

время как между PageRank и десятилетним индексом Хирша 

[10] средняя (0,65), что также порождает ряд вопросов, требу-

ющих дальнейшего исследования. Дело в том, что при расчете 

рейтинга SCIENCE INDEX используются несколько библиомет-

рических показателей, включая индекс Хирша и импакт-фактор 

журнала. Хотелось бы понять, почему связи между журналами, 

реализуемые посредством пересечений множеств их авторов, 

так сильно (или средне) коррелируют с рейтингами, основан-

ными на цитировании. 

4. Заключение 

В работе формально определяется новый тип библиографи-

ческого графа – граф журнальных пересечений, основанный на 

бинарной операции пересечения множеств. В качестве мно-

жеств выступают множества авторов: автор принадлежит мно-

жеству авторов журнала, если у него есть публикации в этом 

журнале. Вершинами графа пересечений являются журналы, 

а связи между ними возникают в том случае, если пересечения 

соответствующих множеств авторов непустые. Предложены две 

модификации графа журнальных пересечений, учитывающие 
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мощность подмножества пересечений и сходство множеств ав-

торов, определяемое с использованием коэффициента Жаккара. 

Применение графа журнальных пересечений и его модифи-

каций демонстрируется на реальном примере для 20 ведущих 

российских математических журналов. Определенные возмож-

ности применения графа пересечений и его модификаций, не-

смотря на небольшой пример, демонстрируются следующими 

результатами: 

–  во взвешенном графе пересечений сравнение множества 

авторов данного журнала и множества авторов, получаемого как 

сумма мощностей пересечений с журналами, инцидентными 

данному, показывает существенное различие таких показателей 

у разных журналов, тем самым показывая «замкнутые» и «от-

крытые» сообщества авторов; 

–  разбиение графа близости журналов на три сообщества, 

несмотря на малое значение коэффициента модулярности, поз-

воляет выявить такой признак, как «столичность» и «нестолич-

ность» сообществ, что в принципе можно также отнести к за-

мкнутости или открытости, но уже на уровне сообществ журна-

лов; 

–  значимость вершин графа близости журналов имеет силь-

ную корреляцию с SCIENCE INDEX eLibrary и среднюю с деся-

тилетним индексом Хирша, т.е. вершины сети, в которой связи 

реализуются через общих авторов, коррелируют с показателями, 

построенными на цитировании. 

Все три результата позволяют несколько по иному взгля-

нуть на сегодняшние подходы к ранжированию научных журна-

лов, играющие большую роль в оценках результативности 

научных исследований как организаций, так и конкретных уче-

ных. 

Очевидно, что делать выводы о применимости предложен-

ных теоретико-графовых моделей на основании формального 

описания и небольшого примера нельзя, требуется набирать 

экспериментальные результаты и ставить и решать новые зада-

чи. Несколько конкретных направлений развития предлагаемого 

подхода были намечены по ходу изложения материала в статье: 

связность графов пересечений, ранжирование вершин во взве-
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шенном графе, сообщества и меры центральности в графе бли-

зости журналов. 

К этому следует добавить расширение подходов на другие 

тематики, увеличение количества журналов и сравнение резуль-

татов между собой. Немаловажный аспект – это анализ резуль-

татов и попытки их содержательной интерпретации. 

Не менее важным является развитие теоретических иссле-

дований. Одним из таких направлений, не отраженных в статье, 

является модификация графа пересечений, заключающаяся 

в использовании в качестве оценки связи между вершинами-

журналами графа расстояния Жаккара 

))()((

))()((
1

jAiAcard

jAiAcard
dij




 . 

Известно [12], что расстояние Жаккара является метрикой, 

поэтому матрица смежности графа, построенного с его исполь-

зованием, позволяет, в частности, решать задачи иерархической 

кластеризации. А в широком смысле порождает метрическое 

пространство журналов и широкий спектр задач, связанных 

с ним. 
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JOURNAL INTERSECTION GRAPH: DEFINITION,  

MODIFICATIONS AND A MEANINGFUL EXAMPLE 

Andrey Pechnikov, Karelian Research Centre of the Russian Acade-

my of Sciences, Dr.Sc., Leading Researcher (pechnikov@krc.karelia.ru). 

Abstract: Bibliometric networks are defined by the relationships between publica-

tions and/or their authors, implemented on the basis of lists of co-authors and bib-

liographic lists. The mathematical models of such networks, which allow us to ex-

plore the communities of scientists and the connections between their works, are the 

corresponding bibliographic graphs. The paper defines a new type of bibliographic 

graph, the graph of journal intersections, based on the well–known binary opera-

tion of intersection of sets. The sets here are the sets of authors: the author belongs 

to the set of authors of the journal, if he has publications in this journal. The verti-

ces of the intersection graph are journals, and connections between them arise if the 

intersections of the corresponding sets of authors are non-empty. Two modifications 

of the graph of journal intersections are proposed, taking into account the power of 

a subset of intersections and the similarity of sets of authors determined using the 

Jacquard coefficient. Data from 20 leading Russian mathematical journals are used 

as an example of the construction and study of the journal intersection graph and 

its modifications. As a result of the analysis, some results were obtained (the 

"closeness" or "openness" of the communities of authors and journals; a high cor-

relation between the PageRank of graph vertices and the SCIENCE INDEX of jour-

nals in eLibrary), allowing a slightly different look at traditional approaches to 

ranking scientific journals used to assess scientific performance. The directions of 

further experimental and theoretical research are determined. 

Keywords: scientific networks, bibliometric graph, intersection graph, Jac-

card coefficient. 
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ПРОТОКОЛ ЛАТЕНТНОГО КОНСЕНСУСА
СО СЛАБЫМИ ФОНОВЫМИ СВЯЗЯМИ

И ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

Хомутов Д. К.1

(ФГБУН Институт проблем управления
им. В.А. Трапезникова РАН, Москва)

Рассматривается согласование характеристик в многоагентной системе с ин-
формационными влияниями и запаздыванием. В частности, был рассмотрен
случай, когда консенсус не достигается при любом векторе начальных значе-
ний. Подобная проблема может возникнуть в многоагентной системе со сла-
босвязанной структурой, т.е. когда есть несколько лидирующих агентов или
групп агентов. Для достижения консенсуса был применен протокол латентно-
го консенсуса со слабыми фоновыми связями и запаздыванием. С помощью кри-
терия Найквиста, примененного Цыпкиным, были установлены граничное зна-
чение запаздывания, зависящее от спектральных свойств лапласовской мат-
рицы, и условие независимости сходимости от запаздывания. С уменьшени-
ем весов фоновых связей граничное значение запаздывания рассматриваемого
протокола приближается к граничному значению запаздывания искомого про-
токола. Установлено, что в случае сходимости протокол латентного консен-
суса с фоновыми связями сходится к консенсусу при любом векторе начальных
значений, при этом веса фоновых связей могут быть сколь угодно малы. Та-
ким образом применение данного протокола решает указанную выше проблему,
а данное исследование позволяет адаптировать другие рассмотренные ранее
протоколы латентного консенсуса для многоагентных систем с запаздывани-
ем.

Ключевые слова: многоагентная система, консенсус, лапласовская мат-
рица, управление с запаздыванием, метод Цыпкина.

1. Введение

Многоагентные системы с информационными влияниями
имеют широкое применение во многих областях: в управлении
движением и формацией автономных агентов [12, 15, 24, 33, 34],
в сетевых структурах [6, 25, 39, 42], в социально-экономических
системах [3, 4, 26, 45] и пр.

Однако в таких системах возникает запаздывание из-за вре-
мени, которое необходимо агенту на реакцию на какие-либо из-

1 Дмитрий Константинович Хомутов, м.н.с. (homutov−dk@mail.ru).

138



Сетевые модели в управлении

менения, обработку информации и принятие решения, а также
из-за технических ограничений при передаче информации. Так, в
[13, 16, 19, 23] представлены модели потока транспорта с запаз-
дыванием, которое возникает из-за времени, необходимого води-
телю, чтобы среагировать на изменение ситуации. Системы и се-
ти распределения ресурсов и цепочки поставок состоят из вза-
имосвязанных точек, обменивающихся ресурсом или информа-
цией [47]. В таких сетях запаздывание возникает из-за времени,
необходимого на принятие решений, транспортировку ресурса
и производство [17, 28, 30, 41]. В моделях управления с прогно-
зированием, использующихся в производственных процессах, за-
паздывание возникает вследствие того, что необходимо знать как
текущее состояние системы, так и состояния системы в преды-
дущие моменты времени [27]. В [11] исследуется устойчивость
к вибрациям в процессе работы фрезерного станка. Силы, воз-
никающие в процессе прохождения через рабочую поверхность
предыдущих зубьев пилы, влияют на устойчивость, вследствие
чего в соответствующей математической модели возникает запаз-
дывание.

Запаздывания также возникают в математических моделях,
описывающие биологические системы. В генетических сетях за-
паздывание возникает в следствие того, что химические реак-
ции происходят в течение некоторого времени [44]. При моде-
лировании роста численности популяции животных необходимо
принять во внимание, что новорожденные особи должны вырас-
ти, прежде чем быть способными давать новое потомство. При
моделировании процесса дыхания человека необходимо учесть,
что циркуляция в крови происходит с запаздыванием. В ней-
ронной системе возникает запаздывание при передаче потенци-
ала в силу ограниченной скорости передачи и времени отклика
[14, 18, 22, 29, 36]. На основе данного взаимодействия нейронов
строятся спайковые нейронные сети [20].

Во второй половине XX века появилось множество клас-
сических результатов по дифференциальным, функционально-
дифференциальным уравнениям с отклоняющимся аргументом
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(см. например [8, 35]) и системам с запаздыванием (см. напри-
мер [7, 31, 43]). Устойчивость подобных уравнений тесно связана
с устойчивостью квазиполиномов [5, 21, 37, 38].

В данной статье исследуется протокол согласования характе-
ристик в многоагентных системах с временной задержкой. Струк-
туру взаимодействия агентов удобно представить в виде оргра-
фа, где вершины соответствуют агентам, а дуги – их влиянию
друг на друга. Агенты получают данные о состоянии своих сосе-
дей с некоторым запаздыванием, происходит процесс усреднения
данных, тем самым агенты согласовывают свои характеристи-
ки. Известно, что в такой системе сходимость протокола зависит
от спектральных свойств лапласовской матрицы, построенной на
основе орграфа. Если значение запаздывания меньше граничного
значения запаздывания, зависящего от спектра, и 0 – простое соб-
ственное значение, то агенты достигнут консенсуса при любом
векторе начальных значений [10]. Однако если второе условие
нарушается, возможно ли при минимальном изменении структу-
ры орграфа и области сходимости достигнуть некого наиболее
естественного консенсуса?

В [2] рассматривалась схожая задача для многоагентной си-
стемы без запаздывания, а такой консенсус назывался «латент-
ным» консенсусом. Однако для применения предложенных в [2]
протоколов необходимо исследовать их область сходимости и
асимптотическое поведение в случае запаздывания. В данной ста-
тье будет рассмотрен протокол латентного консенсуса со слабы-
ми фоновыми связями и запаздыванием.

2. Необходимые понятия и результаты

Пусть 𝑉 = {1, ..., 𝑛} – множество вершин, соответствующее
агентам; 𝐺 =< 𝑉,𝐸 > – орграф влияний, в котором 𝐸 ⊂ 𝑉 ×𝑉 –
множество дуг. Если агент 𝑗 влияет на агента 𝑖 с весом 𝑎𝑖𝑗 > 0, то
существует дуга из 𝑗 в 𝑖 с тем же весом. Если агент 𝑗 не влияет
на агента 𝑖, то 𝑎𝑖𝑗 = 0.

Определение 1. Лапласовская матрица 𝐿 = (𝑙𝑖𝑗), соответ-
ствующая орграфу 𝐺, строится следующим образом:
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{︃
𝑙𝑖𝑗 = −𝑎𝑖𝑗 , 𝑖 ̸= 𝑗;

𝑙𝑖𝑖 =
∑︀

𝑘 ̸=𝑖 𝑎𝑖𝑘.

Определение 2. Спектр матрицы 𝐿 – это множество
𝜎(𝐿) = {𝜆 | |𝐴 − 𝜆𝐼| = 0}, где 𝐼 – единичная матрица. Спектр
матрицы 𝜎(𝐿), будет рассмотрен в данной статье с учетом
кратности. Обозначим через 𝜎(𝐿) ∖ {0} спектр матрицы 𝐿, не
содержащий нулевые значения, а 𝜎(𝐿)∖(0) – спектр матрицы 𝐿,
не содержащий одно нулевое значение.

Стоит отметить, что 𝐿1 = 0, где 1, 0 – вектор-столбцы из
единиц и нулей соответственно. Таким образом, хотя бы одно ну-
левое значение будет содержаться в 𝜎(𝐿). Действительные части
собственных значений матрицы 𝐿 всегда неотрицательные (более
подробно о локализации спектра лапласовских матриц см. в [1]).

Базовый протокол консенсуса первого порядка с запаздыва-
нием, который был предложен в [40], имеет вид

(1)

{︃
𝑥̇(𝑡) = −𝐿𝑥(𝑡− 𝜏), 𝑡 > 0;

𝑥(𝜃) = 𝜑(𝜃), 𝜃 ∈ [−𝜏, 0),

где 𝐿 – лапласовская матрица.
Определение 3. Протокол (1) сходится, если существует

конечный предел lim𝑡→∞ 𝑥(𝑡), где 𝑥(𝑡) – решение системы (1).
Определение 4. Протокол (1) сходится к консенсусу, если ко-

нечный предел решения системы (1) можно представить в виде
lim𝑡→∞ 𝑥(𝑡) = 𝑐1, где 𝑐 – значение консенсуса.

Теорема 1. (Адаптация результата из [32] в [10]) Прото-
кол (1) сходится тогда и только тогда, когда

𝜏 < 𝜏0 = min
𝜆∈𝜎(𝐿)∖{0}

1

|𝜆|

(︁𝜋
2
− | arg 𝜆|

)︁
.

Определение 5. Образом (линейной оболчкой столбцов)
матрицы 𝐿 называется множество ℛ(𝐿) = {𝑦 ∈ R𝑛 |
𝑦 = 𝐿𝑥, 𝑥 ∈ R𝑛}. Ядром матрицы 𝐿 называется множество
𝒩 (𝐿) = {𝑥 ∈ R𝑛 | 𝐿𝑥 = 0}.

Определение 6. Собственным проектором лапласовской
матрицы 𝐿 называется такая идемпотентная стохастическая
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матрица 𝐿⊢, что ℛ(𝐿) = 𝒩 (𝐿⊢) и 𝒩 (𝐿) = ℛ(𝐿⊢) (см.
подробнее в [9, 46]).

Утверждение 1. [9]
1) lim𝑡→∞(𝐼 + 𝑡𝐿)−1 = 𝐿⊢.
2) 𝐿𝐿⊢ = 𝐿⊢𝐿 = 0𝑛×𝑛, где 0𝑛×𝑛 – матрица из нулей раз-

мерности 𝑛× 𝑛.
3) rank(𝐿) = 𝑛− rank(𝐿⊢).
Теорема 2. (Адаптация результата из [10])
1) Пусть протокол (1) сходится, 𝜑(𝜃) = 𝑥(0). Тогда если

𝑥(𝑡) – решение системы (1), то
lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = 𝐿⊢𝑥(0).

2) Пусть протокол (1) сходится, 𝜑(𝜃) = 𝑥(0). Тогда если
0 – простое собственное значение матрицы 𝐿, то протокол (1)
будет сходиться к консенсусу при любом векторе начальных зна-
чений 𝑥(0).

Доказательство. Рассмотрим преобразование Лапласа
𝑥(𝑡− 𝜏):

(2) ℒ(𝑥(𝑡− 𝜏)) =

∫︁ ∞

0
𝑒−𝑡𝑠𝑥(𝑡− 𝜏)𝑑𝑡.

Обозначим 𝑢 = 𝑡− 𝜏 . Тогда

ℒ(𝑥(𝑡− 𝜏)) =

∫︁ ∞

−𝜏
𝑒−(𝑢+𝜏)𝑠𝑥(𝑢)𝑑𝑢 =

∫︁ 0

−𝜏
𝑒−(𝑢+𝜏)𝑠𝑥(𝑢)𝑑𝑢 +

+

∫︁ ∞

0
𝑒−(𝑢+𝜏)𝑠𝑥(𝑢)𝑑𝑢 =

(︂
1− 𝑒−𝜏𝑠

𝑠

)︂
𝑥(0) + 𝑒−𝜏𝑠𝑋(𝑠).

Тогда преобразованием Лапласа системы (1) будет

𝑠𝑋(𝑠)− 𝑥(0) = −
(︂
1− 𝑒−𝜏𝑠

𝑠

)︂
𝐿𝑥(0)− 𝑒−𝜏𝑠𝐿𝑋(𝑠);

𝑠𝑋(𝑠) + 𝑒−𝜏𝑠𝐿𝑋(𝑠) = 𝑥(0)−
(︂
1− 𝑒−𝜏𝑠

𝑠

)︂
𝐿𝑥(0);

𝑋(𝑠) = (𝑠𝐼 + 𝑒−𝜏𝑠𝐿)−1

(︂
𝐼 −

(︂
1− 𝑒−𝜏𝑠

𝑠

)︂
𝐿

)︂
𝑥(0).
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Так как протокол (1) сходится, то согласно теореме о конеч-
ном значении

lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = lim
𝑠→0

𝑠𝑋(𝑠) =

= lim
𝑠→0

𝑠(𝑠𝐼 + 𝑒−𝜏𝑠𝐿)−1

(︂
𝐼 −

(︂
1− 𝑒−𝜏𝑠

𝑠

)︂
𝐿

)︂
𝑥(0) =

= lim
𝑠→0

(︂
𝐼 +

𝑒−𝜏𝑠

𝑠
𝐿

)︂−1(︂
𝐼 −

(︂
1− 𝑒−𝜏𝑠

𝑠

)︂
𝐿

)︂
𝑥(0).

В силу того, что lim𝑠→0

(︁
1−𝑒−𝜏𝑠

𝑠

)︁
= 𝜏 и согласно утвержде-

нию 1

lim
𝑠→0

(︂
𝐼 +

𝑒−𝜏𝑠

𝑠
𝐿

)︂−1

= 𝐿⊢,

получаем
lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = 𝐿⊢(𝐼 − 𝜏𝐿)𝑥(0) = 𝐿⊢𝑥(0)− 𝜏𝐿⊢𝐿𝑥(0) = 𝐿⊢𝑥(0).

Если 0 – простое собственное значение матрицы 𝐿, то
rank(𝐿) = 𝑛 − 1. Тогда матрица 𝐿⊢ будет стохастической мат-
рицей единичного ранга, и 𝐿⊢𝑥(0) = 𝑐1.

В случае, когда кратность нулевого собственного значения
больше 1, для достижения латентного консесуса в [2] был пред-
ложен протокол латентного консенсуса со слабыми фоновыми
связями. В случае МАС с запаздыванием данный протокол при-
мет вид

(3)

{︃
𝑥̇(𝑡) = −𝛿𝐷𝑥(𝑡)− 𝐿𝑥(𝑡− 𝜏), 𝑡 > 0;

𝑥(𝜃) = 𝜑(𝜃), 𝜃 ∈ [−𝜏, 0),

где 𝛿 > 0, 𝐷 = 𝐼 − 𝑉 , 𝑉 = 1𝑣⊤,
∑︀

𝑖 𝑣𝑖 = 1.

3. Основной результат

Рассмотрим сходимость и асимптотическое поведение про-
токола (3) при 𝛿 → 0. Характеристической функцией уравнения
(3) будет

𝐹 (𝑧) = det(𝑧𝐼 + 𝛿𝐷 + 𝐿𝑒−𝜏𝑧).

Рассмотрим следующее вспомогательное утверждение.
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Утверждение 2. Жордановой формой матрицы 𝐷 будет

являться матрица Λ𝐷 =

(︂
0 01×(𝑛−1)

0(𝑛−1)×1 𝐼(𝑛−1)×(𝑛−1)

)︂
.

Доказательство. Как было упомянуто ранее, 𝐷 = 𝐼 − 𝑉 ,
где 𝑉 = 1𝑣⊤. Стоит отметить, что 𝜎(𝑉 ) = (0, ..., 0, 1). Также
1𝑣⊤1𝑣⊤ = 1𝑣⊤, что означает, что 𝑉 – идемптотентная матрица.
Тогда жордановой формой матрицы 𝑉 будет матрица

Λ𝑉 =

(︂
0(𝑛−1)×(𝑛−1) 0(𝑛−1)×1

01×(𝑛−1) 1

)︂
.

Пусть

Λ𝑉 = 𝑆−1𝑉 𝑆; 𝑃 =

⎛⎝ 0 01×(𝑛−2) 1

0(𝑛−2)×1 𝐼(𝑛−2)×(𝑛−2) 0(𝑛−2)×1

1 01×(𝑛−2) 0

⎞⎠ .

Тогда рассмотрим преобразование матрицы 𝐷 с помощью
матрицы 𝑆𝑃 .
(𝑆𝑃 )−1𝐷𝑆𝑃 = 𝑃−1𝑆−1𝐷𝑆𝑃 = 𝑃−1𝑆−1(𝐼 − 𝑉 )𝑆𝑃 = 𝑃−1(𝐼 − Λ𝑉 )𝑃 =

= 𝑃−1

(︂
𝐼(𝑛−1)×(𝑛−1) 0(𝑛−1)×1

01×(𝑛−1) 0

)︂
𝑃 =

(︂
0 01×(𝑛−1)

0(𝑛−1)×1 𝐼(𝑛−1)×(𝑛−1)

)︂
= Λ𝐷.

Таким образом посредством матрицы преобразования 𝑆𝑃
получена жорданова форма Λ𝐷 матрицы 𝐷.

Утверждение 3. Характеристическую функцию системы
(3) 𝐹 (𝑧) можно представить как произведение квазиполиномов

𝐹 (𝑧) = 𝑧
∏︁

𝜆∈𝜎(𝐿)∖(0)

(𝑧 + 𝛿 + 𝑒−𝜏𝑧𝜆).

Доказательство. Согласно утверждению 2 Λ𝐷 =
= diag(0, 1, ..., 1) является жордановой формой матрицы 𝐷.
Пусть Λ𝐷 = 𝑆−1𝐷𝑆. Так как 1 – собственный вектор, соответ-
ствующий нулевому собственному значению, то матрица 𝑆 будет
иметь вид 𝑆 =

(︀
1 *

)︀
. Тогда 𝐿𝑆 =

(︀
0 *

)︀
, а матрицу 𝑆−1𝐿𝑆

можно представить как

𝑆−1𝐿𝑆 =

(︂
0 *

0(𝑛−1)×1 𝑅𝐿

)︂
,
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где 𝑅𝐿 – некая матрица, 𝜎(𝑅𝐿) = 𝜎(𝐿) ∖ (0). Тогда

𝐹 (𝑧) = det(𝑧𝐼 + 𝛿𝐷 + 𝐿𝑒−𝜏𝑧) = det(𝑆−1(𝑧𝐼 + 𝛿𝐷 + 𝐿𝑒−𝜏𝑧)𝑆) =

= det(𝑧𝐼 + 𝛿𝑆−1𝐷𝑆 + 𝑒−𝜏𝑧𝑆−1𝐿𝑆) =

= det

(︂
𝑧𝐼 + 𝛿

(︂
0 01×(𝑛−1)

0(𝑛−1)×1 𝐼(𝑛−1)×(𝑛−1)

)︂
+ 𝑒−𝜏𝑧

(︂
0 *

0(𝑛−1)×1 𝑅𝐿

)︂)︂
=

= 𝑧 det((𝑧 + 𝛿)𝐼𝑛−1 + 𝑒−𝜏𝑧𝑅𝐿) = 𝑧
∏︁

𝜆∈𝜎(𝐿)∖(0)

(𝑧 + 𝛿 + 𝑒−𝜏𝑧𝜆).

Обозначим получившиеся квазиполиномы как
𝑓𝜆(𝑧) = 𝑧 + 𝛿 + 𝑒−𝜏𝑧𝜆.

Если нули квазиполиномов 𝑓𝜆(𝑧), 𝜆 ∈ 𝜎(𝐿) ∖ (0), находятся
левее мнимой оси, то протокол (3) будет сходиться.

Данное условие можно интерпретировать следующим обра-
зом. Пусть в протоколе (3) вместо матрицы 𝐷 будет 1, а вместо
матрицы 𝐿 – собственное значение 𝜆, т.е. будет получено скаляр-
ное дифференциальное уравнение:
(4) 𝑦̇(𝑡) = −𝛿𝑦(𝑡)− 𝜆𝑦(𝑡− 𝜏).

Тогда характеристической функцией уравнения (4) будет
функция 𝑓𝜆(𝑧). Если для любого 𝜆 ∈ 𝜎(𝐿) ∖ (0) решение урав-
нения (4) будет устойчивым, то протокол (3) будет сходиться.

Устойчивость решения уравнения (4) будет оценена с по-
мощью метода Цыпкина. Характеристическая функция 𝑓𝜆(𝑧) бу-
дет принята за характеристический многочлен эквивалентной си-
стемы с запаздывающей обратной связью, который может быть
представлен в виде

𝑓𝜆(𝑧) = 𝑧 + 𝛿 + 𝑒−𝜏𝑧𝜆 = 𝑄(𝑧)− 𝑃 (𝑧)𝑒−𝜏𝑧.

Тогда амплитудно-фазовая характеристика эквивалентной
системы будет

(5) 𝑊𝜏 (𝑖𝑠) =
𝑃 (𝑖𝑠)

𝑄(𝑖𝑠)
𝑒−𝑖𝜏𝑠 = − 𝜆

𝑖𝑠+ 𝛿
𝑒−𝑖𝜏𝑠 = 𝑊0(𝑖𝑠)𝑒

−𝑖𝜏𝑠.

В силу того что 𝛿 > 0, следует, что корень 𝑄(𝑧) будет мень-
ше нуля. Это означает, что соответствующая разомкнутая система
будет устойчивой. Тогда, согласно методу Цыпкина, если график
𝑊𝜏 (𝑖𝑠) не будет содержать внутри себя точку (1, 0), то решение

145



Управление большими системами. Выпуск 114

уравнения (4) будет устойчивым, и не устойчивым в ином слу-
чае. Случай, когда график 𝑊𝜏 (𝑖𝑠) проходит через точку (1, 0),
называется критическим.

Обозначим 𝛼 = Re(𝜆), 𝛽 = Im(𝜆). Тогда функцию 𝑊0(𝑖𝑠)
можно представить как

𝑊0(𝑖𝑠) = −𝛼+ 𝑖𝛽

𝛿 + 𝑖𝑠
= −𝛼𝛿 + 𝑠𝛽

𝛿2 + 𝑠2
− 𝑖

−𝑠𝛼+ 𝛿𝛽

𝛿2 + 𝑠2
= 𝑥+ 𝑖𝑦.

Рассмотрим |𝑊𝜏 (𝑖𝑠)|. Очевидно, что |𝑊𝜏 (𝑖𝑠)| = |𝑊0(𝑖𝑠)|. То-
гда

|𝑊𝜏 (𝑖𝑠)| =
√︂

𝛼2 + 𝛽2

𝛿2 + 𝑠2
.

Утверждение 4. Пусть для каждого 𝜆 ∈ 𝜎(𝐿) ∖ {0} выпол-
нено условие

𝛼2 + 𝛽2 < 𝛿2.
Тогда сходимость протокола (3) не будет зависеть от 𝜏 .
Доказательство. Условие из утверждения можно переписать

как
𝛼2 + 𝛽2

𝛿2
< 1.

Тогда для каждого 𝜆 ∈ 𝜎(𝐿) ∖ {0} справедливо

|𝑊𝜏 (𝑖𝑠)| =
√︂

𝛼2 + 𝛽2

𝛿2 + 𝑠2
6

√︂
𝛼2 + 𝛽2

𝛿2
< 1.

Это означает, что график 𝑊𝜏 (𝑖𝑠) никогда не захватит точку
(1, 0), причем вне зависимости от 𝜏 . Таким образом, для каждого
𝜆 ∈ 𝜎(𝐿) ∖ {0} решение уравнения (4) будет устойчивым для
любого 𝜏 , что означает, что сходимость протокола (3) не будет
зависеть от 𝜏 .

Следствие 1. При 𝛿 → 0 сходимость протокола (3) всегда
будет зависеть от 𝜏 .

Теорема 3. Пусть при фиксированном 𝛿 множество
Ψ = {𝜆 ∈ 𝜎(𝐿) ∖ {0} | 𝛼2 + 𝛽2 > 𝛿2}

непусто. Для каждого 𝜆 ∈ Ψ вычислим значение

𝜏𝜆 =

arccos

(︂
−𝛼𝛿+𝛽

√
𝛼2+𝛽2−𝛿2

𝛼2+𝛽2

)︂
√︀
𝛼2 + 𝛽2 − 𝛿2

.

Тогда протокол (3) будет сходиться тогда и только тогда,
когда 𝜏 < 𝜏0 = min𝜆∈Ψ 𝜏𝜆.
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Доказательство. Найдем критические частоты, при которых
|𝑊0(𝑖𝑠)| = 1.√︂

𝛼2 + 𝛽2

𝛿2 + 𝑠2
= 1; 𝛼2 + 𝛽2 = 𝛿2 + 𝑠2; 𝑠 = ±

√︀
𝛼2 + 𝛽2 − 𝛿2.

График 𝑊0(𝑖𝑠) будет пересекать точку (1, 0), если
arg(𝑊0(𝑖𝑠))− 𝜏𝑠 = 2𝜋𝑛;

cos(arg(𝑊0(𝑖𝑠))) = cos(𝜏𝑠+ 2𝜋𝑛);

cos(arg(𝑊0(𝑖𝑠))) = cos(𝜏𝑠).

Стоит отметить, что cos(arg(𝑊0(𝑖𝑠))) = 𝑥. Тогда граничное
𝜏𝜆 можно вычислить как

cos(𝜏𝜆𝑠) = 𝑥;

𝜏𝜆 =
arccos(𝑥)

𝑠
=

arccos

(︂
−𝛼𝛿±𝛽

√
𝛼2+𝛽2−𝛿2

𝛼2+𝛽2

)︂
±
√︀

𝛼2 + 𝛽2 − 𝛿2
.

Стоит отметить, что при отрицательном значении 𝑠 значение
𝜏𝜆 будет также отрицательным. Поэтому далее будет рассматри-
ваться только положительное значение 𝑠. Тогда решение уравне-
ния (4) будет устойчивым тогда и только тогда, когда 𝜏 < 𝜏𝜆,
где

𝜏𝜆 =

arccos

(︂
−𝛼𝛿+𝛽

√
𝛼2+𝛽2−𝛿2

𝛼2+𝛽2

)︂
√︀
𝛼2 + 𝛽2 − 𝛿2

.

Решения уравнений (4) для каждого 𝜆 ∈ Ψ будут устойчи-
выми тогда и только тогда, когда 𝜏 < 𝜏0 = min𝜆∈Ψ 𝜏𝜆. А зна-
чит и протокол (3) будет сходиться тогда и только тогда, когда
𝜏 < 𝜏0 = min𝜆∈Ψ 𝜏𝜆.

Следствие 2. При 𝛿 → 0 протокол (3) будет схо-
диться тогда и только тогда, когда 𝜏 < 𝜏0 =
min𝜆∈𝜎(𝐿)∖{0}

1
|𝜆|

(︀
𝜋
2 − | arg 𝜆|

)︀
. Иными словами, при 𝛿 → 0 гра-

ничное значение запаздывания стремится к значению, получен-
ному в теореме 1.

Доказательство. При 𝛿 → 0 Ψ = 𝜎(𝐿)∖{0}. Таким образом,
для всех 𝜆 ∈ 𝜎(𝐿) ∖ {0} устойчивость решения уравнения (4)
будет зависеть от 𝜏 .
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Решение уравнения (4) при 𝛿 → 0 будет устойчивым тогда и
только тогда, когда 𝜏 < 𝜏𝜆, где

𝜏𝜆 =

arccos

(︂
−𝛽

√
𝛼2+𝛽2

𝛼2+𝛽2

)︂
√︀
𝛼2 + 𝛽2

=

arccos

(︂
− 𝛽√

𝛼2+𝛽2

)︂
√︀
𝛼2 + 𝛽2

=

=
1

|𝜆|
(arccos(sin(− arg 𝜆))) =

1

|𝜆|

(︁𝜋
2
+ arg 𝜆

)︁
.

Тогда при 𝛿 → 0 протокол (3) будет сходиться тогда и только
тогда, когда 𝜏 < 𝜏0, где

𝜏0 = min
𝜆∈Ψ

𝜏𝜆 = min
𝜆∈𝜎(𝐿)∖{0}

1

|𝜆|

(︁𝜋
2
+ arg 𝜆

)︁
.

В силу того, что если 𝜎(𝐿) ∖ {0} содержит комплексное зна-
чение, то содержит и комплексно сопряженное, полученное зна-
чение 𝜏0 будет идентично значению

𝜏0 = min
𝜆∈𝜎(𝐿)∖{0}

1

|𝜆|

(︁𝜋
2
− | arg 𝜆|

)︁
,

что совпадает со значением, полученным в теореме 1.
Далее рассмотрим асимптотическое поведение протокола

(3). Для этого необходимо следующее вспомогательное утвержде-
ние.

Утверждение 5. [2]

1) (𝐿+ 𝛿𝐷)⊢ = 1𝑣⊤
(︀
𝐼 + 1

𝛿𝐿
)︀−1

;
2) lim𝛿→0(𝐿+ 𝛿𝐷)⊢ = 1𝑣⊤𝐿⊢.
Теорема 4. Пусть дан протокол консенсуса (3), который

сходится с начальным условием 𝜑(𝜃) = 𝑥(0). Тогда

1) lim𝑡→∞ 𝑥(𝑡) = 1𝑣⊤
(︀
𝐼 + 1

𝛿𝐿
)︀−1

(𝐼 − 𝜏𝐿)𝑥(0);
2) lim𝛿→0 lim𝑡→∞ 𝑥(𝑡) = 1𝑣⊤𝐿⊢𝑥(0).
Таким образом, протокол (3) будет сходиться к консенсусу

при любом векторе начального значения.
Доказательство. По аналогии с доказательством теоремы 2

преобразованием Лапласа 𝑥(𝑡− 𝜏) будет:

ℒ(𝑥(𝑡− 𝜏)) =

(︂
1− 𝑒−𝜏𝑠

𝑠

)︂
𝑥(0) + 𝑒−𝜏𝑠𝑋(𝑠).
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Тогда преобразованием Лапласа системы (3) будет

𝑠𝑋(𝑠)− 𝑥(0) = −𝛿𝐷𝑋(𝑠)− 𝑒−𝜏𝑠𝐿𝑋(𝑠)−
(︂
1− 𝑒−𝜏𝑠

𝑠

)︂
𝐿𝑥(0);

𝑠𝑋(𝑠) + 𝛿𝐷𝑋(𝑠) + 𝑒−𝜏𝑠𝐿𝑋(𝑠) = 𝑥(0)−
(︂
1− 𝑒−𝜏𝑠

𝑠

)︂
𝐿𝑥(0);

𝑋(𝑠) = (𝑠𝐼 + 𝛿𝐷 + 𝑒−𝜏𝑠𝐿)−1

(︂
𝐼 −

(︂
1− 𝑒−𝜏𝑠

𝑠

)︂
𝐿

)︂
𝑥(0).

Так как протокол (3) сходится, то согласно теореме о конеч-
ном значении

lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = lim
𝑠→0

𝑠𝑋(𝑠) =

= lim
𝑠→0

𝑠(𝑠𝐼 + 𝛿𝐷 + 𝑒−𝜏𝑠𝐿)−1

(︂
𝐼 −

(︂
1− 𝑒−𝜏𝑠

𝑠

)︂
𝐿

)︂
𝑥(0) =

= lim
𝑠→0

(︂
𝐼 +

1

𝑠
(𝛿𝐷 + 𝑒−𝜏𝑠𝐿)

)︂−1(︂
𝐼 −

(︂
1− 𝑒−𝜏𝑠

𝑠

)︂
𝐿

)︂
𝑥(0).

Так как (𝛿𝐷+𝐿) – лапласовская матрица, то, согласно утвер-
ждению 1,

lim
𝑠→0

(︂
𝐼 +

1

𝑠
(𝛿𝐷 + 𝑒−𝜏𝑠𝐿)

)︂−1

= (𝐿+ 𝛿𝐷)⊢.

Таким образом

lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = (𝐿+𝛿𝐷)⊢(𝐼−𝜏𝐿)𝑥(0) = 1𝑣⊤
(︂
𝐼 +

1

𝛿
𝐿

)︂−1

(𝐼−𝜏𝐿)𝑥(0).

Тогда

lim
𝛿→0

lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = lim
𝛿→0

1𝑣⊤
(︂
𝐼 +

1

𝛿
𝐿

)︂−1

(𝐼 − 𝜏𝐿)𝑥(0) =

= 1𝑣⊤𝐿⊢(𝐼 − 𝜏𝐿)𝑥(0) = 1𝑣⊤𝐿⊢𝑥(0).

В силу того, что матрица 1𝑣⊤𝐿⊢ является стохастической
матрицей единичного ранга, протокол (3) будет сходиться к кон-
сенсусу при любом векторе начальных значений.
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4. Заключение

В данной статье был рассмотрен протокол согласования ха-
рактеристик агентов в многоагентной системе с информационны-
ми влияниями и запаздыванием. Для случая, когда агенты не до-
стигают консенсуса при любом векторе начальных значений, был
предложен протокол латентного консенсуса со слабыми фоновы-
ми связями и запаздыванием. Граничное значение запаздывания
предложенного протокола с уменьшением весов фоновых свя-
зей приближается к граничному значению запаздывания исход-
ного протокола. В то же время предложенный протокол сходится
к консенсусу при любом векторе начальных значений и сколь
угодно малых весах фоновых связей, что решает вышеуказанную
проблему. Данное исследование позволяет адаптировать другие
рассмотренные ранее протоколы латентного консенсуса для мно-
гоагентных систем с запаздыванием.
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Abstract: Coordination in multiagent system with information influences and time-
delay is considered. In particular, the case when consensus is not achieved for any
vector of initial values was considered. Such a problem may arise in a multi-agent
system with a weakly coupled structure, that is, when there are several leading
agents or groups of agents. To achieve consensus, a latent consensus protocol
with weak background links and time-delay was used. Using the Nyquist criterion
applied by Tsypkin, a boundary value of time-delay was established, depending on
the spectral properties of the Laplace matrix, and a condition for the independence
of convergence from time-delay. With a decrease in the weights of background links,
the boundary value of time-delay of the protocol under consideration approaches the
one of the required protocol. It was found that in the case of convergence, the latent
consensus protocol with background links converges to consensus for any vector of
initial values, while the weights of background links can be arbitrarily small. Thus,
the use of this protocol solves the above problem, and this study allows adapting
other previously considered latent consensus protocols for multiagent systems with
time-delay.
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ОЦЕНКА ЭФФЕКТИВНОСТИ РЕГУЛЯТИВНЫХ  
ИНСТРУМЕНТОВ РАЗВИТИЯ РЕГИОНОВ  

РОССИЙСКОЙ АРКТИКИ: ОПЫТ  
СОЦИОЛОГИЧЕСКОГО ИССЛЕДОВАНИЯ1 

Волков А. Д.2, Рослякова Н. А.3 

(ФГБУН Институт проблем управления  

им. В.А. Трапезникова РАН, Москва) 

Статья посвящена исследованию аспектов проработанности и эффективно-

сти мер поддержки бизнеса на территориях Арктической зоны России. Специ-

фика работы определяется уникальными данными, полученными в результате 

экспедиционных исследований 2024 года и использования методики полуформа-

лизованного интервью. Выборка исследования включала 18 представителей 

бизнеса и 18 представителей местных администраций – по 3 эксперта от 

каждого арктического округа или района Республики Коми и Ненецкого авто-

номного округа. Аналитическая обработка данных осуществлялась с помощью 

методического подхода, который базируется на методах статистического 

(сопоставительные и средние оценки) и непараметрического (рейтингование, 

коэффициент конкордации Кендалла, критерия Манна – Уитни, коэффициент 

ранговой корреляции Спирмена) анализа. Подход позволяет последовательно 

выявить согласованность мнений экспертов по оценке отдельных аспектов 

и проблем, обосновать значимость отличий в оценках между представите-

лями власти и бизнеса и измерить их согласованность в случае солидарности 

мнений. Выявлены аспекты проработанности мер поддержки по критериям 

полноты доступной информации, простоты процедуры оформления, скорости 

получения, квалификации специалистов и общего объема поддержки и пользы. 

Установлена специфика реализации мер поддержки на местном, региональном 

и федеральном уровнях. Наиболее проработанными и эффективными являются 

меры регионального уровня. Среди ключевых проблем на муниципальном и реги-

ональном уровнях выделяется процедура оформления документов, на федераль-

ном – объем поддержки. Составлен рейтинг эффективности наиболее исполь-

зуемых мер стимулирования. Выявлены возможные причины различий в терри-

ториальных особенностях их эффективности, даны соответствующие реко-

мендации по их совершенствованию. 

                                           
1  Статья подготовлена в рамках проекта Российского научного фонда  

№24-78-10166 «Моделирование цифровой трансформации управления про-

странственным развитием Российской Арктики в условиях неравновесной ди-

намики регионов» (https://rscf.ru/project/24-78-10166/). 
2 Александр Дмитриевич Волков, к.э.н., с.н.с. (kov8vol@gmail.com). 
3 Наталья Андреевна Рослякова, к.э.н., с.н.с. (na@roslyakova24.ru). 
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Ключевые слова: Арктическая зона, меры поддержки, резидент Арк-

тики, налоговые льготы, арктический гектар, субсидии. 

1. Введение 

Перспективное значение Арктики в мировых экономических 

и политических процессах возрастает в последние десятилетия. 

Оно определяется потенциалом природных ресурсов [22, 28, 32], 

перспективным значением Арктики в транспортировке грузов 

[30, 35], растущим потенциалом Арктики в международных эко-

номических связях [26], а также геополитическим аспектом 

[6, 23, 29, 31]. При этом арктическими государствами активно ре-

ализуются специальные программы и законодательные инициа-

тивы, призванные создать благоприятные условия для развития 

бизнеса и социальной сферы на арктических территориях [21, 27]. 

Наиболее активно в последнее десятилетие развивается специ-

альное арктическое законодательство и регулятивные инстру-

менты в Российской Федерации [5]. 

Одной из новаций в арктическом законодательстве России 

последних лет является инструмент преференциального режима 

предпринимательской деятельности и ряд связанных норма-

тивно-правовых актов [10, 19]. В рамках режима предусмотрен 

ряд налоговых и административных преференций для инвесторов, 

принявших решение локализовать производство на территориях 

арктических регионов России. Несмотря на то, что в научных ра-

ботах уже существуют первые оценки его эффективности [4, 

8, 33], они опираются на статистическую и ведомственную ин-

формацию, поступающую с определенным временным лагом, 

и не всегда в полной мере отражают соответствие текущим тен-

денциям. В условиях стремительно изменяющейся экономиче-

ской и геополитической обстановки особенно актуальной стано-

вится разработка таких инструментов оценки эффективности, ко-

торые могли бы носить более оперативных характер, что позво-

лило бы выделить первичные направления совершенствования 

ещё до завершения полного цикла реализации новейших мер. 

Среди работ, рассматривающих тематику преференциального ре-

жима Арктической зоны Российской Федерации, можно отметить 
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посвященные анализу нормативно-правовых основ и системно-

сти законодательной базы [15, 24], оценке общих тенденций реа-

лизации преференциального режима АЗРФ [2, 8], анализу эффек-

тов на уровне предприятий [14], анализу социально-экономиче-

ских эффектов для территорий реализации [33]. Несмотря на по-

ложительную динамику числа резидентов, показателей создан-

ных рабочих мест и привлеченных инвестиций, в работах ряда 

авторов утверждается об общем исчерпании потенциала префе-

ренциального режима АЗРФ в привлечении крупных инвестици-

онных проектов на территории арктических регионов [8, 33], что 

может быть связано как с исчерпанием эффекта преференций, так 

и с более системными ограничениями заключающимися в сохра-

нении технологических и институциональных условий функцио-

нирования хозяйственных систем. Кроме того, наблюдается су-

щественная территориальная дифференциация показателей реа-

лизации преференциального режима по регионам: в числе регио-

нов-лидеров указываются Чукотский АО (за счёт высокой доли 

резидентов в генерации выручки и создании новых рабочих мест), 

арктические территории Республики Карелия (за счёт высокой 

доли резидентов в реализации новых инвестиций и создании но-

вых компаний) и Архангельской области (за счёт высокой доли 

резидентов в реализации новых инвестиций и генерации вы-

ручки), в числе аутсайдеров – Ненецкий АО (за счёт крайне низ-

кой доли резидентов в реализации новых инвестиций и генера-

ции выручки) и Ямало-Ненецкий АО (за счёт крайне низкой доли 

резидентов в реализации новых инвестиций и создании новых ра-

бочих мест и новых организаций) [2]. 

Другим относительно новым направлением реализации арк-

тической политики России является инструмент «арктического 

гектара»: специального порядка предоставления земельных 

участков для ведения предпринимательской деятельности и жи-

лищного строительства [18]. До настоящего времени данный ин-

струмент регулирования социально-экономического развития 

Российской Арктики системно не изучен, а ряд имеющихся ис-

следований посвящен в основном аспектам его реализации [16]. 

Еще более новыми и неизученными механизмами являются: 
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–  Программа «Президентская единая субсидия», представля-

ющая механизм финансирования, направленный на создание, ре-

конструкцию или поддержание деятельности социальных объек-

тов на территории Арктической зоны Российской Федерации 

и начавший свою реализацию с сентября 2022 года. Основными 

регламентирующим документами являются Постановление Пра-

вительства РФ № 484 от 30.03.2021 [11] и Приказ Минвостокраз-

вития России от 29.02.2024 № 18. 

–  Программа «Арктическая ипотека», предоставляющая 

льготные условия приобретения жилья в кредит на территориях 

арктических регионов России. Данная программа начала свое 

действие в ноябре 2023 года и регламентируется Решением Мин-

фина России о порядке предоставления субсидии  

№23-67393-01016-Р от 02.05.2024 г. [3, 12]. 

–  Программа «Опорные населенные пункты Арктической 

зоны РФ» – механизм территориального развития, предполагаю-

щий сорганизованную реализацию экономических, инфраструк-

турных и социальных проектов в регионах и муниципалитетах 

Российской Арктики. Механизм начал свое действие в ноябре 

2023 года. Основными регламентирующими документами явля-

ются Перечень поручений Президента РФ по итогам совещания 

по развитию ЗАТО и населённых пунктов Арктической зоны Рос-

сии (Пр-1626) [9] и Распоряжение Правительства РФ от № 3377-

р 28 ноября 2023 г. [13].   

Общее количество специальных механизмов, инструментов 

и мер поддержки экономической активности на арктических тер-

риториях на начало 2025 года составляет более 25. Достаточно 

полный обзор мер стимулирования экономического развития на 

территории Российской Арктики дан в работе Д.Л. Кондратовича 

[7]. Автор выделяет четыре основных группы мер поддержки, 

включающих специальные режимы (преференциальный режим 

АЗРФ, территории опережающего развития, налоговые льготы и 

др.), финансовые инструменты (микрокредиты, займы Фонда раз-

вития промышленности, «Народный бюджет» и др.), ресурсную 

поддержку (аренда участков без торгов, государственное имуще-

ство, инжиниринг и др.), а также отдельно выделяемое общее 

направление «Развитие деловой активности» (инвестиционная 

декларация, кластерные объединения и др.). 
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При всем многообразии мер поддержки и стимулирования 

актуальным остается вопрос их соорганизации и эффективности. 

С учетом отмечаемой исследователями рассогласованности стра-

тегических документов развития на федеральном и макрорегио-

нальном уровнях [1] (впрочем, характерной и для других стран 

[25, 34]) вопросы общей и частной эффективности мер стимули-

рования экономического развития на территории АЗРФ являются 

чрезвычайно важными. Острота данных вопросов усиливается 

существующей ограниченностью ресурсов для развития арктиче-

ских территорий [17, 36]. Сложность такой оценки обуславлива-

ется, как отмечалось, существенной задержкой официальных ста-

тистических данных и ведомственной информации, возрастаю-

щей закрытостью официальных источников. Связанная с этим 

неточность или, скорее, неактуальность оценок по отношению к 

текущему состоянию объекта рассмотрения проявляется осо-

бенно отчетливо в условиях быстрых изменений макроэкономи-

ческих и глобальных условий хозяйствования. С учетом этого 

возрастает значение специализированных социологических ис-

следований, нацеленных на сбор как качественной, так и количе-

ственной информации об исследуемых процессах и получаемой 

при непосредственном взаимодействии с субъектами хозяйство-

вания и управления. При изучении эффективности механизмов 

стимулирования экономического развития арктических террито-

рий выбор социологического инструментария определяется це-

лью и задачами исследования.  

Целью настоящего исследования является выявление аспек-

тов эффективности реализации программ и регулятивных ин-

струментов развития Российской Арктики. 

Задачи исследования: 

–  определение аспектов эффективности реализации арктиче-

ских программ и управленческих механизмов, применяемых в их 

рамках; 

–  составление рейтинга эффективности наиболее используе-

мых хозяйствующими субъектами мер стимулирования;  

–  выявление возможных причин различий в территориальных 

особенностях эффективности мер стимулирования. 

Для реализации указанных задач целесообразно применение 

методики полуструктурированных интервью, инструментарий 
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которых включает открытые вопросы, ориентированные на полу-

чение в первую очередь качественной информации, закрытые во-

просы, необходимые для дальнейшего анализа количественных 

данных, и дополнительные вопросы, позволяющие полнее учи-

тывать пространственный и социально-экономический контекст. 

Подробно применяемый в настоящем исследовании инструмен-

тарий будет рассмотрен в разделе 2. 

Научная новизна исследования заключается в выявлении ас-

пектов эффективности регулятивных инструментов развития 

арктических территорий, которые, как правило, затруднительны 

для оценки с помощью стандартных инструментов и источников 

данных (таких, как официальная статистика, ведомственная ин-

формация и т.д.). Полученные данные позволяют не только оце-

нить относительную и абсолютную эффективность регулятивных 

инструментов, опираясь на оценки представителей менеджмента 

предприятий и органов власти, которые непосредственно вовле-

чены в их реализацию. Это позволяет выделить наиболее про-

блемные аспекты в применении указанных механизмов, соста-

вить рейтинги регулятивных мер и проанализировать возможные 

причины территориальных отличий в их реализации.  

Практическое значение исследования заключается в разра-

ботке рекомендаций для совершенствования регулятивных мер 

и экономических механизмов развития арктических территорий. 

2. Методика и данные 

Для реализации цели исследования в качестве объекта были 

выбраны муниципальные образования, относимые к арктическим 

территориям Республики Коми и Ненецкого автономного округа 

(ГО Воркута, ГО Усинск, ГО Инта, Усть-Цилемский муници-

пальный район, ГО Нарьян-Мар, Заполярный муниципальный 

район). Фактологическую основу исследования составляет серия 

экспертных полуструктурированных интервью с представите-

лями местных и региональных администраций, бизнеса и НКО 

[20], а также результаты опроса населения, которые проводились 

на территориях в сентябре–октябре 2024 г. как самими авторами, 

так и привлеченными интервьюерами (в рамках опроса населе-

ния). Для целей настоящего исследования будут использованы 
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результаты интервью с представителями местной власти и биз-

неса. Целевая выборка включала по 3 представителя предприятий 

и местных администраций в каждом районе или округе. Общая 

выборка составила 18 предприятий и 18 представителей органов 

местного самоуправления. 

Вопросы для представителей бизнеса были посвящены 

оценке динамики и тенденций развития компании, текущим труд-

ностям и проблемам в деятельности, а также тому, используют ли 

компании специальные меры поддержки со стороны государства. 

Респонденты могли отметить как специфические меры под-

держки предприятий на арктических территориях, так и те меры, 

которые характерны для всех территорий России. 

Представителям руководства тех компаний, которые пользу-

ются мерами поддержки, задавался вопрос1 об их оценке по кри-

териям полноты доступной информации, простоты процедуры 

оформления, скорости получения, квалификации специалистов 

и общего объема поддержки и пользы. Список мер поддержки 

был открытым: респонденты сами указывали те программы и ме-

ханизмы, которые они используют в своей деятельности или с ко-

торыми они детально знакомы. 

Отдельный вопрос был посвящен выявлению возможных 

причин территориальной дифференциации эффективности мер 

поддержки2. В его рамках респонденту предстояло оценить выра-

женность тех или иных помех и проблем во взаимодействии биз-

неса и государственной и муниципальной власти по пятибалль-

ной шкале. Помимо оценки представленных проблем респон-

денты могли дополнить и оценить список специфическими или 

неупомянутыми помехами. 

Аналитическая обработка полученных результатов базиро-

валась на методах статистического (сопоставительные и средние 

                                           
1 Вопрос «Оцените, пожалуйста, знакомые Вам меры поддержки бизнеса со 

стороны государства и местной власти по следующим критериям: (от 1 – 

«крайне плохо» до 5 – «очень хорошо»; необходимо проставить ответ 

в каждой клетке)». 
2 Вопрос «Что мешает взаимодействию бизнеса и государственной и муници-

пальной власти в существующих условиях? (выберите причину и дайте балльную 

оценку помехам по шкале: 1 – не является помехой; 2 – незначительная помеха; 

3 – средняя помеха; 4 – большая помеха; 5 – очень большая помеха)». 
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оценки) и непараметрического (рейтингование, коэффициент 

конкордации Кендалла, критерий Манна – Уитни, коэффициент 

ранговой корреляции Спирмена) анализа. Аналитическая свёртка 

полученных данных, была реализована по следующей методике: 

1. Проверка согласованности мнения экспертов каждой от-

дельной группы (власти и бизнеса) с помощью коэффициента 

конкордации Кендалла W (1) на уровне как отдельных террито-

рий, так всех территорий в совокупности:  

(1) W =
12

 K 2(N 3− N)
∑ (∑ rk

n −
 K(N + 1)

2
)
2

K
k=1

N
n=1 , 

где К – количество экспертов; N – количество оцениваемых объ-

ектов (аспектов), rk
n – ранг n-го объекта у k-го эксперта. Значи-

мость расчётного значения W осуществляется через сопоставле-

ние с критическим значением для распределения χ2. 

Кроме прямого результата в виде вывода о сходстве пред-

ставлений респондентов о порядке распределения ответов, до-

полнительно данный коэффициент позволяет сделать вывод 

о предпочтительных методах анализа. Согласованность свиде-

тельствует в пользу того, что на следующем этапе данные могут 

анализироваться параметрическими методами, в противном слу-

чае – непараметрическими методами.  

2. Проверка значимости отличий в оценке проблем развития 

представителями власти и бизнеса, которая осуществляется с по-

мощью непараметрического критерия Манна – Уитни: 

(2)  U = ∑ an + 
1

2
∑ bn

N
n=1

N
n=1 , 

где an – количество элементов (оцениваемых объектов) второй 

выборки, превосходящих i-й элемент (оцениваемый объект) пер-

вой выборки; bn – количество элементов (оцениваемых объектов) 

второй выборки, равных i-му элементу (оцениваемому объекту) 

первой выборки. Значимость расчётного значения U осуществля-

ется через сопоставление с критическим значением для распреде-

ления χ2. 

Критерий Манна – Уитни позволяет сделать вывод о том, 

что две группы экспертов, оценивая одни и те же характеристики, 

дали статистически значимо отличающиеся оценки, что, соответ-

ственно, можно трактовать как значимое различие в понимании 

ключевых проблем коммуникации и взаимодействия. В случае, 
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когда оценки значимо отличаются, можно анализировать про-

филь оценок, сопоставлять их статистическими методами, иллю-

стрировать из интервью обоснование значимости решения той 

или иной проблемы и разницу во взглядах на причину или реше-

ние проблемы, которые есть у представителей власти и бизнеса. 

В случае, когда оценки значимо не отличаются, можно говорить об 

относительной согласованности взгляда на проблемы; для таких 

оценок на следующем этапе целесообразно оценить меру скорре-

лированности мнений бизнеса и власти. 

3. Оценка коэффициента ранговой корреляции Спирмена для 

выявления меры близости (тесноты) (3) взаимосвязи между оцен-

ками проблем со стороны представителей власти и бизнеса: 

(3)  rs = 1 – 
6 ∑ (rX

n  – rY
n)

2N
n=1

N(N 2 – 1)
, 

где rx
n – ранг (место) n-го объекта при ранжировании в рамках 

первой выборки; ry
n – ранг (место) n-го объекта при ранжирова-

нии в рамках второй выборки. Значимость расчётного значения rs 

осуществляется через сопоставление с критическим значением 

для распределения Стьюдента. 

В случае группы территорий, значимо отличающихся по 

критерию Манна – Уитни, rx
n скорее всего будет не значимым, 

а для территорий, где критерий Манна – Уитни отказался не зна-

чимым, rx
n позволяет измерить близость оценок властью и бизне-

сом существующих проблем. 

Дальнейший содержательный анализ и интерпретация ре-

зультатов как статистической, так и непараметрической обра-

ботки будет базироваться на фактологическом материале интер-

вью респондентов. 

3. Результаты исследования 

3.1. ОЦЕНКА БИЗНЕСОМ МЕР СТИМУЛИРОВАНИЯ  

ЭКОНОМИЧЕСКОГО РАЗВИТИЯ, ХАРАКТЕРИЗУЮЩАЯ  

ОТДЕЛЬНЫЕ АСПЕКТЫ ИХ ЭФФЕКТИВНОСТИ 

По результатам интервью 18 представителей менеджмента 

компаний установлено 64 случая использования механизмов под-

держки. При этом ряд компаний вообще не пользуется мерами 

поддержки со стороны государства, а другие используют их 
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очень активно. На первом этапе выявленные меры поддержки 

были нами обобщены в рамках 9 групп (в скобках указана коли-

чество случаев использования той или иной меры): 

 cубсидии/дотации/гранты на возмещение производствен-

ных затрат (16); 

 налоговые льготы (10); 

 поддержка по линии Центров развития бизнеса (10); 

 cубсидии/дотации/гранты на приобретение нового обору-

дования (8); 

 статус резидента Арктики (6); 

 льготное кредитование (5); 

 cубсидии/дотации/гранты на организацию нового бизнеса 

или деятельности (3); 

 льготный лизинг (3); 

 арктический гектар (3). 

Мы видим, что наибольшей популярностью пользуются те 

меры поддержки, которые были достаточно давно введены 

в практику использования: cубсидии/дотации/гранты на возме-

щение производственных затрат и налоговые льготы. Специфи-

ческие «арктические» меры поддержки являются средне- и мало-

распространенными. 

В рамках сопоставления отдельных аспектов реализации мер 

поддержки выявились характерные для них общие и частные 

проблемы (рис. 1).  

Так, одной из общих сильных сторон реализации мер явля-

ются полнота доступной информации и квалификация специали-

стов. Общей относительно слабой стороной с точки зрения пред-

ставителей бизнеса выступает объем поддержки и общая польза 

от указанных мер. Однако есть и исключения. Так, в рамках по-

лучения статуса резидента АЗРФ общий объем поддержки и 

польза являются относительно сильной стороной, но, вероятно, в 

большей степени ввиду сравнительно низких оценок по крите-

риям полноты информации, простоты процедуры оформления и 

скорости получения. Это может быть в первую очередь обуслов-

лено тем, что по новейшим мерам поддержки респонденты ещё 
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не получили полной информации ввиду незавершённости про-

цесса реализации этой меры и отсутствия понимания её инте-

гральной эффективности.  

 
Рис. 1. Распределение баллов по отдельным критериям  

эффективности для программ развития 

На основе сведения оценок бизнеса по различным аспектам 

реализации программ и мер поддержки нами был разработан их 

рейтинг, состоящий из частного и сводного ранжирования, пред-

ставленный в таблице 1. 

В целом, основываясь на оценках представителей менедж-

мента компаний и составленном рейтинге, наиболее эффектив-

ной выглядит реализация общих и давно введенных мер, 

в то время как новым мерам, разработанным специально для 

АЗРФ, зачастую не хватает проработанности. Причем указанные 

недостатки относятся в первую очередь к общим мерам, имею-

щим «сплошное» действие на всех арктических территориях, – 

как в сфере предпринимательства, так и в социальной сфере.  

Так, например, представитель администрации ГО Усинск от-

мечает: «По Арктической ипотеке: банки дают средства только 

на приобретение жилья в строящихся новых домах. У нас та-

кого нет. У нас не строятся дома. У нас компания «Лукойл» по-

строила многоквартирный дом, но это служебное жилье. А за-

стройщиков, которые бы построили и свободно продавали – нет. 
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То есть невозможно реализовать эту программу. Надо пере-

сматривать ее. Надо пересматривать, чтобы люди могли взять 

ипотеку для покупки вторичного жилья здесь, в Усинске». 

Таблица 1. Рейтинг программ развития по отдельным  

критериям эффективности 
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1 
Субсидии  

производ. 
затраты 

Налоговые 

льготы 

Налоговые 

льготы 

Налоговые 

льготы 

Налоговые 

льготы 

Налоговые 

льготы 

2 
Налоговые 

льготы 

Субсидии 

новое  
оборуд. 

Субсидии 

производ. 
затраты 

Субсидии 

новое  
оборуд. 

Субсидии 

производ. 
затраты 

Субсидии 

производ. 
затраты 

3 
Льготное  

кредитование 

Льготный 

лизинг 

Субсидии 

новое  
оборуд. 

Льготное 

кредито- 
вание 

Льготное 

кредито- 
вание 

Субсидии 

новое  
оборуд. 

4 
Поддержка  

через «Мой  

бизнес» 

Поддержка 

через «Мой 

бизнес» 

Льготный 
лизинг 

Субсидии 

производ. 

затраты 

Поддержка 

через «Мой 

бизнес» 

Льготное 

кредито- 

вание 

5 
Субсидии новое 

оборуд. 

Субсидии 

производ. 

затраты 

Льготное 

кредито- 

вание 

Поддержка 

через «Мой 

бизнес» 

Субсидии 

новое  

оборуд. 

Поддержка 

через «Мой 

бизнес» 

6 
Льготный  

лизинг 

Льготное 
кредито- 

вание 

Поддержка 
через «Мой 

бизнес» 

Льготный 

лизинг 

Льготный 

лизинг 

Льготный 

лизинг 

7 
Субсидии  

новый бизнес 

Субсидии 
новый  

бизнес 

Субсидии 
новый  

бизнес 

Субсидии 
новый  

бизнес 

Субсидии 
новый  

бизнес 

Субсидии 
новый  

бизнес 

8 
Арктический  

гектар 

Статус  

резидента 
АЗРФ 

Статус  

резидента 
АЗРФ 

Статус ре-

зидента 
АЗРФ 

Статус  

резидента 
АЗРФ 

Статус  

резидента 
АЗРФ 

9 
Статус  

резидента АЗРФ 

Аркти- 

ческий  
гектар 

Аркти- 

ческий  
гектар 

Аркти- 

ческий  
гектар 

Аркти- 

ческий  
гектар 

Аркти- 

ческий  
гектар 

 

В то же время это не относится к таким доказавшим свою 

эффективность и давно работающим механизмам, как компенса-

ция затрат при осуществлении Северного завоза или специаль-

ным мерам поддержки оленеводческих хозяйств. Представитель 

бизнеса из Заполярного района НАО дает следующую оценку 
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данным мерам: «Возмещению подлежат 80% стоимости до-

ставки, а на острова – 95% стоимости доставки по 18 наиме-

нованиям продукции. Раньше перечень был больше. То, что было 

принято решение его сократить, – это было неправильное реше-

ние. Если в летнее время река обмелела и на судах не завезти, то 

скоропортящиеся продукты можно доставить вертолетом. 

Хорошо, что у нас есть это возмещение и есть такая возмож-

ность». 

С точки зрения дальнейшего анализа представляет интерес 

дифференциация мер поддержки по уровням их предоставления 

(местный, региональный и федеральный) и выявление особенно-

стей их реализации.  

3.2. ОЦЕНКИ БИЗНЕСОМ АСПЕКТОВ ЭФФЕКТИВНОСТИ РЕ-

АЛИЗАЦИИ МЕР ПОДДЕРЖКИ НА МЕСТНОМ,  

РЕГИОНАЛЬНОМ И ФЕДЕРАЛЬНОМ УРОВНЯХ 

Интерес представляет рассмотрение аспектов эффективно-

сти реализации мер поддержки бизнеса в разрезе различных 

уровней административной организации. Распределение оценок 

для механизмов местного уровня (n = 9) представлено на рис. 21. 

Из рис. 2 видно, что оценки мер местного уровня весьма по-

ляризованы по большинству критериев: скорости получения, ква-

лификации специалистов и общему объёму и пользе поддержки. 

 
Рис. 2. Распределение оценок бизнесом мер поддержки  

местного уровня по отдельным аспектам 

                                           
1 Здесь и далее на рис. 2-4 квадратик обозначает медиану, кружок – выброс. 
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Наименьшим сводным баллом характеризуется аспект про-

стоты процедуры оформления, наибольшим – полнота доступной 

информации. При этом полученные оценки являются согласован-

ными по коэффициенту конкордации Кендалла (W), который со-

ставил 0,319 (32%) при уровне вероятности ошибки 0,02, т.е. мы 

видим, что уровень согласованности является умеренным, но зна-

чимым параметром. Такие результаты являются следствием по-

ляризации мнений экспертов. Учитывая поляризацию, в данном 

случае не вполне уместно говорить о средних оценках. 

Несколько иную картину мы видим при анализе мер под-

держки, реализуемых на региональном уровне (n = 27) (рис. 3). 

 

Рис. 3. Распределение оценок бизнесом по отдельным аспектам 

для программ поддержки регионального уровня 

Наиболее критично представители бизнеса оценивают ас-

пект простоты процедуры оформления и скорости получения мер 

поддержки данного уровня. Определенный вклад в негативные 

оценки вносит транспортная удаленность периферийных терри-

торий от административных центров, особенно характерная для 

арктических территорий Республики Коми, сочетающаяся с 

необходимостью личного посещения инстанций, локализован-

ных в региональных центрах. 

Как отмечает респондент из ГО Инта: «У нас в Республике 

Коми есть специальные микрозаймы для бизнеса, там дают под 

небольшой процент, ставки, наверное, процентов 5. Но для того 

чтобы взять эти деньги, мало того, что нужно оценку залоговой 

недвижимости делать, необходимо еще время найти, несколько 
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раз съездить в Сыктывкар за этими дешевыми деньгами, назо-

вем их так. Плюс, соответственно, потратить деньги на би-

леты, зачастую ехать с пересадкой, поскольку прямые поезда хо-

дят редко, а автодороги нет. Плюс проживание, питание и т.д. 

Соответственно, поскольку мы не такие большие суммы берем, 

деньги получаются совсем не быстрые, да еще и достаточно до-

рогие». 

Наиболее положительно респондентами оценивается аспект 

полноты доступной информации о мерах поддержки. При ана-

лизе согласованности мнений экспертов мы можем сделать вы-

вод о наличии слабой, но значимой согласованности мнений 

(W = 0,109 при вероятности ошибки 0,01). 

Графическое представление распределения оценок мер фе-

дерального уровня (n = 28) мы видим на рис. 4. 

Для оценок мер данной группы характерна большая поляри-

зация относительно наблюдаемой для мер регионального уровня: 

доля негативных оценок достаточно велика. Наиболее критичны 

представители бизнеса в оценке аспекта объёма поддержки 

и пользы. Наиболее положительны оценки аспектов квалифика-

ции специалистов и полноты доступной информации. При рас-

чете коэффициента конкордации мнений экспертов мы видим их 

несогласованность (вероятность ошибки 0,74). 

Ниже на рис. 5 представлено наглядное отображение аспек-

тов реализации мер поддержки в разрезе уровней их предостав-

ления. 

 

Рис. 4. Распределение оценок бизнесом по отдельным аспектам 

для программ поддержки федерального уровня 
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Рис. 5. Средние оценки отдельных аспектов эффективности 

программ развития в разрезе уровней их предоставления 

Полученные результаты на данном этапе анализа позволяют 

утверждать, что наиболее проработанными и эффективными 

с точки зрения представителей бизнеса являются механизмы под-

держки, реализуемые на региональном уровне. В их основе лежат 

достаточно широкие административные полномочия региональ-

ного уровня управления и значительные бюджетные и организа-

ционные ресурсы. Меры поддержки на муниципальном уровне 

хотя и приближены к специфическим потребностям бизнеса, как 

правило, ограничены возможностями местных бюджетов, кадро-

вым потенциалом на местах и т.д. В то время как меры поддержки 

федерального уровня так или иначе характеризуются большей 

«удаленностью» принятия решений, меньшей гибкостью в отно-

шении местной специфики потребностей бизнеса.  

Наиболее проблемными аспектами реализации мер под-

держки на муниципальном уровне выступает процедура оформ-

ления документов, на региональном уровне – процедура оформ-

ления документов и скорость, на федеральном – объем под-

держки и польза (хотя разница несущественная). Согласован-

ность мнений экспертов по структуре оценок разных критериев 
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(иными словами – сонаправленность сочетаний оценок по раз-

ным критериям) падает при переходе от местного к федераль-

ному уровню. Таким образом, мы можем говорить о признаках 

дифференциации не по созданным муниципальным условиям 

предоставления мер поддержки – их уровень в целом соотносится 

с уровнем экономического развития и активности в каждом кон-

кретном муниципалитете, и это соотношение относительно про-

порционально. Ключевые различия наблюдаются в возможно-

стях и опыте получения мер поддержки более высокого уровня – 

регионального и особенно федерального. Вероятно, имеют значе-

ние объективные причины более высокого или низкого уровня 

экономического развития предприятий, их организационных воз-

можностей, а также опыт, компетенции и своеобразные «ноу-

хау» при получении мер поддержки федерального уровня. 

Для дальнейшего анализа представляет интерес рассмотре-

ние возможных причин низкого уровня эффективности отдель-

ных аспектов механизмов экономического стимулирования. Их 

рассмотрение основано на экспертных оценках препятствий 

и проблем во взаимодействии бизнеса и власти, полученных 

от представителей обеих сторон отношений. 

3.3. ОЦЕНКИ ВОСПРИЯТИЯ ПРЕПЯТСТВИЙ  

ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ БИЗНЕСОМ И ВЛАСТЬЮ 

Прежде чем перейти к анализу непосредственных результа-

тов обобщения оценок проблем во взаимодействии бизнеса и вла-

сти, рассмотрим показатели меры согласованности ответов ре-

спондентов, полученные с использованием коэффициента кон-

кордации Кендалла (таблица 2).  

Из таблицы 2 мы видим, что в целом для всех территорий 

имеет место согласованность мнений экспертов. Она имеет не 

очень высокий уровень, так как сами коэффициенты конкорда-

ции Кендалла принимают значение 11% и 8% для представителей 

бизнеса и власти соответственно. Однако оба эти результата ста-

тистически значимы на уровне 1% вероятности ошибки. Это сви-

детельствует в пользу того, что данные совокупности могут 

в дальнейшем рассматриваться в качестве базы для параметриче-

ского и эконометрического анализа. 
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Таблица 2. Коэффициент конкордации Кендалла для оценок 

представителями бизнеса и власти проблем взаимодействия 

Территория Бизнес Власть 

Заполярный район 0,62** 0,20 

ГО Нарьян-Мар 0,32 0,54*** 

ГО Воркута 0,19 0,41** 

ГО Инта 0,32 0,06* 

ГО Усинск 0,32 0,06 

Усть-Цилемский район 0,29 0,55* 

В совокупности по всем территориям 0,11* 0,08* 
Примечание: * – значимо на уровне 1%; ** – значимо на уровне 5%; *** – зна-

чимо на уровне 10%. 

 

Однако тестирование той же гипотезы на уровне отдельных 

территорий демонстрирует иные результаты: для бизнеса на всех 

территориях кроме Заполярного района (Ненецкий АО) согласо-

ванность мнений экспертов отсутствует. Это обусловлено как 

различным профилем (отраслевой принадлежностью) компаний, 

что в свою очередь обуславливает разный профиль проблем и ас-

пектов ведомственного взаимодействия, так и различием в опыте 

интеграции в различные программы государственной поддержки 

государства. Соответственно для интерпретации и дальнейшего 

анализа этих аспектов большое значение имеют качественные 

данные, полученные в рамках рассмотрения отдельных кейсов из 

интервью с представителями бизнеса.  

При анализе согласованности ответов представителей вла-

сти мы видим обратную ситуацию: в территориальном разрезе 

почти везде оценки представителей администрации согласованы, 

что свидетельствует о более однозначном восприятии проблем в 

коммуникации с бизнесом со стороны представителей власти. 

Здесь выделяется ГО Инта с относительно низкой, но статисти-

чески значимой, мерой согласованности в 6%, тогда как для ГО 

Воркута и Нарьян-Мар, Усть-Цилемского района характерен уро-

вень в 40–55%.  

На следующем этапе решалась задача проверки значимости 

отличий между оценками, которые были даны бизнесом и вла-

стью по отношению к одному и тому же перечню проблем взаи-
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модействия, с использованием критерия Манна – Уитни, мень-

ший уровень которого характеризует наибольшую меру досто-

верности различий (таблица 3).   

Таблица 3. Критерий Манна – Уитни (U), отражающий  

статистическую значимость отличия оценок проблем  

взаимодействия представителями бизнеса и власти 

Территория U 

Заполярный район 48,5 

ГО Нарьян-Мар 29,5** 

ГО Воркута 21,0** 

ГО Инта 37,0 

ГО Усинск 23,5** 

Усть-Цилемский район 53,5 

В совокупности по всем территориям 0,11* 
Примечание: * – значимо на уровне 1%; ** – значимо на уровне 5%. 

 

Полученные значимые оценки по критерию Манна – Уитни 

для ГО Нарьян-Мар, Воркута и Усинск свидетельствуют в пользу 

того, что наблюдаемые различия в оценках между представите-

лями власти и бизнеса имеют не случайный характер, т.е. отличия 

статистически достоверны. Можно предположить, что чем более 

диверсифицирована по отраслевой структуре, сервисному и со-

циальному наполнению территория, тем сильнее и достовернее 

отличаются оценки проблем между представителями власти и 

бизнеса. На этом фоне для территорий Заполярного и Усть-

Цилемского районов и ГО Инта, которые характеризуются более 

низким уровнем развития и относительно менее благоприятной 

социально-экономической динамикой, характерно более схожее 

понимание проблем представителями как власти, так и бизнеса. 

В этих условиях естественно то, что достоверность различий на 

уровне всех рассматриваемых территорий оказывается ещё более 

выраженной (наименьшая среди всех значимых оценок 0,11).  

На заключительном этапе оценим значения коэффициента 

ранговой корреляции Спирмена (rs), для измерения согласован-

ности и рассогласованности оценки представителями власти 

и бизнеса проблем. С учётом проведённых выше процедур мы 

можем предполагать значимые оценки только для тех территорий, 
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где оценки власти и бизнеса схожи (где критерий Манна –Уитни 

оказался не значим (таблица 4)).   

Таблица 4. Значения коэффициента ранговой корреляции  

Спирмена (rs), отражающего меру согласованности между 

оценками проблем взаимодействия представителями бизнеса 

и власти 

Территория Значение rs 

Заполярный район 0,02 

ГО Нарьян-Мар 0,46 

ГО Воркута –0,01 

ГО Инта 0,66** 

ГО Усинск 0,24 

Усть-Цилемский район 0,71** 

В совокупности по всем территориям 0,25** 
Примечание: * – значимо на уровне 1%; ** – значимо на уровне 5%. 

 

Для ГО Инта и Усть-Цилемского района характерна высокая 

согласованность на уровне 66% и 71% соответственно. Исходя 

из этих значений мы можем подтвердить предположение, что чем 

проще локальная экономика по своей структуре и уровню разви-

тия, тем более однозначно понимаются проблемы властью и биз-

несом, тем определеннее выбор направлений поддержки бизнеса 

со стороны власти и однозначнее выбор стратегий бизнесом. 

Фактически на указанных территориях и те и другие субъекты ре-

шают вопросы выживания и поддержания хозяйственной дея-

тельности в рамках простого воспроизводства. На тех террито-

риях, где исходные параметры социально-экономической среды 

и перспективы развития лучше, спектр решаемых властью и биз-

несом задач значительно шире и оценки существенно различа-

ются, обуславливаясь индивидуальными аспектами взаимодей-

ствия конкретных представителей бизнеса и власти. 

Переходя к рассмотрению проблем и препятствий во взаимо-

действии власти и бизнеса обратимся к графическому отображе-

нию соответствующих оценок (рис. 6). 
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Рис. 6. Распределение баллов при оценке проблем  

взаимодействия бизнеса и государства 

Мы видим, что большинство препятствий взаимодействия 

воспринимаются как более существенные со стороны бизнеса. 

В целом имеет место принципиальное различие: представители 

бизнеса отмечают как более выраженные проблемы, обусловлен-

ные действиями или бездействием власти (например, непрорабо-

танность и неэффективность законов, малое количество и неэф-

фективность механизмов поддержки бизнеса, изменчивость зако-

нов и правил, отсутствие у государства понимания потенциаль-

ных возможностей взаимодействия с бизнесом и др.), в то время 

как представители власти более склонны придавать большую вы-

раженность проблемам, инициированным бизнесом (нежелание 

бизнеса предоставлять властям «лишнюю» информацию о своей 

деятельности, слабый спрос бизнеса на помощь со стороны госу-

дарства). Единственным исключением в этих рядах является про-

блема коррупции: при ее относительно слабой выраженности для 

арктических территорий, оценка ее значимости со стороны пред-

ставителей власти выше, чем со стороны представителей бизнеса. 

Исходя из содержательной стороны интервью, мы объясняем это 
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ранее существовавшими случаями коррупции (респонденты от-

мечали ее в прошедшем времени) в ряде муниципалитетов, о ко-

торых в большей степени осведомлены представители местных 

администраций. В то время как в большинстве муниципалитетов 

представители местной власти и бизнеса указывали данную про-

блему как незначимую. 

Рассматривая интегральную оценку значимости проблем во 

взаимодействии власти и бизнеса, можно разделить указанные 

препятствия на 3 группы: 

1.  Наиболее существенные: изменчивость законов и правил, 

препятствующая выстраиванию долгосрочного сотрудничества; 

малое количество и неэффективность механизмов поддержки 

бизнеса; непроработанность и неэффективность законов. 

2.  Значимые: нежелание бизнеса предоставлять властям 

«лишнюю» информацию о своей деятельности; низкий уровень 

доверия к партнерам; отсутствие у сторон потребности в сотруд-

ничестве, желание все делать самим; недостаточность информа-

ции у властей о потребностях бизнеса в существующих условиях; 

отсутствие у государства понимания потенциальных возможно-

стей взаимодействия с бизнесом; недостаточная информирован-

ность бизнеса о формах и механизмах сотрудничества с властью. 

3.  Наименее значимые: слабый спрос бизнеса на помощь со 

стороны государства; проявления коррупции. 

Из всего перечня проблем наиболее серьезной по сводным 

оценкам является изменчивость законов и правил, препятствую-

щая выстраиванию долгосрочного сотрудничества. 

4. Заключение 

В исследовании была предложена и апробирована методика 

комплексной оценки на основе экспертных данных, отражающих 

отдельные аспекты эффективности мер государственной под-

держки развития, реализуемых в Арктической Зоне РФ, а также 

проблемы, возникающие при взаимодействии власти и бизнеса. 

Данные аспекты лишь в малой степени поддаются статистиче-

ским и параметрическим методам анализа. Применение указан-

ной методики позволило количественно измерить и описать ас-

пекты эффективности мер благоприятствования экономическому 
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развитию арктических территорий. Установлено, что общими 

сильными сторонами реализации мер являются полнота доступ-

ной информации и квалификация специалистов. Общей относи-

тельно слабой стороной выступает объем поддержки и польза от 

указанных мер. 

В соответствии с составленным сводным рейтингом, меры 

благоприятствования расположились в следующем порядке убы-

вания проработанности и эффективности: 

 налоговые льготы; 

 cубсидии/дотации/гранты на возмещение производствен-

ных затрат; 

 cубсидии/дотации/гранты на приобретение нового обору-

дования; 

 льготное кредитование; 

 поддержка по линии Центров развития бизнеса; 

 льготный лизинг; 

 cубсидии/дотации/гранты на организацию нового бизнеса 

или деятельности; 

 статус резидента АЗРФ; 

 арктический гектар. 

Наиболее эффективной выглядит реализация общих и давно 

введенных мер, в то время как новым мерам, разработанным спе-

циально для АЗРФ, зачастую не хватает эффективности. Причем 

указанные недостатки относятся в первую очередь к общим ме-

рам, имеющим «сплошное» действие на всех арктических терри-

ториях, – статус резидента АЗРФ и программы «Арктический 

гектар». Специальные меры поддержки, такие как компенсация 

затрат при осуществлении Северного завоза или специальные 

меры поддержки оленеводческих хозяйств, оказываются более 

проработанными. 

Дифференциация аспектов реализации мер поддержки на 

разных уровнях административной организации позволила уста-

новить, что наиболее проработанными и эффективными с точки 

зрения представителей бизнеса являются механизмы поддержки 

регионального уровня. Реализация мер поддержки на муници-

пальном уровне существенно ограничена возможностями мест-

ных бюджетов, кадровым потенциалом администраций на местах. 
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Механизмы федерального уровня оказываются менее гибкими в 

отношении местной специфики потребностей бизнеса. Наиболее 

проблемными аспектами реализации мер поддержки на муници-

пальном и региональном уровнях выступает сложность процедур 

оформления документов, также на региональном уровне суще-

ственной проблемой является скорость этого оформления. На фе-

деральном уровне наиболее критичны аспекты общего объема 

поддержки и пользы, а также полноты доступной информации. 

Говоря о проблемах, обуславливающих низкий уровень эф-

фективности мер поддержки, можно отметить как наиболее зна-

чимые изменчивость законов и правил, препятствующая выстра-

иванию долгосрочного сотрудничества; малое количество и не-

эффективность механизмов поддержки бизнеса; непроработан-

ность и неэффективность законов. Наименее значимой пробле-

мой для арктических территорий является коррупция. 

Практические рекомендации по результатам исследования 

касаются направлений совершенствования механизмов стимули-

рования экономического развития на разных уровнях админи-

стративной организации. Для муниципального уровня приори-

тетным является упрощение процедуры оформления документов. 

Как наиболее частые проблемы эксперты отмечали проблемы с 

оформлением земельных участков, а также длительное ожидание 

оформления документов. Для регионального уровня предостав-

ления поддержки приоритетным направлением также является 

упрощение формальных процедур документооборота. Однако 

здесь ключевым аспектом является предоставление возможности 

оформления документов дистанционно: как одну из ключевых 

проблем эксперты со стороны бизнеса отмечали необходимость 

личного посещения ведомств и специалистов, что в случае пери-

ферийных территорий Арктики предполагает преодоление значи-

тельных расстояний при ограниченности транспортных возмож-

ностей. Для мер поддержки федерального уровня приоритетным 

направлением совершенствования является обеспечение боль-

шей открытости и полноты информации, а также контроль за 

уровнем квалификации региональных и местных специалистов, 

отвечающих за сопровождение федеральных мер. Другим пер-

спективным направлением совершенствования мер федераль-

ного уровня является разработка спецификаций отдельной меры 
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для разных типов арктических территорий. В частности, отдель-

ного внимания заслуживает выработка научных основ для управ-

ления развитием территорий, где более остро стоят вопросы со-

хранения хозяйственных отношений. Учитывая суженное про-

странство для реализации рыночных принципов хозяйствования 

и единство понимания властью и бизнесом существующих огра-

ничений, важным является определение таких экономических ос-

нований, которые позволяли бы поддерживать хозяйственные от-

ношения.   

Перспективным направлением дальнейших исследований 

является рассмотрение аспектов проработанности и эффективно-

сти программ поддержки некоммерческих организаций на терри-

ториях АЗРФ, а также соотнесение проблем во взаимодействии 

бизнеса, власти, НКО и населения. 

Литература 

1. БЛАНУЦА В.И. Пространственное развитие Арктической зоны 

России: анализ двух стратегий // Арктика: экология и экономика. – 

2021. – Т. 11, №1. – С. 111–121. – DOI: 10.25283/2223-4594-1-111-121.  

2. ВОЛКОВ А.Д., РОСЛЯКОВА Н.А., СЛЕПЦОВ Р.С. и др. Мето-

дика оценки эффективности особой экономической зоны Россий-

ской Арктики с учетом региональной специфики // Север и рынок: 

формирование экономического порядка. – 2024. – №3. – С. 7–26. – 

DOI: 10.37614/2220-802X.3.2024.85.001. 

3. ДАЛЬНЕВОСТОЧНАЯ И АРКТИЧЕСКАЯ ИПОТЕКА [Электрон-

ный ресурс] // Корпорация развития Дальнего востока и Арктики. – 

URL: https://erdc.ru/dv-ipoteka/ (дата обращения: 25.01.2025). 

4. КАРГИНОВА-ГУБИНОВА В.В., ВАСИЛЬЕВА А.В., МОРОШ-

КИНА М.В. и др. Привлечение инвестиций в Арктике: в каких ре-

гионах арктические резиденты наиболее значимы, эффективны и 

устойчивы? // Арктика: экология и экономика. – 2023. – Т. 13, 

№3(51). – С. 394–404. – DOI: 10.25283/2223-4594-2023-3-394-404. 

5. КАРЦХИЯ А.А., ИБРАГИМОВ Д.Ю. Российская Арктика: право-

вые аспекты развития // Мониторинг правоприменения. – 2023. – 

№2(47). – С. 39–45. – DOI: 10.21681/2226-0692-2023-2-39-45. 

6. КОЗЬМЕНКО С.Ю., КОЗЬМЕНКО А.С. Новые условия развития 

«Большой игры» в Арктике и приоритеты актуальной концепции 

внешней политики России // Евразийская интеграция: экономика, 



 

Управление в социально-экономических системах 

181 

право, политика. – 2023. – Т. 17, №4(46). – С. 52-61. – DOI: 10.22394/ 

2073-2929-2023-04-52-61.  

7. КОНДРАТОВИЧ Д.Л. Некоторые особенности специальных фи-

нансовых режимов, направленных на привлечение инвестиций 

в АЗРФ // Экономика и управление: проблемы, решения. – 2022. – 

Т. 4, №11(131). – С. 101–114. – DOI: 10.36871/ek.up.p.r.2022. 

11.04.015. 

8. КОТОВ А.В. Развитие преференциального режима при реализа-

ции инвестиционных проектов промышленного освоения террито-

рии Арктической зоны Российской Федерации // Арктика: экология 

и экономика. – 2023. – Т. 13, №2. – С. 297–309. – DOI: 10.25283/ 

2223-4594-2023-2-297-309. 

9. ПОРУЧЕНИЕ ПРЕЗИДЕНТА РОССИИ от 18.08.2023 №1626 «Пе-

речень поручений по итогам совещания по развитию ЗАТО и насе-

лённых пунктов Арктической зоны России» // Президент России. – 

URL: http://www.kremlin.ru/acts/assignments/orders/72097 (дата об-

ращения: 23.01.2025). 

10. ПОСТАНОВЛЕНИЕ ПРАВИТЕЛЬСТВА РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРА-

ЦИИ № 1338 «Об утверждении Правил предоставления из феде-

рального бюджета субсидий на возмещение затрат по уплате 

страховых взносов, возникающих у юридических лиц, индивидуаль-

ных предпринимателей, являющихся резидентами Арктической 

зоны Российской Федерации» от 02.09.2020. – URL: 

https://base.garant.ru/74600110 [по состоянию на 23.11.2024]. 

11. ПОСТАНОВЛЕНИЕ ПРАВИТЕЛЬСТВА РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРА-

ЦИИ № 484 «Об утверждении государственной программы Рос-

сийской Федерации «Социально-экономическое развитие Арктиче-

ской зоны Российской Федерации» от 30.03.2021 [по состоянию 

на 23.11.2024]. 

12. РЕШЕНИЕ от 20.11.2024 № 23-67393-01016-Р «О порядке предо-

ставления субсидии» // Минфин России. – URL: https://min-

fin.gov.ru/ru/document? id_4=307149- reshenie _ot _02.05.2024__23-

67393-01016-r_o_poryadke_predostavleniya_subsidii&ysclid= 

m1pend1c30207268145 (дата обращения: 23.01.2025). 

13. РАСПОРЯЖЕНИЕ ПРАВИТЕЛЬСТВА РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРА-

ЦИИ № 3377-р «Перечень опорных населенных пунктов (муници-

пальных образований) Арктической зоны Российской Федерации, 

в том числе выполняющих функции по обеспечению национальной 

безопасности и (или) функции базы для развития минерально-сы-



 

Управление большими системами. Выпуск 114 

182 

рьевых центров, реализации экономических и (или) инфраструк-

турных проектов в Арктике» от 28.11.2023 [по состоянию 

на 13.08.2024]. 

14. РОСЛЯКОВА Н.А., ВОЛКОВ А.Д. Эффективность преференци-

ального режима для предприятий российской Арктики: инстру-

ментарий и результаты оценки // Арктика: экология и эконо-

мика. – 2024. – Т. 14, №2. – С. 238–248. – DOI: 10.25283/2223-4594-

2024-2-238-248. 

15. САМОНЧИК О.А. Особенности правового регулирования предо-

ставления земельных участков для предпринимательской деятель-

ности в Арктической зоне России // Аграрное и земельное право. – 

2021. – №1(193). – С. 14–19. – DOI: 10.47643/1815-1329_2021_1_14. 

16. СИМАКОВА Т.В., СИМАКОВ А.В. Особенности предоставления 

земельных участков в рамках государственной программы «Гектар 

в Арктике» // Int. Agricultural Journal. – 2023. – №2. – С. 870–886. 

17. Системные и современные проблемы, риски, возможности эконо-

мического развития российской Арктики. – Апатиты: ФГБУН 

ФИЦ «Кольский научный центр» РАН, 2024. – 222 с. – DOI: 

10.37614/978.5.91137.508.9.  

18. ФЕДЕРАЛЬНЫЙ ЗАКОН № 119 «Об особенностях предоставле-

ния гражданам земельных участков, находящихся в государствен-

ной или муниципальной собственности и расположенных в Аркти-

ческой зоне Российской Федерации и на других территориях Се-

вера, Сибири и Дальнего Востока Российской Федерации, и о вне-

сении изменений в отдельные законодательные акты Российской 

Федерации» от 01.05.2016 [по состоянию на 23.11.2024]. 

19. ФЕДЕРАЛЬНЫЙ ЗАКОН № 193 «О государственной поддержке 

предпринимательской деятельности в Арктической зоне Россий-

ской Федерации» от 13.07.2020 [по состоянию на 23.11.2024]. 

20. ЧЕРНОВА Ж.В. Методологические аспекты экспертных интервью: 

подходы, возможности и ограничения // Мониторинг обществен-

ного мнения: экономические и социальные перемены. – 2023. – 

№5(177). – С. 74–90. – DOI: 10.14515/monitoring.2023.5.2418. 

21. AFENYO M., NG A.K.Y., SAEED N. Safe and Sustainable Arctic 

Shipping Management and Development. – London: Elsevier, 2024. – 

205 p. 

22. BOCHNEVA A., LALOMOV A., LEBARGE W. Placer mineral de-

posits of Russian Arctic zone: Genetic prerequisites of formation and 



 

Управление в социально-экономических системах 

183 

prospect of development of mineral resources // Ore Geology Re-

views. – 2021. – Vol. 138. – 104349. – DOI: 10.1016/j.oregeorev. 

2021.104349. 

23. HILDE P. S., OHNISHI F., PETERSSON M. Cold winds in the north: 

Three perspectives on the impact of Russia's war in Ukraine on security 

and international relations in the Arctic // Polar Science. – 2024. – 

Vol. 41. – 101050. – DOI: 10.1016/j.polar.2024.101050. 

24. KOSHKIN V. New developments in the regulations of the Arctic Zone 

of the Russian Federation: Continuity and change // The Polar Journal. – 

2020. – Vol. 10, No 2. – P. 443–458. – DOI: 10.1080/2154896X. 

2020.1848711. 

25. LIU F., TANG J., RUSTAM A. et al. Evaluation of the central and lo-

cal power batteries recycling policies in China: A PMC-Index model 

approach // Journal of Cleaner Production. – 2023. – Vol. 427. – 

139073. – DOI: 10.1016/j.jclepro.2023.139073. 

26. MA X., QIANG W., WANG S. et al. Evolutionary characteristics of ex-

port trade network in the Arctic region // Regional Sustainability. – 

2024. – Vol. 5, No. 4. – 100176. – DOI: 10.1016/j.regsus.2024.100176. 

27. NILSEN T. Why Arctic policies matter: The role of exogenous actions 

in oil and gas industry development in the Norwegian High North // En-

ergy Research & Social Science. – 2016. – Vol. 16. – P. 45–53. – 

DOI: 10.1016/j.erss.2016.03.010. 

28. O’GARRA T. Economic value of ecosystem services, minerals and oil 

in a melting arctic: a preliminary assessment // Ecosystem services. – 

2017. – Vol. 24. – P. 180–186. – DOI: 10.1016/j.ecoser.2017.02.024. 

29. PETERSEN M.B., PINCUS R. Arctic Militarization and Russian Mili-

tary Theory // Orbis. – 2021. – Vol. 65, No 3. – P. 490–512. – 

DOI: 10.1016/j.orbis.2021.06.011. 

30. ROVENSKAYA E., STRELKOVSKII N., EROKHIN D. et al. Future 

scenarios of commercial freight shipping in the Euro-Asian Arctic // Fu-

tures. – 2024. – Vol. 163. – 103446. – DOI: 10.1016/j.futures. 

2024.103446. 

31. SCHACH M., MADLENER R. Impacts of an ice-free Northeast Pas-

sage on LNG markets and geopolitics // Energy Policy. – 2018. – 

Vol. 122. – P. 438-448. – DOI: 10.1016/j.enpol.2018.07.009. 

32. SHAPOVALOVA D., STEPHEN K. No race for the Arctic? Examina-

tion of interconnections between legal regimes for offshore petroleum 

licensing and level of industry activity // Energy Policy. – 2019. – 

Vol. 129. – P. 907-917. – DOI: 10.1016/j.enpol.2019.01.045. 

https://doi.org/10.1016/j.ecoser.2017.02.024


 

Управление большими системами. Выпуск 114 

184 

33. VOLKOV A.D., ROSLYAKOVA N.A., VASILIEVA A.V. et al. Pref-

erential Regime of the Russian Arctic: Tendencies and First Results 

from Realization of the World’s Largest Special Economic Zone // Jour-

nal of Risk and Financial Management. – 2024. – Vol. 17, No. 1. – 28. – 

DOI: 10.3390/jrfm17010028. 

34. WANG L., CAI K., SONG Q. et al. How effective are WEEE policies in 

China? A strategy evaluation through a PMC-index model with content 

analysis // Environmental Impact Assessment Review. – 2025. – 

Vol. 110. – 107672. – DOI: 10.1016/j.eiar.2024.107672. 

35. XIANG Z., XIN X., ZHANG T. et al. Asia‒Europe liner shipping net-

work design model considering Arctic route and black carbon tax // 

Ocean & Coastal Management. – 2025. – Vol. 261. – 107492. – 

DOI: 10.1016/j.ocecoaman.2024.107492. 

36. YOKOGAWA K. Russia lacks the financial resources to improve living 

standards in the Arctic: A case of the Sakha Republic // Polar Science. – 

2024. – Vol. 41. – 101051. – DOI: 10.1016/j.polar.2024.101051. 

ASSESSMENT OF THE EFFECTIVENESS  

OF REGULATORY INSTRUMENTS FOR THE  

DEVELOPMENT OF THE RUSSIAN ARCTIC REGIONS: 

EXPERIENCE OF SOCIOLOGICAL RESEARCH 

Alexander Volkov, V.A. Trapeznikov Institute of Control Sciences 

of RAS, Moscow, Cand.Sc. Senior Researcher (kov8vol@gmail.com). 

Natalia Roslyakova, V.A. Trapeznikov Institute of Control Sciences 

of RAS, Moscow, Cand.Sc. Senior Researcher (na@roslyakova24.ru). 

Abstract: The article is devoted to the study of aspects of the elaboration and effec-

tiveness of business support measures in the territories of the Arctic zone of Russia. 

The specifics of the work are determined by unique data obtained as a result of expe-

ditionary research in 2024 and the use of a semi-structured interview technique. The 

study sample included 18 business representatives and 18 representatives of local ad-

ministrations – 3 experts from each Arctic district or region of the Komi Republic and 

the Nenets Autonomous Okrug. Analytical processing of the data was carried out us-

ing a methodological approach based on statistical (comparative and average esti-

mates) and non-parametric (rating, Kendall concordance coefficient, Mann-Whitney 

criterion, Spearman rank correlation coefficient) analysis. The approach allows us to 

consistently identify the consistency of expert opinions on the assessment of individual 

aspects and problems, substantiate the significance of differences in assessments be-

tween government and business representatives, and measure their consistency in the 

case of solidarity of opinions. The aspects of the development of support measures 

according to the criteria of completeness of available information, simplicity of the 
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registration procedure, speed of receipt, qualification of specialists and the total vol-

ume of support and benefit have been identified. The specifics of the implementation 

of support measures at the local, regional and federal levels have been established. 

The most developed and effective are the regional measures. Among the key problems 

at the municipal and regional levels, the procedure for registration of documents 

stands out, at the federal level - the volume of support. A rating of the effectiveness of 

the most used incentive measures has been compiled. Possible reasons for differences 

in the territorial features of their effectiveness have been identified, and correspond-

ing recommendations for their improvement have been given. 

 

Keywords: Arctic zone, support measures, Arctic residents, tax incentives, 

Arctic hectare, subsidies. 
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СЦЕНАРНЫЕ ТЕХНОЛОГИИ В ГРУППОВОМ 
РЕГИОНАЛЬНОМ УПРАВЛЕНИИ 

Команич Н. В.1, Чернов И. В.2 

(ФГБУН Институт проблем управления  

им. В.А. Трапезникова РАН, Москва) 

Рассматриваются вопросы применения технологий сценарного анализа для ис-

следования проблем повышения эффективности управления обеспечением ста-

бильного и сбалансированного развития регионов в условиях неопределенности 

и рисков, связанных с деструктивным воздействием различных угроз. Новизна 

исследования заключается в использовании сценарного подхода к разработке 

стратегии регионального управления, которая основывается на технологиях 

группового управления, сочетающих принципы централизации и децентрализа-

ции, частно-государственного партнерства и координации. Предлагаемый 

подход позволяет анализировать складывающуюся в региональных системах 

ситуацию и обосновывать необходимость переноса центра принятия решений, 

а также перераспределения функций и полномочий между административ-

ными и экономическими субъектами управления различного уровня иерархии, 

каждый из которых обладает своими уникальными возможностями и уязвимо-

стями. Стратегическое управление в такой модели осуществляется с исполь-

зованием сценарно-прогнозного подхода, который позволяет выявлять нега-

тивные тенденции регионального развития, в том числе возникающие в резуль-

тате внешних воздействий. На основе математического аппарата знаковых 

ориентированных графов разработана имитационная модель группового реги-

онального управления. Результатом исследования стали разработанные сцена-

рии регионального развития, анализ которых показал, что в условиях нараста-

ющих угроз наиболее эффективной стратегией является перенос центра 

управления на государственный субъект на основе сценарно-прогнозного мони-

торинга. При этом необходимо использовать принципы координирующего 

управления и стимулирования, а также принцип партнерства для предотвра-

щения противоречий в социально-экономических процессах внутри региональ-

ной системы. В безопасных и благоприятных условиях поддержка хозяйствую-

щих субъектов, а также управление стабильностью и сбалансированностью 

регионального развития и обеспечения его безопасности должны осуществ-

ляться преимущественно децентрализовано, под управлением региональных 

субъектов управления, предпринимательского сектора и частного бизнеса. 

Ключевые слова: групповое управление, региональная система, ста-

бильное развитие, ресурсное обеспечение, сценарный анализ, имитаци-

онное моделирование, активное противодействие. 
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1. Введение 

Процесс управления является неотъемлемым и определяю-

щим результаты функционирования любой сложной социально-

экономической системы фактором, отражающим внутреннее со-

стояние как самой системы, так и окружающей среды [1].  

Накопленный национальный и мировой опыт свидетель-

ствует о повышении роли и значения регионов в развитии эконо-

мики государства, что требует разработки и использования но-

вых подходов к пространственному и региональному развитию 

страны на базе методологии программно-целевого планирования 

и управления [2, 15, 19], в рамках которого при возникновении 

угроз стабильности регионального развития во многих случаях 

оказывается необходимым перенос части управленческих функ-

ций и полномочий с федерального на региональный и местный 

уровни для обеспечения устойчивости региональных социально-

экономических систем. 

В последнее десятилетие разработан и введен в действие 

комплекс важных законодательных актов, определяющих поли-

тику страны в области регионального развития. К ним относятся 

Федеральный закон «Об общих принципах организации и дея-

тельности ассоциаций экономического взаимодействия субъек-

тов Российской Федерации», Федеральный закон «Об общих 

принципах организации местного самоуправления в Российской 

Федерации», Федеральный закон «Об общих принципах органи-

зации публичной власти в субъектах российской федерации» [3], 

Указ Президента РФ «Об утверждении основ государственной 

политики регионального развития Российской Федерации на пе-

риод до 2025 года» [4], Стратегия пространственного развития 

Российской Федерации на период до 2025 года [5]. Основой пе-

речисленных документов является Конституция Российской Фе-

дерации. Одновременно с этим в последнее время возрастает ак-

туальность и необходимость создания новых узкоспециализиро-

ванных направлений в рамках разрабатываемых федеральных 

и региональных целевых программ, а также концентрации вни-

мания органов управления на приоритетных целях и задачах со-

циально-экономического регионального развития в условиях де-

структивного внешнего влияния на рассматриваемые процессы. 
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На сегодняшний день в условиях нарастающих внутренних 

и внешних угроз стабильности нашей страны нарастает необхо-

димость в повышении эффективности управления социально-

экономическим региональным развитием, как составной части 

государственной безопасности. В данном случае необходим ком-

плексный подход к формированию стратегий стабильного регио-

нального и национального развития, который базируется на ре-

шении совокупности внутренних и внешних проблем и угроз как 

на уровне государства, так и его субъектов [6]. 

Используемый и развиваемый в данной работе сценарный 

подход в качестве одного из направлений поддержки принятия 

решений в тактическом региональном управлении позволяет про-

водить опережающий мониторинг и оценку потенциальных по-

следствий угроз, а также анализировать эффективность управ-

ленческих решений, направленных на их предотвращение или 

уменьшение возможного ущерба. В то же время этот подход 

направлен как на снижение уязвимости системы, так и на созда-

ние или выявление возможностей достижения целей управления, 

что относится к стратегическому управлению [7, 10]. В рамках 

данной работы стратегия рассматривается как совокупность пла-

ново-управленческих воздействий, обеспечивающих устойчи-

вость функционирования региональных систем на основе резуль-

татов сценарного моделирования и опережающего анализа дина-

мики развития ситуации на объекте управления (в управляемой 

системе), а также характера влияния внешней среды с целью осу-

ществления упреждающей реакции системы управления на по-

тенциальные угрозы. Например, в терминологии SWOT-анализа 

реализацией стратегии является управление, переводящее си-

стему (субъект и объект управления) из одной матрицы SWOT 

в другую, т.е. управление в текущих или прогнозируемых усло-

виях, ослабляющее слабые стороны и угрозы и усиливающее 

сильные стороны и возможности. Анализ текущих условий и про-

гноз при этом основан на сценарном моделировании. Тактиче-

ское управление в рамках рассматриваемого подхода осуществ-

ляется в рамках фиксированной SWOT-матрицы системы, учиты-

вая угрозы и используя уже имеющиеся возможности. В работе 

исследуется частный случай такого подхода к стратегическому 
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управлению, связанному с перераспределения функций и полно-

мочий между несколькими субъектами управления. 

По определению Г. Канна и Э. Винера, сценарий можно рас-

сматривать как изменяющуюся последовательность потенциаль-

ных событий, которая акцентирует внимание на причинно-след-

ственных связях и решающих моментах, влияющих на курс раз-

вития целой системы или её отдельных элементов [27].  

2. Проблематика, цели и задачи 

В настоящее время основные исследования, связанные 

с управлением и развитием регионов, ведутся с учетом: 

–  недостаточной эффективности существующей системы ор-

ганизации взаимодействия и сотрудничества между государ-

ственными и коммерческими структурами в рамках программ ре-

гионального развития; 

–  необходимости модернизации существующей системы 

управления и внедрения новых методов прогнозирования изме-

нения обстановки,  

–  возникновения новых рисков и возможных деструктивных 

воздействий со стороны геополитических противников в усло-

виях растущей конкуренции на мировой арене; 

–  отсутствия системы сценарно-прогнозной оценки эффек-

тивности распределения ресурсов и прогнозирования послед-

ствий принимаемых управленческих решений для региона, что во 

многих случаях является причиной невысокой результативности 

проводимых политики, целевых, стратегических программ и ме-

роприятий со стороны органов власти. 

Также на сегодняшний день мало исследована область реги-

онального развития, связанная с наличием нескольких субъектов 

управления и их взаимодействием. 

Каждый из субъектов управления в общем случае характери-

зуется наличием собственных целей управления, ресурсами и ме-

тодами оказания воздействий на значимые факторы региональ-

ного развития. Реализация этих целей связана с рисками как для 

самого субъекта, так и для региона как объекта управления. При-

чем риски связаны с возникновением и реализацией внешних 
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и внутренних угроз. Специфика управления сложными систе-

мами состоит в том, что целью является не конечное состояние, 

в которое переводится система из начального, а сама траектория 

развития системы, т.е. этапы сценария, отражающего динамику 

основных факторов такой сложной многоаспектной системы как 

регион. Это является основой безопасного развития региона, по-

скольку путь к значимой цели управления может пройти через 

такие этапы (состояния сложной системы), которые являются не-

допустимыми как для отдельных факторов, так и для существо-

вания самой сложной социально-экономической системы реги-

она как объекта управления. Выбор определенной комбинации 

или координации субъектов управления для каждого этапа реа-

лизации целевого сценария в условиях возможной реализации 

внешних и внутренних угроз является важнейшей задачей, реше-

нию которой на основе сценарного моделирования в настоящее 

время не уделено достаточного внимания. 

Исходя из этого основной целью, рассматриваемой в контек-

сте данной работы, является исследование и анализ группового 

подхода к региональному управлению, основанном на гибком пе-

реносе центра принятия решений в зависимости от результатов 

мониторинга и прогноза изменений складывающейся ситуации 

в условиях активного противодействия возникающим угрозам. 

Среди задач для достижения поставленной цели были выделены 

следующие: 

1. Определить субъекты и объекты управления и существую-

щие между ними взаимосвязи. 

2. Проанализировать интересы, ресурсы и возможности субъ-

ектов управления. 

3. Определить наборы эндогенных и экзогенных факторов си-

стемы регионального управления. Сформировать группу уязви-

мостей, рисков и угроз стабильному региональному развитию. 

4. Определить стратегию управления активностью воздей-

ствия на факторы регионального развития несколькими субъек-

тами. 

5. Определить комплекс управляющих воздействий со сто-

роны каждого субъекта, направленных на реализацию этапов це-

левого сценария в условиях существующих и возникающих угроз 

и возможностей. 
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6. Оценить возможности использования сценарного подхода 

в региональном управлении, основанного на прогнозном монито-

ринге деструктивного влияния угроз и изменении приоритета 

управляющий воздействий. 

Принципиальной новизной работы является использование 

сценарного подхода в выборе стратегии упреждающего управле-

ния, включающей возможность переноса центра принятия реше-

ний и перераспределения полномочий между административ-

ными и экономическими субъектами управления различного 

уровня иерархии на основе данных мониторинга состояния объ-

екта управления (эндогенные факторы) и результатов прогнози-

рования воздействия внешних угроз (экзогенные факторы). 

3. Субъекты регионального управления 

Каждый субъект Российской Федерации является сложной 

многофункциональной системой, обладающей широким спек-

тром факторов и аспектов, таким образом, регионы нашей страны 

следует рассматривать как сложные системы, в которых суще-

ствует тесная взаимосвязь между протекающими процессами 

и элементами, объектами и субъектами управления [7, 23]. 

Объектом управления в работе является региональная соци-

ально-экономическая система. Регион, как составная часть госу-

дарства, представляет собой самостоятельную систему и субъект 

управления, принимающий согласованные с федеральными субъ-

ектами управления и социально-экономической политикой само-

стоятельные решения, основанные на собственных приоритетах, 

задачах и целях, а также способах и возможностях их достижения 

[8, 20]. 

Организационная структура группового регионального 

управления характеризуется взаимодействием нескольких субъ-

ектов управления различного уровня иерархии, образующих еди-

ную управляющую систему, основанную на постоянных и ситуа-

ционных социально-экономических организационных связях, ба-

зирующиеся на поставленных целях управления, определенных 

методах, инструментах, ресурсах и возможностях. Среди них вы-

деляют:  
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–  государственные (федеральный и региональный уровень);  

–  коммерческие (предпринимательский сектор, частный биз-

нес, хозяйствования, организационные объединения); 

–  общественные (муниципальные образования, политические 

движения, органы самоуправления, социальные сети, средства 

массовой информации).  

В данной работе мы ограничились исследованием государ-

ственных и коммерческих субъектов управления, их интересов, 

а также возможностей управляющих воздействий на факторы ре-

гиональной системы и их систему взаимоотношений. 

В построенной и исследованной сценарной модели интересы 

субъектов управления отражаются посредством выбора факторов 

мониторинга ситуации, которые принимаются во внимание при 

выработке управляющих воздействий. 

Государство, как субъект регионального управления, обла-

дает следующими возможностями: на уровне федерации – созда-

ние и внедрение национальных и региональных стратегий для со-

циально-экономического развития, а также обеспечения безопас-

ности и стабильности; на межрегиональном уровне – выполнение 

национальных стратегических программ и координация усилий 

по их реализации; на уровне конкретного региона – разработка 

региональной политики, направленной на реализацию интересов, 

связанных с решением социально-экономических и других акту-

альных вопросов внутри региона, с использованием доступных 

ресурсов и возможностей [8, 21]. 

Коммерческие же субъекты управления активно участвуют 

в финансовом и ресурсном обеспечении регионального развития 

или отдельных его эндогенных и экзогенных факторов для дости-

жения максимального воспроизводства товаров и услуг, удовле-

творяющих потребности рынка в интересах получения макси-

мальной прибыли. 

Под региональным управлением в рамках данной работы по-

нимается совокупность методов, принципов и инструментов си-

стемного организационного воздействия на социально-экономи-

ческие процессы и развитие региона, обеспечивающих координи-

рующую групповую управленческую деятельность, направлен-

ную на достижение поставленных целей социально-экономиче-
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ского регионального развития, повышение уровня жизни населе-

ния, стимулирование экономики и социальных процессов с уче-

том адаптации к современным реалиям и потребностям [9, 21]. 

Таким образом, нужно рассматривать региональное управле-

ние через призму системного подхода. Роль системного подхода 

отражается в возможности формирования взаимоприемлемых 

стратегических организационных решений, направленных на до-

стижение наибольшей выгоды как для составных элементов, так 

и для рассматриваемой системы в целом. Отсутствие комплекс-

ного анализа региона может привести к фрагментации информа-

ции и знаний, формированию управляющих решений с полуме-

рами для разрешения возникающих проблем, образованию новых 

неопределенностей и угроз. 

Региональное управление по масштабу решаемых задач тра-

диционно подразделятся на:  

–  стратегическое управление, направленное на определение 

целей и задач, на принятие управляющих решений в рамках 

функционирующей системы или ее перестройки;  

–  тактическое управление, отражающее конкретные управ-

ленческие воздействия на региональную систему с целью дости-

жения поставленных целей;  

–  оперативное управление, предполагающее решение насущ-

ных проблем и задач.   

Задача стабильного и сбалансированного динамического ре-

гионального развития неотъемлемо связана с адекватной сов-

местной оценкой уязвимостей региона как объекта управления, 

возникающих угроз и имеющихся ресурсов. 

Ресурсы и возможности регионального управления обычно 

подразделяются на территориальные, инфраструктурные, при-

родно-сырьевые, человеческие, инвестиционные, финансовые, 

информационные, предпринимательские, правовые, научно-ин-

новационные. Способность наиболее эффективно активизиро-

вать и использовать все имеющиеся виды ресурсов и возможно-

стей для формирования и стимулирования условий роста каче-

ства жизни, хозяйственной и производственной деятельности 

и безопасности является важной задачей регионального управле-

ния. 
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4. Особенности и принципы группового 
регионального управления 

Взаимоотношения между рассматриваемыми субъектами ре-

гионального управления в рамках проводимых управляющих 

воздействий должны: 

–  отражать совокупность прямых и обратных связей как 

между собой, так и с объектом управления; 

–  использовать системный подход для комплексной оценки 

всех факторов внутренней и внешней среды; 

–  формировать систему интересов, критериев, уязвимостей 

и возможностей для выработки решений в рамках стратегиче-

ского управления; 

–  использовать методы прогнозирования развития обста-

новки и возникновения угроз для формирования общих проак-

тивных стратегий противоборства. 

Под активным противоборством подразумевается комплекс 

методов и управляющий воздействий, направленных на устране-

ние негативного влияния на управляемую систему внешних угроз 

и деструктивных воздействий извне (это могут быть политиче-

ское, экономическое, санкционное давление со стороны геополи-

тических соперников, информационная пропаганда, военное вме-

шательство и т.д.) Угрозами также могут быть и природные ката-

клизмы, чрезвычайные ситуации и т.п.  

Среди научных трудов, исследований и учебных пособий [1, 

2, 6, 9, 26, 29] часто выделяется ряд основных принципов регио-

нального управления: децентрализация, партнерство, выделения 

компетенций, субсидиарность и адаптивность.  

Региональное управление должно строиться на гибкости 

и сбалансированности сочетания принципов децентрализации 

и централизации, которое заключается в перемещении центра 

принятия управляющих решений от федеральных органов управ-

ления верхнего уровня иерархии к органам региональной испол-

нительной и муниципальной власти, частному, предпринима-

тельскому и хозяйственному секторам, и наоборот. Эти прин-

ципы поддерживают процесс формирования и укрепления соци-

ально-экономической независимости и самовосполняемости 

субъектов регионального и предпринимательского управления, 
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делегирование функций управления и принятия решений. След-

ствием такой политики является появление взаимной ответствен-

ности за последствия принимаемых решений, а также совмест-

ных компетенций и партнерства. 

Принцип партнерских отношений основан на изменении па-

радигмы жесткого иерархического подчинения по вертикали 

иерархии управления. Данный принцип поведения субъектов ре-

гионального управления в принятии управляющих решений и их 

реализации в процессе их взаимодействия определяется форми-

рованием общей системы целей, интересов и задач управления на 

основе возможностей каждого из субъектов.  

Принцип субсидиарности заключается в выделении и пере-

распределении финансовых, человеческих, природных и иных 

видов ресурсов под заранее определенные цели, а также контроле 

последствий реализации управленческих решений для анализа 

эффективности использования имеющихся ресурсов для даль-

нейших корректировок стратегического и тактического управле-

ния. 

Основой принципа адаптивности является умение системы 

регионального управления и её участников предсказывать и зара-

нее реагировать на изменения как в самой системе, так и в окру-

жающей среде. Этот принцип воплощается в тщательном и не-

прерывном мониторинге текущей ситуации, а также в эволюции 

организационных и функциональных структур регионального 

управления, что способствует гибкости системы и её участников 

к быстро меняющимся социально-экономическим, политическим 

и иным обстоятельствам их деятельности.  

Принцип разграничения компетенций предполагает чёткое 

разделение обязанностей и перераспределение функций между 

органами федерального, регионального и корпоративного управ-

ления в рамках отдельных сфер и процессов, протекающих в ре-

гиональной системе, с целью определения принципа субсидиро-

вания и ресурсного обеспечения на основе выделенных компе-

тенций и возможностей. 

Перечисленные принципы легли в основу данной работы 

и учитывались при дальнейшем сценарном моделировании. 
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5. Механизмы группового регионального управления 

Результатом анализа закономерностей, принципов, целей, 

задачах и проблем регионального управления является построен-

ная концептуальная модель системы группового регионального 

управления (рис. 1). 

 
Рис. 1. Принципиальная модель системы группового  

регионального управления 

Данная модель является зависимой от воздействия внешних 

факторов, существующих и возникающих неопределенностей, 

а также нарастающих внутренних и внешних угроз. Под систе-

мой регионального управления в рамках данной работы понима-

ется сложная социально-экономическая система, являющаяся со-

вокупностью субъектов управления региона как объекта управ-



 

Управление в социально-экономических системах 

197 

ления и внешних факторов влияния. Субъекты управления харак-

теризуются как общими целями развития региона, так и собствен-

ными целями, вытекающими из их приоритетов. Субъекты 

управления (СУ) могут иметь собственные принципы, методы, 

ресурсы, инструменты и возможности управления, которые фор-

мируют непосредственно механизм воздействия на региональ-

ную систему как объект управления (ОУ) для влияния на ее со-

циально-экономические, хозяйственно-промышленные, полити-

ческие, информационные процессы, стабильное развитие, без-

опасность и конкурентоспособность. 

Современные управленческие системы, которые опираются 

на механизмы и технологии, в основе которых лежит реакция на 

возникающие угрозы и проблемы, как внутренние, так и внеш-

ние, сталкиваются со сложностями в достижении своих как теку-

щих, так и стратегических долгосрочных целей по развитию ре-

гиона. С каждым годом усиливается сложность задач управления, 

появляются новые вызовы, и придерживаться тактики устране-

ния последствий и нейтрализации накопившихся негативных 

трендов становится все более затруднительно, а местами и невоз-

можным [22, 24]. 

Реакция управленческой системы на вызовы – это способ-

ность различных уровней управления быстро реагировать на 

угрозы и принимать меры для их устранения. Эта управленческая 

стратегия иногда позволяет решить часть возникших проблем и 

временно улучшить ситуацию. Однако в рамках долгосрочных 

стратегий управления региона акцент на решение текущих задач 

без прогноза появления новых угроз может привести к серьезным 

и непредсказуемым последствиям, а также снизить эффектив-

ность использования имеющихся ресурсов и инструментов 

управления. 

Для разрешения сложившейся ситуации и следуя принципам 

повышения эффективности управления развитием сложных реги-

ональных систем необходимо применять методы управления, ко-

торые в своей основе содержат опережающее (упреждающее) 

воздействие на рассматриваемую систему. Результатом такой де-

ятельности является возможность предотвращения кризисных 

ситуаций и формирования негативных тенденций. В основе рас-
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сматриваемых стратегий управления лежит прогнозирование из-

менения обстановки во внешней и во внутренней среде. Прогно-

зирование позволяет выделить и проанализировать ключевые 

факторы, которые могут привести к возникновению проблем 

и негативных тенденций. В процессе предварительного анализа 

и прогнозирования возникновения деструктивных воздействий 

и угроз необходимо оценивать последствия их реализации не 

только в качестве реакции на их появление и как отклик на их 

воздействие, но и применения стратегии упреждающих действий. 

Зачастую возникают ситуации, когда возможности един-

ственного СУ как организационной структуры являются ограни-

ченными и сам он подвержен ряду текущих угроз как транслиру-

емых на него угрозами объекту управления, так и непосред-

ственно на него направленных. Следовательно, стратегия управ-

ления, основанная на жесткой схеме СУ – ОУ, является уязвимой 

в условиях, когда необходима гибкость управления региональ-

ным развитием.  

В соответствии с вышеизложенным построена модифициро-

ванная модель группового иерархического регионального управ-

ления в условиях деструктивных воздействий (рис. 2).  

 
Рис. 2. Модель группового иерархического управления в условиях 

активного противоборства 
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При разработке модели учтены выделенные выше принципы 

децентрализации, партнерства, выделения компетенций, адап-

тивности. В соответствии с ними построены взаимосвязи между 

субъектами управления различного уровня иерархии, при этом 

учитывая возможности субъектов более низких уровней иерар-

хии и их интересы субъект верхнего уровня формирует свои ко-

ординирующие управляющие решения, направленные на дости-

жение целей управления. Также учитывались задачи обеспечения 

безопасности и прогнозирования, наличие угроз и влияние внеш-

ней среды. 

Данная модель разделена на функциональные блоки: блок 

координирующего управления, отражающий в рамках региональ-

ного управления деятельность федеральных органов власти (гос-

ударства); блок управления, отражающий процессы управляю-

щей деятельности и воздействий со стороны региональных субъ-

ектов власти и предпринимательского сектора; блок активного 

противоборства, отражающий процессы принятия решений по 

обеспечению безопасности и противодействия угрозам. Также 

был введен блок прогнозного мониторинга, который в рамках 

данной работы основан на методологии сценарного моделирова-

ния. 

Новизной в работе является дополнение стратегического 

управления в рамках группового подхода механизмом перерас-

пределения центра принятия решений и ресурсов между несколь-

кими субъектами различного уровня иерархии на основе сценар-

ного прогноза изменения ситуации (включающего построение 

сценарных моделей, получение данных мониторинга и анализа 

альтернативных сценариев изменения обстановки внутри и во-

круг управляемой системы) с целью скоординированного актив-

ного противодействия возникающим угрозам в условиях кризис-

ных ситуаций и выявления возможностей реализации целей реги-

онального развития. Стратегия также может подразумевать 

управление, направленное на изменение структуры объекта 

управления, на изменение возможностей субъекта управления 

при реагировании на возникающие угрозы, а также на характер 

связей между субъектом и объектом. Причем последнее отно-

сится как к потокам данных мониторинга, на основе которых при-

нимаются решения, так и к передаче управляющих воздействий. 
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Тактическое и оперативное управление подразумевает при-

менение субъектами управления тех или иных воздействий на эн-

догенные и экзогенные факторы системы и использование суще-

ствующих возможностей и ресурсов на основе результатов реа-

лизованной стратегии и развития ситуации с целью нивелирова-

ния негативных тенденций внутри системы. Таким образом, 

в рамках рассматриваемого подхода происходит слияние поня-

тий управляемости и безопасности. Безопасность при этом рас-

сматривается не просто как состояние защищенности, а как функ-

циональное понятие, характеризующее способность системы 

находиться в поле управления. На рис. 3 в соответствии с решае-

мыми в работе задачами представлена концептуальная схема 

стратегического и тактического управления региональным разви-

тием. Предполагается, что существуют интересы развития реги-

она, на реализацию которых в условиях возникающих угроз вли-

яют субъекты управления, действующие в том числе в собствен-

ных интересах. Для компактности на рис. 3 не представлены 

угрозы, которые могут оказывать влияние на все компоненты 

схемы.  

В работе введен новый вид комплексного ресурса, в качестве 

которого выступают альтернативные субъекты управления, ис-

ключительное или кооперативное задействование которых спо-

собно в меняющейся обстановке реализовать сценарии безопас-

ного развития. В таком случае решаемая задача состоит из двух 

частей:  

–  выбор в текущей или прогнозируемой обстановке субъекта 

управления, который, учитывая его ограничения и возможности, 

способен вырабатывать определенные управленческие воздей-

ствия для достижения целевого сценария; 

–  решение задачи определения конкретных воздействий этого 

субъекта управления для достижения целевого сценария. 
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Рис. 3. Стратегическое и тактическое управление  

региональным развитием 

6. Математическая постановка задачи  

Принципиальной новизной развития сценарного подхода 

в работе является возможность формирования стратегии управ-

ления, основанной на выборе в определенные моменты времени 

состава субъектов управления с целью достижения целей в соот-

ветствии с прогнозом поведения моделируемых объектов путем 

формирования сценариев их развития в меняющихся условиях. 

Анализ полученных альтернативных сценариев развития позво-

ляет оценивать эффективность и согласованность множества рас-

пределенных во времени и пространстве управленческих реше-

ний при выборе и реализации программ и мероприятий достиже-

ния цели. 
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Предположим, что существует некоторое множество субъек-

тов управления (СУ): 𝑆𝑚 = {𝑆𝑚𝑗}, 𝑗 = 1, 𝑁𝑆𝑚. При описании ис-

следуемой системы S используются следующие основные пара-

метры: 

–  вектор эндогенных переменных y  Y, характеризующий 

фазовое состояние объекта системы S или ситуации в сфере реги-

онального управления; 

–  вектор экзогенных переменных x  X, характеризующий 

фазовое состояние внешней среды; 

–  вектор управляемых переменных для каждого СУ 𝑆𝑚𝑗: 
𝑢𝑗 ∈ 𝑈𝑗 ∈ 𝑈; 

–  вектор выделенных ресурсов для каждого СУ 𝑆𝑚𝑗: 
𝑝𝑗 ∈ 𝑃𝑗 ∈ 𝑃. 

Расширенное фазовое пространство 𝑧 включает объединение 

(прямое произведение) фазового пространства системы S и внеш-

него пространства [18]. 

Для учёта вариантов развития системы S (обстановки и/или 

динамики поведения объекта управления) в работе применяется 

подход, при котором варианты описываются и исследуются на 

основе сценариев. При этом G – структура сценарной модели S. 

Пусть 𝑍 = 𝑍(𝑛𝑎𝑣)(𝑡) ∪ 𝑍(𝑠𝑒𝑐)(𝑡) – множество расширенных 

состояний социально-экономической системы (СЭС) 𝑆 в фазовом 

пространстве 𝑧, где 𝑍(𝑛𝑎𝑣)(𝑡) – множество недопустимых состоя-

ний в момент времени t; 𝑍(𝑠𝑒𝑐)(𝑡) – множество безопасности S 

в момент времени t; 𝑍(𝑡𝑎𝑟)(𝑡) – множество желаемых состояний S 

при 𝑍(𝑡𝑎𝑟)(t) ⊆𝑍(𝑠𝑒𝑐)(𝑡). 

Выделим уровни безопасного развития системы S: 

–  1 уровень (уровень достижения цели): 𝑧(𝑡) ∈ 𝑍(𝑡𝑎𝑟)(𝑡); 

–  2 уровень (уровень безопасности): 𝑧(𝑡) ∈ 𝑍(𝑠𝑒𝑐)(𝑡); 

–  3 уровень (уровень опасности): 𝑧(𝑡) ∈ 𝑍(𝑛𝑎𝑣)(𝑡). 
В основе сценарного управления лежит множество, возмож-

ностей управления, а также рисков и уязвимостей, влияющих на 

достижение цели, т.е. нахождение системы S в состоянии 

𝑍(𝑡𝑎𝑟)(𝑡) или 𝑍(𝑠𝑒𝑐)(𝑡).  
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Под уязвимостью в рамках работы понимается степень от-

крытости системы S деструктивным воздействиям, которые при-

водят к отклонению от цели управления.  

Причем возможности и уязвимости определяются двумя пу-

тями: 

–  выделенные подструктуры (если их можно явно выделить) 

сценарной модели объекта управления или ситуации; 

–  существующие базисные процессы развития, определяемые 

структурой системы и воздействиями их активирующими.   

Пусть событие определяется точкой в фазовом простран-

стве z. Определим целевой сценарий поведения системы ℜ(𝑡) как 

множество значимых для управления событий (точек в фазовом 

пространстве) {𝐸(зн)(𝑡𝑖 )}, 𝑖 = 0,  1, . . . , 𝑁; 𝑡0 = 0 в дискретные 

моменты времени, определенных на множестве Z: 

 ℜ(𝑡) = ℜ{𝐸(зн)(𝑡𝑖) = 𝑓(𝑍 (𝑡)), (𝑡 − 𝑡𝑟)𝑡𝑖𝑡}, 

где 𝑡𝑟 – глубина сценария.  

Тогда целевой сценарий поведения системы ℜ(𝑐)(𝑡)  опреде-

ляется как 

(1) ℜ(𝑡𝑎𝑟)(𝑡) = ℜ {𝐸(зн)(𝑡𝑖) = 𝑓 (𝑍(𝑡𝑎𝑟) (𝑡)) , (𝑡 − 𝑡𝑟)  𝑡𝑖  𝑡}. 

А безопасный сценарий как:  

(2) ℜ(𝑠𝑒𝑐)(𝑡) = ℜ {𝐸(зн)(𝑡𝑖) = 𝑓 (𝑍(𝑠𝑒𝑐)(𝑡)) , (𝑡 − 𝑡𝑟)  𝑡𝑖  𝑡}. 

Пусть 𝑆𝑚 = {𝑆𝑚𝑗}, 𝑗 = 1, 𝑁𝑆𝑚 — множество субъектов 

управления.  

Пусть для 𝑗-го субъекта управления 𝜃 = (z, 𝜁𝑗, 𝑢𝑗)𝑀𝑗 =

𝑍𝑆(cs) – прогноз возможных переходов 𝑆 в следующее состоя-

ние, где 𝑀 ⊆ 𝑍 – множество возможных событий (состояний); 

Γ𝑗 – множество неуправляемых факторов (ζ𝑗 ∈ Γ𝑗); 𝑈𝑗 – множе-

ство управляемых факторов (𝑢𝑗 ∈ 𝑈𝑗); 𝑆(𝑠𝑐)𝑗=𝛤𝑗𝑈𝑗 – множество 

условных решений субъекта управления 𝑆𝑚𝑗 при реализации не-

управляемого фактора ζ𝑗 ∈ Γ𝑗 и при применяемом управлении 

𝑢𝑗 ∈ 𝑈𝑗. 

Требуется определить субъект управления 𝑆𝑚𝑗 ∈ 𝑆𝑚 и для 

него найти такое управление 𝑢𝑗 ∈ 𝑈𝑗 с учетом влияния ζ𝑗 ∈ Γ𝑗, 

обеспечивающих 𝜃 = (z, 𝜁𝑗, 𝑢𝑗) ∈ 𝑍(𝑡𝑎𝑟)  или 𝜃 = (z, 𝜁𝑗, 𝑢𝑗) ∈



 

Управление большими системами. Выпуск 114 

204 

𝑍(𝑠𝑒𝑐): {𝑢 | 𝜃 = (z, 𝜁𝑗, 𝑢𝑗) ∈ 𝑍(tar) ∨ 𝜃 = (z, 𝜁𝑗, 𝑢𝑗) ∈ 𝑍(sec)} при 

реализации сценариев ℜ(𝑡𝑎𝑟) или ℜ(𝑠𝑒𝑐). 

7. Сценарное моделирование в управлении 
развитием региональных систем 

Для достижения поставленных целей раннего и заблаговре-

менного обнаружения угроз важно провести глубокий анализ те-

кущей ситуации и разработать действенную методологию.  

Среди различных методов формирования и анализа альтер-

нативных сценариев поведения сложных социально-экономиче-

ских систем наиболее актуальным и перспективным является 

подход, основанный на имитационном моделировании. Он пред-

лагает специалистам, занимающимся принятием решений, все-

стороннее понимание динамики происходящих процессов и ин-

формацию о возможных рисках и существующих неопределён-

ностях, что в значительной степени способствует адекватному 

реагированию на вызовы времени и обеспечивает устойчивое 

развитие региональных систем. Основой разрабатываемых и ис-

следуемых моделей является совокупность показателей и их вза-

имовлияний, описывающих состояние и развитие региональной 

системы (включая и субъект, и объект управления). Что касается 

внешней среды, то в процессе моделирования учитывается 

только ее негативное или, наоборот, позитивное влияние на ис-

следуемую систему в рамках решения рассматриваемых задач. 

Задача разработки и внедрения стратегических и тактиче-

ских решений сталкивается с множеством сложностей, связан-

ных с необходимостью учитывать неопределённость и сопряжён-

ные с ней риски. Это обстоятельство вызвано несколькими сопут-

ствующими факторами регионального развития: 

–  недостаточное и неполное восприятие протекающих внутри 

региона процессов, происходящих в реальном времени; 

–  скрытность и спонтанность многих потенциальных угроз; 

–  сложность прогнозирования и предсказания развития обста-

новки во время кризисных и экстренных ситуаций. 

–  нехватка и ненадежность имеющейся информации о теку-

щем состоянии дел; 



 

Управление в социально-экономических системах 

205 

–  невозможность спрогнозировать заранее и с высокой точно-

стью результаты принимаемых решений.   

С учетом множества неопределенностей и непредсказуемо-

сти поведения внешних факторов субъекты регионального управ-

ления вынуждены использовать гибкие стратегии, позволяющие 

им адаптироваться к изменяющимся условиям [11].  

Ключевым аспектом является применение сценарного ана-

лиза, который включает разработку различных моделей вероят-

ного развития событий. Сценарные имитационные модели помо-

гают предвидеть возможные последствия различных решений 

и уменьшить риски.  

Сценарный подход в рамках данной работы предполагает на 

основе введенного ресурса множества субъектов управления пе-

рейти к возможности формирования комплексных стратегий ре-

гионального управления, учитывающих существующие угрозы, 

риски и неопределенности, что позволяет снизить или полностью 

устранить потенциальные угрозы реализации целей управления. 

Рассматриваемая в работе сценарная модель представляет 

собой ориентированный граф G (X, Е) (здесь X – конечное мно-

жество вершин, а Е – множество дуг), в котором каждой вершине 

ставится в соответствие ее параметр 𝑣𝑖 ∈ 𝑉,  XNivV i  ,  

и вводится функционал преобразования дуг F (V, Е) таким обра-

зом, что в соответствие каждой дуге ставится знак, вес или функ-

ция [12]. Для дальнейшего исследования динамики развития 

сложных систем вводится термин импульсного процесса. Под 

импульсом 𝑃𝑖(𝑡) в некоторой вершине 𝑥𝑖 понимается изменение 

значения ее параметра в дискретный момент времени 

t = 0, 1, 2, … : 

(3) 𝑃𝑖(𝑡) = 𝑣𝑖(𝑡) − 𝑣𝑖(𝑡). 

В импульсном процессе значение параметра вершины х 

определяется следующим образом: 

(4) 𝑣𝑖(𝑡) = 𝑣𝑖(𝑡 − 1) + ∑ (𝑣𝑖, 𝑣𝑗, 𝑒𝑖𝑗)
𝑁

𝑗=1,𝑗≠𝑖
𝑃𝑗(𝑡 − 1) + 𝑃𝑖0(𝑡), 

где 𝑃𝑖0(𝑡)– внешний импульс, вносимый в момент времени t 

в вершину ei.  

Выражение для импульса в исследуемом процессе получа-

ется из конечно-разностных уравнений (1) и (2): 
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(5) 𝑃𝑖(𝑡) = ∑ 𝐹(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗, 𝑒𝑖𝑗)
𝑁

𝑗=1,𝑗≠𝑖
(𝑃𝑗(𝑡 − 1) + 𝑃𝑖0(𝑡)). 

Параметры, описывающие вершины графа, характеризуют 

текущее состояние СЭС и процессы, происходящие в результате 

актуальных или прогнозируемых воздействий.  

Структура модели визуально иллюстрирует причинно-след-

ственные связи между этими характеристиками. Воздействия на 

модель сложной СЭС региона имитируются в виде импульсов, 

которые вводятся в конкретные вершины графа, или как измене-

ния в структуре модели. 

В приведенном ниже изложении результатов в сценарном 

моделировании в качестве основы при формировании событий 

используются качественные параметры. Для этого, чтобы пе-

рейти от вещественно-значимого фазового пространства к сце-

нарному, отражающему качественные характеристики измене-

ния факторов, в работе [13] описан сценарно-событийный алго-

ритм распознавания динамики факторов. С этой целью вводится 

в рассмотрение множество базовых типов динамики факторов, 

каждому n-му фактору присваивается соответствующий иденти-

фикатор его текущей динамики 𝐹𝑆𝑐(𝑣𝑛, 𝑡𝑖) (см. таблицу 1).  

Таблица 1. Идентификаторы динамик факторов. 
Значение  

ф-сценария 

𝐹𝑆𝑐(𝑣𝑖 , 𝑡) 

Обозначение 
Тип динамики 

i-ого фактора 

Название 

по умолчанию 

0  
не определен  

(не рассчитывается) 
не определено 

1 
 

рост растет 

2  падение уменьшается 

3  постоянное значение постоянно 

4 
 

колебания, ограничен-

ные по амплитуде 

устойчивое  

состояние 

5  
расходящиеся  

колебания 
нестабильно 

6  
сходящиеся  

колебания 

стабилизиру-

ется 
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Также в [13] показано, что в результате такого анализа осу-

ществляется переход от вещественно значимого пространства из-

менения факторов сценарной модели к ф-сценарному, которое 

характеризуется шестью типами качественных состояний (дина-

мик) факторов (таблица 1). 

Пусть в основе определения событий лежат изменения в ди-

намике поведения множества значимых для анализа ситуации 

и управления факторов: 𝑉(зн) ⊆ 𝑉 = {𝑣𝑛}, 𝑛 = 1,2 … , 𝑁, где N – 

количество факторов сценарной модели. Тогда значимое для 

управления событие на 𝑖-м шаге (𝑡𝑖) является функцией от дина-

мик поведения значимых факторов: 

(6) 𝐸(зн)(𝑡𝑖) = 𝑓(𝐹𝑆𝑐(𝑣𝑛, 𝑡𝑖)), 𝑣𝑛 ∈ 𝑉(зн), 𝑛 = 1,2 … , 𝑁. 
Таким образом, сценарий задается только последовательно-

стью событий, что соответствует наиболее часто встречающе-

муся случаю. 

Пусть в процессе моделирования при различных начальных 

данных (управляющих воздействиях) получено множество сце-

нариев ℜ̆ = {ℜ𝑗}, 𝑗 = 1,2, … 𝑁ℜ, где 𝑁ℜ – количество сценариев, 

и определен целевой сценарий ℜ0. При этом целью моделирова-

ния является определение стратегии управления путем использо-

вания ресурсов нескольких субъектов управления для достиже-

ния сценария, наиболее близкого к целевому на заданном времен-

ном интервале. 

Таким образом, необходим ряд попарных сравнений целе-

вого сценария: 

(7) ℜ0(𝑡) = ℜ {𝐸(зн)0(𝑡𝑖) = 𝑓 (𝑍(𝑡𝑎𝑟)(𝑡)) , (𝑡 − 𝑡𝑟)  𝑡𝑖  𝑡}. 

И одного из полученных при моделировании сценариев: 

(8) ℜ𝑗(𝑡) = ℜ{𝐸(зн)𝑗(𝑡𝑖) = 𝑓(𝑍 (𝑡)), (𝑡 − 𝑡𝑟)  𝑡𝑖  𝑡}. 
При этом задача выбора управления и связанного с ним сце-

нария развития ситуации решается как определение меры близо-

сти (сходства) пары сценариев как меры сходства последователь-

ностей событий. 

Для обеспечения аналитической и информационной под-

держки управленческих процессов, направленных на подготовку, 

предварительный анализ, принятие решений и оценку их послед-
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ствий в условиях неопределенности и возможных угроз, в лабо-

ратории «Сценарного управления» Института проблем управле-

ния РАН создан специализированный программно-аналитиче-

ский комплекс, который реализует функции сценарной системы 

поддержки принятия решений (СППР), формируя и исследуя мо-

дели развития ситуации, получая и оценивая спектр альтернатив-

ных сценариев поведения сложных социально-экономических 

систем при различных управляющих воздействиях. В рамках 

этой системы сценарии разрабатываются и анализируются с уче-

том двух ключевых подходов. 

Первый подход ориентирован на прогнозирование развития 

ситуации исключительно за счет изменений, происходящих 

внутри имитируемой системы, без каких-либо управляющих вли-

яний или целенаправленных импульсов. Другими словами, ситу-

ация развивается самостоятельно, без внешнего вмешательства. 

Второе направление отражает методы прогнозирования раз-

вития ситуации с применением стратегий управления и гипотез 

по развитию обстановки после применения определённого 

набора управляющих воздействий (в предшествующих работах 

это направление называется прямой задачей, т.е. созданием сце-

нария прямого управления). 

В исследовании [14] представлена идея значительного уве-

личения возможностей программно-аналитического комплекса 

путём введения обратной задачи, актуальной для поиска и ана-

лиза различных допустимых управленческих воздействий с це-

лью достижения заранее определённых результатов.  

8. Сценарное моделирование процессов группового 
регионального управления в условиях реализации 
угроз 

К основным внутренним факторам, включенным в контур 

группового регионального управления и обеспечения его без-

опасности, в рамках данной работы и на основании проведенного 

исследования включены факторы, которые представляют собой 

составные части внутрирегиональных социально-экономических 

процессов и представляют собой проводимые мероприятия реги-

ональными и муниципальными органами власти, возможности, 
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ресурсную базу и специфику региона. Среди них можно выде-

лить: социально-экономическую внутрирегиональную политику, 

уровень жизни населения, территориальный, хозяйственный 

и экономический потенциал, структуру экономики и ее состоя-

ние, ресурсную базу и т.п. [15, 30].  

К внешним факторам регионального управления относятся 

те, что отражают уровень развития государственной политики, 

мониторинга и контроля поддержки стабильности и сбалансиро-

ванности развития региона, а также уровни инвестирования, ре-

сурсного обеспечения, реализации программ сотрудничества 

с частным бизнесом и корпоративном сектором [11, 16, 28]. Да-

лее на рис. 4 и 5 соответственно были конкретизированы данные 

объединения основных внутренних и внешних факторов регио-

нального развития, проведена их систематизация.  

 

Рис. 4. Внутренние факторы регионального управления 

В рамках сценарного исследования группового региональ-

ного управления выделено два типа субъектов управления, 

условно названные: 

–  «административные» (государственные, региональные 

и муниципальные субъекты и органы власти); 
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–  «экономические» (частный бизнес, предпринимательский 

и хозяйствующий региональный сектор, международный биз-

нес), для более легкого восприятия далее термины употребля-

ются в тексте без кавычек. 

 

Рис. 5. Внешние факторы регионального управления 

Административные и экономические субъекты управления 

характеризуются как общими, так и уникальными присущими им 

инструментами и возможностями управления, целями и задачами 

управления, а также уязвимостями к внутренним и внешним 

угрозам и деструктивным воздействиям со стороны преследую-

щих иные цели субъектов управления. Сценарное исследование 

строилось на ряде гипотез, отражающих особенности этих субъ-

ектов управления. 

Административные субъекты управления, как и экономиче-

ские, заинтересованы в развитии логистики, социально-экономи-

ческих факторов региона, таких как «Строительство новых 

транспортных дорог и путей», «Поддержка хозяйственной дея-

тельности», «Строительство новых производств», «Поддержка 

регионального образования» в целях повышения «Квалифициро-

ванности населения», «Геологоразведывательные работы» в рам-

ках расширения «Добычи природных и энергетических ресур-

сов». Данные интересы направлены лишь на повышение эконо-

мических и производственно-хозяйственных факторов развития 

региона. 

Субъекты, условно названные «Государство» и «Региональ-

ные субъекты управления», имея большие возможности в рамках 
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законодательных, политических, научно-исследовательских и со-

циальных процессов и преследуя свои цели управления по обес-

печению стабильного и сбалансированного регионального разви-

тия и поддержки безопасности сложной социально-экономиче-

ской системы региона, направляют усилия на поддержку соци-

альных, правовых, информационных и инновационных факто-

ров, таких как: «Создание новой правовой поддержки и механиз-

мов управления», «Создание эффективной здравоохранительной 

системы», «Уровень развития научно-исследовательских работ», 

«Социальные программы», «Создание системы информационной 

безопасности», «Строительство военных баз». 

Учитывая возможности субъектов управления и их уязвимо-

сти, необходимо создать систему взаимовыгодной поддержки как 

стабильного регионального развития и его безопасности, но 

и групповой иерархической поддержки между субъектами управ-

ления в условиях стабильного развития обстановки и при нали-

чии внешних деструктивных воздействий и угроз. На рис. 6 пред-

ставлены возможности влияния рассматриваемых субъектов 

на эндогенные факторы модели. 

 
Рис. 6. Возможности воздействия субъектов управления 

С целью исследования проблем повышения эффективности 

группового управления регионом и его безопасностью с исполь-

зованием аппарата знаковых орграфов и методологии сценарного 
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анализа разработана базовая интегрированная многофакторная 

имитационная модель, позволяющая проводить анализ сценариев 

развития обстановки в условиях активного противоборства ими-

тируемых деструктивных воздействий и угроз [17, 25]. Структура 

имитационной модели регионального развития в условиях влия-

ния внешних деструктивных воздействий и угроз представлена 

на рис. 7. 

 

Рис. 7. Структура сценарной имитационной модели  

регионального развития в условиях влияния внешних  

деструктивных воздействий и угроз 

Модель создана на основе стратегических программных до-

кументов, разработанных для нашей страны и отдельных её реги-

онов. Эти документы определяют долгосрочные цели, задачи, ос-

новные направления и механизмы реализации государственной 

региональной политики России, а также выявляют закономерно-

сти, принципы и проблемы регионального управления, лежащие 

в основе этой политики, а также оценка возможностей и целей 

субъектов группового регионального управления. 

На предварительном этапе, до сценарного моделирования, 

проведен анализ структуры модели. В частности, количество пу-

тей от субъекта управления, влияющих на компенсацию негатив-

ного влияния санкций (отрицательный вес путей), составляет 72, 

а количество таких же путей от «отраслевого» субъекта управле-

ния равно 19 (количество дуг до 6).  
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Причем наиболее короткие пути от субъекта управления 

к фактору «Санкции и внешние деструктивные воздействия» ле-

жат именно от административного (государственного) субъекта 

управления:  

–  путь длиной 4: «Создание новой правовой поддержки и ме-

ханизмов управления» → «Уровень развития научно-исследова-

тельской работы» → «Уровень развития и внедрения инноваций» 

→ «Санкции и внешние деструктивные воздействия»; 

–  путь длиной 5: «Создание систем экстренного оповещения» 

→ «Уровень обеспечения безопасности» → «Военно-политиче-

ское развитие» → «Региональная безопасность» → «Санкции 

и внешние деструктивные воздействия». 

Кроме того, как отмечалось выше, разные субъекты управле-

ния имеют как общие, так и различные мотивационные критерии 

для осуществления управляющих воздействий, которые также 

необходимо отразить в модели.  

Административные субъекты управления также являются 

более устойчивыми к ряду экономических, социальных и поли-

тических угроз и воздействий в отличии от экономических субъ-

ектов [17, 23]. 

В основу проведенного сценарного имитационного модели-

рования легли способы и направления управляющих воздействий 

и условия их осуществления, а также варианты развития обста-

новки в сфере обеспечения стабильного регионального развития 

с использованием группового централизованного/децентрализо-

ванного и скоординированного/нескоординированного группо-

вого управления административными и экономическими субъек-

тами управления.  

В процессе сценарного моделирования проводится имитация 

различного рода внешних деструктивных воздействий со сто-

роны преследующего собственные цели субъекта управления 

и внешней среды. Факторы, модели, которые отражают данные 

воздействия:  

–  «Санкции и внешние деструктивные воздействия»;  

–  «Вовлеченность в военные конфликты»;  

–  «Дезинформация населения и пропаганда». 

Условия их активности задаются в вершине «Активация 

внешних угроз». 
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Результатами моделирования данных сценариев являются 

графики изменения собственных значений целевых факторов мо-

дели для оценки проводимых имитационных мероприятий.    

Целевыми факторами, которые также составляю множества 

значимых для анализа ситуации и управления факторов  

𝑉(зн) = {𝑣1, 𝑣28, 𝑣31, 𝑣38, 𝑣47, 𝑣49, 𝑣50, 𝑣51, 𝑣53} в исследовании яв-

лялись: 

–  «Региональная безопасность» (данный фактор отражает 

уровень стабильности региона);  

–  «Рентабельность региона» (данный фактор комплексно от-

ражает уровень жизни, состояние экономики и влияет на государ-

ственное и частное финансирование);  

–  «Государство» и «Отраслевое и частное финансирование» 

(данные факторы отражают уровень инвестирования и ресурс-

ного обеспечения со стороны субъектов управления и их способ-

ность поддержки факторов регионального развития)»; 

–  «Действенность санкций и влияния деструктивных воздей-

ствий» (данный фактор отражает объем проводимых осуществ-

ляющими деструктивную деятельность субъектами управления 

мероприятий и включен в данный ряд для наглядного отображе-

ния способности проводимых мероприятий регионального 

управления к его нивелированию); 

–  «Дезинформация населения и пропаганда» (данный фактор 

отражает уровень влияния на общественное мнение и поведение 

массовых групп, а также эффективность манипуляции созна-

нием, включающим использование искажающих реальность фак-

тов и иных видов дезинформации); 

–  «Отток населения» (данный фактор отражает уровень демо-

графического кризиса и миграции населения из региона); 

–  «Зависимость от импорта» (данный фактор отражает уро-

вень зависимости региона от иностранных технологий, иннова-

ций, оборудования, сырья, материалов, комплектующих и т.д.). 

Целевой сценарий при этом задается таким образом: обеспе-

чить следующую заданную динамику целевых факторов (см. таб-

лицу 2): 
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Таблица 2. Динамика развития факторов 

Фактор Тип динамики 

Региональная безопасность 𝐹𝑠𝑐(𝑣12) = 1 

Отраслевое и частное финансирование 𝐹𝑠𝑐(𝑣28) = 1 

Рентабельность региона 𝐹𝑠𝑐(𝑣31) = 1 

Государство 𝐹𝑠𝑐(𝑣38) ≠ 2 

Дезинформация населения и пропаганда 𝐹𝑠𝑐(𝑣47) = 2 

Зависимость от импорта 𝐹𝑠𝑐(𝑣49) ≠ 1 

Вовлеченность в военные конфликты 𝐹𝑠𝑐(𝑣50) ≠ 1 

Отток населения 𝐹𝑠𝑐(𝑣50) ≠ 1 

Действенность санкций и влияния деструктивных 

воздействий 

𝐹𝑠𝑐(𝑣51) = 2 

 

Сценарий 1.  Реакция субъекта управления «Государство» 

на возникновение угроз по результатам мониторинга. 

Данный сценарий отражает гипотезу, которая предполагает 

перенос центра управления и принятия решений к государствен-

ным субъектам управления и переход от децентрализованного 

принципа управления к централизованному на основе данных 

мониторинга возникновения деструктивных воздействий.  

В рамках данного сценария были применены все виды ими-

тируемых деструктивных воздействий, описанные выше.  

Стратегическое управление предусматривает перенос цен-

тра управления и финансирования на основе данных монито-

ринга преимущественно на административные субъекты управ-

ление («Государство» и «Региональные субъекты управления»).  

В рамках тактического управления предполагается стабили-

зация обстановки и нивелирование действия имитируемых де-

структивных воздействий за счет вмешательства государствен-

ного субъекта управления и значительного притока отечествен-

ных инвестиций, ресурсов, увеличения правовой и социальной 

поддержки, на основе принципа централизации и применения ко-

ординирующего управления субъектами более низкого уровня 

иерархии. 

Целью данной стратегии управления является стабилизация 

социально-экономических и других процессов внутри региона за 

счет перехода к централизованному государственному управле-
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нию и значительного увлечения ресурсного обеспечения и инве-

стирования, основанная на мониторинге обстановки и реакций 

системы на воздействия извне, а также реакции на проникнове-

нии в управляемую региональную систему деструктивных воз-

действий.  

Оценка эффективности проводимых управляющих воздей-

ствий происходит на основе анализа попадания собственных зна-

чений исследуемых факторов в область целевых, допустимых, 

безопасных или небезопасных значений, а также в область риска. 

Результаты моделирования сценария 1 представлены на рис. 8 

(поведение факторов модели) и на рис. 9 (анализ результатов мо-

делирования). 

Используемые обозначения для типов динамик факторов 

представлены в таблице 1. 

В дальнейшем результаты моделирования будут представ-

лены только в аналитической форме. Результаты моделирования 

(показатели значений целевых факторов оказались в зоне риска) 

и их оценки показывают, что реализация реактивного управления 

в ответ на проводимые деструктивные мероприятия приводит 

к существенному накоплению негативных тенденций внутри ис-

следуемой системы и отсутствию возможности их преломления. 

 

Рис. 8. Сценарий 1. Результаты моделирования 
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Рис. 9. Сценарий 1. Результаты моделирования 

Таблица 3. Анализ результатов моделирования сценария 1 

Фактор Тип динамики Совпадение 

Цель Результат 

Региональная безопасность 𝐹𝑠𝑐(𝑣12) = 1 𝐹𝑠𝑐(𝑣12) = 2 – 

Отраслевое и частное фи-

нансирование 

𝐹𝑠𝑐(𝑣28) = 1 𝐹𝑠𝑐(𝑣28) = 2 – 

Рентабельность региона 𝐹𝑠𝑐(𝑣31) = 1 𝐹𝑠𝑐(𝑣31) = 2 – 

Государство 𝐹𝑠𝑐(𝑣38) ≠ 2 𝐹𝑠𝑐(𝑣38) = 1 + 

Дезинформация населения 

и пропаганда 

𝐹𝑠𝑐(𝑣47) = 2 𝐹𝑠𝑐(𝑣47) = 1 – 

Зависимость от импорта 𝐹𝑠𝑐(𝑣49) ≠ 1 𝐹𝑠𝑐(𝑣49) = 1 – 

Вовлеченность в военные 

конфликты 

𝐹𝑠𝑐(𝑣50) ≠ 1 𝐹𝑠𝑐(𝑣50) = 1 – 

Отток населения 𝐹𝑠𝑐(𝑣50) ≠ 1 𝐹𝑠𝑐(𝑣50) = 1 – 

Действенность санкций 

и влияния деструктивных 

воздействий 

𝐹𝑠𝑐(𝑣51) = 2 𝐹𝑠𝑐(𝑣51) = 1 – 

 

Последствиями данного сценария являются снижение всех 

показателей регионального развития, нарушение его стабильно-

сти и сбалансированности, а в худшем случае – его полное подав-

ление и переход к форме депрессивной экономики. Таким обра-

зом, было показано, что управление, основанное на реактивном 

воздействии неэффективно. 
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Результаты анализа близости полученного сценария целе-

вым показателям значений факторов представлен в таблице 3. 

Сценарий 2.  Прогнозирование развития обстановки при от-

сутствии скоординированного группового управления. 

Данный сценарий (рис. 10) отражает гипотезу, в рамках ко-

торой деятельность государственных субъектов управления осу-

ществляется на основе результатов сценарного прогнозирования, 

когда при подготовке решений происходит отслеживание акти-

визации имитируемых деструктивных воздействий и оценива-

ются возможности упреждающей реакции на их возникновение. 

В модели это осуществляется путем анализа динамики изменения 

значений фактора «Активация внешних угроз» и изменения стра-

тегии управления от децентрализованного к централизованному 

виду. 

 

Рис. 10. Сценарий 2. Результаты моделирования 

В рамках данного сценария стратегия опирается на перенос 

центра управления и ресурсного обеспечения с региональных 

субъектов управления на государственный уровень на основе ре-

зультатов упреждающего сценарного анализа развития ситуации. 

Тактическое управление направлено на стабилизацию ситуации 

и протекающих внутри модели процессов за счет вмешательства 

государственного субъекта управления при отсутствии прочих  
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координирующих воздействий. В данном случае проводимые ме-

роприятия экономическими субъектами управления осуществля-

ются на основе их интересов и возможностей. 

Негативный (как и в сценарии 1, рис. 10) стационарный ре-

жим наступает гораздо раньше. Отраслевое и частное финанси-

рование начинает «играть» против фактора «Государство» и вы-

водить капиталы из региона. Анализ близости сценария аналоги-

чен (см. таблицу 3). 

Таким образом, принятие управляющих решений и своевре-

менная ресурсная поддержка экономики и населения региона мо-

жет привести к временной его стабилизации. Однако отсутствие 

скоординированной реакции всех субъектов на деструктивные 

воздействия с учетом несовпадения их целей и интересов приво-

дит к возникновению противоречий в проводимых мероприятиях 

и, как следствие, к ослаблению активного противодействия воз-

никающим угрозам. 

Полученный сценарий демонстрирует неэффективность дан-

ной стратегии управления. Анализ рассматриваемого сценария 

развития ситуации показывает необходимость формирования це-

левых государственных программ по координации деятельности 

отраслевых компаний, предпринимательского и хозяйствующего 

секторов, а также частного бизнеса. В благоприятных условиях 

регионального развития стоит применять только методы стиму-

лирования социального и экономического секторов для сниже-

ния возможности возникновения рисков и противоречий и повы-

шения уровня саморазвития региона. В условиях нестабильности 

необходимо применять методы централизованного регулирова-

ния с целью эффективного использования возможностей и ресур-

сов экономических субъектов управления для предотвращения 

самой возможности возникновения противоречий.   

Сценарий 3.  Прогнозирование развитие обстановки при 

скоординированном групповом управлении, основанном на про-

гнозе развития ситуации. 

Данный сценарий (рис. 11) придерживается той же гипотезы, 

что и сценарий 2, но с некоторыми изменениями.  
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Рис. 11. Сценарий 3. Результаты моделирования 

В рассматриваемом случае на этапе реагирования на актива-

цию внешних угроз государство имеет в своем распоряжении ин-

струменты поддержки и стимулирования экономических субъек-

тов управления для повышения скоординированных действий 

и приводимых мероприятий активного противодействия возни-

кающим угрозам.  

В ходе сценарного моделирования были определены условия 

активности вершин субъектов управления. Вершина «Отрасле-

вые компании» как часть экономического субъекта управления 

и вершина «Региональные субъекты управления» как часть адми-

нистративного изначально являются активными и зависят от зна-

чения фактора вершины «Рентабельность региона», чем выше его 

показатели, тем больше уровень поддержки. В условиях актива-

ции негативных тенденций функция мотивирования этих факто-

ров переходит на фактор «Государство». Таким образом, наблю-

дается следующая закономерность: при снижении уровня рента-

бельности региона и при наличии имитируемых деструктивных 

воздействий заинтересованность данных субъектов падает, 

вследствие чего интенсивность развития социально-экономиче-

ских процессов внутри системы существенно снижается. К тому 

же на первых этапах активации факторов внешних угроз проис-

ходит деактивация фактора «Международные инвестиции», как 

следствие санкционного давления. 
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 «Государство», как субъект управления имеет меньшую 

подверженность внешним угрозам и значительно большие воз-

можности для обеспечения стабильного регионального развития 

в сложных условиях. Исходя из данных соображений в структуре 

модели определяется зависимость централизации управления от 

уровня факторов «Рентабельность региона» и «Санкция и внеш-

ние деструктивные воздействия». Активация данного фактора 

происходит на основе отслеживания влияния фактора «Актива-

ция внешних угроз», который порождает угрозы разного рода, 

представленные в модели (активация факторов угроз: «Санкции 

и внешние деструктивные воздействия», «Вовлеченность в воен-

ные конфликты», «Дезинформация населения и пропаганда»).  

Таким образом, фактор «Государство» наиболее активен 

только во время существования внешних угроз. В стабильное 

время (штатный режим) управление внутри модели происходит в 

основном за счет факторов «Отраслевые компании и «Региональ-

ные субъекты управления». Результаты анализа близости полу-

ченного сценария целевым показателям значений факторов пред-

ставлены в таблице 4. 

Анализ показал, что полученный сценарий наиболее близок 

к целевому. Однако не удалось обеспечить ограничение на рост 

фактора «Вовлеченность в военные конфликты». Дополнитель-

ное управление в военной сфере в модели выходит за рамки те-

кущего исследования, однако можно предположить, что задей-

ствование механизмов стратегического и иного сдерживания поз-

волит обеспечить полное совпадение с целевым сценарием. 

Таким образом результаты исследования возможностей сце-

нарных методов группового регионального управления и анализа 

гипотез, касающихся альтернативных путей развития обста-

новки, показали, что в кризисных условиях (активации внешних 

угроз, наличия неопределённостей, обострения противоречий 

и т.д.) наиболее эффективной является стратегия управления, 

предусматривающая возможность переноса центра принятия ре-

шений и перераспределения полномочий между субъектами 

управления различного уровня при условии наличия программ 

координирующего и стимулирующего управления. 

Таблица 4. Анализ результатов моделирования сценария 3 
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Фактор Тип динамики Совпа-

дение Цель Результат 

Региональная безопасность 𝐹𝑠𝑐(𝑣12) = 1 𝐹𝑠𝑐(𝑣12) = 1 + 

Отраслевое и частное фи-

нансирование 

𝐹𝑠𝑐(𝑣28) = 1 𝐹𝑠𝑐(𝑣28) = 1 + 

Рентабельность региона 𝐹𝑠𝑐(𝑣31) = 1 𝐹𝑠𝑐(𝑣31) = 1 + 

Государство 𝐹𝑠𝑐(𝑣38) ≠ 2 𝐹𝑠𝑐(𝑣38) = 1 + 

Дезинформация населения 

и пропаганда 

𝐹𝑠𝑐(𝑣47) = 2 𝐹𝑠𝑐(𝑣47) = 2 + 

Зависимость от импорта 𝐹𝑠𝑐(𝑣49) ≠ 1 𝐹𝑠𝑐(𝑣49) = 2 + 

Вовлеченность в военные 

конфликты 

𝐹𝑠𝑐(𝑣50) ≠ 1 𝐹𝑠𝑐(𝑣50) = 1 – 

Отток населения 𝐹𝑠𝑐(𝑣50) ≠ 1 𝐹𝑠𝑐(𝑣50) ≠ 1 + 

Действенность санкций 

и влияния деструктивных 

воздействий 

𝐹𝑠𝑐(𝑣51) = 2 𝐹𝑠𝑐(𝑣51) = 2 + 

 

Государство как субъект верхнего уровня иерархии управле-

ния обладает существенными преимуществами в кризисных 

условиях, поскольку имеет возможность концентрации необхо-

димых ресурсов для решения возникающих проблем, обладает 

множеством возможностей и различных инструментов управле-

ния, а также является менее зависимым от состояния социально-

экономических факторов развития регионов, которые гораздо 

в большей степени подвержены внешнему вмешательству и де-

структивному воздействию различных угроз.  

Кроме того, государственные органы могут инициировать 

реформы, направленные на укрепление местного самоуправле-

ния и улучшение взаимодействия между различными уровнями 

исполнительной власти. 

Поэтому переход на централизованное координирующие 

государственное управление является основой для нивелирова-

ния и предотвращения негативного влияния ряда социально-эко-

номических уязвимостей на региональную систему.  

В безопасных и благоприятных условиях поддержка хозяй-

ствующих субъектов и управление стабильностью и сбалансиро-

ванностью регионального развития, а также обеспечение его без-
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опасности должно осуществляться преимущественно децентра-

лизовано под управлением региональных, муниципальных 

и местных субъектов управления, представителей частного биз-

неса и частного сектора на основе принципа партнерства. Подоб-

ная стратегия управления регионом может быть эффективной и 

осуществляться только при упреждающем прогнозно-сценарном 

мониторинге, позволяющем заранее подготавливать и отрабаты-

вать стратегии и комплексы действий в рамках активного проти-

водействия угрозам и осуществлять перенос центра принятия ре-

шений в сферу больших возможностей и меньших уязвимостей. 

9. Заключение 

Результаты исследований показывают, что при разработке 

стратегий регионального управления следует учитывать слож-

ную структуру региона как объекта управления (наличие боль-

шого числа эндогенных и экзогенных факторов регионального 

развития), присутствие нескольких субъектов управления (обла-

дают своими возможностями и интересами), увеличение числа 

возникающих угроз и внешних воздействий и др.  

Применение технологий сценарного моделирования в работе 

является лишь началом пути к развитию системы принятия реше-

ний, направленных на повышение эффективности группового ре-

гионального управления. Многообразие целей и задач региональ-

ного управления, стоящих перед субъектами нашей страны, тре-

буют дальнейшего исследования рассматриваемой проблемы, 

разработки детальных гипотез и сценариев развития ситуации. 

В работе показано, что адаптивные стратегии группового 

управления на основе сценарного анализа могут вызвать более 

продуктивное сотрудничество, основанное на совместных воз-

можностях и интересах субъектов управления для определения 

приемлемой для региона траектории развития ситуации и дости-

жения поставленных целей управления (с целью успешного про-

тиводействия возникающим угрозам в условиях кризисных ситу-

аций и выявления возможностей реализации целей региональ-

ного развития). 
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Одним из подходов, которые лежат в основе такого управле-

ния, является сценарный анализ и упреждающий прогнозный мо-

ниторинг не только конечных состояний системы в целом, как 

последствий проводимых мероприятий, но и состояния отдель-

ных ключевых факторов  системы (событий) на протяжении всех 

этапов реализации управления.  

Сценарный подход позволит решать задачи прогнозно-экс-

пертной поддержки при разработки стратегических целевых про-

грамм, играющих важную роль в обеспечении безопасного раз-

вития региона.  

В работе также показано, что в кризисных условиях переход 

к централизованному принципу управления является наиболее 

эффективным. В рамках такой стратегии государство, как субъ-

ект управления, имеющий особые критерии оценки ситуации, де-

монстрирует повышенную устойчивость к ряду негативных фак-

торов и обладает широкими возможностями в области регулиро-

вания в отличии от субъектов управления, для которых экономи-

ческие критерии имеют более повышенный приоритет. 

В работе также показана значимость сценарных методов 

в стратегическом управлении, которое рассматривается не 

только как выработка непосредственных воздействий на объект 

управления, но как проактивное переопределение центров управ-

ления, действия которых приводят к наиболее благоприятному 

сценарию развития региона.   

Применение математических и программных средств авто-

матизации в сценарно-прогностических исследованиях расши-

ряет возможности дальнейшего использования сценариев для 

экспертизы целей и дальнейшего планирования мероприятий их 

реализации, повышая обоснованность, эффективность и надеж-

ность разрабатываемых целевых программ.  

Следует также отметить, что в отличие от привычного ме-

тода, где сценарии разрабатываются вручную экспертами на ос-

нове их знаний и опыта, процесс автоматизации управления та-

кого рода кардинально трансформирует процесс, позволяя ис-

пользовать весь спектр сценариев на любом этапе управления. 
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Abstract: This work is devoted to the application of scenario analysis technologies to 

study the problems of improving the management efficiency of ensuring stable and 

balanced development of regions in conditions of uncertainty and risks associated 

with the destructive impact of various threats. The novelty of the study lies in the use 

of a scenario approach to developing a regional management strategy, which is based 

on group management technologies that combine the principles of centralization and 

decentralization, public-private partnership and coordination. The proposed ap-

proach allows us to analyze the situation developing in regional systems and justify 

the need to transfer the decision-making center, as well as the redistribution of func-

tions and powers between administrative and economic management entities of dif-

ferent levels of hierarchy, each of which has its own unique capabilities and vulnera-

bilities. Strategic management in such a model is carried out using a scenario-fore-

casting approach, which allows us to identify negative trends in regional develop-

ment, including those arising as a result of external influences. A simulation model of 

group regional management has been developed based on the mathematical appa-

ratus of signed oriented graphs. The study resulted in the developed scenarios of re-

gional development, the analysis of which showed that in the conditions of increasing 

threats the most effective strategy is to transfer the control center to a state entity 

based on scenario-forecast monitoring. At the same time, it is necessary to use the 

principles of coordinating management and stimulation, as well as the principle of 

partnership to prevent contradictions in socio-economic processes within the regional 

system. In safe and favorable conditions, support for economic entities, as well as 

management of stability and balance of regional development and ensuring its secu-

rity should be carried out mainly in a decentralized manner, under the control of re-

gional management entities, the entrepreneurial sector and private business. 

Keywords: group management, regional system, stable development, resource 

provision, scenario analysis, simulation modeling, active confrontation. 
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ПРОГНОЗИРОВАНИЕ РЕАЛИЗОВАННОЙ  
ВОЛАТИЛЬНОСТИ НА ОСНОВЕ ИНФОРМАЦИИ, 

ИЗВЛЕКАЕМОЙ ИЗ ОПЦИОНОВ 

Патласов Д. А.1 

(Пермский государственный национальный  

исследовательский университет, Пермь) 

Рассматривается подход к прогнозированию реализованной волатильности ин-

декса S&P 500 с помощью данных, извлекаемых из опционов благодаря теореме 

восстановления Росса. Цель настоящего исследования заключается в исследо-

вании возможности использовать показатели, получаемые после применения 

теоремы восстановления Росса, в качестве экзогенных факторов в модели про-

гнозирования реализованной волатильности финансовых инструментов. При-

меняемая для достижения цели исследования методика исключает необходи-

мость использования исторических котировок финансовых активов, фокусиру-

ясь исключительно на опционах. В работе проведено сравнение точности про-

гнозирования реализованной волатильности между предлагаемыми моделями 

и базовым подходом HAR-RV. Эмпирические результаты показали, что предла-

гаемый подход обеспечивает более высокую точность предсказаний. Исполь-

зуемый подход в теореме восстановления Росса на основе аппроксимации функ-

ции плотности распределения базового актива опциона позволяет более точно 

учитывать ожидания участников рынка и их предпочтения к риску, что мо-

жет стать статистически значимыми факторами в моделях прогнозирова-

ния различных финансовых индикаторов. Результаты исследования могут 

быть использованы для оценки систематического риска, прогнозирования ве-

роятности коррекций и кризисов на финансовых рынках.  

Ключевые слова: волатильность, распределение доходности финансо-

вых активов, теорема восстановления, вероятностные характеристики, 

прогнозирование. 

1. Введение 

Современная цифровизация и рост вычислительных мощно-

стей способствуют развитию математического моделирования, 

включая финансы. Биржевые агенты агрегируют значительные 

объемы публичной финансовой информации, используя её для 

разработки торговых стратегий и управления рисками. Согласно 
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гипотезе эффективности рынков [18], цены активов уже отра-

жают всю доступную информацию, и предсказание будущих цен 

на её основе не приносит систематической сверхприбыли. Это 

предполагает, что модели, основанные на исторических данных, 

не могут обеспечить устойчивую доходность. В таких условиях 

в финансовой эконометрике возникает потребность в использо-

вании дополнительной информации, способной повысить объяс-

няющую способность моделей при сохранении соответствия ги-

потезе эффективности. 

В данном исследовании предлагается использовать показа-

тели, извлекаемые из теоремы восстановления Росса, для прогно-

зирования реализованной волатильности индекса S&P 500. Этот 

подход не опирается на исторические котировки, а использует 

данные по опционам для аппроксимации истинного распределе-

ния вероятностей, учитывающего рыночные ожидания и неприя-

тие риска [10, 15]. Для подхода Росса можно использовать опци-

оны на индексы, акции, облигации и другие активы при достаточ-

ной ликвидности [28]. 

Также отметим, что в работах [7, 22] указывается, что рыноч-

ные ожидания, выраженные через подразумеваемую волатиль-

ность опционов, могут не всегда точно отражать будущую вола-

тильность, особенно на неэффективных рынках. Использование 

теоремы восстановления Росса как инструмента для исправления 

ограничений имплицированной волатильности позволяет учиты-

вать премию за риск и предпочтения участников рынка, что более 

точно соответствует реальной динамике финансовых активов. 

2. Методы 

2.1. ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ОБОСНОВАНИЕ 

В финансовой теории широко используется концепция риск-

нейтрального ценообразования, лежащая в основе моделирова-

ния цен опционов и других производных инструментов. На раз-

вивающихся и развитых рынках цены опционов определяются 

приведенной стоимостью ожидаемых выплат, дисконтируемых 

на основе стохастического дисконтирующего фактора (SDF), ко-

торый учитывает риск-нейтральные вероятности и изменения 
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в предпочтениях инвесторов [4, 8]. Модели стохастической вола-

тильности и прыжков более точно учитывают экзогенные шоки 

и нестабильность рынка, улучшая прогнозы и оценку стоимости 

опционов [16, 17]. 

Современная интерпретация теоремы восстановления Росса 

предполагает разложение риск-нейтральных и истинных вероят-

ностей, выделяя компоненты премии за риск. Теорема основыва-

ется на двух дополнительных предположениях: 1) нейтральный 

к риску процесс является однородной по времени цепью Мар-

кова; 2) ядро ценообразования не зависит от траектории. Ядро це-

нообразования отражает предпочтения инвесторов и определяет 

дисконтирование будущих денежных потоков [15]. 

Описанные выше положения позволили доказать теорему 

о восстановлении истинного распределения вероятностей для ба-

зовых активов производных финансовых инструментов [30]. Рас-

смотрим однородный по времени процесс 𝑋𝑡, определенный на 

конечном множестве состояний с индексами от 1 до 𝑛. Обозна-

чим через 𝑝𝑖𝑗 элементы матрицы переходных вероятностей  

𝑃 = {𝑝𝑖𝑗} размерности 𝑛 × 𝑛, соответствующей цепи Маркова, 

где 𝑖 и 𝑗 принимают значения от 1 до 𝑛. Эта матрица соответ-

ствует одному шагу вперед в нейтральных к риску вероятностях 

состояний, отображая вероятность перехода из состояния 𝑖 в мо-

мент времени 𝑡 в состояние 𝑗 в момент времени 𝑡 + 1 без учета 

календарного времени: 

(1) 𝑝𝑖𝑗 = 𝑃(𝑋𝑡+1 = 𝑗|𝑋𝑡 = 𝑖),   𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑛. 

В настоящем исследовании риск-нейтральное распределение 

вероятностей определяется как матрица переходных вероятно-

стей (𝑃), а истинное распределение вероятностей – как матрица 

(𝐹), полученная после применения теоремы восстановления [30] 

к матрице переходных вероятностей. Вычисление матрицы ис-

тинного распределения вероятностей является аппроксимацией, 

поэтому термины «истинное» и «аппроксимирующее» распреде-

ление вероятностей будут использоваться как синонимы. 

Представленные в (1) элементы матрицы 𝑃 соответствуют 

однопериодным вероятностям состояний и индексируются по 

начальным и конечным состояниям. Матрица перехода 𝑃 состоит 
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из неотрицательных элементов. Также предполагается, что мат-

рица 𝑃 неразложима и является цепью Маркова. Под неразложи-

мостью в данном контексте следует понимать, что для любых 

двух состояний 𝑖 и 𝑗 существует такое число 𝑡, что вероятность 

перехода из состояния 𝑖 в состояние 𝑗 за 𝑡 шагов (обозначается 

как 𝑝𝑖𝑗
(𝑡)

) больше нуля. Другими словами, из любого состояния 

цепи Маркова можно достичь любого другого состояния за ко-

нечное количество шагов с положительной вероятностью. Со-

гласно теореме Перрона – Фробениуса для непериодической 

цепи Маркова с неразложимой матрицей переходных вероятно-

стей 𝑃 существует ее единственное положительное собственное 

значение 𝜆, которое по модулю больше всех остальных собствен-

ных значений, при этом соответствующий собственный вектор 

имеет только положительные компоненты [26]: 

(2) 𝑃𝑣 = 𝜆𝑣,  
где 𝑣 – собственный вектор, соответствующий собственному зна-

чению 𝜆 матрицы 𝑃 (используется для описания долгосрочного 

распределения или состояния равновесия модели). 

Собственный вектор 𝑣 является вектором-столбцом, т.е.  

𝑣 ∈ ℝ𝑛, где ℝ𝑛 обозначает пространство размерности 𝑛 с компо-

нентами из множества действительных чисел ℝ. Вектор 𝑣 соот-

ветствует долгосрочному распределению цепи Маркова (с точно-

стью до масштаба). Теоретические основы подобных операций 

с матрицами, а также с теорией вероятности подробно описаны 

в работах российских академиков [1, 2, 3]. 

Если сумма элементов в каждой строке матрицы 𝑃 равна еди-

нице, то 𝑃 является стохастической матрицей: 

(3) ∑ 𝑝𝑖𝑗 = 1𝑛
𝑗=1 ,   𝑖 = 1,… 𝑛.  

Матрица переходных вероятностей может быть разложена 

следующим образом: 

(4) 𝑃 = 𝛿𝑀𝐹,      
где 𝛿 – средняя рыночная ставка дисконтирования; 𝑀 = {𝑚𝑖𝑗} – 

ядро ценообразования (стохастический дисконтирующий фактор 

(SDF)) с размерностью 𝑛 × 𝑛; 𝐹 = {𝑓𝑖𝑗} – матрица истинных ве-

роятностей перехода (искомая матрица) с размерностью 𝑛 × 𝑛. 
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Обратим внимание на то, что знание 𝑃 недостаточно для од-

нозначного определения сомножителей в правой части, так как 

ядро ценообразования является неизвестной случайной величи-

ной. 

Согласно [14] ядро ценообразования 𝑀 является агентской 

предельной нормой замещения как функция от агрегированного 

потребления. Определение вектора предельных полезностей  

𝑑 = (𝑑1, . . . , 𝑑𝑛)′, где (∙)′ – символ транспонирования, позволяет 

записать формулу (4) в виде 

(5) 𝑝𝑖𝑗 = 𝛿 (
𝑑𝑗

𝑑𝑖
) 𝑓𝑖𝑗.                    

Определение матрицы 𝐷 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑑1, … , 𝑑𝑛) позволяет пред-

ставить 𝐹 следующим образом: 

(6) 𝑃 = 𝛿𝐷−1𝐹𝐷. 
Или, что эквивалентно, 

(7) 𝐹 = 𝛿−1𝐷𝑃𝐷−1. 
Используя дискретные пространства для цен состояний, 

необходимо убедиться, что отсутствуют арбитражные возможно-

сти. В модели с экзогенным потреблением отсутствие арбитража 

является простым условием существования равновесия с поло-

жительными ценами состояний. Отсутствие арбитража допу-

стимо проверять по спредам опционов: вертикальный спред, 

спред «бабочка» и календарный спред [11]. 

Поскольку 𝐹 является стохастической матрицей, то 𝐹𝑒 = 𝑒, 

где 𝑒 – вектор из единиц. В сочетании с ур. (7) получаем 

(8) 𝑃𝐷−1𝑒 = 𝛿𝐷−1𝑒. 
Тогда 𝑣 = 𝐷−1𝑒, что определяет собственный вектор мат-

рицы 𝑃 (𝑣 – определяется единственным образом при двух допу-

щениях: 𝑃 однородна по времени и неразложима); 𝜆 = 𝛿, что 

определяет собственное значение матрицы 𝑃. Было доказано, что 

если определить вектор 𝑣, содержащий обратные диагональные 

элементы 𝐷, будет получено единственное решение из (2), где 

𝜆 соответствует 𝛿. Коротко говоря, в предположении временной 

однородности и неразложимости проблема собственных значе-

ний имеет только одно положительное решение. Теорема восста-
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новления [30] была доказана, поскольку 𝑣 соответствует обрат-

ному ядру ценообразования, которое, в соответствии с отсут-

ствием арбитража, должно быть строго положительным. 

 

2.2. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ПОВЕРХНОСТИ ПОДРАЗУМЕВАЕМОЙ 

ВОЛАТИЛЬНОСТИ  

На первом этапе расчетов проводится интерполяция поверх-

ности подразумеваемой волатильности опционов в матрице сро-

ков до погашения, страйков и подразумеваемой волатильности 

(implied volatility [29]). Отметим, что сроки до погашения опцио-

нов 𝑇 приведены к годовому формату, а под страйком 𝐾 следует 

понимать цену исполнения опциона, указанную в контракте. 

Интерполированная матрица задается дискретно 12 сроками 

до погашения с долями, равными количеству месяцев в году:  

𝑇 =
1

12
,

2

12
, … , 1. Страйки в интерполированной матрице зада-

ются от исходной цены базового актива в день наблюдения от -

30% до +30% с шагом 5 п.п. Тогда интерполированная матрица 

будет иметь размерность 13 на 12. Интерполяция реализуется из 

наблюдаемой рыночной поверхности подразумеваемой вола-

тильности опционов на индекс S&P 500. Инструментом интерпо-

ляции выступает кубический сплайн, как в [6, 24]. 

После того как были подготовлены рыночные данные: зна-

чения страйков 𝐾, значения сроков до погашения 𝑇 и соответ-

ствующие им значения подразумеваемой волатильности, реали-

зуется интерполяция с использованием кубического сплайна: 

(9) 𝑆(𝐾, 𝑇) = ∑ ∑ 𝛼𝑖𝑗𝐵𝑖(𝐾)𝐷𝑗(𝑇),𝑛
𝑗=0

𝑚
𝑖=0    

где 𝐾 – массив страйков; 𝑇 – массив сроков до погашения; 𝛼𝑖𝑗 – 

коэффициенты, определяемые в ходе интерполяции; 𝐵𝑖(∙), 𝐷𝑗(∙) – 

кубические базисные функции. 

В представленном кубическом сплайне используются базис-

ные функции (кубические полиномы) вида 

(10) 𝐵𝑖(𝐾) = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖(𝐾 − 𝑘𝑖) + 𝑙𝑖(𝐾 − 𝑘𝑖)
2 + 𝑚𝑖(𝐾 − 𝑘𝑖)

3, 

(11) 𝐷𝑗(𝑇) = 𝑎𝑗 + 𝑏𝑗(𝑇 − 𝑡𝑗) + 𝑙𝑗(𝑇 − 𝑡𝑗)
2
+ 𝑚𝑗(𝑇 − 𝑡𝑗)

3
, 

где 𝑎𝑖, 𝑏𝑖, 𝑙𝑖 , 𝑚𝑖, 𝑎𝑗 , 𝑏𝑗, 𝑙𝑗, 𝑚𝑗 – коэффициенты, определяемые усло-

виями интерполяции; 𝐾 и 𝑇 – независимые переменные, значения 

которых интерполируются; 𝑘𝑖, 𝑡𝑗 – координаты точек на осях 𝑘 



 

Управление в социально-экономических системах 

235 

и 𝑡, относящихся к 𝑖-му значению страйка и 𝑗-му значению сро-

ков до погашения соответственно. 

Представленные базисные функции обладают свойствами, 

которые позволяют сплайну гладко проходить через точки дан-

ных и обеспечивать интерполяцию поверхности подразумевае-

мой волатильности [25]. 

Обозначим через 𝐼𝑉 интерполированную матрицу 

(12) 𝐼𝑉 =

[
 
 
 
𝑖𝑣1,1 𝑖𝑣1,2 ⋯ 𝑖𝑣1,12

𝑖𝑣2,1 𝑖𝑣2,2 ⋯ 𝑖𝑣2,12

⋮
𝑖𝑣11,1

⋮
𝑖𝑣11,2

⋱
⋯

⋮
𝑖𝑣11,12]

 
 
 

 ,     

где 𝑖𝑣𝑖𝑗 – интерполированная подразумеваемая волатильность 

для страйка 𝑖 и срока до погашения 𝑗 соответственно. 

Рассмотрим целесообразность использования механизма ин-

терполяции для подразумеваемой волатильности опционов вме-

сто более классических подходов для моделирования подразуме-

ваемой волатильности колл- и пут-опционов, например, с помо-

щью модели Хестона в форме системы стохастических диффе-

ренциальный уравнений (СДУ). 

Модель Хестона описывает динамику базового актива и его 

волатильности с помощью следующей системы СДУ: 

(13) 𝑑𝑆𝑡 = 𝜇𝑆𝑡𝑑𝑡 + √𝑣𝑡𝑆𝑡𝑑𝑊𝑡
1,        

(14) 𝑑𝑣𝑡 = 𝑘(𝜃 − 𝑣𝑡)𝑑𝑡 + 𝜎√𝑣𝑡𝑆𝑡𝑑𝑊𝑡
2,  

где 𝑆𝑡 – цена базового актива; 𝑣𝑡 – моментальная волатильность; 

𝑘 – скорость реверсии; 𝜃 – долгосрочное среднее; 𝜎 – волатиль-

ность волатильности; 𝑊𝑡
1,𝑊𝑡

2 – стандартные броуновские про-

цессы с корреляцией 𝜌. 

Подразумеваемая волатильность оценивается на основе 

предположений о параметрах модели, однако эмпирические ис-

следования показывают, что она не всегда способна точно пред-

сказать будущие изменения реализованной волатильности. Од-

ной из причин этого является то, что параметрические модели, 

например модель Хестона, предполагают фиксированные значе-

ния параметров (𝑘, 𝜃, 𝜎), что не всегда соответствует реальным 

рыночным условиям. Исследования, например [31], показывают, 

что наличие временной изменчивости параметров существенно 
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влияет на точность прогнозов, что делает 𝐼𝑉 менее надежным 

предиктором. 

 

2.3. РАСЧЕТ ЦЕН КОЛЛ-ОПЦИОНОВ И ПРОВЕРКА  

НА ОТСУТСТВИЕ АРБИТРАЖА 

На следующем этапе имея матрицу интерполированной по-

верхности подразумеваемой волатильности рассчитываются 

цены колл-опционов по формуле Блэка – Шоулза [9]: 

(15) 𝑐(𝐾, 𝑇) = 𝑆𝑁(𝑑1) − 𝐾𝑒−𝑟𝑇𝑁(𝑑2),    
где 𝑐 – цена колл-опциона; 𝑆 – цена базового актива; 𝑁(·) – функ-

ция стандартного нормального распределения; 𝐾 – страйк из ин-

терполированной поверхности подразумеваемой волатильности; 

𝑟 – безрисковая процентная ставка в день наблюдения; 𝑇 – срок 

до погашения из интерполированной поверхности подразумевае-

мой волатильности; 𝑑1 и 𝑑2 определяются следующим образом: 

(16) 𝑑1 =
(𝑙𝑛

𝑆

𝐾
)+(𝑟+

𝜎2

2
)𝑇

𝜎√𝑇
,         

(17) 𝑑2 = 𝑑1 − 𝜎√𝑇,                      
где 𝜎 – значение волатильности из интерполированной поверхно-

сти волатильности. 

Рассчитанные цены колл-опционов для каждого страйка i 

и срока до погашения j являются элементами матрицы 𝐶 = {𝑐𝑖𝑗}: 

(18) 𝐶 = [

𝑐11 𝑐12 ⋯ 𝑐1𝑗

𝑐21

⋮
𝑐𝑖1

𝑐22

⋮
𝑐𝑖2

⋯
⋱
⋯

𝑐2𝑗

⋮
𝑐𝑖𝑗

],        

где 𝑐𝑖𝑗 – цены колл-опционов, рассчитанные по формуле 

Блэка – Шоулза, соответствующие 𝑖-му страйку и 𝑗-му сроку до 

погашения. 

Полученная матрица цен колл-опционов 𝐶 проверяется на 

отсутствие арбитражных возможностей по трем видами спредов: 

вертикальный, «бабочка» (баттерфляй) и календарный. Следует 

отметить, что отсутствие арбитража лежит в основе современной 

теории ценообразования активов. 

Пусть имеется цена колл-опциона 𝑐𝑖𝑗 со страйком 𝐾𝑖,    

𝑖 =  1, … , 13 и сроки до погашения 𝑇𝑗,   𝑗 =  1, … , 12. 
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Тогда проверка матрицы цен опционов по вертикальному 

спреду заключается в удовлетворении следующему условию: 

(19) 0 ≤
𝑐𝑖−1,𝑗−𝑐𝑖,𝑗

𝐾𝑖−𝐾𝑖−1
≤ 1.               

Вертикальный спред по определению является длинной по-

зицией по 
1

𝐾𝑖−𝐾𝑖−1
 колл-опционам на страйке 𝐾𝑖−1 и короткой по-

зицией по 
1

𝐾𝑖−𝐾𝑖−1
 колл-опционам на страйке 𝐾𝑖. Отсюда следует, 

что выплаты по таким позиция ограничены сверху единицей, 

а снизу – нулем. Удовлетворение условию нахождения каждого 

элемента матрицы 𝐶 в пределах от 0 до 1 является проверкой на 

безарбитражность по вертикальному спреду. 

Проверка на отсутствие арбитражных возможностей по 

спреду баттерфляй реализуется в предположении об открытии 

трех позиций: длинная позиция по колл-опциону со страйком 

𝐾𝑖−1, короткая позиция по 
𝐾𝑖+1−𝐾𝑖−1

𝐾𝑖+1−𝐾𝑖
 двум колл-опционам со 

страйком 𝐾𝑖, длинной позицией по 
𝐾𝑖−𝐾𝑖−1

𝐾𝑖+1−𝐾𝑖
 колл-опционам со 

страйком 𝐾𝑖+1. Тогда проверка на безарбитражность по спреду 

баттерфляй заключается в удовлетворении условию, что стои-

мость спреда больше нуля: 

(20) 0 ≤ 𝑐𝑖−1,𝑗 − 2
𝐾𝑖+1−𝐾𝑖−1

𝐾𝑖+1−𝐾𝑖
𝑐𝑖,𝑗 +

𝐾𝑖−𝐾𝑖−1

𝐾𝑖+1−𝐾𝑖
𝑐𝑖+1,𝑗. 

Третий тест на отсутствие арбитражных возможностей про-

водится по календарному спреду. Для любого дискретного 

страйка и для любого дискретного срока до погашения необхо-

димо выполнение следующего условия: 

(21) 0 ≤ 𝑐𝑖,𝑗+1 − 𝑐𝑖,𝑗.   

Разница цен колл-опционов с ближайшими сроками до пога-

шения и одним страйком представляет собой календарный спред, 

это утверждение аналогично открытию длинной позиции по 

колл-опциону со сроком до погашения 𝑇𝑗+1 и короткой позиции 

со сроком до погашения 𝑇𝑗 при одинаковых страйках 𝐾𝑖. Отсут-

ствие отрицательной стоимости такой позиции позволяет делать 

вывод об отсутствии арбитражных возможностей в матрице цен 

колл-опционов 𝐶 [22]. 
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2.4. РАСЧЕТ МАТРИЦ ЦЕН СОСТОЯНИЙ И ПЕРЕХОДНЫХ  

ВЕРОЯТНОСТЕЙ 𝑃 

Далее следует этап вычисления матрицы состояний (state 

prices): по формуле [12] определяют функцию цен состояний 

𝜋(𝑘, 𝑡) как вторую частную производную по страйку из формулы 

Блэка – Шоулза: 

(22) 𝜋(𝐾, 𝑇) = 𝑒𝑟𝑇 𝜕2𝑐(𝐾,𝑇)

𝜕𝐾2 ,   

где 𝜋(𝐾, 𝑇) – функция цен состояний; 𝐾 – страйк колл-опциона; 

𝑇 – срок до погашения; 𝑐(𝐾, 𝑇) – функция цены колл-опциона из 

формулы Блэка – Шоулза. 

При использовании разностной аппроксимации 2-го порядка 

функция 𝜋(𝑘, 𝑡) принимает вид 

(23) 𝜋(𝐾, 𝑇) ≈ 𝑒𝑟𝑇 (𝑐(𝐾+∆𝐾,𝑇)−2𝑐(𝐾,𝑇)+𝑐(𝐾−∆𝐾,𝑇))

(∆𝐾)2
. 

Тогда матрица (𝜋) = {𝜋𝑖𝑗} будет иметь размерность 11 на 12. 

После получения матрицы состояний предстоит этап оценки 

матрицы переходных вероятностей. Для нахождения матрицы 

переходных вероятностей предстоит решить оптимизационную 

задачу. Отличительной особенностью элементов матрицы пере-

ходных вероятностей является то, что они описывают риск-

нейтральные переходные вероятности из любого состояния 

рынка в любое другое возможное состояние [19]. Таким образом, 

матрица переходных вероятностей – это цепь Маркова, где отра-

жены вероятности изменения рыночной доходности базового ак-

тива опциона [26]. 

Пусть 𝑃 – это матрица вероятностей перехода рынка из од-

ного состояния в другое, где 𝑝𝑖𝑗 обозначает вероятность перехода 

из состояния 𝑖 в состояние 𝑗. 
Поскольку оцененная ранее матрица (𝜋) имела размерность 

11 на 12, где 11 — это количество страйков, то матрица 𝑃 будет 

иметь размерность 11 на 11. Каждый элемент матрицы 𝑃 интер-

претируется как вероятность перехода базового актива опциона, 

например, индекса S&P 500 из одного значения в другое. Для 

удобства в матрице 𝑃 переведем страйки в доходности от –25% 

до +25% с шагом 5 п.п. от спот-цены финансового актива в день 

наблюдения. Тогда можно говорить, что элементы центральной 
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строки матрицы 𝑃 отражают вероятности перехода рынка из те-

кущего состояния (0%) в другие возможные дискретно заданные 

состояния [21]. 

Для решения задачи вводятся достаточные условия опти-

мальности: 

1.  Поскольку искомая матрица 𝑃 – это матрица вероятностей, 

то все элементы должны быть ограничены снизу 0, а сверху 1. 

2.  Искомая матрица 𝑃 имеет вид цепи Маркова, следова-

тельно, сумма элементов каждой строки этой матрицы должна 

быть равна 1. 

3.  Еще одно вводимое ограничение связано с унимодально-

стью. Для каждой строки 𝑖 матрицы 𝑃 вероятности перехода 

должны возрастать до диагонального элемента и убывать после, 

тогда по диагонали данной матрицы откладываются максималь-

ные значения каждой строки. 

4.  Для матрицы переходных вероятностей 𝑃 и матрицы (𝜋) 

установим ограничение на равенство центральной строки мат-

рицы 𝑃 первому столбцу матрицы (𝜋). Четвертое ограничение за-

ранее задает центральную строку матрицы 𝑃, тогда с помощью 

оптимизации необходимо найти элементы строки матрицы 𝑃 

с первой по пятую и с 7-й по 11-ю. 

Таким образом, минимизации целевой функции сводится 

к решению задачи оптимизации следующего вида: 

(24) ∑ ∑ (𝜋𝑖,𝑗−1 ∗ 𝑝𝑖𝑗 − 𝜋𝑖𝑗)
211

𝑗=2
10
𝑖=1 → min

𝑝𝑖𝑗

,  

с ограничениями 

(25) 0 ≤ 𝑝𝑖𝑗 ≤ 1,   

(26) ∑ 𝑝𝑖𝑗 = 110
𝑖=1 ,          

(27) 𝑝𝑖1 ≤ 𝑝𝑖2 ≤ ⋯ ≤ 𝑝𝑖𝑖 ≥ 𝑝𝑖(𝑖+1) ≥ ⋯ ≥ 𝑝𝑖11,  

(28) 𝑝𝑛+1

2
,𝑗

= (𝜋)1,𝑗   ∀𝑗 = 1,2,… ,11.   

Поиск минимума в рамках поставленной задачи реализуется 

с помощью алгоритма SLSQP (последовательное квадратичное 

программирование методом наименьших квадратов) в Python, 

модуль scipy.  
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2.5. ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРЕМЫ ВОССТАНОВЛЕНИЯ  

И ПОЛУЧЕНИЕ ИСТИННОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ  

ВЕРОЯТНОСТЕЙ ИНДЕКСА S&P 500 

После проведения оптимизации получаем значения искомой 

матрицы переходных вероятностей 𝑃. Пример матрицы 𝑃 пред-

ставим в результатах исследования. Применяя к матрице 𝑃 тео-

рему восстановления, вычисляем матрицу истинных переходных 

вероятностей (матрица 𝐹). 

Матрица 𝐹 также имеет размерность 11 на 11, где каждая ось 

матрицы является рыночным сценарием ожидаемой доходности 

от –25% до +25% с шагом 5 п.п. Наибольший интерес здесь пред-

ставляет центральная строка матрицы 𝐹, так как она показывает 

вероятности перехода рынка в различные состояния из нулевой 

точки (0%). Тогда центральная строка матрицы 𝐹 – это аппрокси-

мация по теореме восстановления плотности вероятности дости-

жения рынком дискретно заданных состояний доходности через 

месяц из момента времени 𝑡. Имея функцию плотности распреде-

ления, представляется возможным оценка вероятностных харак-

теристик (моментов) распределения [5]. Моменты распределения 

(математическое ожидание: , стандартное отклонение: 𝜎, асим-

метрия: 𝛾, эксцесс: 𝜉) вычисляются по известным формулам. Сле-

дует также отметить, что моменты риск-нейтрального распреде-

ления вероятностей рассчитаны аналогичным образом, где за ис-

ходные данные взята матрица 𝑃. 

2.6. ОЦЕНКА ПРЕДИКТИВНОЙ СИЛЫ ИСТИННОГО  

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ ИНДЕКСА S&P 500  

В ЗАДАЧЕ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ РЕАЛИЗОВАННОЙ  

ВОЛАТИЛЬНОСТИ 

В контексте поставленной цели повышения уровня надежно-

сти оценки ожидаемой волатильности интерес представляет ап-

проксимация значения истинного стандартного отклонения. На 

заключительном этапе исследования производится оценка влия-

ния стандартного отклонения в момент времени 𝑡 на значение ре-

ализованной волатильности в момент времени 𝑡 + 1, как в [20]. 

Формула для расчета реализованной волатильности: 
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(29) 𝑅𝑉𝑡 = √1

𝑁
∑ (𝑙𝑛 (

𝑆𝑡

𝑆𝑡−1
))

2

𝑛
𝑖=1 ,    

где 𝑅𝑉𝑡 – реализованная волатильность в момент времени 𝑡;  

𝑛 – количество наблюдений; 𝑆𝑡 – значение индекса S&P 500 

(пункты) в момент времени 𝑡. 

Оцениваемые модели представим в таблице 1. 

Таблица 1. Определение переменных используемых  

в прогностических моделях 

Используемые переменные 

Зависимая переменная: 

–  Реализованная волатильность S&P 

500 

 

𝑅𝑉𝑡+1 – реализованная волатиль-

ность, оцененная на данных ин-

декса S&P 500, частота данных – 

1 месяц 

Регрессоры: 

–  Восстановленная волатильность 

(recovered volatility) 

 

𝑅𝐸𝑉𝑡 – аппроксимация стандарт-

ного отклонения из истинного 

распределения вероятностей (мат-

рица 𝐹) 

–  Риск-нейтральная волатильность 

(risk-neutral volatility) 

𝑅𝑁𝑉𝑡 – аппроксимация стандарт-

ного отклонения из риск-

нейтрального распределения ве-

роятностей (матрица 𝑃) 

–  Показатель предпочтения  

внутристранового риска 

𝑅𝐸𝑉𝑡 –  𝑅𝑁𝑉𝑡  

Оцениваемые модели 

Модели регрессии Методы оценки 

1: 𝑅𝑉𝑡+1 = 𝛽0 + 𝛽1𝑅𝐸𝑉𝑡 + 𝜀𝑡 

Оценка МНК с применением  

коррекции Ньюи – Уэста (1) 

и Elastic Net-регрессия (2) 

2: 𝑅𝑉𝑡+1 = 𝛽0 + 𝛽1𝑅𝑁𝑉𝑡 + 𝜀𝑡 

3: 𝑅𝑉𝑡+1 = 𝛽0 + 𝛽1(𝑅𝐸𝑉𝑡 − 𝑅𝑁𝑉𝑡) + 𝜀𝑡 

4: 𝑅𝑉𝑡+1 = 𝛽0 + 𝛽1𝑅𝐸𝑉𝑡 + 𝛽2(𝑅𝐸𝑉𝑡 − 

– 𝑅𝑁𝑉𝑡) + 𝜀𝑡 

5: 𝑅𝑉𝑡+1 = 𝛽0 + 𝛽1𝑅𝑁𝑉𝑡 + 

+𝛽2(𝑅𝐸𝑉𝑡 − 𝑅𝑁𝑉𝑡) + 𝜀𝑡 
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Следует отметить, что выбор регрессионных моделей неслу-

чаен. Коррекция стандартных ошибок Ньюи – Веста является ме-

тодом улучшения оценок стандартных ошибок в случае наличия 

автокорреляции в остатках регрессионной модели [27].  

Elastic Net-регрессия в рамках процедуры оценки дополни-

тельно использует инструменты 𝐿1- и 𝐿2-регуляризации, что спо-

собствует снижению вероятности переобучения модели. В рам-

ках настоящего исследования соотношение использования 𝐿1- 

и 𝐿2-методов регуляризации определяется равными весами. 

Для оценки и сравнения качества представленных в таб-

лице 1 моделей в настоящем исследовании используются мет-

рики 𝑅2, скорректированный 𝑅2, AIC и BIC.  

Качество оцениваемых моделей будем сравнивать с базовой 

бенчмарк-моделью для прогнозирования реализованной вола-

тильности HAR-RV (гетерогенная авторегрессионная модель ре-

ализованной волатильности): 

(30) 𝑅𝑉𝑡+1 = 𝛼 + 𝛽𝑑𝑅𝑉𝑡
𝑑 + 𝛽𝑤𝑅𝑉𝑡

𝑤 + 𝛽𝑚𝑅𝑉𝑡
𝑚 + 𝜀𝑡 , 

где 𝑅𝑉𝑡
𝑑 – реализованная волатильность в день 𝑡; 𝑅𝑉𝑡

𝑤 – средняя 

реализованная волатильность за неделю; 𝑅𝑉𝑡
𝑚 – средняя реализо-

ванная волатильность за месяц. 

3. Данные 

Для расчетов используются данные о подразумеваемой вола-

тильности колл-опционов, страйках и сроках до погашения на ин-

декс S&P 500, полученные из цепочек опционов (SPX Option 

Chains). Эти данные представляют собой трехмерную функцию, 

позволяющую оценивать уровень подразумеваемой волатильно-

сти для любой пары страйка и срока до погашения, формируя по-

верхность подразумеваемой волатильности. Источник данных: 

optionsDX. Расчеты проводятся на последний торговый день каж-

дого месяца с 01.01.2010 по 01.10.2023, что составляет 163 торго-

вых дня. Выбор данных по опционам на индекс S&P 500 обуслов-

лен его высокой ликвидностью и наилучшей аппроксимацией ди-

намики финансового рынка США. 

Также в исследовании используется значение безрисковой 

ставки. В качестве безрисковой ставки рынка США используется 
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доходность по 10-летним казначейским облигациям США. Тикер 

инструмента: «^TNX», поставщик информации: Yahoo Finance. 

Для расчета реализованной волатильности применяются ис-

торические котировки индекса S&P 500.  

4. Результаты и обсуждение 

В этом разделе представлены результаты вычислений. На 

первом этапе были подготовлены данные по опционам на индекс 

S&P 500 и сформирована матрица поверхности подразумеваемой 

волатильности, где каждый элемент — это колл-опцион с опре-

делённым страйком и сроком до погашения, при среднем количе-

стве 515 опционов на вычисление. Эффективность применения 

кубического сплайна в задаче интерполяции следующая: 

Доля успешных проверок по вертикальному спреду: 98,18%. 

Доля успешных проверок по спреду баттерфляй: 90,30%. 

Доля успешных проверок по календарному спреду: 98,18%. 

Как видно по результатам, эффективность кубического 

сплайна довольно высока по всем спредам. Рассчитанные цены 

колл-опционов на индекс S&P 500 по трем выбранным видам 

спредов более чем в 90% циклов вычислений удовлетворяют 

условиям безарбитражности. 

На 31.12.2019 интерполированная поверхность подразумева-

емой волатильности на индекс S&P 500 выглядит следующим об-

разом (рис. 1). 

 
Рис. 1. Интерполированная поверхность подразумеваемой  

волатильности (дата: 31.12.2019) 
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Как видно на рис. 1, значение подразумеваемой волатильно-

сти имеет свойство увеличиваться по мере уменьшения значения 

страйка. 

После расчета матрицы цен колл-опционов на индекс S&P 

500 предстоит этап вычисления матрицы цен состояний и мат-

рицы переходных вероятностей. Интерпретацию значений в мат-

рице переходных вероятностей поясним примером: значение  

в 𝑖-й строке 𝑘-го столбца матрицы переходных вероятностей ука-

зывает на вероятность перехода доходности базового актива оп-

циона (в данном случае американского фондового индекса S&P 

500) из одного состояния в другое через 1 месяц.  

Представим вычисленные функции плотности вероятности 

(рис. 2) и функцию распределения (рис. 3) для центральных строк 

матриц истинных и риск-нейтральных вероятностей перехода 

для динамики индекса S&P 500 на 31.12.2019. 

Эти распределения позволяют аппроксимировать моменты 

распределения: математическое ожидание, стандартное отклоне-

ние, асимметрию и эксцесс. Далее представим оцененные веро-

ятностные характеристики, начиная с математического ожидания 

(рис. 4). 

 

Рис. 2. Аппроксимация восстановленной и риск-нейтральной 

плотности вероятности (дата: 31.12.2019) 
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Рис. 3. Аппроксимация восстановленной и риск-нейтральной 

функции распределения вероятностей (дата: 31.12.2019) 

 

Рис. 4. Аппроксимация восстановленного и риск-нейтрального 

математического ожидания 

По данным рис. 4 наблюдается, что восстановленное мате-

матическое ожидание доходности индекса S&P 500 имеет куда 

более нестабильную динамику, чем риск-нейтральное. Сильный 

разброс в динамике среднего значения доходности S&P 500 в слу-

чае сравнения истинной и риск-нейтральной меры связан с фак-

тором премии за риск. В определенные периоды времени риск ап-

петит инвесторов повышается, что способствует увеличению ма-
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тематического ожидания, полученного по теореме восстановле-

ния, чем в случае риск-нейтрального распределения вероятно-

стей. 

На следующем рисунке представим динамику стандартного 

отклонения (рис. 5). 

Стандартное отклонение доходности представляет собой 

меру волатильности. Из рис. 5 видно, что на всем рассматривае-

мом временном диапазоне волатильность, полученная после при-

менения теоремы восстановления выше, чем риск-нейтральная 

волатильность. Подобное расхождение в значениях волатильно-

сти является примером того, как предпочтения к риску влияют на 

нестабильность динамики финансовых активов. 

Далее отобразим динамику показателей асимметрии и экс-

цесса (рис. 6–7). 

 
Рис. 5. Аппроксимация восстановленного  

и риск-нейтрального стандартного отклонения 

 
Рис. 6. Аппроксимация восстановленной  

и риск-нейтральной асимметрии 
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Рис. 7. Аппроксимация восстановленного  

и риск-нейтрального эксцесса 

Следует отметить, что асимметрия имеет тенденцию 

к нахождению значений в отрицательной зоне, как для риск-

нейтрального, так и для истинного распределения вероятностей. 

В таком случае можно говорить, что хвосты распределения ско-

шены влево относительно пика. 

Значения эксцесса в определенные временные периоды 

имеют тенденцию к возрастанию в область положительных зна-

чений, что свидетельствует о более острых пиках и толстых хво-

стах распределения. Более толстые хвосты указывают на наличие 

ожиданий об экстремальных значениях доходности в определен-

ное время. 

Далее перейдем к рассмотрению результатов построения 

предиктивных моделей. Как было описано в методологии насто-

ящего исследования, будет производиться моделирование влия-

ния восстановленной и риск-нейтральной волатильности на зна-

чение реализованной волатильности будущего месяца. Оценка 

производится при сравнении двух моделей: оценка МНК с при-

менением коррекции Ньюи – Уэста и Elastic Net-регрессия (таб-

лица 2). 

Анализ регрессионных моделей продемонстрировал, что как 

восстановленная волатильность 𝑅𝐸𝑉𝑡, так и риск-нейтральная во-

латильность 𝑅𝑁𝑉𝑡 оказывают статистически значимое влияние на 

реализованную волатильность в следующем периоде. Оценки ко-

эффициентов для 𝑅𝐸𝑉𝑡 и 𝑅𝑁𝑉𝑡 остаются значимыми на уровне 

1% во всех моделях, что подтверждает их положительную связь 

с будущей реализованной волатильностью. 
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Сравнительный анализ предложенных моделей показал их 

превосходство над базовой моделью прогнозирования реализо-

ванной волатильности HAR-RV по точности. В частности, мо-

дели, включающие 𝑅𝐸𝑉𝑡 и 𝑅𝑁𝑉𝑡, обеспечивают более высокие 

значения скорректированного коэффициента детерминации, что 

свидетельствует о большей предсказательной способности дан-

ных факторов. HAR-RV демонстрирует скорректированный 𝑅2 

на уровне 21,1%–22,4%, тогда как лучшие модели с 𝑅𝐸𝑉𝑡 и 𝑅𝑁𝑉𝑡 

достигают значений 38,2%. 

Научно обоснованной среди предложенных моделей явля-

ется модель 1, поскольку она демонстрирует наивысшее значение 

скорректированного 𝑅2, равное 38,2%, что существенно превы-

шает результаты аналогичных исследований. Например, в работе 

[20] максимальный скорректированный 𝑅2 достигал лишь 22,3% 

при прогнозировании реализованной волатильности индекса 

S&P 500 с использованием фактора 𝑅𝐸𝑉𝑡 и оценкой модели обыч-

ным МНК. 

Следует отметить, что относительно невысокие значения 𝑅2 

объясняются длительным горизонтом прогнозирования. В дан-

ном исследовании осуществляется прогноз на месяц вперед, что 

является максимально возможным периодом предсказания для 

реализованной волатильности. Если бы прогнозирование осу-

ществлялось на более короткие временные интервалы, значения 

𝑅2 были бы выше, что соответствует закономерностям, наблюда-

емым в литературе по прогнозированию волатильности. 

Сравнение методов оценки параметров регрессионных моде-

лей указывает на превосходство Elastic Net-регрессии перед МНК 

с коррекцией Ньюи – Уэста. Данный метод позволяет учитывать 

возможную мультиколлинеарность факторов и предотвращает 

переобучение модели, что подтверждается более низкими значе-

ниями информационных критериев AIC и BIC по сравнению с 

МНК. В частности, AIC для Elastic Net составляет -1766 против -

1322 у МНК, а BIC — -1763 против -1316 соответственно. Таким 

образом, Elastic Net-регрессия представляет собой более эффек-

тивный инструмент для прогнозирования реализованной вола-

тильности, обеспечивая баланс между точностью предсказания и 

стабильностью оценок параметров модели. 
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5. Заключение 

В результате исследования подчеркивается важность тео-

ремы восстановления, предложенной Россом в 2015 году, для 

анализа рыночной волатильности. Эмпирические данные показы-

вают, что волатильность, аппроксимированная с использованием 

теоремы восстановления в сочетании с риск-нейтральной вола-

тильностью, эффективно объясняет будущую реализованную во-

латильность индекса S&P 500 на горизонте 1 месяц. 

1. Результаты подтверждают значимость теоремы восстанов-

ления и демонстрируют, что методология точно аппроксимирует 

истинные ожидания рынка и предпочтения риска. 

2. Исследование открывает новые возможности для изучения 

истинного и риск-нейтрального распределений вероятностей для 

финансовых активов, включая анализ более высоких моментов. 

Прогностическая способность переменных, полученных с ис-

пользованием теоремы, имеет практическое значение для страте-

гий портфельного управления и анализа рисков. 
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FORECASTING THE REALIZED VOLATILITY BASED 

ON INFORMATION EXTRACTED FROM THE ROSS  

RECOVERY THEOREM 
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(dmitriypatlasov@gmail.com) 

Abstract. This article discusses an approach to predicting the realized volatility of the 

S&P 500 index using data extracted from options due to the Ross recovery theorem. 

The purpose of this study is to investigate the possibility of using the indicators ob-

tained after applying the Ross recovery theorem as exogenous factors in the forecast-

ing model of realized volatility of financial instruments. The methodology used to 

achieve the research objective eliminates the need to use historical quotations of fi-

nancial assets, focusing solely on options. The paper compares the accuracy of fore-

casting realized volatility between the proposed models and the basic HAR-RV ap-

proach. Empirical results have shown that the proposed approach provides a higher 

accuracy of predictions. The approach used in the Ross recovery theorem based on 

the approximation of the distribution density function of the underlying option asset 

allows for more accurate consideration of market participants' expectations and their 

risk preferences, which can become statistically significant factors in forecasting 

models of various financial indicators. The results of the study can be used to assess 

systematic risk, predict the likelihood of corrections and crises in financial markets. 
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МАКСИМИЗАЦИЯ ЭКОНОМИИ ФИНАНСОВЫХ  
РЕСУРСОВ В РЕЗУЛЬТАТЕ БАЛАНСИРОВКИ  

ПОТОЧНОЙ ЛИНИИ СБОРКИ НА ПРЕДПРИЯТИЯХ 
ДИСКРЕТНОГО МАШИНОСТРОЕНИЯ 

Щербак А. В.1, Овчинников П. В.2, Погорелова Л. А.3 

(Южно-Российский государственный политехнический 

университет (НПИ) имени М.И. Платова, Новочеркасск) 

Савельчев П. П.4 

(АО УК «Брянский машиностроительный завод», Брянск) 

Рассматриваются вопросы расчета объема высвобождаемых финансовых ре-

сурсов, а также достижение максимального экономического эффекта по-

средством постановки математической задачи оптимизации при рациональ-

ном сочетании параметров, регулирующих течение производственных процес-

сов на сборочном производстве. Методологическую базу исследования состав-

ляют теоретические и практические данные по организации сборочного про-

изводства, экономике предприятия, математическим методам решения оп-

тимизационных задач. В рамках исследования были реализованы задачи по 

анализу особенностей функционирования поточной линии сборки; обозначены 

направления, которые обуславливают формирование высвобождения финан-

совых ресурсов в результате проведения мероприятий по оптимизации произ-

водственного процесса, а также разработаны рекомендации для формирова-

ния универсальной методики расчета суммарного экономического эффекта 

при балансировке поточной линии сборки, сформулирована задача оптимиза-

ции, направленная на максимизацию экономического эффекта при рациональ-

ном подборе контролируемых параметров работы линии сборки. Приведен об-

щий управленческий подход к балансировке линии сборочного производства. 

В результате балансировки поточной линии сборки выравнивается производ-

ственный такт, что в свою очередь обеспечивает, во-первых, снижение 

уровня межоперационных заделов в результате сопряжения технологических 

операций по производственной мощности, во-вторых, способствует сокраще-

нию производственного цикла изготовления продукции. 

Ключевые слова: ускорение оборачиваемости оборотных средств, 

управление материальными ресурсами, снижение межоперационных 
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заделов, снижение объемов незавершенного производства, оптимиза-

ция производственного процесса, максимизация прибыли. 

1. Введение 

В настоящее время при определении уровня финансовой 

устойчивости и эффективности функционирования финансового 

механизма предприятий, имеющих продолжительный по вре-

мени производственный цикл изготовления изделий, значитель-

ное внимание уделяется анализу объемов незавершенного произ-

водства.  

В общем смысле, незавершённое производство (далее 

НЗП) – продукция, не прошедшая всех стадий технологического 

процесса [10]. Как правило, предприятия, имеющие незавершён-

ное производство, относятся к таким отраслям как машинострое-

ние, легкая и пищевая промышленность, а также к другим, про-

изводство продукции на которых занимает достаточно долгий ка-

лендарный период времени. 

Оптимизация производственных запасов и уменьшение объ-

ёмов незавершённого производства играют ключевую роль в эф-

фективном управлении производством [4]. НЗП фактически 

представляет собой временно иммобилизованные финансовые 

ресурсы предприятия, поскольку не могут быть быстро превра-

щены в ликвидные финансовые инструменты. НЗП занимает су-

щественную часть оборотных активов, представляя собой одну 

из наименее ликвидных их частей. Кроме того, рост величины 

НЗП непосредственно сказывается на размерах затрат на произ-

водство продукции, а также снижению её конкурентоспособно-

сти. Уменьшение объёмов незавершённого производства в целом 

позволяет повысить экономические показатели промышленных 

предприятий. 

В настоящий момент существует достаточное количество 

инструментов и способов, позволяющих уменьшить объёмы НЗП 

на предприятиях промышленного характера [3]. В качестве тако-

вых применяют инструменты бережливого производства, осу-

ществляют модернизацию предприятий новым высокотехноло-

гичным и высокопроизводительным оборудованием, совершен-
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ствуют технологию производства изделий. Так как незавершен-

ное производство напрямую зависит от производственного цикла 

продукции, следовательно, необходимы в том числе определён-

ные организационно-технические мероприятия, направленные на 

сокращение длительности производственного цикла. Уменьше-

ние объемов НЗП должно приводить к высвобождению финансо-

вых ресурсов. Таким образом, актуальность настоящего исследо-

вания определяется тем, что для принятия управленческих реше-

ний необходимо иметь представление относительно объемов вы-

свобождаемых финансовых ресурсов в результате проведения 

оптимизационных мероприятий. Также в условиях сложившихся 

требований к ускорению развития производственных систем ру-

ководство современной российской компании должно опериро-

вать методическими рекомендациями, позволяющими оценить 

эффективность реализации мероприятий по сокращению затрат 

времени на производство продукции, с точки зрения экономии 

финансовых ресурсов [18]. 

Это, в частности, необходимо учитывать при реализации 

национальных проектов, в том числе нацпроект «Производитель-

ность труда» [8]. 

Цель исследования – разработать методические рекоменда-

ции для оценки и достижения максимального экономического 

эффекта, выражающегося в высвобождении финансовых ресур-

сов в результате сокращения длительности производственного 

цикла посредством балансировки поточной линии на сборочном 

производстве. 

Для достижения цели были поставлены и решены следую-

щие задачи: 

–  проанализированы особенности функционирования поточ-

ной линии сборки; 

–  определены основные мероприятия при проведении балан-

сировки поточной линии; 

–  выделены основные направления, которые способствуют 

снижению материальных затрат при сокращении процесса 

сборки изделий и сопряжения операций сборочного процесса по 

производственной мощности; 

–  разработаны методические рекомендации для определе-

ния экономического эффекта по определению высвобождения 
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финансовых ресурсов в результате изменений при трансформа-

ции производственного процесса сборки; 

–  сформулирована задача максимизации экономического 

эффекта в множестве заданных параметрах структурных элемен-

тов производственной системы. 

2. Методология исследования 

Основная проблема длительного производства продукции 

заключается в неравномерности производственного процесса, ко-

торая приводит к долгим перегрузкам или простоям оборудова-

ния и рабочего персонала [7]. Таким образом, целесообразно раз-

рабатывать и внедрять мероприятия, направленные на выравни-

вание производственного процесса посредством сопряжения опе-

раций по производственной мощности. Рассмотрим далее поточ-

ную линию сборки как элемент производственного процесса. Для 

линии сборки можно говорить о выравнивании такта, т.е. периода 

времени между выпусками изделий с линии. Для эффективной 

работы линии выходной такт должен соответствовать интенсив-

ности поступления изделий на линию и ритмичности перемеще-

ния на ней. Это достигается балансировкой линии, в частности – 

внедрением инструментов бережливого производства, что спо-

собствует более равномерной загрузке оборудования и рабочего 

персонала и, как следствие, обеспечивает [2]: 

1)  сокращение длительности производственного цикла про-

дукции; 

2)  рост производительности и качества продукции; 

3)  снижение затрат на производство. 

Балансировка линии сборки представляет собой процесс рас-

пределения работ между рабочими местами или участками, та-

ким образом, чтобы операторы имели приблизительно одинако-

вую рабочую загрузку, которая соответствует времени такта про-

изводства [13]. На рис. 1 выделены основные этапы баланси-

ровки поточной линии на сборочном производстве. 

Балансировка поточной линии сборки включает себя следу-

ющие этапы: 

1. Расчет необходимого времени такта. 
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Рис. 1. Алгоритм проведения балансировки  

поточной линии сборки 

2. Проведение пооперационных хронометражей и построение 

критичного пути.  

3. Расчет необходимого количества постов на линии (т.е. ра-

бочих мест либо участков, на которых выполняются определен-

ные сборочные операции).  

4. Распределение операций между постами.  

5. Расчет количества основных рабочих и загрузки линии.  

6. Формирование шаблона карт последовательности выпол-

нения операций (ПВО).  

7. Анализ загрузки рабочих на сборочной линии.  

8. Разработка возможных сценариев балансировки. 

Таким образом, балансировка поточной линии на сборочном 

производстве на всех стадиях технологического процесса посред-

ством минимизации затрат времени и ресурсов позволяет достичь 

максимальной эффективности производственного процесса, что 

ведёт к наращиванию объема производства с наименьшими за-

тратами, а также улучшению финансовых показателей предприя-

тия [1]. 

Повышение уровня сбалансированности операций на поточ-

ной линии сборки обеспечивается посредством реализации меро-

приятий по каждому из направлений, представленных в таб-

лице 1 [15]: 

Реализация мероприятий, представленных в таблице 1, обес-

печивает повышение уровня сбалансированности операций на 

поточной линии, что, в свою очередь, обуславливает особый эко-

номический эффект, формируемый за счет более рационального 

управления оборотными средствами предприятия [9]. 
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Таблица 1. Мероприятия, направленные на повышение уровня 

сбалансированности операций на поточной линии сборки 

Направление Мероприятия, способствующие повышению уровня  

сбалансированности поточной линии 

Инфраструктура 

(суммарный  

параметр 

по направлению I) 

–  загрузка рабочего в рамках одной позиции не менее 90% 

от времени такта;  

–  запуск и закрытие технологических операций сборочной 

позиции выполняются в 100% соответствии с картой ПВО;  

–  общее плановое время сборки не превышает времени 110% 

времени критичного пути;  

–  проводится непрерывный мониторинг эффективности ра-

боты оборудования;  

–  обеспечивается доступность и наглядность конструктор-

ской и технической документации;  

–  ведется учет инструмента. 

Планирование 

(суммарный  

параметр по 

направлению P) 

–  расчет годового времени такта;  

–  автоматизация формирования внутренних заказов и зада-

ний на смену;  

–  контроль фактического времени выполнения технологиче-

ских операций и сборки; 

–  автоматизированное закрытие нарядов и списание матери-

алов;  

–  анализ внеплановых простоев линии;  

–  контроль уровня незавершенного производства. 

Снабжение – 

склад – логистика  

(суммарный  

параметр по 

направлению SL) 

–  прямые поставки комплектующих на линию сборки от 

крупнейших поставщиков;  

–  формирование комплектов ТМЦ разных поставщиков на 

буферных складах заводов;  

–  формирование комплектов на складе поставщика/на терри-

тории цеха-поставщика;  

–  поставка деталей на линию в 100% соответствии с картой 

ПВО и с учетом времени проведения входного контроля;  

–  учет местонахождения комплектации в режиме реального 

времени. 

Качество  

(суммарный  

параметр по 

направлению K) 

–  соответствие компетенций и квалификации работника 

проводимым работам;  

–  контроль качества покупной продукции осуществляет про-

изводитель/поставщик;  

–  внедрение системы бездефектного производства. 
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Направление Мероприятия, способствующие повышению уровня  

сбалансированности поточной линии 

Персонал  

(суммарный пара-

метр по направле-

нию T) 

–  уровень освоения компетенций одного сотрудника в рам-

ках сборочной позиции - не менее 50%; 

–  в рамках сборочной позиции отсутствуют критичные с 

точки зрения компетенций операции; 

–  уровень внедренных предложений по улучшению для каж-

дой сборочной позиции = 2 предложения в год на 1 основного 

рабочего;  

 

Отметим тот факт, что прерывная поточная сборочная линия 

(ППСЛ) на сборочном производстве преобразуется в непре-

рывно-поточную сборочную линию (НПСЛ) [19]. Данный факт 

планируется использовать для расчета экономического эффекта 

от снижения объемов незавершенного производства и сокраще-

ния длительности производственного цикла сборки изделия.  

В результате проведения мероприятий, представленных 

в таблице 1, достигается максимальная сбалансированность опе-

раций на поточной линии сборки: длительность всех технологи-

ческих операций становится примерно равной, а также соответ-

ствует такту поточной линии.  

Рассмотрим далее общий методический подход к определе-

нию размера высвобождаемых финансовых ресурсов в резуль-

тате балансировки поточной линии сборки на примере предпри-

ятия дискретного машиностроения.  

Во-первых, при выравнивании такта поточной линии сборки 

и синхронизации смежных операций по производственной мощ-

ности минимизируются затраты на формирование межопераци-

онных заделов. Рассмотрим структурные составляющие задела 

на линии поточной сборки до и после внедрения мероприятий. 

До внедрения мероприятий по синхронизации технологиче-

ских операций, когда отсутствует кратность длительности опера-

ций такту, и для поддержания беспрерывности процесса на опе-

рациях помимо технологического, транспортного и резервного 

задела дополнительно создается межоперационный задел [6], ди-

намика которого в течение всего периода работы поточной линии 
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между смежными операциями рассчитывается следующим обра-

зом:                    

(1) 𝑍об.𝑖,𝑖+1 =
𝑇𝑗 ×𝐶𝑖

 𝑡шт.𝑖
−  

𝑇𝑗 ×𝐶𝑖+1

𝑡шт.𝑖+1
, 

где Tj – продолжительность j-го частного периода между смеж-

ными операциями при неизменном числе работающих единиц 

оборудования, мин; Сi и Сi+1 – число единиц оборудования соот-

ветственно на i-й и (i + 1)-й операциях в течение частного пери-

ода времени Тj; tшт.i и tшт.i + 1 – нормы штучного времени соответ-

ственно на i-й и на (i + 1)-й операциях технологического про-

цесса, мин. 

Для расчета экономического эффекта, который в данном слу-

чае будет выражен в экономии финансовых ресурсов на объемы 

незавершенного производства, находящихся в межоперационных 

заделах в каждый момент производственного процесса, обра-

тимся к методике, представленной в работе [5]. В общем виде 

определение среднего межоперационного задела между каждыми 

двумя смежными операциями можно представить алгоритмом, 

приведенном на рис. 2.  

На основе рассчитанных средних величин межоперацион-

ных заделов в настоящем исследовании предлагается определе-

ние экономического эффекта в результате их минимизации при 

проведении мероприятий по балансировке поточной линии 

сборки.  

Стоимостной размер среднего межоперационного задела 

между каждыми смежными операциями определяется следую-

щим образом: 

(2) МО𝑖,𝑖+1 = 𝐶𝑘𝑖  × 𝑍ср.об 𝑖, 
где Cкi – наращиваемая (кумулятивная) стоимость единицы про-

дукции на выходе с i-й операции процесса сборки изделия, руб. 

Суммарный экономический эффект при минимизации межо-

перационных заделов в результате балансировки поточной линии 

сборки представляет собой сумму стоимостного выражения сред-

них межоперационных заделов по всей технологической цепочке 

сборки изделия: 

(3) Эмо =  ∑ МО𝑖,𝑖+1
𝑛

𝑖=1
 , 

где n – количество операций сборочного процесса. 
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Рис.2. Алгоритм расчета среднего межоперационного задела 

между смежными операциями на поточной линии 

Отметим также, что в результате проведения мероприятий 

по балансировке поточной линии сборки помимо синхронизации 

операций по производственной мощности наблюдается сокраще-

ние времени процесса сборки изделия, которое формирует эконо-

мию финансовых ресурсов на основе ускорения оборачиваемости 

оборотных средств предприятия. 

Методика расчета экономической эффективности в резуль-

тате сокращения длительности производственного цикла сборки 

Исходные данные работы  

поточной линии: 

 

Нормы времени по каждой опера-

ции; 

Определение рабочих мест на ли-

нии (расчетное и принятое); 

Расчет такта поточной линии. 

 

Разработка стандарт-

плана работы поточной 

линии, который регла-

ментирует порядок об-

служивания рабочих 

мест 

Определение динамики межоперационных заделов между каж-

дыми двумя смежными операциями. Расчет производится по фор-

муле (1) по каждому периоду с неизменным числом работающих 

единиц оборудования. 

Межоперационные заделы между смежными операциями пред-

ставляются в виде графика их изменения, построенного на интер-

вале, равном анализируемому периоду работы поточной линии, – 

это так называемые эпюры межоперационных заделов. 

Расчет средней величины межоперационных заделов между каж-

дыми двумя смежными операциями: 

𝑍ср.об 𝑖 =
𝑆𝑖

𝑇0
, 

где Si – площадь эпюр оборотного задела между i-й и (i + 1)-й опе-

рациями. 

Т0 – период оборота линии, ч. 
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изделий на примере предприятия дискретного машиностроения 

представлена в работе [12]. Обобщая практические расчеты, 

представленные в вышеуказанной работе, последовательность 

действий для определения экономического эффекта в результате 

ускорения оборачиваемости оборотных средств можно предста-

вить в виде следующих этапов: 

1. Расчет входных параметров, в том числе: 

1.1. Длительность производственного цикла сборки изделия 

до и после внедрения балансировочных мероприятий (Тц, Тц’). 

1.2. Стоимость продукции по полной себестоимости (ВП). 

1.3. Нормативный фонд времени работы оборудования в те-

чение периода (Фн). 

2. Определение коэффициента оборачиваемости оборотных 

средств до и после проведения мероприятий по балансировке 

[21]: 

(4) Коб =
Фн

Тц
. 

3. Расчет на основе коэффициентов оборачиваемости потреб-

ности в оборотных средствах до и после проведения мероприятий 

по балансировке поточной линии сборки: 

(5) СОС =
ВП

Коб
 

При балансировке поточной линии сборки наблюдается со-

кращение длительности производственного цикла изготовления 

изделия. В результате за меньший период времени создается ана-

логичная прибавочная стоимость. Таким образом, экономиче-

ский эффект в результате ускорения оборачиваемости оборотных 

средств представляет собой разницу в потребности в оборотных 

средствах до и после проведения мероприятий по балансировке 

поточной линии, оцениваемый на объем продукции по полной се-

бестоимости: 

(6) Эоб =
ВП ×𝑇ц

Фн
− 

ВП ×𝑇ц′

Фн
=

ВП

Фн
 × (𝑇ц – 𝑇ц’) . 

Рис. 3 наглядно демонстрирует структурные составляющие 

каждого из обозначенных направлений при оценке экономиче-

ской эффективности мероприятий по балансировке поточной ли-

нии сборки. 
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Рис.3. Алгоритм оценки экономического эффекта  

в результате изменения длительности производственного 

цикла сборки изделия 

Экономический эффект в результате сокращения длительности 

производственного цикла и проведения мероприятий по баланси-

ровке поточной линии сборки изделия 

Высвобождение финансовых 

ресурсов за счет ускорения 

оборачиваемости оборотных 

средств (Эоб.) 

Высвобождение финансовых 

ресурсов за счет минимиза-

ции межоперационных заде-

лов между технологическими 

операциями (Эмо) 

 

Эоб =
ВП

Фн
  ×  (𝑇ц –  𝑇ц’) 

 

𝑍об𝑖,𝑖+1 =
𝑇𝑗  × 𝐶𝑖

𝑡шт.𝑖  
−  

𝑇𝑗  × 𝐶𝑖+1

𝑡шт.𝑖+1

 

Исходные данные: 

ВП – стоимость единицы продукции по полной себестоимости, руб. 

Фн – номинальный фонд рабочего времени поточной линии 

сборки, ч; 

Тц, Тц’ – длительность производственного цикла сборки до и после 

мероприятий по балансировке поточной линии; 

Tj – продолжительность j-го частного периода между смежными 

операциями при неизменном числе работающих единиц оборудова-

ния, мин; 

Сi и Сi+1 — число единиц оборудования соответственно на i-й  

и (i + 1)-й операциях в течение частного периода времени Тj; 

tшт.i и tшт.i+1 — нормы штучного времени соответственно на i-й и на 

(i + 1)-й операциях технологического процесса, мин. 
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Таким образом, потенциальный эффект от снижения объе-

мов незавершенного производства в производственном процессе 

представляет собой суммарный эффект по следующим направле-

ниям: 

1. Минимизация межоперационных заделов при баланси-

ровке поточной сборочной линии по всей цепочке технологиче-

ских операций, что выражается в абсолютном высвобождении 

финансовых ресурсов, затраченных на их формирование. 

2. Ускорение оборачиваемости при сокращении длительно-

сти производственного цикла изготовления изделия, т.е. тот же 

самый объем готовой продукции формируется за счет меньшего 

объема оборотных фондов. Экономический эффект достигается 

за счет сокращения потребности в оборотных средствах на изго-

товление аналогичного объема продукции. 

В соответствии с алгоритмом, представленным на рис. 3 сум-

марный экономический эффект вследствие реализации меропри-

ятий по балансировке сборочной линии, определяется следую-

щим образом: 

(7) Э = Эоб +  Эмо =
ВП ×Δ𝑇ц

Фн
+ ∑ МО𝑖,𝑖+1

𝑛

𝑖=1
  . 

На основании формулы (7), представляющей расчет суммар-

ного экономического эффекта от мероприятий по балансировке 

поточной линии, можно сделать вывод, что основным парамет-

ром, который влияет на его величину, является параметр сокра-

щения длительности производственного цикла (ΔТц). В свою оче-

редь, при сокращении времени производства изделия посред-

ством балансировки смежных операций также происходит сокра-

щение расходов на создание межоперационных заделов 

(∑ МО𝑖,𝑖+1
n

i=1
), которые поддерживают непрерывность про-

цесса сборки изделий. Показатели выпуска продукции (ВП) и но-

минального фонда рабочего времени (Фн) являются постоянными 

до и после проведения мероприятий. 

С целью получения максимального эффекта от мероприятий 

по балансировке поточной линии и сокращения длительности 

производственного процесса сборки изделия, возникает необхо-

димость оптимизации структурных составляющих мероприятий, 

способствующих повышению уровня сбалансированности поточ-

ной линии (изложены в таблице 1).  
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Стандартное математическое представление задач оптими-

зации имеет следующий вид: 

(8) 𝑓(𝑥) ⇒ max
𝑥∊𝑈

(min) 

где 𝑓(𝑥) – целевая функция; U – допустимое множество, заданное 

ограничениями на управляемые переменные. 

Таким образом, целевая функция суммарного экономиче-

ского эффекта (Э) при реализации мероприятий по балансировке 

поточной линии сборки должна стремиться к своему максималь-

ному значению. 

В рамках настоящего исследования задача оптимизации сво-

дится к максимизации целевой функции в множестве элементов 

каждого состояния системы, представленных в таблице 1.  

На основании таблицы 1 сформируем матрицу параметров 

по направлениям повышения уровня сбалансированности поточ-

ной линии сборки: 

(9) х = (

I1 P1 SL1 K1 T1

I2 P2 SL2 K2 T2

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
I𝑛 P𝑛 SL𝑛 K𝑛 T𝑛

) , 

где X – множество параметров каждого состояния, образуемых 

производственной системой. 

Следовательно, сокращение длительности производствен-

ного цикла (ΔТц) зависит от оптимальной комбинации парамет-

ров I, P, SL, K, T. 

Стоит отметить, что реализация мероприятий по баланси-

ровке поточной линии, представленных в таблице 1, сопровожда-

ется определенными расходами, включающими, например, за-

траты на приобретение дополнительного оборудования, привле-

чение дополнительных работников на операции, освоение персо-

налом дополнительных компетенций. 

Таким образом, вид целевой функции в рамках решения за-

дачи оптимизации в настоящем исследовании можно предста-

вить следующим образом: 

(10) 𝑓(𝑥) = (Э𝑖  − 𝐶𝑖)  ⇒ max, 
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где Эi – суммарный экономический эффект от снижения объемов 

незавершенного производства при ΔТцi; Сi – затраты на реализа-

цию мероприятий по балансировке поточной линии сборки при 

ΔТцi, i = 1, …, n. 

Дополнительно в рамках решения задачи оптимизации тре-

буется проверка следующего условия: 

(11) (𝐶𝑖)  ≤Э𝑖. 

Таким образом, для решения задачи оптимизации перспек-

тиву исследования представляют следующие направления:  

–  разработка модели по определению структуры и характера 

затрат на проведение мероприятий по балансировке поточной ли-

нии сборки; 

–  разработка модели регрессионной зависимости длительно-

сти производственного цикла от мероприятий, способствующих 

повышению уровня сбалансированности поточной линии.  

Данные направления представляют собой отдельные подза-

дачи, требующие дополнительных эмпирических наблюдений 

в условиях реального производственного процесса.   

3. Выводы и результаты 

Результаты настоящего исследования позволяют сформиро-

вать методику для определения количественных показателей эф-

фективности внедрения мероприятий по оптимизации производ-

ственного цикла продукции посредством использования инстру-

ментов бережливого производства [14], что позволит руковод-

ству производственных предприятий активно акцентировать вни-

мание на совершенствовании элементной структуры организации 

производственного процесса, а также оценивать и максимизиро-

вать финансовый результат от внедряемых производственных 

мероприятий при внедрении инструментов бережливого произ-

водства. 

Реализация мероприятий, направленных на сокращение дли-

тельности производственного цикла, напрямую взаимосвязана 

с размером экономического эффекта, получаемого при оптималь-

ном соотношении параметров мониторинга работы поточной ли-

нии сборки посредством решения задачи математической опти-
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мизации. Максимальный потенциал синергизации экономиче-

ского эффекта возможен при консолидации исследований в обла-

сти математической оптимизации параметров мониторинга и ас-

пектов энтропийного управления сборочным производством, 

рассмотренных в работе [11], что и представляет перспективу 

дальнейших исследований. 

При этом необходимо понимание оптимального сокращения 

длительности производственного цикла, дающего максимальный 

экономический эффект, что представляет собой весьма перспек-

тивное решение в условиях масштабного внедрения технологий 

искусственного интеллекта в производственные процессы [18]. 

Сокращение длительности производственного цикла позво-

ляет: 

1) снизить потребность предприятия в оборотных средствах, 

т.е. использование аналогичного объема оборотных средств поз-

воляет произвести больший объем продукции; 

2) соответственно, снижение потребности предприятия в за-

пасах позволяет уменьшить потребность в складских помеще-

ниях для хранения сырья, полуфабрикатов и незавершённого 

производства [20]; 

3) увеличить эффективность использования основных произ-

водственных фондов предприятия; 

4) снизить себестоимость и увеличить конкурентоспособ-

ность продукции; 

5) осуществлять мероприятия по модернизации основных 

производственных фондов. 

В заключение хотелось бы указать, что в рамках реализации 

национального проекта «Производительность труда», который 

успешно внедряется на отечественных предприятиях с 2019 года 

и предполагает использование инструментов бережливого произ-

водства [16] при оптимизации производственного процесса с це-

лью повышения производительности труда, разработанные 

в настоящем исследовании методические рекомендации приоб-

ретают особую актуальность, так как позволят собственнику 

наглядно оценить размер высвобождаемых финансовых ресурсов 

в результате выполненных мероприятий.  
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Abstract: The article discusses the issues of calculating the amount of financial re-

sources released, as well as achieving maximum economic effect by setting a mathe-

matical optimization problem with a rational combination of parameters regulating 

the flow of production processes in the assembly plant. The methodological basis of 

the research consists of theoretical and practical data on the organization of assembly 

production, the economics of the enterprise, and mathematical methods for solving 

optimization problems. Within the framework of the study, tasks were implemented to 

analyze the functioning of the assembly production line; the directions that determine 

the release of financial resources as a result of measures to optimize the production 

process were identified, and recommendations were developed for the formation of a 

universal methodology for calculating the total economic effect when balancing the 

assembly production line, the optimization task was formulated, aimed at maximizing 

the economic effect when rational selection of controlled parameters of the assembly 

line operation. The general management approach to balancing the assembly line is 

given. As a result of balancing the assembly line, the production cycle is leveled, 

which, in turn, ensures: firstly, a reduction in the level of interoperable gaps as a 

result of interfacing technological operations for production capacity, and secondly, 

it helps to shorten the production cycle of manufacturing products. 
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gress, optimization of the production process, profit maximization. 
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РАЗРАБОТКА И АНАЛИЗ ЭФФЕКТИВНОСТИ  
КРИТЕРИЕВ НАЛИЧИЯ ШЛАКА  

ПРИ РАЗЛИВКЕ СТАЛИ 

Полещенко Д. А.1, Коренев А. В.2 

(Старооскольский технологический институт  

им. А.А. Угарова (филиал) НИТУ «МИСИС», Старый Оскол) 

В настоящее время одной из ключевых задач в промышленности является 

обеспечение высокой эффективности производства, в том числе и в стале-

литейной отрасли. Одной из нерешенных задач в этой области в процессе 

непрерывной разливки стали является определение момента начала поступле-

ния шлака в промежуточный ковш при сливе металла из сталеразливочного 

ковша. Сравнительный анализ методов раннего распознавания шлака показы-

вает, что в настоящее время высокоэффективной системы отсечки шлака не 

существует. В данной работе для решения задачи раннего распознавания 

шлака используется именно вибрационный метод ввиду высокой информатив-

ности сигнала виброускорения. Апробируется два метода анализа сигнала 

виброускорения манипулятора защитной трубы для своевременной отсечки 

шлака и предотвращения его попадания в промежуточный ковш. Анализ ре-

зультатов апробации показывает, что наилучшую эффективность, равную 

ста процентам, обеспечивает подход, основанный на анализе спектра мощ-

ности сигнала виброускорения совместно с данными о весе плавки. Критерии 

отсечки шлака на основании дискретного вейвлет-анализа срабатывают 

в 67 % случаев, что демонстрирует их работоспособность и дает основания 

для более тщательного исследования данного метода с целью увеличения его 

эффективности. 

Ключевые слова: непрерывная разливка стали, огибающая спектра 

мощности, сигнал веса плавки, дискретный вейвлет-анализ, критерии 

отсечки шлака. 

1. Введение 

Существует три метода разливки: сверху в изложницы 

(«дождевая» разливка), разливка снизу («сифонная» разливка) и 

с использованием устройства непрерывной разливки стали. 

Наиболее распространенным на сегодняшний день является 

именно последний способ [12], при котором жидкому металлу 

придается форма прямоугольника или квадрата. 

                                           
1 Дмитрий Александрович Полещенко, к.т.н., доцент (po-dima@yandex.ru). 
2 Артем Викторович Коренев, студент магистратуры (korenev01@mail.ru). 
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Данный метод состоит из совокупности операций, одной из 

которых является процесс слива стали из сталеразливочного 

ковша. В данной операции наиболее ответственным этапом 

служит определение начала поступления шлака в промежуточ-

ный ковш [7]. 

Решение задачи своевременного закрытия шиберного за-

твора для предотвращения попадания шлака в промковш очень 

важно, так как его унос приводит к большому количеству нега-

тивных последствий.  

Во-первых, попадание шлака в промковш и затем в кри-

сталлизатор вызывает ухудшение качества стали. Во-вторых, 

шлак негативно влияет на промковш, сокращая его срок служ-

бы. В шлаке содержатся элементы, которые будут постепенно 

разрушать его футеровку. В итоге из-за эрозии огнеупорной фу-

теровки промежуточного ковша необходимо остановить разлив-

ку, чтобы устранить риск для безопасности процесса [11]. 

Но нужно также учитывать и тот факт, что преждевремен-

ное закрытие шиберного затвора приводит к тому, что в сталь-

ковше остается большая часть годного металла, которая браку-

ется вместе со шлаком [2]. 

Таким образом, металлургические предприятия несут поте-

ри в процессе непрерывной разливки стали. 

На сегодняшний день существует несколько методов обна-

ружения шлака, основанных на различных принципах. 

Например, инфракрасный метод [21] основывается на ана-

лизе инфракрасного излучения струи металла. Главным недо-

статком данного способа является тот факт, что он требует 

наличие открытой струи металла. Однако в большинстве случа-

ев поток стали защищен от окисления сливной трубой, что дела-

ет невозможным применение данного метода. 

Другим методом является косвенный расчет массы сталь-

ковша [2], который основывается на пересчете массы стали и 

шлака в уровень. Ввиду того, что в большинстве случаев по-

грешность измерения массы является большой, точность данно-

го метода низкая. 

Помимо этого разработан электромагнитный способ, кото-

рый является одним из наиболее точных на сегодняшний день 

методов. Он основывается на установке в зону потока металла 
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двух электромагнитных катушек, одна из который является из-

лучателем, другая – приемником, а поток стали – своеобразным 

сердечником [11]. Однако данный метод имеет значительный 

недостаток, который заключается в том, что чувствительные 

элементы необходимо защищать от действия повышенных тем-

ператур с помощью футеровки. 

Кроме того, все большую популярность приобретает вибра-

ционный метод раннего распознавания шлака, так как сигнал 

вибрации обладает высокой информативностью [1, 15]. Данный 

метод позволяет на основе сигнала вибрации сливной трубы за-

фиксировать момент истечения шлака. В настоящее время ве-

дутся попытки создания таких систем, например, в [10], но каче-

ство их работы остается низким. 

Таким образом, на сегодняшний день эффективность раз-

личных систем раннего распознавания является недостаточной, 

что требует дополнительных исследований с целью ее повыше-

ния.  

Все же вибрационная система определения начала истече-

ния шлака является наиболее перспективной ввиду ее преиму-

ществ, таких как высокое быстродействие и низкая стои-

мость [10]. 

2. Цель и методы исследований 

В данной работе рассматривается вибрационный метод. 

Сигналы виброускорения получены с реального промышленно-

го объекта – машины непрерывного литья заготовок.  

Вибрация создается за счет биения потока стали о шибер-

ный затвор [10]. Различная плотность стали (порядка 6,9 т/м3) и 

шлака (порядка 2,5 т/м3) приводит к снижению уровня вибрации 

при попадании последнего в струю металла [4, 16]. 

Данный факт говорит о том, что с помощью анализа уровня 

сигнала виброускорения существует возможность определить 

начало истечения шлака [3]. Снижение вибрации на некоторую 

величину и будет являться сигналом начала истечения шлака.  

Таким образом, целью исследования является разработка 

алгоритма обработки сигналов виброускорения, способного 
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своевременно выявлять снижение его амплитуды при начале 

попадания шлака в промежуточный ковш.  

Задачи исследований заключаются в модернизации крите-

риев отсечки шлака для фиксации момента его истечения, опи-

санных в [3], с применением методов: 

–  анализа спектра мощности совместно с данными веса 

плавки; 

–  дискретного вейвлет-анализа для фиксации момента исте-

чения шлака. 

Разработанный алгоритм будет внедрен в существующую 

автоматизированную систему поддержания уровня стали в про-

межуточном ковше. При начале поступления шлака в промежу-

точный ковш на основании данного алгоритма будет формиро-

ваться сигнал управления на закрытие шибера. 

3. Модернизация метода отсечки шлака 
на основании анализа спектра мощности 

В работе [3] был предложен метод отсечки шлака на осно-

вании анализа спектральной плотности мощности [20] сигнала 

виброускорения, эффективность которого составила 93%. 

В данной работе рассмотрена модернизация вышеописанно-

го метода, основанная на совместном анализе мощности сигнала 

и данных о весе плавки. Его усовершенствование будет способ-

ствовать уменьшению количества ложных срабатываний, что 

в конечном итоге позволит увеличить эффективность метода. 

Расчет спектров мощности производится на основании 

формулы (1), т.е. таким же образом, как и в работе [3]: 

(1) ,
)(

lim)(

2

1

2
2











N

n

tfni
т

N
xx ex

T

t
fS 

 

где T – период времени; N – длина сигнала x; ∆t – интервал вы-

борки в секундах. 

Спектры мощности анализируются для различных частот-

ных диапазонов (0–3000 Гц, 800–1200 Гц, 0–100 Гц). Помимо 

этого их построение также производится для различных вре-

менных интервалов, а именно за пять, десять и пятнадцать се-

кунд до ручного закрытия шибера оператором. 
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Результаты анализа показывают, что для большинства сиг-

налов снижение мощности происходит на частотах 0–100 Гц, 

что также представлено в работе [8]. 

Для данного частотного диапазона вычисляется усреднен-

ное значение мощности сигнала (см. формулу (2)): 

(2) 0

( )
( ) ,

maxf
k

xx
q i

xx

max

S i
P k

f




  

где 
qKk ,1  – номер такта, соответствующий временному от-

резку в одну секунду и содержащий 30 000 отсчетов; Kq – номер 

такта, на котором произошло ручное закрытие шибера операто-

ром; 15,1q  – число экспериментов; fmax – верхняя граница ча-

стоты, равная 100 Гц. 

Такая величина называется огибающей спектра мощности 

и вычисляется с момента отключения автоматического регули-

рования шибера и до его закрытия оператором. 

Исследование огибающих показывает, что перед закрытием 

шибера наблюдается ниспадающий тренд (см. рис. 1). 

 

Рис. 1. Огибающая спектра мощности 

В данной работе предлагается совместный анализ мощно-

сти сигнала виброускорения и данных о весе плавки с целью 

уменьшения количества ложных срабатываний разрабатывае-

мых критериев отсечки шлака. 
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Для анализа данных о весе плавки предлагается определить 

некоторый параметр, на основании которого можно будет су-

дить о начале поступления шлака в промковш.  

Данный параметр должен быть обратно пропорциональным 

весу плавки ввиду того, что вероятность поступления шлака 

в промковш увеличивается при уменьшении массы содержимого 

в стальковше. Такая величина называется коэффициентом массы. 

Ввиду особенностей съема данных для экспериментов сиг-

нал веса плавки является ступенчатым (см. рис. 2), хотя в реаль-

ности он имеет непрерывный характер. Для компенсации данно-

го эффекта формируется коэффициент приращения z, который 

может быть вычислен по формуле (3), полученной эмпириче-

ским путем: 

(3) 
( 1) , ( ) ( 1),

( )
0 иначе;

z t h m t m t
z t

   
 


 

где t – время; m – вес плавки; h – константа приращения; z(0) = 0. 

 

Рис. 2. Сигнал веса плавки 

Расчет коэффициента массы осуществляется согласно вы-

ражению (4): 

(4) ,
m

zg
r


  

где g – некоторая эмпирически определяемая константа. 

 



 

Управление техническими системами  

и технологическими процессами 

279 

3.1. РАЗРАБОТКА КРИТЕРИЕВ НАЛИЧИЯ ШЛАКА  

НА ОСНОВЕ ОГИБАЮЩЕЙ СПЕКТРА МОЩНОСТИ  

И КОЭФФИЦИЕНТА МАССЫ 

Анализ огибающих спектров мощности совместно с дан-

ными о весе плавки позволяет разработать следующие критерии 

наличия шлака.  

Критерий 1: если значение мощности снижается более, чем 

на 6,6% относительно среднего значения мощности за все время 

наблюдения, то пошел шлак (A = 1): 

(5) 

1

1

( )

1, ( ) 0,934 ,

( )

0, ( ) 0,934 .

k
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



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
 
 
 


 

где А – искомая пороговая функция; 15,1q  – число экспери-

ментов; 
qKk ,10 . 

Критерий 2: регистрируется начало поступления шлака, ко-

гда уменьшение значения текущей мощности достигает более 

5% относительно среднего за все время наблюдения при усло-

вии достижения значения коэффициента массы 0,43: 

(6) 
1

( )

1, ( ) 0,95 и 0,43,

0 иначе.

k
q

xx
jq

xx

P j

P k rA
k






   



 

Вычисление коэффициента массы производится по форму-

ле (2) для g = 3 и h = 0,002. 

Критерий 3: регистрируется начало поступления шлака, ко-

гда уменьшение значения текущей мощности достигает более 

5% относительно скользящего среднего с размером окна 

в 10 тактов при условии достижения значения коэффициента 

массы 0,44: 
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(7) 
10

( )

1, ( ) 0,95 и 0,44,
10

0 иначе.

k
q

xx
j kq

xx

P j

P k rA
 




   



 

Как и в критерии 2, вычисление коэффициента массы про-

изводится по формуле (2) для g = 3, h = 0,01. 

Критерий 4: регистрируется начало поступления шлака, ко-

гда уменьшение значения текущей мощности достигает более 

2,5% относительно скользящего среднего с размером окна 

в 10 тактов при условии достижения значения коэффициента 

массы 1,2: 

(8) 
10

( )

1, ( ) 0,975 и 1,2,
10

0 иначе.

k
q

xx
j kq

xx

P j

P k rA
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


 

Параметры h и g равны соответствующим величинам, опи-

санным в критерии 3. 

Критерий 5: регистрируется начало поступления шлака, ко-

гда текущее значение мощности снижается на величину более 

4,5% относительно скользящего среднего шириной окна 

в 10 тактов при условии, что скользящее среднее на текущем 

такте меньше среднего за все время наблюдения, а также если 

текущее значение мощности является минимальным за все вре-

мя наблюдения и последовательно уменьшается в течение по-

следних трех тактов: 

(9) 1 2 3 41, 1,

0 иначе.

R R R R
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В свою очередь расчет параметров R1, R2, R3, R4 выполняет-

ся согласно выражениям (10)–(13): 

(10) 
1

1, ( ) ( 1) ( 2) ( 3),

0 иначе.
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Результаты апробации показывают, что данные критерии 

позволяют зафиксировать момент начала истечения шлака 

во всех экспериментах, что можно увидеть в таблице 1. 

Таблица 1.  Анализ своевременности срабатывания критериев 

наличия шлака на основе огибающей спектра мощности  

и коэффициента массы 

Дата и номер 

разливки 

Активация критерия, такт 
Ручное  

закрытие 

шибера, такт 

Расхождение по кри-

терию, 

такт 

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 

03.17_1 608 – – – – 614 6 – – – – 

03.17_2 748 – – – 745 751 3 – – – 6 

03.17_3 665 – – – 667 668 3 – – – 1 

05.17_1 – – 878 – – 880 – – 2 – – 

05.17_3 1025 1025 1025 – 1026 1029 4 4 4 – 3 

05.17_4 1223 1223 1223 1222 – 1224 1 1 1 2 – 

05.17_5 1085 – – – 1084 1090 5 – – – 6 

08.17_1 – 815 – – – 817 – 2 – – – 

08.17_2 508 – – – 508 548 40 – – – 40 

08.17_3 – – 981 – – 984 – – 3 – – 

08.17_4 – – – – 564 565 – – – – 1 

09.17_1 677 – – – – 679 2 – – – – 

09.17_2 – – – 764 – 765 – – – 1 – 

09.17_3 – 807 – – – 837 – 30 – – – 

09.17_4 758 – – – 758 761 3 – – – 3 

 

Анализ результатов, представленных в таблице, свидетель-

ствует о том, что этот метод не является идеальным ввиду из-
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лишне заблаговременного срабатывания критериев в нескольких 

экспериментах (порядка 13%). Данный факт свидетельствует 

о том, что такой метод хотя и обладает высокой эффективно-

стью, однако имеет и свои недостатки. 

4. Дискретный вейвлет-анализ 

В данной работе описана апробация метода анализа сигнала 

с помощью вейвлет-преобразования. 

Основным преимуществом вейвлет-преобразования по 

сравнению с Фурье-преобразованием является тот факт, что оно 

позволяет получить частотно-временное представление сигна-

ла [14]. 

В данной работе рассматривается метод отсечки шлака на 

основе дискретного вейвлет-анализа сигнала вибрации [19]. 

Дискретное вейвлет-преобразование (ДВП) реализуется по 

следующей формуле [13, 17]: 

(14) ,)
2

2
()(

2

1
),( dt

kt
txkjDWT

j

j

j 


   

где x(t) – входной сигнал; ψ(t) – материнский вейвлет, или так 

называемая базисная вейвлет-функция. 

Расчет ψ(t) производится по формуле 

(15) ).2(
2

1
, ktj
kj    

Координаты сдвига b и масштаб a принимают вид 

(16) 2 ,jb k  

(17) .2 ja   

В основе получения ДВП сигнала х лежит использование 

высокочастотного g и низкочастотного h фильтров [5]. 

В результате получаются детализирующие коэффициенты 

(после ВЧ-фильтра) и коэффициенты аппроксимации (после НЧ-

фильтра) (см. рис. 3) [6, 9] согласно формулам  

(18) .]2[][][  
n

high nkgnxky  

(19) ,]2[][][  
n

low nkhnxky  
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где x[n] – входной сигнал; ylow[k] – выход после НЧ-фильтра;  

yhigh[k] – выход после ВЧ-фильтра. 

Причем частотный диапазон коэффициентов аппроксима-

ции и коэффициентов детализации может быть выражен через 

(20) и (21) соответственно [18]: 

(20) 
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  
 

 

где i – количество уровней декомпозиции; fs – частота дискрети-

зации. 

 

Рис. 3. Кривые значений коэффициентов детализации на данных 

одной из разливок, полученные с использованием койфлета 

Для построения используются функции: 

–  койфлет; 

–  Добеши; 

–  асимметричный вейвлет. 

Первоначально строятся кривые значений коэффициентов 

детализации на основе функции койфлета. Для этого анализи-



 

Управление большими системами. Выпуск 114 

284 

руются имеющиеся данные 15 разливок, из них выделяются от-

резки с момента отключения системы автоматического регули-

рования положения шибера до отсечки потока оператором, т.е. 

прекращения разливки (см. рис. 3).  

Для проведения сравнительного анализа подобные кривые 

строятся с использованием прочих функций вейвлет-

преобразования (асимметричный вейвлет и Добеши). Анализ 

показывает, что изменение применяемой функции вейвлет-

преобразования не дает существенного изменения в характере 

получаемого на выходе результата, поэтому далее принимается 

решение проводить исследование с использованием койфлета. 

4.1. РАЗРАБОТКА КРИТЕРИЕВ ОТСЕЧКИ ШЛАКА  

В ходе анализа графиков, получаемых на различных раз-

ливках, формируются эмпирические критерии, позволяющие 

идентифицировать ситуацию начала истечения шлака из сталь-

ковша. 

Для этого в качестве базового значения выбирается среднее 

значение сигнала, на основании которого строятся огибающие 

коэффициентов аппроксимации и детализации: 
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где 
qKk ,1  – номер такта (1 такт равен 1 с); 15,1q  – число 

экспериментов; Kq – номер такта, на котором оператор закрыл 

шибер; l – количество коэффициентов аппроксимации (детали-

зации) k-го такта; n – уровень преобразования; ,n
ky – коэффици-

енты аппроксимации (детализации) k-го такта n-го уровня пре-

образования, полученные на основании вейвлета ψ. 

Рассматриваемая частотная область выбирается в диапазоне 

0–117 Гц, при этом берется различное (8 и 9) количество ступе-

ней разложения. 

Критерии выглядят следующим образом. 

Критерий 1: регистрируется начало поступления шлака при 

условии, когда уменьшение значения ОКД восьмого уровня 
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преобразования достигает более 40% относительно среднего 

за все время наблюдения: 

(23) 

8,

18,

( )

1, ( ) 0,6 ,

0 иначе,

k
coif

q
jcoif

q

M j

M kA
k






  



 

где 8, coif

qM  – ОКД 8-го уровня преобразования на основании 

вейвлет-функции койфлет; А – пороговая функция. 

Критерий 2: регистрируется начало поступления шлака, ко-

гда уменьшение значения ОКД девятого уровня преобразования 

достигает более 50% относительно среднего за все время 

наблюдения при условии достижения значения коэффициента 

массы 0,21: 

(24) 
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где 9, coif

qM – ОКД 9-го уровня преобразования на основании 

вейвлет-функции койфлет. 

Расчет коэффициента массы производится для g = 3, 

h = 0,002. 

Полученные на данных всех разливок результаты сводятся 

в таблицу 2 с целью обобщающего анализа. 

Из представленных данных наглядно видно, что получен-

ные критерии позволяют зафиксировать начало истечения 

шлака в 67 процентах случаев, что в условиях реального про-

изводства недостаточно. В дальнейшем планируется более 

углубленное изучение данного метода с целью увеличения по-

казателя эффективности. 
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Таблица 2. Результаты срабатывания критериев отсечки  

шлака на основе анализа коэффициентов детализации вейвлет-

преобразования 

Дата  

и номер  

разливки 

Срабатывание 

критерия, такт 

Отсечка  

шлака  

оператором, 

такт 

Отклонение 

по критерию, 

такт 

1 2 1 2 

03.17_1 – 605 614 – 9 

03.17_2 749 749 751 2 2 

03.17_3 665 – 668 3 – 

05.17_1 – – 880 – – 

05.17_3 1026 1025 1029 3 4 

05.17_4 1223 – 1224 1 – 

05.17_5 1088 1086 1090 2 4 

08.17_1 – – 817 – – 

08.17_2 510 509 548 38 39 

08.17_3 – – 984 – – 

08.17_4 533 – 565 32 – 

09.17_1 674 – 679 5 – 

09.17_2 – – 765 – – 

09.17_3 – 829 837 – 8 

09.17_4 – – 761 – – 

 
5. Заключение 

В данной работе проведено исследование двух различных 

методов анализа сигнала виброускорения. 

Эффективность методов представлена в таблице 3.  

Таблица 3. Эффективность рассмотренных методов 

Наименование метода Эффективность метода, % 

Метод на основании анализа  

спектра мощности 
100 

Метод на основании дискретного 

вейвлет-анализа 
67 
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Наилучший результат показали критерии отсечки шлака, 

основанные на анализе спектра мощности сигнала виброускоре-

ния совместно с данными о весе плавки, сработавшие во всех 

экспериментах, однако в 13% случаев их срабатывание было 

излишне раннее. 

Помимо того в данной работе проведено исследование сиг-

налов виброускорения с помощью дискретного вейвлет-анализа 

совместно с данными о весе плавки, на основании которых раз-

работаны критерии отсечки шлака, эффективность которых со-

ставила порядка 67%. Это демонстрирует работоспособность 

данного метода, и в перспективе дальнейшие исследования поз-

волят увеличить его эффективность. Таким образом, станет воз-

можным его апробация в реальных промышленных условиях, 

что и является для авторов целью будущей работы. 
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Abstract: Currently, one of the key tasks in industry is to ensure high production 

efficiency, also in the steel industry. One of the unsolved problems in this area in the 

process of continuous casting of steel is the determination of the moment when slag 

begins to enter the intermediate ladle when pouring metal from the ladle. A compar-

ative analysis of methods of early slag detection shows that currently there is no 

highly effective slag cut-off system. In this paper, in order to solve the problem of 

early slag detection, the vibration method was used due to the high informativeness 

of the vibration acceleration signal. Two methods of analyzing the vibration accel-
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eration signal of the protective tube manipulator were tested for timely slag cutoff 

and preventing its entering into the intermediate ladle. Analysis of the results of 

testing showed that the best efficiency, equal to one hundred percent, was provided 

by the approach based on the analysis of the power spectrum of the vibration accel-

eration signal together with the data on the weight of the melting. Slag cutoff crite-

ria based on discrete wavelet analysis worked in 67 percent of cases, which demon-

strates their performance and gives grounds for more thorough research of this 

method in order to increase its efficiency. 

Keywords: continuous steel casting, power spectrum envelope, melting 

weight signal, discrete wavelet analysis, slag cutoff criteria. 
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ОСОБЕННОСТИ ПОСТРОЕНИЯ СГЛАЖЕННОЙ
ТРАЕКТОРИИ ПРИ НАЛИЧИИ БОЛЬШОГО ЧИСЛА

ТОЧЕК ТРАЕКТОРИИ

Макаров М. И.1 , Морозов Ю. В.2

(ФГБУН Институт проблем управления
им. В.А. Трапезникова РАН, Москва)

Представлен метод сглаживания траектории, полученной с использованием
высокочастотных данных о движении мототехники по пересечённой местно-
сти, с целью повысить точность и плавность траекторий в условиях присут-
ствия шума. Основное внимание уделено особенностям применению квинтиче-
ских В-сплайнов, которые обеспечивают высокую степень гладкости при опи-
сании траектории и предварительной фильтрации данных. В статье последо-
вательно описаны технические и математические сложности, возникающие
при реализации алгоритма на реальных данных, а также предложены методы
их преодоления. Один из таких методов — фильтрация выбросов для устра-
нения резких отклонений исходной траектории с использованием цифрового
фильтра Баттерворта. Рассмотрены и протестированы различные подходы
для работы с большим количеством точек траектории, включая разбиение
данных на отдельные перекрывающиеся окна с их последовательной сшивкой,
что значительно улучшает производительность алгоритма. Для оптимизации
вычислений также предложено использовать разреженные матрицы, эффек-
тивно работающие с большим объемом данных и занимающих существенно
меньший объем памяти компьютера по сравнению с традиционными. Эффек-
тивность предложенного подхода подтверждена на примерах, где визуализи-
рованы сглаженные траектории, полученные из зашумленных данных.

Ключевые слова: В-сплайн, GNSS-приемник, кривизна, оптимизация,
сглаживание траекторий.

1. Введение

В современном мире алгоритмы следования по маршруту иг-
рают важную роль в различных областях, начиная от навигации
беспилотных транспортных средств и заканчивая робототехни-
кой [11]. Одним из ключевых требований для успешного приме-
нения таких алгоритмов является наличие гладкой траектории,

1 Максим Игоревич Макаров, аспирант, м.н.с. (maxim.i.makarov@gmail.com).
2 Юрий Викторович Морозов, к.ф.-м.н., с.н.с. (tot1983@ipu.ru).
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которая строится на основе записанных ранее координат. Глад-
кость траектории обеспечивает плавное и предсказуемое движе-
ние, что особенно важно для обеспечения безопасности и эффек-
тивности управления.

С развитием технологий и увеличением точности измери-
тельных приборов появилась возможность получать высокоча-
стотные данные о местоположении объекта с высокой точно-
стью (до нескольких сантиметров при использовании технологии
RTK1 [8]). Данные, снятые при движении на мототехнике или
снегоциклах [4] по пересечённой местности, предоставляют уни-
кальную возможность для построения точных и детализирован-
ных траекторий, однако высокая частота записи и, как результат,
объем данных предъявляют дополнительные требования к алго-
ритмам сглаживания и обработки траекторий.

В [10–17] рассматривается построение трёхмерного покры-
тия выделенной области с помощью начального пути, пересека-
ющего поле. Такая постановка задачи о планировании пути наи-
более популярна. В рамках неё предполагается, что как минимум
один реальный проезд уже был. В [14] идёт совершенствование
данного подхода на случай наличия препятствий на поле, в том
числе новых. Данная работа рассматривает задачу «как постро-
ить этот начальный путь, чтобы он был эталонным для дальней-
шего использования». Рассматриваются методы и подходы к сгла-
живанию траекторий, полученных с помощью высокочастотных
данных. Особое внимание уделяется алгоритмам, способным эф-
фективно обрабатывать данные, записанные в условиях пересе-
чённой местности, что актуально для применения в мототехни-

1 Англ. Real Time Kinematics – режим позиционирование по измерениям ГНСС,
включающим фазовые измерения. Если удалось получить оценки вторых раз-
ностей фазовых неоднозначностей в виде целых чисел, то позиция называет-
ся фиксированной (fixed). Если позиция определяется с использованием веще-
ственных оценок фазовых неоднозначностей, то она называется плавающей
(float). Если оценки фазовых неоднозначностей не получены, то для позициони-
рования используются только кодовые измерения. Если для кодовых измерений
не вычисляются первые и вторые разности, то позиция называется автоном-
ной (standalone).
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ке. Рассматриваются также примеры практического применения
этих методов и анализ их эффективности на реальных данных.

2. Постановка задачи

Рассматривается следующая задача. Имеется набор кон-
трольных точек 𝑟𝑖 ∈ R3, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, по которым нужно по-
строить B-сплайновую аппроксимацию траектории. При этом из-
вестна ошибка измерения координат, равная 𝛿. Помимо исходно-
го набора точек также рассматриваются все возможные наборы,
которые удовлетворяют условию

|𝑟𝑖 − 𝑟𝑖| 6 𝛿.

Среди всех возможных наборов необходимо найти такой,
чтобы форма B-сплайновой кривой была оптимальной в соот-
ветствии с определённым критерием, который будет детализи-
рован далее. Кроме того, предполагается, что аппроксимируемая
кривая, будучи траекторией реального колёсного транспортно-
го средства, удовлетворяет необходимым требованиям гладкости
и ограничениям на кривизну.

3. Аппроксимация сплайном

Пространственная траектория, заданная 𝑛 контрольными
точками, в данной работе аппроксимируется квинтической1 В-
сплайновой кривой, состоящей из элементарных В-сплайнов пя-
того порядка (квинтических B-сплайнов) [6, 19]. Каждый элемен-
тарный квинтический В-сплайн строится по шести точкам следу-
ющим образом:

𝑟𝑖 (𝑡) = 𝑅𝑖MT (𝑡) , 𝑅𝑖 = 𝑟𝑖−1, 𝑟𝑖, 𝑟𝑡+1, 𝑟𝑖+2, 𝑟𝑖+3, 𝑟𝑖+4,

𝑇 (𝑡) =
[︀
1, 𝑡, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4, 𝑡5

]︀𝑇
, 𝑡 ∈ 0, 1,

1 Лат. quintus (пятый) – пятого порядка
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𝑀 = 1
120

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 5 −10 10 −5 1
5 −20 30 −20 5 0

−10 30 −30 10 0 0
10 −20 10 0 0 0
−5 5 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

По сравнению с кубическим сплайном использование сплай-
на пятого порядка позволяет учитывать и сглаживать изменение
угла наклона транспортного средства (ТС)[10].

4. Сглаживание кривизны

В данной работе предлагается усовершенствование метода,
предложенного в работе [1] путём введения B-сплайна пятого
порядка, который позволяет учитывать не только кривизну кри-
вой, но и ускорение, рывок и изменение рывка, что важно для
создания управляемых и устойчивых траекторий. Скачок пятой
производной сплайна в 𝑖-й точке записывается как

∆𝑟
(5)
𝑖 ≡𝑟(5)𝑖 − 𝑟(5)𝑖−1= 𝑟𝑖−2 − 6𝑟𝑖−1 + 15𝑟𝑖 − 20𝑟𝑖+1 + 15𝑟𝑖+2−

−6𝑟𝑖+3 + 𝑟𝑖+4.

Таким образом, для сглаживания траектории необходимо ми-
нимизировать нормы этих векторов всего сплайна. Для вариаций
всей траектории в матричном виде:

(1) 𝑆(−→𝜖1 ,−→𝜖2 ,−→𝜖3 ) =

3∑︁
𝑗=1

(−→𝑟𝑗 + −→𝜖𝑗 )𝑇𝐻(−→𝑟𝑗 + −→𝜖𝑗 ), 𝐻 = CC⊤,

(2) 𝐶 =

⎛⎜⎝ 1 −6 15 −20 15 −6 1 0 0 . . .
0 1 −6 15 −20 15 −6 1 0 . . .
...

...
...

...
...

...
...

...
...

. . .

⎞⎟⎠ ,

где 𝐶 ∈ 𝑅(𝑛−6)×𝑛.

5. Ограничения на вариацию точек

При построении гладкой траектории по данным, снятым
с ГНСС-приемника геодезического класса точности, важное зна-
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чение имеет точность отдельных точек, полученных с примене-
нием RTK. Различия в точности между Fixed, Float и Standalone
существенно влияют на необходимость варьирования точек при
сглаживании траектории.

Точки со значением Fixed обеспечивает исключительную
точность координат, обычно на уровне сантиметров. Эта вы-
сокая точность достигается благодаря использованию поправок,
передаваемых в реальном времени, что минимизирует ошибки,
вызванные атмосферными явлениями, многолучевостью сигнала
и другими факторами. Такие точки уже обладают минимальными
погрешностями и высокой степенью надежности. Следователь-
но, варьирование таких точек при построении траектории тре-
бует минимальных изменений. Избыточное варьирование может
даже ухудшить качество аппроксимации, внося дополнительные
искажения в уже точные данные. С другой стороны, данные с
точностью Float и Standalone характеризуются значительно боль-
шей погрешностью. Float имеет точность на уровне дециметров,
а Standalone – на уровне метров. Эти методы не обеспечивают та-
кой высокой устойчивости и точности координат, как RTK Fixed,
поэтому они могут быть подвержены значительному варьирова-
нию для сглаживания траектории. Для ограничения вариации то-
чек введем функционал штрафа на вариацию точек:

(3) 𝑃 (−→𝜖1 ,−→𝜖2 ,−→𝜖3 ) =

3∑︁
𝑗=1

𝛾−→𝜖𝑗 𝑇𝐷𝑗
−→𝜖𝑗 ,

где 𝛾 – положительный параметр; 𝐷𝑗 ∈ 𝑅𝑛×𝑛 – диагональная
матрица с весами, пропорциональными точности (если Fixed –
вес большой, Float и Standalone – маленький).

6. Целевой функционал

Учитывая (1) и (3), итоговый функционал для формирования
гладкой кривой принимает вид:

Φ(
−→𝜖1 ,−→𝜖2 ,−→𝜖3 ) = 1

2𝑆 (−→𝜖1 ,−→𝜖2 ,−→𝜖3 ) + 1
2𝑃 (−→𝜖1 ,−→𝜖2 ,−→𝜖3 ) .

Задача поиска гладкой кривой в итоге сходится к задаче оп-
тимизации:
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(
−→
𝜖*1 ,

−→
𝜖*2 ,

−→
𝜖*3 ) = argmin−→

𝜖*1 ,
−→
𝜖*2 ,

−→
𝜖*3

Φ(
−→
𝜖*1 ,

−→
𝜖*2 ,

−→
𝜖*3 ).

7. Обработка реальных данных

7.1. Запись данных
Для записи данных использовалась колёсно-гусеничная

платформа, приведённая на рис. 1. Движение платформы про-
изводилось на специальном бездорожном полигоне с наличием
больших и резких перепадов по высоте. В качестве записываю-
щего устройства использовался ГНСС-приёмник геодезического
класса точности фирмы Javad с использованием в качестве базо-
вой станции аналогичного приёмника, расположенного в окрест-
ности 350 метров от испытательной площадки. Полигон распо-
лагается на месте бывшего карьера, таким образом, приёмник,
установленный на движущейся платформе, находился ниже уров-
ня базовой станции, однако разность высот в процессе экспери-
мента не превышала 40 метров. На таком расстоянии и такой
разности высот можно пренебречь как ионосферными [12], так
и тропосферными эффектами, искажающими спутниковые дан-
ные, а RTK можно использовать с настройками, близкими к ре-
жиму, в котором вычисляется ориентация твёрдого тела [13].

Рис. 1. Колесно-гусеничная платформа для сбора данных
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7.2. Первичная обработка и анализ
Набор сырых данных, полученных с приёмника, отражён зе-

лёным и красным цветами на рис. 2. Если запустить предложен-
ный выше алгоритм без предварительной фильтрации на данном
наборе данных, то из-за того, что точки с точностью Float со-
держат ложные позиции, итоговая траектория получается сильно
искажена, что отображено на рис. 3, 4.

Рис. 2. Сырой набор данных, где красным цветом обозначены
выбросы, зелёным цветом – точки без выбросов, синим – набор
точек, полученных после применения фильтра Баттерворта

Отдельно необходимо заметить, что для хранения матриц 𝐶
и 𝐷 из формул (2), (3) в явном виде может потребоваться доволь-
но большой объем оперативной памяти. Так, при длительности
проезда в 12 минут и частотой записи в 100 Гц матрица 2 имеет
размер 71 994 на 72 000 с типом данных double и требует для
языка Python > 35 Gb оперативной памяти. Данное ограничение
можно обойти несколькими способами.
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Рис. 3. Результат обработки алгоритма путём разбиения
на окна длиной в 7000 точек в 3D

Рис. 4. Результат обработки алгоритма путём разбиения на
окна длиной в 7000 точек, спроецированный на плоскость XY
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– Первый из них – это разбиение исходной траектории на
окна допустимого размера с большим перекрытием. Тогда сгла-
живание запускается для каждого выделенного окна, после чего
производится сшивка с усреднением значений на перекрытиях.
Применение данного подхода отображено на рис. 3, 4, где каж-
дый цвет обозначает отдельное окно.

– Второй предполагает использование специальных раз-
реженных матриц, предоставляемых библиотекой Python
scipy.sparse. Эти матрицы не хранят большое количество
бессмысленных нулей, что существенно оптимизирует исполь-
зование оперативной памяти. На том же самом наборе данных
программой использовалось менее 3 Гб оперативной памяти.

7.3. Предварительная фильтрация
Проведём предварительное сглаживание траектории с ис-

пользованием цифрового фильтра Баттерворта пятого порядка
с частотой среза 0,01. Это очень низкочастотный фильтр: он
пропускает только очень низкие частоты, эффективно устра-
няя быстрые колебания и шумы в данных[5]. Применяемый
фильтр выполняет двунаправленную фильтрацию, что позволяет
избежать фазовых искажений, характерных для односторонней
фильтрации. В итоге получается сильно сглаженная траектория
𝑞𝑖 = 𝐿𝑃 (𝑟𝑖) , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 2.

Продифференцируем ее один раз, чтобы иметь скорость дви-
жения:

𝑤𝑖 = 𝑑𝐿𝑃 (𝑟𝑖) , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 3 = 𝐼(𝑛−3).
Так как используемый ГНСС позволяет записывать также и

скорость, поставим в соответствие множеству координат 𝑟𝑖 ∈ R3,
𝑖 = 1, . . . , 𝑛, множество векторов скорости 𝑣𝑖 ∈ R3, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,
с которой происходило движение в данной координате. Требует-
ся исключить все точки сглаженной траектории 𝑞𝑖, скорость ко-
торых превышает измеренную. Для этого находится множество
точек 𝐽 = {𝑖 ∈ 𝐼(𝑛−3), |𝑤𝑖|2 < |𝑣𝑖|2}. Затем новый набор точек
будет состоять из всех точек исходного за вычетом тех, у которых
скорость полученная дифференцированием координаты выше ре-
альной 𝑟𝑖 ∈ R3, 𝑖 ∈ 𝐽 .
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Также основываясь на рис. 2, большая ошибка содержится
в определении вертикального положения. Для фильтрации дан-
ных выбросов предлагается выбросить координаты, высота ко-
торых превышает 0,9-квантиль, рассчитанный по всем встречаю-
щимся в датасете высотам.

Рис. 5. Исходный набор точек после предварительной
фильтрации с градиентным изменением цвета от начала

траектории к концу

После данной предварительной фильтрации данных новый
набор координат содержит существенно меньшее количество
ложных точек, что видно на рис. 5.

Применим алгоритм сглаживания к новому отфильтрованно-
му набору данных. На рис. 6 и 7 показаны результаты. Как видно
из графиков, ложные значения с большой амплитудой исчезли.
С другой стороны, на траектории все равно присутствую раз-
рывы, связанные с продолжительной ложной фиксацией ГНСС-
приёмника, поэтому чтобы получить более адекватную траекто-
рию, необходимо использовать, например, расширенный фильтр
Калмана с дополнительными данными (акселерометры и гиро-
скопы), а также кинематической моделью ТС.
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Рис. 6. Сглаженная алгоритмом предварительно
отфильтрованная траектория с размером окна в 7000 точек.

Каждый цвет соответствует отдельному окну

Рис. 7. Проекция сглаженной алгоритмом предварительно
отфильтрованной траектории на ось XY с размером окна в
7000 точек. Каждый цвет соответствует отдельному окну
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Предварительный анализ данных с IMU1 на рис. 8 показы-
вает наличие сильной вибрации на данном транспортном сред-
стве при езде не по мягкому грунту, что осложняет восстанов-
ление точной ориентации данного ТС, а вместе с ней и инициа-
лизацию трёхмерной кинематической модели данного ТС. Таким
образом, дальнейшие исследования будут связаны с построени-
ем простейшей плоской моделью данного ТС, позволяющей по-
строить устойчивую модель расширенного фильтр Калмана для
движения по произвольной поверхности, использующей весь до-
ступный набор синхронизированных данных.

Рис. 8. Данные об ускорении во времени, полученные с IMU.
Синим отображены сырые данные, оранжевым цветом данные,

полученные с использованием фильтра Калмана

8. Заключение

В статье предложен метод сглаживания траектории, постро-
енной по высокочастотным данным, полученным при движе-
нии на мототехнике по пересечённой местности. Особое внима-
ние уделено достижению гладкости траектории с использовани-

1 Англ. Inertial Measurement Unit – устройство для определения угловых откло-
нений и ускорений
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ем квинтических В-сплайнов, которые позволяют минимизиро-
вать резкие колебания и обеспечить высокую точность при моде-
лировании реального пути. Для достижения лучшего результата
предложен способ фильтрации выбросов в исходном наборе дан-
ных на основе цифрового фильтра и скоростей движения. Для
подтверждения работоспособности метода был проведён экспе-
римент с использованием реальных данных большого объёма, где
метод последовательно применялся к заданной траектории. Вы-
деление активного набора данных или применение разреженных
матриц позволило сэкономить вычислительные ресурсы и выпол-
нить расчёт на персональном компьютере. Результирующая сгла-
женная траектория, представленная в виде набора окон, наглядно
демонстрирует успех предложенного подхода на рис. 6 и 7.
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Abstract: The article presents a method for smoothing the trajectory obtained using
high-frequency data on the movement of motor vehicles over rough terrain in
order to improve the accuracy and smoothness of trajectories in the presence of
noise. The main attention is paid to the features of the application of quintic B-
splines, which provide a high degree of smoothness in describing the trajectory
and preliminary data filtering. The article consistently describes the technical and
mathematical difficulties that arise when implementing the algorithm on real data,
and suggests methods for overcoming them. One of such methods is filtering outliers
to eliminate sharp deviations from the original trajectory using a digital Butterworth
filter. Various approaches for working with a large number of trajectory points are
considered and tested, including splitting the data into separate overlapping windows
with their sequential stitching, which significantly improves the performance of the
algorithm. To optimize the calculations, it is also proposed to use sparse matrices
that effectively work with large amounts of data and occupy significantly less
computer memory compared to traditional ones. The effectiveness of the proposed
approach is confirmed by examples where smoothed trajectories obtained from noisy
data are visualized.

Keywords: B-spline, GNSS receiver, curvature, optimization, trajectory
smoothing.

УДК 007.52
ББК 32.816

Статья представлена к публикации
членом редакционной коллегии Л.Б. Рапопортом.

Поступила в редакцию 31.10.2024.
Дата опубликования 31.03.2025.

306



 

Управление подвижными объектами и навигация 

307 

РАСПОЗНАВАНИЕ СЦЕН В ЗАДАЧЕ ГЛОБАЛЬНОЙ 
ЛОКАЛИЗАЦИИ МОБИЛЬНОГО РОБОТА  

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ МОДЕЛЕЙ ВЕКТОРНЫХ 
ПРЕДСТАВЛЕНИЙ ИЗОБРАЖЕНИЙ  

И ГРАФОВЫХ ПОДХОДОВ1 

Московский А. Д.2 

(НИЦ «Курчатовский институт», Москва) 

Работа посвящена задаче локализации мобильных роботов по визуальным 

семантическим данным. Центральным элементом такой задачи является 

распознавание сцен – поиск соответствия между наблюдаемыми объектами 

и объектами, нанесенными на карту местности (семантическая карта). 

Предлагаются два метода, использующие определение геометрических осо-

бенностей на наблюдаемой сцене и поиск их на карте с помощью различных 

подходов на графах. Предложенный способ определения отношений между 

объектами, использующийся в обоих методах, позволяет учитывать погреш-

ности оценки расстояний бортовыми сенсорами. Помимо использования гео-

метрических особенностей в работе также рассматривается применение 

нейросетевых моделей, которые формируют вектор признаков по изображе-

нию, тем самым позволяя определить их визуальное сходство. Визуальное 

сходство используется для нормирования и оценки результатов, полученных 

предложенными методами на основе графовых подходов. Кроме того, был 

модифицирован открытый набор данных KITTI-360 для оценки точности 

решения задач распознавания сцен. Эксперименты на полученном наборе дан-

ных продемонстрировали, что предлагаемый подход, сочетающий геометри-

ческие особенности и визуальное сходство, значительно повышает точность 

рассмотренных методов распознавания сцен. По результатм экспериментов 

сформированы некоторые рекомендации по использованию данных подходов 

на практике. 

Ключевые слова: локализация мобильных роботов, распознавание 

сцен, векторное представление изображения, теория графов. 

1. Введение 

Задача локализации в мобильной робототехнике исконно 

является одной из важнеших. Навигация мобильных устройств 

                                           
1 Работа проведена в рамках выполнения государственного задания НИЦ 

«Курчатовский институт». 
2 Антон Дмитриевич Московский, начальник группы «Системы управления», 

лаборатории робототехники (moscowskyad@yandex.ru). 
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в большинстве случаев опирается на знание о своём местополо-

жении. Для решения задачи локализации разработано большое 

количество различных методов, подходящих под те или иные 

условия. Одним из самых распространённых на сегодня сред-

ством локализации мобильного робота без средств GNSS (спут-

никовой навигации) является построение плотной карты окру-

жающей среды [29] на основе данных дальномеров, таких как 

LiDAR, а также средств получения глубины из изображений, 

например, при помощи стереозрения [23], камер со специальной 

подсветкой и нейросетевых моделей извлечения глубины. Кар-

та, построенная при помощи данных средств, представляет со-

бой трёхмерное облако точек. Из плюсов такой карты можно 

отметить то, что она достаточно подробна, в том числе и для 

того, чтобы использовать её для дальнейшей навигации, так как 

содержит информацию о препятствиях и других элементах сре-

ды. Выделяются две задачи: построение такой карты (методы 

SLAM) и локализация по готовой карте, в в том числе без 

начальных знаний о положении (global localization). 

Локализация на плотной карте происходит путём поиска 

места, где текущий скан (набор получаемых с сенсоров данных 

в момент времени) лучшим образом накладывается на данные 

карты, однако у методов, решающих данную задачу, есть ряд 

трудностей. Согласно обзору по данной тематике [26], среди 

открытых вопросов можно выделить проблематику ракурсов, 

когда лидарные данные одного и того же пространства, полу-

ченные с разных точек, имеют мало пересечений. Ещё выделя-

ются проблемы, связанные с масштабированием подходов при 

увеличении размера карты. Безусловно, размер карты имеет 

огромное значение и для поиска точки, в которой достигается 

лучшее совпадение, требуется перебрать много кандидатов 

и, разумеется, их число растёт с ростом размера карты. Другой 

проблемой является симметричность и повторяемость окруже-

ния. Зачастую здания внутри и снаружи достаточно однообраз-

ны с точки зрения геометрии: может существовать несколько 

мест, на которые полученный с сенсоров робота скан одинаково 

хорошо накладывается.  

В задачах SLAM эти проблемы решаются отслеживанием 

перемещения робота и использованием информации, получен-
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ной с предыдущих шагов. То есть на больших картах требуется 

проводить поиск нового положения лишь в небольшой области 

вокруг прошлого положения робота и т.п. Однако всё ещё суще-

ствует ряд случаев, когда требуется произвести локализацию 

«с нуля». Первый случай – это задача глобальной локализации, 

которая происходит при старте робота и когда предыдущее по-

ложение ему не известно. Также существует вероятность того, 

что метод мог ошибиться и это привело к тому, что текущие 

наблюдения с сенсоров не совпадают с положением робота на 

карте, значит, придётся пересчитывать положение заново. Также 

в литературе выделяется ситуация kidnapping – перемещение 

робота третьими лицами, когда он не в состоянии отследить 

своё смещение, а следовательно, корректно сузить пространство 

поиска. 

Таким образом, определение положения робота без началь-

ной информации является важной задачей в области локализа-

ции по плотным картам, однако затруднена такими факторами 

как симметричность, повторяемость и большими размерами 

пространства. Эта проблема может быть решена на семантиче-

ском уровне карты, так как позволяет «сузить» исследуемое 

пространство, оперируя объектами, а не облаками точек. Требу-

ется видимый роботом набор объектов сопоставить с семанти-

ческой картой, т.е. решить задачу распознавания сцены, ино-

гда также называемую задачей сопоставления данных\объектов 

(data association).  

Наличие семантической карты помимо помощи в локализа-

ции также позволяет решать ряд других задач в робототехнике. 

Например, задачи в области планирования [27], которые опира-

ются на задачи человеко-машинного взаимодействия, в том чис-

ле и на естественном [22] языке. 

Структура работы такова: в разделе 2 приведен обзор и ана-

лиз методов семантитческой локализации, в том числе 

с использованием графов для выделения геометрических осо-

бенностей, а также нейросетевых моделей для создания вектор-

ных представлений изображений и определения визуального 

сходства объектов. В разделе 3 приведена постановка задачи 

распознавания сцен и предложены два метода, основанные 

на комбинации выделения геометрических особенностей и визу-
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ального сходства объектов. Раздел 4 посвящен порядку получе-

ния данных для тестирования исследуемых методов распознава-

ния сцен и оценки их эффективности. Завершает работу раз-

дел 5, в котором приводятся результаты проведенных экспери-

ментов и их обсуждение. 

2. Обзор работ по семантической визуальной  
локализации 

Данная работа основана на использовании семантической 

карты – размеченных (с указанием класса и положения) 

в пространстве объектах. Однако стоить сказать, что несмотря 

на доминирование данного подхода в визуально-семантической 

локализации, он не является единственным. Активно исследует-

ся подход локализации в поле ключевых кадров [7], в котором 

отсутствует семантическая карта в виде объектов. В этом под-

ходе карта – набор компактных представлений окружающей 

среды, полученной по сенсорам робота. Задача локализации 

сводится в поиске наиболее похожего «кадра» на текущий и 

дальнейшее определение смещения между ними. К преимуще-

ствам такого подхода можно отнести большее «вовлечение» 

окружающей среды по сравнению с картой объектов, так как 

затрагивает еще и их окружение. Однако для данной постановки 

острее встают вопросы со сменой ракурса, процедурой картиро-

вания и модификации карты.  

Задача построения семантической карты активно исследу-

ется в наши дни [28]. Как упоминалось, задача сопоставления 

объектов решается по-разному для задач картирования и гло-

бальной локализации. Для задач картирования преимуществен-

но используются оптимизационные алгоритмы, примененные 

к данным продолжительного движения робота. Существуют 

и другие подходы, основанные на разных математических мето-

дах (например логический вывод, формальные грамматики), од-

нако в этой работе будет сделан акцент на методах, использую-

щих графовые представления, как наиболее популярном. 
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2.1. ГРАФОВЫЕ ПОДХОДЫ В ЛОКАЛИЗАЦИИ 

Подходы на основе представления данных в виде графа 

привлекательны в силу своей естественности и наработанного 

математического аппарата. Обычно как наблюдаемая сцена, так 

и семантическая карта представляются в виде графа, вершины 

которого соответствуют наблюдаемым объектам, а рёбра – от-

ношениям между объектами. Тут надо отметить, что нет едино-

го подхода к тому, как формировать подобные отношения, од-

нако так или иначе они формируются на основе евклидового 

расстояния между объектами.  

В задачах картирования (в том числе в рамках SLAM) ак-

тивно применяется семантическая информация для решения 

подзадачи закольцовывания (loop closing) – определения поло-

жения, в котором робот уже был, для исправления накопивших-

ся ошибок. Этой тематике посвящен ряд работ, в которых были 

использованы графы [13, 20, 30]. В данной постановке требуется 

найти соответствие между двумя кадрами, на которых содер-

жатся объекты.  

Задача же глобальной локализации, рассматриваемая в дан-

ной работе, подразумевает поиск соответствия между одним 

кадром и общей картой, что не позволяет использовать наработ-

ки из [13, 20, 30], однако такой постановке также посвящен ряд 

работ. Например, в работах [8, 15] используется метод случай-

ных дескрипторов для сравнения графов, а в работах [4, 16] ис-

пользуется поиск наибольшей клики на графе специального ви-

да, который отражает соответствия между двумя исходными 

графами. Этот же подход применяется в работе [24] наряду 

с другими техниками, в том числе с использованием понятия 

изоморфизма графов.  

Автором данной работы также был предложен метод распо-

знавания сцен, в основе которого лежит поиск изоморфного 

подграфа [2]. Этот же метод был расширен и для работы в усло-

виях неопределённости [3], включающих в себя ошибки первого 

и второго рода в системах распознавания объектов, а также вы-

сокие погрешности в локализации объектов. Метод сравнивался 

с методами на основе случайных дескрипторов и поиска макси-

мальной клики и показал своё преимущество в точности работы.  
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Однако все рассмотренные работы опираются исключи-

тельно на геометрические особенности наблюдаемой сцены. 

Любые два отдельно взятых объекта одного класса номинально 

идентичны друг другу с точки зрения работы методов. В то же 

время применение моделей, генерирующих векторное представ-

ление изображения, может существенно повысить качество ра-

боты методов распознавания сцен. 

2.2. МОДЕЛИ ВЕКТОРНЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ  

ИЗОБРАЖЕНИЙ 

Нейросетевые модели [25] позволяют из изображения по-

лучить вектор чисел, который обладает таким свойством, что 

векторы для визуально похожих объектов близки по некоторой 

метрике (часто – косинусному расстоянию), а для непохожих 

далеки. Такой подход позволяет сравнивать различные изобра-

жения, например, он активно используется для распознавания 

лиц. Одним из ограничений данного подхода являлось то, что 

получить универсальную модель для произвольных визуальных 

данных было проблематично и они не обладали достаточной 

точностью. Однако определённый прорыв в этом направлении 

был с введением архитектуры CLIP [21]. CLIP является приме-

ром языково-визуальной модели и одновременно обучается 

предсказывать векторы как для изображения, так и для текста, 

описывающего данное изображение. Это привело к результату, 

что такая модель очень робастна по отношению к произвольным 

визуальным данным, что позволяет её применять и в задаче ло-

кализации по естественным ориентирам. 

Работа [18] использует CLIP для задачи определения типа 

помещения. На первом этапе при помощи CLIP определяются 

объекты на входном изображении путем сравнения его вектора 

с текстовыми запросами, содержащими название объекта. Далее 

при помощи большой языковой модели по распознанным объек-

там делается предположение о типе помещения. На последнем 

этапе полученный текстовый запрос вида «фото рабочего офи-

са» сравнивается при помощи CLIP с изображением с камеры 

робота. Авторы отмечают преимущество своего подхода в том, 

что не требуется подготавливать специально обученные на 
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определённые типы изображений детекторы, ровно, как и не 

требуется заранее определять типы помещений. 

Идея напрямую использовать кодировку отдельных объек-

тов была опробована в работе [17]. Авторами была вручную 

размечена трёхмерная карта, где каждый объект задавался эл-

липсоидом и неким текстом, его описывающим, например «де-

ревянный офисный стол», который потом транслируется в век-

тор. На этапе локализации на входном изображении определя-

ются объекты и по ним также строятся векторы с помощью 

CLIP. Далее происходит процедура поиска лучших соответствий 

между двумя наборами векторов. Авторы никак не используют 

на этом этапе информацию о геометрическом соотношении объ-

ектов. В результате им приходится применять многоитерацион-

ный алгоритм определения положения камеры на основе полу-

ченных кандидатов. На не очень больших картах, размером с 

один рабочий кабинет, предложенный метод показывает прием-

лемые результаты. Авторы также планируют распространить 

свой подход на решение задачи закольцовывания.  

Таким образом, напрашивается соединение методов, рабо-

тающих по «геометрическому» принципу, и методов, позволя-

ющих определить визуальное сходство объектов путем построе-

ния их векторов.  

3. Предлагаемые подходы 

3.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Задача распознавания сцен представляет собой поиск по-

элементного соответствия между набором объектов S, что 

наблюдает робот посредством своих сенсоров (сцена), и полным 

набором объектов M – семантической картой. Каждый объект 

o характеризуется своим классом (k), положением (p) и визуаль-

ным образом (I):  

(1)  .,, IpkoS   

Визуальный образ I может представляться как одним, так и 

несколькими изображениями объекта. Требуется найти такое 

соответствие между S и M, которое бы лучшим образом отража-
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ло как взаиморасположение объектов, так и их визуальное сход-

ство, при этом сохраняя класс объекта k. 

3.2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОТНОШЕНИЙ 

Как уже упоминалось, данная работа будет использовать 

графовую абстракцию для описания множеств сцены и карты. 

Для формирования графа и добавления в него рёбер требуется 

определить так называемые отношения между объектами. 

В большинстве случаев делается это на основе расчёта евклидо-

вого расстояния между объектами и дальнейшей его интерпри-

тацией. Однако на семантической карте объект обычно характе-

ризуется положением своего центра, а на наблюдаемой сцене 

расстояние можно определить с помощью сенсоров, и зачастую 

это расстояние до видимой поверхности объекта, что часто не 

совпадает с физическим центром. Развитие систем трёхмерной 

детекции [31] по данным лидара отчасти решает такие пробле-

мы, но не для всех конфигураций сенсоров такие методы до-

ступны. Более классический подход – это определение объектов 

по двумерным изображениям и дальнейшее определение рас-

стояния до него по карте глубины или облаку точек. При таком 

подходе расстояния между объектами на карте и сцене будут 

отличаться друг от друга. В связи с этим требуется определить 

способ сравнения двух расстояний между объектами в разных 

множествах с учётом описанной специфики.  

Чтобы оценить погрешность опредления расстояния, полу-

ченного таким способом, предлагается следующий подход. По-

ложение каждого объекта в локальных координатах робота за-

даётся двумя величинами: углом на объект φ, для определения 

которого достаточно лишь изображения и параметров камеры, 

и расстояние до объекта r, получаемого при помощи сенсора 

глубины. Для определения расстояния с помощью сенсора глу-

бины, формирующего облако точек, требуется совершить пере-

вод этого облака в пространство изображения, а далее выделить 

те точки, что относятся к объекту. Для определения точек ис-

пользуется обрамляющий прямоугольник объекта или сегмен-

тационная маска, позволяющая отсеять лишние точки. Для 

определения расстояния обычно используется усреднение полу-

ченных точек, обычно в виде медианы, так как помимо усредне-
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ния требуется еще отбросить точки других объектов, случайно 

попавших в маску. Но такой подход может плохо работать для 

не сплошных и частично прозрачных объектов, где попадает 

слишком много лишних точек. Также в зависимости от формы 

объекта и ракурса, с которого объект наблюдается, медиана мо-

жет давать разное расстояние. Из-за этого имеет смысл пытаться 

определить кратчайшее расстояние до объекта и переводить его 

в центр объекта, зная примерные размеры данного объекта. Так 

как шумы за счет неточного выделения маски всё еще могут 

быть, то рекомендуется брать не минимальное расстояние, а от-

секать выбросы, например рассчитывая первый квартиль всех 

расстояний до объекта. 

Получив расстояние до ближайшей точки объекта описан-

ным способом, предлагается перевести его в расстояние до цен-

тра объекта, основываясь на знании о физических размерах тех 

или иных объектов. На заранее размеченных данных возможно 

рассчитать среднюю ошибку dr между расстоянием от робота до 

центра объекта и расстоянием до ближайшей точки, а также 

среднеквадратичное отклонение этой величины σ. Данные вели-

чины должны быть рассчитаны для каждого класса объектов. 

Имея данные значения для расстояния и угла на объект, можно 

оценить погрешность расстояния между двумя объектами, кото-

рое в свою очередь рассчитывается как 

(2) .)cos())((2)()(),( 212121
2

22
2

1121   drrdrrdrrdrrooD  

Для оценки погрешности данного значения требуется опре-

делить параметры эллипса рассеивания для каждого объекта – 

σr и σφ, т.е. значения дисперсий данных величин. Согласно [1], 

дисперсии рассчитываются следующим образом из значений 

среднеквадратический отклонений:  

(3) ,2drr   
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Далее, следуя принципу композиции нормальных законов, мож-

но рассчитать результирующий эллипс рассеивания для рассто-

яния между исходными объектами и взять радиус этого эллипса 
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по направлению рассчитываемого расстояния. Подробные вы-

кладки представлены в [1], параграф 12.8, искомая величина яв-

ляется функцией от указанных, рассчитанных ранее значений: 

(5) ).,,,,,,(),( 2121221121 DrrdrrdrrFooD    

Полученное значение предлагается использовать как при-

ближение среднеквадратичного отклонения расстояния между 

объектами, рассчитанного по входным данным (рис. 1). 

Камера

 

Рис. 1. Оценка погрешности измерения расстояния между  

двумя объектами. Синий и зелёный эллипсы –распределения  

положений объектов, оранжевый эллипс – результат  

композиции двух распределений 

Рассчитав расстояние между центрами объектами по сенсо-

рам робота и оценив его погрешность, а также имея расстояние 

между объектами с карты, предлагается использовать следую-

щую меру сравнения: 

(6) .),,(

2

2

1

21

21







 

 

rr

errp  

Такая мера нормирована на отрезок [0, 1] и учитывает по-

грешность измерений расстояний.  
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3.3. МЕТОДЫ НА ОСНОВЕ ПОИСКА ИЗОМОРФНЫХ  

ПОДГРАФОВ 

Первые итерации данного метода излагались в работах [2, 

3]. В основе метода используется алгоритм поиска изоморфного 

подграфа семейства VF [5, 6, 11]. Особенность данного семей-

ства заключается в том, что оно позволяет добавлять дополни-

тельные критерии для сравнения вершин и рёбер, например, 

позволяет учитывать разметку графов. Учёт разметки есте-

ственным образом может быть использован в задаче распозна-

вания сцен. Для семантической карты и наблюдаемой сцены 

строятся свои графы. Каждая вершина графов соответствует 

своему объекту в исходных множествах. Это соответствие мо-

жет выступать в качестве разметки вершин полученных графов: 

(7) ,)(,,:,, ovfVvSVfEVG
SS VSSVSSS   

где GS – граф сцены, состоящий из множества вершин VS и мно-

жества рёбер ES, а fVs – функция разметки, определяемая биек-

ций множества вершин в S. Аналогичным образом происходит 

для графа карты GM. 

Далее требуется определить рёбра графов и произвести их 

разметку. Цель разметки – указать близкие друг к другу рёбра, 

при этом разметка должна быть одинаковой для графа карты 

и графа сцены. Для того чтобы этого добиться, предлагается 

сначала рассчитать все попарные расстояния (2) в множестве 

сцены, разбить их на подмножества по классам объектов (воро-

та – фонарь, светофор – столб и т.п.), а далее для каждого под-

множества произвести кластеризацию. Для кластеризации пред-

лагается воспользоваться методами иерархической кластериза-

ции, использующими порог по сходству и разбивающими на 

заранее неизвестное число кластеров. Критерием кластеризации 

является расстояние (6) между двумя элементами, удовлетворя-

ющее порогу τ1: 

(8) 1( , , ) .i j i jp D D D D     

Таким образом разметка каждого ребра eij, соединяющего 

вершины vi и vj, есть тип отношения t (идентификатор подмно-

жества, построенный по парам классов объектов, соответству-

ющих вершинам) и идентификатор получившегося кластера c: 
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(9) .),,()),(( ckktvvef ji

S

oo
jiijE   

Получив кластеры и рассчитав их центроиды D̅C (среднее 

расстояние между объектами в кластере) и среднюю ошибку 

кластера σ̅DC, можно выполнить классификацию рёбер в множе-

стве карты. Для этого также считаются попарные расстояния 

в множестве карты, а далее каждое из них проверяется на при-

надлежность получившимся кластерам в соответствующем под-

множестве отношений в множестве сцены. Для классификации 

используется та же метрика (6), однако порог для классифика-

ции τ2 предлагается выбрать отличный от порога для кластери-

зации τ1 (8):  

(10) 2( , , ) .map C Cp D D D   

В таком случае возможна ситуация, в которой отношение 

с множества карты будет отнесено сразу к нескольким классам 

из множества сцены. Чтобы это учитывать, на графе карты вво-

дится свой тип разметки рёбер, который ставит ребру в соответ-

ствие тип отношения и набор идентификаторов кластеров, кото-

рым оно удовлетворяет. Все отношения, которые удовлетворяют 

хотя бы одному классу, добавляются на граф карты в виде рёбер 

с указанной разметкой: 

(11)  ( ( , )) ( , ), .
M i jE ij i j o of e v v t k k c   

Чтобы воспользоваться алгоритмом поиска изоморфного 

подграфа, требуется определить критерии сравнения вершин 

и рёбер. В случае с вершинами требуется лишь совпадения раз-

метки, т.е. идентификаторов класса объекта:  

(12) .:,
)()(

ji

vfvf

MjSi vvkkVvVv jMViSV   

В случае с рёбрами два ребра будут считаться идентичным, если 

у них совпадает тип отношения и кластер ребра сцены присут-

ствует среди набора кластеров ребра карты:  

(13)   .,:,
)()()()(

ji

efefefef

MjSi eeccttEeEe iMEiSEjMEiSE   

Реализовав эти критерии, возможно воспользоваться алго-

ритмом из семейства VF. На выходе алгоритм даст набор соот-

ветствий {f} между двумя графами удовлетворяющий постав-

ленным условиям и, разумеется, сохраняющих изоморфизм:  
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(14)   .:, MSff   

Для каждого решения из {f} требуется ввести численную 

оценку, выделив лучшие из них. Сделать это можно на основе 

степени совпадения геометрических ограничений и на основе 

степени совпадения визуальных образов. Как уже говорилось, 

задача сопоставления визуальных образов I может быть решена 

с помощью архитектур H формирующих векторное представле-

ние изображения h:  

(15) .)( hIH   

Меры схожести полученных векторов для каждой пары 

объектов могут быть рассчитаны с использованием косинусного 

расстояния:  

(16) 1 2
1 2

1 2

( , ) ,
h h

u h h
h h


  

эта метрика нормирована на отрезок [0, 1]. Также для каждой 

пары соответствий определить схожесть их расстояний по уже 

многократно использованной метрике (6). Обе полученные ме-

ры – для объектов и отношений – можно скомпоновать следую-

щим образом, получив общую степень уверенности dc для каж-

дого из полученных ответов: 

(17) 
 ,

1
( ) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))

S MS M
j ji i

i j S

o oo o

v v E
S

dc f u H I H I u H I H I
E 

  

( ( , ), ( , ), ( , )), ( ), ( ( )).
S S

S S M M S S S M

i j i j i j i V i i V ip D o o D o o D o o o f v o f f v    

Однако у предложенного метода распознавания сцен на ос-

нове поиска изоморфного подграфа есть существенное ограни-

чение. Из-за ошибок в системах распознавания на сцене могут 

быть распознаны «лишние» объекты, которые не представлены 

на семантической карте. Также такая ситуация может произойти 

ввиду изменчивости окружающей среды. Если на графе сцены 

присутствуют такие лишние объекты, то метод поиска изо-

морфных подграфов не найдёт решение. Для этого было пред-

ложено расширение метода, которое изложено в работе [3]. Ос-

новная идея состоит в добавлении в граф карты «ложных» вер-

шин. Их цель соответствовать лишним объектам на графе сце-

ны, не нарушая изоморфизм. Добавляется фиксированное число 
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ложных объектов для каждого класса, представленного в сцене. 

Число объектов зависит от качества системы распознавания и от 

того, как много ожидается ложных срабатываний на кадрах. 

Чтобы сохранять изоморфизм, к ложным вершинам проводятся 

рёбра для всех типов отношений t (9), что присутствуют на гра-

фе сцены. Разметка для ложных вершин – это также класс объ-

екта, а разметка для ложных отношений (11) сводится только 

к его типу, построенному по соединяемым объектам. Критерий 

сравнения рёбер (13) для ложных элементов учитывает только 

сравнение типов. При такой модификации графа GM в ответы {f} 

(14) будут попадать ложные ребра и отношения, для них в ре-

зультирующем коэффициенте уверенности все функции u и H, 

аргументом которых является ложный элемент, выбираются 

равным 0. Это понижает уверенность ответов с ложными эле-

ментами, однако позволяет получать решения в ситуациях с 

ложными распознаваниями. Конечно, такое, мягкое расширение 

метода приводит к увеличению времени исполнения. Общая 

схема предложенного метода представлена на рис. 2. На схеме 

используются обозначения S и M (1), GS и GM (7), f (9), u (16), 

p (8), D (2), dc (17). 

Для снижения числа расчетов, была предложена модифици-

рованная версия данного метода (рис. 3, на схеме используются 

те же обозначения, что и для рис. 2). Её отличие от ранее изло-

женной заключается в том, что вместо разбиения множеств рё-

бер на кластеры предлагается использовать критерий (10) сразу 

на этапе определения изоморфных подграфов, встроив в методы 

семейства VF. С одной стороны, это позволит быть более чув-

ствительным к сравнению рёбер, поскольку они сравниваются 

напрямую, а не посредством их классов в виде центроидов. Это 

также потребует подбора только одного параметра τ вместо 

двух. С другой стороны, может увеличиться время исполнения, 

так как процедура сравнения требует больше вычислений, что 

в том числе зависит от выбора параметров методов. Все осталь-

ные моменты, включая расчёт коэффициента уверенности (17) 

и мягкое расширение метода, аналогичны вышеописанному.  
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Рис. 2. Схема метода на основе поиска изоморфных подграфов 
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Рис. 3. Схема облегченного метода на основе поиска  

изоморфного подграфа 
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3.4. МЕТОД НА ОСНОВЕ ПОИСКА НАИБОЛЬШЕЙ КЛИКИ 

Другой метод распознавания сцен основан на процедуре 

поиска наибольшей клики и изложен в работах [4, 16]. В основе 

метода лежит построение графа специального вида, где каждая 

вершина соответствует паре объектов одного типа из множества 

карты и сцены. Две вершины такого графа соединяются ребром, 

если разница расстояний между соответствующими исходными 

объектами в своих множествах не превышает заданного порога. 

Далее для данного графа осуществляется поиск наибольшей 

клики, т.е. полносвязного подграфа максимального размера. Та-

кой подграф содержит наибольшее число геометрических пар-

совпадений между двумя исходными множествами. 

В работе [3] была предложена модификация данного метода 

с использованием предложенной меры оценки сходства рассто-

яний (6) вместо оригинального порога по разнице расстояний. 

Это добавило дополнительную «чувствительность» и позволило 

также ввести численную оценку для до этого не различимых 

вариантов ответов. По проведённым экспериментам метод пока-

зал близкие результаты с методом поиска изоморфных подгра-

фов, а также изначально адаптирован к ситуациям «лишних» 

данных в сцене.  

Учитывая плюсы этого метода, в настоящей работе также 

приводится его расширение с использованием меры схожести 

объектов, полученной при помощи нейросетевых моделей. На 

этапе расчета коэффициента уверенности полученных решений 

добавляется попарная сверка векторизованных представлений 

h (15) объектов карты и сцены, как это было предложено для 

метода на основе поиска изоморфного подграфа (17): 

(18)      , , ,

1
( ( ), ( ))

S M
i i

M S M S
i i j j C

o o

C o o o o E
C

dc G u H I H I
E

 
 

 

 ( ( ), ( )) ( ( , ), ( , ), ( , ))
S M
j jo o S S M M S S

i j i j i ju H I H I p D o o D o o D o o , 

где GC – клика, а EC множество ребер данной клики. Схема 

предложенной модификации представлена на рис. 4. На схеме 

используются обозначения S и M (1), u (16), p (8), D (2), dc (18). 
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Рис. 4. Схема модифицированного метода на основе  

поиска наибольших клик 

4. Данные для тестирования 

Исследования в области распознавания сцен затрудняются 

отсутствием специализированных открытых наборов данных, 

позволяющих проводить эксперименты и осуществлять сравне-

ние эффективности методов друг с другом. В приведённых 

в обзоре работах авторам приходится либо создавать собствен-

ные наборы данных, либо адаптировать наборы данных из 

смежных областей, например, по задаче SLAM. Среди них мож-

но выделить наборы [9, 10, 12]. Эти наборы данных предостав-

ляют траекторию, по которой следовала камера, изображения 

с неё и ряд дополнительных сенсоров, в том числе определяю-

щих расстояния до объектов, а иногда и некую семантическую 

разметку. Однако для систем распознавания сцен требуется ин-

формация о семантической карте и сопоставленная с ней раз-

метка объектов на изображениях. Поскольку о существовании 

такого набора данных неизвестно, приходится проводить руч-

ную разметку объектов на карте, что, безусловно, трудоёмко 
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и не позволяет произвести сравнение между методами, если ав-

торы не публикуют свои дополнительные изменения исходных 

наборов данных.  

В представленной работе также пришлось пойти по пути 

модификации подходящего набора данных из смежной задачи. 

Для этих целей интерес представляет набор данных KITTI-360 

[14], который, в отличие от своего популярного предшественни-

ка KITTY [9], обладает более подробной семантической размет-

кой и расширенной сенсорикой. Набор данных состоит из не-

скольких независимых проездов (именумемых далее последова-

тельностями), пронумерованных двузначными числами типа 00, 

02 и т.п. 

4.1. ПОДГОТОВКА KITTI-360 

KITTI-360 обладает трёхмерной глобальной разметкой объ-

ектов в виде параллелепипедов, которая фактически является 

готовой семантической картой, необходимой для задачи распо-

знавания сцен. Также в этом наборе данных существует двумер-

ная разметка объектов для задачи семантической сегментации 

изображений, что является готовой сценой. При этом для неко-

торых типов объектов имеется разметка экземплярной сегмен-

тации, т.е. разделение на отдельные объекты. Там, где произве-

дена экземплярная сегментация, также выполнена глобальная 

привязка к идентификатору объекта, т.е. он сохраняется от кад-

ра к кадру для одного и того же объекта. Однако эта глобальная 

идентификация никак не связана с упомянутой ранее трёхмер-

ной глобальной разметкой объектов, что не позволяет использо-

вать этот набор для задачи распознавания сцен в первозданном 

виде. Связь в идентификаторах объектов между картой и сценой 

нужна для возможности оценить точность предлагаемых мето-

дов распознавания сцен. Для решения данной проблемы и уста-

новки этого соответствия была реализована процедура сопо-

ставления (рис. 5). Стоит отметить, что предлагаемая процедура 

была выполнена для ограниченного набора объектов. Так как 

предлагаемые методы работают со статическими и компактны-

ми в пространстве объектами, то были исключены все объекты, 

помеченные как динамические, а также протяженные объекты 

классов «дорога», «тротуар», «ограждения», «забор» и другие. 
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Также был удалён класс «растительность», так как помимо под-

ходящих отдельно стоящих деревьев содержит и протяженный 

кустарник. 

П
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Рис. 5. Схема подготовки набора данных KITTI-360  

для задачи распознавания сцен 

На первом шаге трёхмерная разметка объектов переводится 

в семантическую карту посредством расчёта центров этих объ-

ектов. Далее для каждого положения камеры определяются ви-

димые объекты, на основании выбранной дальности и угла рас-

твора используемой камеры. Параллелепипеды этих объектов 

с трехмерной разметки далее проецируются в плоскость изоб-

ражения и описываются прямоугольниками со сторонами па-

раллельными границам изображения. 

Для объектов, для которых есть экземплярная сегментация, 

происходит сопоставление с полученными прямоугольниками 

при помощи классического алгоритма решения задачи о назна-

чениях Куна – Манкреса (Венгерский алгоритм) на основе кри-

терия совпадения площадей этого прямоугольника и маски объ-

екта. Для объектов без экземплярной сегментации общая маска 

класса объектов обрезается по полученному прямоугольнику. 

Полученные в результате двумерные объекты имеют общие 

с семантической картой идентификаторы, что позволяет чис-
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ленно оценить качество сопоставления в задаче распознавания 

сцен. 

На основе полученной маски определяется также расстоя-

ние до объектов по данным лидара. В данном подходе опреде-

ляются точки лидара, попавшие в маску объекта, фильтруются 

точки с низкой интенсивностью. Далее несколькими методами 

рассчитывается расстояние до объекта: определение ближайшей 

точки, среднее, медианное среднее, первый квартиль, а также 

взвешенное среднее с учетом интенсивности точек. На основе 

посчитанного сопоставления был проведен анализ ошибок для 

каждого из предложенных методов, на рис. 6 приведены резуль-

таты для некоторых объектов. 

 
Рис. 6. Значения среднего и среднеквадратичного отклонения 

для каждого способа расчёта ошибки определения расстояния 

для некоторых типов объектов из последовательности 00 

Медианное расстояние показывает меньшую ошибку, одна-

ко у первого квартиля меньше среднеквадратичное отклонение, 

поэтому далее в работе во всех экспериментах использовался 

данный метод расчёта расстояния до объектов. Помимо рассто-

яния до объектов определяются углы на него, используя центр 

обрамляющего прямоугольника, который описывает получен-

ную маску объекта. Для углов также происходит расчёт ошибок, 
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однако ввиду симметричности средняя ошибка выбирается рав-

ной нулю. 

Также на основе обрамляющих прямоугольников и маски 

подготавливается изображение для входа на графический коди-

ровщик CLIP [32] . Все пиксели обрамляющего прямоугольника, 

не попавшие в маску, закрашиваются нейтральным серым цве-

том, так как случайно попавшие другие объекты могут дать свой 

отрицательный вклад в результирующий вектор. Для семанти-

ческой карты вектор объекта рассчитывается как среднее среди 

всех векторов этого объекта со всех сцен.  

Объекты, попавшие в сцену, но имеющие малую площадь 

маски или малое число точек лидара, удаляются как ненадёж-

ные. На финальном шаге полученная семантическая карта очи-

щается от объектов, которые не были замечены ни на одной из 

сцен. Полученные таким образом данные, а также скрипт, их 

генерирующий, доступны онлайн [33]. 

Набор KITTI-360 включает себя девять разных последова-

тельностей данных, отличающихся продолжительностью и раз-

мером карты, окружением (город\пригород) и характером дви-

жения (возвращение в ту же точку, движение в обратную сторо-

ну и т.п.). Описанная процедура сопоставления семантических 

данных была выполнена для каждой из последовательностей.  

4.2. РАЗБИЕНИЕ НА ПОДКАРТЫ 

Предлагаемые алгоритмы, описанные в работе, так или 

иначе основаны на методах из теории графов, которые традици-

онно относятся к классу NP-полных задач; это касается как по-

иска максимальной клики, так и поиска изоморфных подграфов. 

Ввиду экспоненциальной зависимости между временем испол-

нения и количеством объектов на исходном графе целесообраз-

но будет разбить исходную карту на кластеры (подкарты) и 

производить распознавания сцен на них. Также, имея подкарты, 

есть возможность обрабатывать их параллельно, что тоже уско-

рит время исполнения. Проблемой является наличие сцен, объ-

екты которых будут иметь истинное соответствие в разных под-

картах, что может привести к падению точности вблизи границ 

карт. Чтобы этого избежать, предлагается разбивать на подкар-
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ты с пересечениями такого размера, чтобы объекты сцены цели-

ком попадали в одну из подкарт.  

Для реализации такого разбиения выполняются следующие 

шаги (рис. 7): 

1. Производится начальная иерархическая кластеризация 

объектов карты. Число кластеров определяется на основе жела-

емого размера подкарты. Определяются центроиды кластеров. 

2. Для каждого кластера рассчитываются диаграммы 

направленности. С некоторым шагом вокруг центроида опреде-

ляются секторы и для каждого сектора выбирается наиболее 

удаленный от центроида объект и рассчитывается расстояние до 

него. 

3. Далее все полученные расстояния увеличиваются на рабо-

чую дальность сенсора дистанции, например, лидара или сте-

реокамеры.  

4. Все объекты других начальных кластеров, попавшие 

в расширенный сектор, добавляются к текущему. 

 

Рис. 7. Пример разделения на подкраты последовательно-

сти 09. 1 – начальная кластеризация и определение центроидов; 

2 – построение диаграмм направленности; 3 – расширение  

диаграмм направленности; 4 – добавление новых объектов 

к одному из кластеров 

5. Эксперименты 

5.1. МЕТОДЫ И КРИТЕРИИ ТОЧНОСТИ 

На полученном наборе данных сравнивались следующие 

методы: 
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 оригинальный метод на основе поиска изоморфного под-

графа (sig), описанный в работе [3], и предлагаемое расширение 

метода с использованием CLIP-архитектуры (sig_clip); 

 облегчённый вариант метода sig_clip (sig_lite_clip) и его 

мягкое расширение с одним ложным объектом каждого типа 

(sig_lite_soft1_clip);  

 методы на основе поиска максимальной клики: реализа-

ция, выполненная по оригинальной работе [4] (mc), предлагае-

мая модификация из работы [3] (mc+) и предлагаемая модифи-

кация из текущей работы с использованием CLIP (mc+_clip); 

 метод без использования геометрической информации 

CLIP-Loc из работы [17] (clip_loc). Для данного метода был вве-

ден критерий оценки решений как среднее сходства полученных 

соотвествий (16). 

Все сторонние исследуемые методы были реализованы ав-

тором лично по описаниям из соответствующих работ ввиду 

отсутствия их открытой реализации. Реализация методов вы-

полнялась на языке Python и не является максимально оптими-

зованной с точки зрения времени исполнения, однако все дей-

ствия с графами, являющиеся достаточно ресурсоёмкими про-

цедурами, были взяты или реализованы с помощью библиотеки 

igraph [34]. 

Основной задачей данной работы было исследовать разни-

цу в подходах к задаче распознавания сцен, т.е. замерить точ-

ность сопоставления объектов исходной сцены к карте, хотя 

обычно в литературе исследуется более общая задача и произ-

водится процедура локализации. Но поскольку в этом случае 

работают сразу два метода – распознавания сцен и локализации 

по видимым объектам, то вклад каждого метода в отдельности 

сложно оценить.  

Зная из набора данных истинное соотношение f’: S  M, 

в ходе проведения экспериментов замерялись следующие кри-

терии для полученного набора соотвествий {f} (14), выдаваемо-

го исследуемыми методами:  

– доля лучшего ответа (rate) – отношение правильно 

найденных соотношений между сценой и картой к размеру сце-
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ны в ответе с наивысшем коэффициентом уверенности (17), 

(18); иллюстрирует число верных соотвествий в лучшем ответе; 

– счёт (score) – величина, обратно пропорциональная номе-

ру полностью верного ответа среди всех полученных ответов, 

упорядоченных по убыванию коэффициента уверенности (17), 

(18). В случае отсутствия верного ответа равен 0; иллюстрирует 

позицию верного ответа в общем множестве; 

– степень (degree) ответа – четыре величины, показывающие 

распределение ответов между категориями полностью верный 

ответ (super true) – ответ с единичным счётом; имеется верный 

ответ (has true) – ответ с не нулевым и не единичным счётом; 

нет результата (no result) – нулевой счёт при отсутствии отве-

тов, и нет верного результата (wrong) – нулевой счёт при 

наличии ответов, т.е. полностью верного ответа нет в списке от-

ветов, иллюстрирует общее распределение полученных ответов; 

– время работы методов. В поставленных экспериментах 

время работы было ограничено сверху 120 секундами.  

Ограничение по времени было выбрано из тех соображе-

ний, что задача глобальной локализации достаточно редко про-

изводится: в начале работы и в проблемные моменты, поэтому 

можно выделить намного больше времени, чем обычно требует-

ся от непрерывных систем локализации, вынужденных работать 

с субсекундным временем. Также данное органичение было вы-

брано ввиду большого количества данных, требующих обработ-

ки. Если метод превышал данный порог, то его доля и счёт по-

лагались равными нулю, а степень принимала значение нет ре-

зультата. 

Данные критерии оченки точности были введены, чтобы 

показать с разных сторон способность методов находить пра-

вильные решения, пусть и не отмеченные как лучшие. Эта спо-

собность интересна тем, что лучшие результаты задачи распо-

знавания сцен обычно проходят верификацию дополнительны-

ми методами, позволяющими отсеять неверные решения по раз-

личным критериям, и введенные метрики позволят определить, 

какие методы лучше использовать и сколько гипотез стоит вы-

брать. 
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5.2. ПОСТАНОВКА ЭКСПЕРИМЕНТА 

Поскольку все методы имеют ряд настраиваемых парамет-

ров, влияющих как на точность, так и на время исполнения, то 

проводилась оптимизация параметров на отобранном наборе из 

100 сцен средством optuna [35]. Отобранный набор из последо-

вательности 02 содержал сцены размером от двух до двенадцати 

объектов в равной пропорции, т.е. по десять каждого вида. Оп-

тимизация длилась 100 шагов и максимизировался введёный 

критерий доли (rate) полученного ответа и одновременно мини-

мизировалось время работы алгоритма. Полученные параметры 

методов использовались во всех дальнейших экспериментах.  

В поставленных экспериментах объекты «строение» и «га-

раж» были исключены, так как используемый метод локализа-

ции объектов даёт слишком высокую погрешность для данных 

классов (рис. 6). Важно отметить, что были оставлены все типы 

припаркованных транспортных средств («автомобиль», «грузо-

вик», «велосипед» и т.п.) с целью увеличения среднего числа 

объектов на сценах. Конечно, в реальном использовании невоз-

можно опираться на эти типы объектов при составлении семан-

тических карт на долгосрочный период, однако в данном иссле-

довании в первую очередь ставилась цель проверки работоспо-

собности предложенных методов на реальных визуальных дан-

ных. В реальном использовании можно увеличить число объек-

тов в сцене за счет таких, как «окно», «дверь», «канализацион-

ный люк», «дерево» и т.п. 

Расчёты производились на компьютере с процессором AMD 

Ryzen7 2700X Eight-Core 3.70GHz для всех исследуемых мето-

дов и для каждой последовательности из набора данных KITTI-

360 в отдельности. 

5.3. РЕЗУЛЬТАТЫ 

Так как размер семантической карты (в числе объектов) для 

каждой последовательности свой, то проведено исследование 

зависимости выбранных параметров от этого числа. На графи-

ках ниже представлена доля (рис. 8) и счёт (рис. 9) для каждого 

метода в зависимости от числа объектов на карте.  
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Рис. 8. Средняя для каждой последовательности доля от числа 

объектов на карте, числами вверху графика отмечен номер  

последовательности 

За исключением некоторых случаев видно убывание обоих 

критериев точности при увеличении числа объектов. Очевидно, 

что чем больше карта, тем больше вероятность, что на ней будут 

похожие сцены, уменьшающие точность. Также размер карты 

влияет на время исполнения методов, что также важно при вве-

денных ограничениях. Временные показатели приведены на рис. 

10.  

Общая тенденция на графиках точности (рис. 8, рис. 9) по-

казывает, что методы с использованием визуального сходства 

всегда превышают свои же реализации, но без использования 

визуального сходства, причём значительно.  

Методы семейства mc показывают лучшие результаты по 

сравнению с аналогичными им (с точки зрения использова-

ния\не использования визуального сходства) методами семей-

ства sig, за исключением трёх самых больших карт. Это также 

может быть следствием того, что с выбранным ограничением по 

времени методы семейства sig быстрее (рис. 10), т.е. методы mc 

чаще не успевают обработать данные. Данная скорость, конеч-

но, может быть результатом конкретной реализации используе-

мых методов теории графов. 
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Рис. 9. Средний для каждой последовательности счёт от числа 

объектов на карте, числами сверху графика отмечен номер  

последовательности 

 

Рис. 10. Среднее время исполнения методов для каждой  

последовательности в зависимости от числа объектов на кар-

те, числом сверху отмечен номер последовательности 
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Методы семейства mc также примечательны тем, что каж-

дая последовательная их модификация (mc+ и mc+_clip) увели-

чивает точность по обоим параметрам, при этом практически не 

увеличивая время. 

Последовательные модификации метода sig также увеличи-

вают точность за рядом нескольких исключений. Добавление 

визуального сходства с помощью CLIP также дало существен-

ный скачок в точности. Облегченный вариант метода 

(sig_lite_clip) увеличивает точность и уменьшает скорость. Мяг-

кое расширение метода (sig_lite_soft1_clip) уменьшает точность, 

вероятно также за счёт увеличения времени исполнения.  

Отдельного обсуждения заслуживает метод clip_loc [17] по-

скольку он единственный из исследуемых, что использует толь-

ко визуальное сходство и применяется несколько иначе, чем 

в оригинальной работе, и к значительно большему числу объек-

тов на карте. По критерию доли (рис. 8) этот метод показывает 

весьма приемлемые результаты, опережающие все подходы 

только на геометрическом сравнении и иногда превосходящие 

даже комбинированные. Однако по критерию счёта метод пока-

зывает одни из самых низких показателей. Это говорит о том, 

что в целом метод в среднем верно распознаёт около половины 

объектов в сцене, однако верное распознавание сцены целиком 

для него достаточно редкая ситуация. При этом он показывает 

наилучшие показатели по времени, очень слабо зависящие от 

числа объектов на карте. 

На графике среднего времени исполнения (рис. 10) приме-

чателен скачок для последовательности 07 при сравнимом с по-

следовательностью 05 числом объектов для всех методов, кроме 

clip_loc. Этот же скачок в виде резкого падения наблюдается 

и на графиках точности (рис. 8, рис. 9). Несмотря на близкое 

число объектов и схожую вытянутую топологию, карты этих 

последовательностей разнятся по наполнению, последователь-

ность 07 содержит много однотипных объектов типа smallPole 

(рис. 11) – это столбики вдоль дорог, установленные с одинако-

вым интервалом, а так как они произведены заводским спосо-

бом, то и выглядят одинаково. Поэтому методы, основывающи-

еся на геометрических особенностях и визуальном сходстве, 
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испытывают проблемы с такими окружениями как по точности, 

так и по времени. 

  

Рис. 11. Карты последовательностей 05 и 07 

Были посчитаны эти же критерии для полного набора дан-

ных KITTI-360, включающего все последовательности (табли-

ца 1). Указаны средние значения доли (|rate|), счёта (|score|) и 

времени (|time|), а также их среднеквадратичные ошибки, обо-

значенные символом σ. 

Таблица 1. Численные результаты методов на полном наборе 

данных KITTI-360. Первый блок содержит метод, основанный 

на визуальном сходстве, второй – методы на геометрическом 

сходстве, и третий – методы на обоих критериях 
Метод |rate| σrate |score| σscore |time| σtime 

clip_loc 0,4 0,28 0,08 0,26 1,39 9,63 

mc 0,08 0,25 0,09 0,22 66,57 48,58 

mc+ 0,16 0,35 0,17 0,33 67,39 48,52 

sig 0,25 0,41 0,23 0,37 19,72 37,23 

sig_clip 0,56 0,47 0,53 0,46 28,4 44,97 

mc+_clip 0,46 0,48 0,45 0,48 68,28 48,42 

sig_lite_clip 0,57 0,46 0,54 0,46 41,55 46,5 

sig_lite_soft1_clip 0,43 0,48 0,43 0,47 65,3 51,09 

 

Достаточно высокие ошибки объясняются тем, что размер 

сцены также влияет на скорость и качество распознавания (рис. 

12).  

Падение точности от размера сцены на рис. 12 также может 

быть следствием ограничения по времени. Общие показания для 

степени (degree) представлены на рис. 13. 
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Рис. 12. Графики зависимости времени (сверху) и доли (снизу) 

для исследуемых методов в зависимости от числа объектов 

в сцене 

Степень методов, изображенная на рис. 13, призвана пока-

зать возможность методов находить верный ответ. От этого бу-

дет зависеть дальнейшая стратегия по использованию результа-

тов распознавания сцен. 

Данный график также показывает, что соединение подхо-

дов на основе геометрических особенностей и визуального 

сходства приводит к наилучшим результатам. Однако можно 

отметить, что идеальное совпадение лучшего и верного ответа 

(super true) не достигает даже 50% случаев для лучших методов. 

Немаленький процент наличия верного ответа среди всех полу-

ченных (has true), а также имеющийся процент неверных реше-

ний (wrong) говорит о том, что требуется внедрение дополни-
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тельных методов, способных оценить качество полученных ре-

шений, как, например, упомянутый метод недоопределённой 

локализации [19]. Такие методы должны обладать возможно-

стью оценивать положение робота на основе нескольких гипотез 

и определять ошибочные объекты в ответах. 

 

Рис. 13. Степени для исследуемых методов на наборе данных 

KITTI-360 

Также было проведено исследование применимости опи-

санного подхода разбиения на подкарты. Тестировались методы, 

показавшие лучшие результаты (mc+_clip и sig_lite_clip) и они 

же, только примененные к подкартам (mc+_clip_sm, 

sig_lite_clip_sm) последовательности 00. Эта последователь-

ность является самой большой по числу объектов и была разде-

лена на 11 подкарт с увеличением общего размера за счёт пере-

сечений на 29%. Несмотря на возможность параллельной обра-

ботки подкарт, для чистоты эксперимента расчёты проводились 

последовательно. Значения точности в виде доли, а также вре-

мени исполнения приведены на рис. 14. 

У метода mc+_clip_sm наблюдается значительный прирост 

по точности (+285%), выходящий на уровень sig_lite_clip, а так-
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же ускорение по времени (–20%). У метода sig_lite_clip_sm осо-

бого изменения в точности не наблюдается, однако также фик-

сируется ускорение (–14%). 

 

Рис. 14. Сравнение точности (доли) и времени методов работы 

с полной картой и подкартами 

Тут стоит отметить, что в случае, когда любой из методов 

на подкартах не успевал закончить за отведённое время, фикси-

ровался полученный на этот момент ответ, который мог содер-

жать как реальный ответ, так и ошибочный, но близкий к требу-

емому. Поэтому на графике степени (рис. 15) также видно уве-

личение неверных решений (wrong) у методов семейства mc.  

 

Рис. 15. Сравнение степени методов работы с полной картой 

и подкартами 
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У методов семейства sig практически отсутствуют измене-

ния в точности. Таким образом, использование разбиения на 

подкарты потенциально позволит увеличить точность и быстро-

действие предлагаемых методов даже без учёта параллельного 

исполнения.  

5.4. ОБОБЩЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

По итогам проведённых экспериментов были сделаны сле-

дующие заключения: 

1. Одновременное использование подходов на основе гео-

метрических особенностей и визуального сходства дают 

наилучший результат. 

2. Увеличение точности достигается путем допустимого 

увеличения времени исполнения методов, а также требует осо-

бого формата семантической карты и предварительного расчёта 

погрешностей.  

3. Метод sig_lite_clip показал лучшую точность, однако его 

«мягкое» расширение sig_lite_clip1_soft, адаптированное под 

сложные ситуации, показывает сравнимые результаты с мето-

дом mc+_clip, который исходно адаптирован к этим ситуациям. 

Поэтому выбор «лучшего» метода зависит от условий конкрет-

ного применения.  

4. Поскольку существует прямая зависимость времени ис-

полнения от размера семантической карты, то была предложена 

процедура разбиения на подкарты, ускоряющая процессы рас-

познавания сцен. 

5. Показано падение производительности и точности в зави-

симости от размера сцены. Возможно, процедура обрезки сцены 

до некоторого числа объектов позволит ускорить процесс без 

потери точности. 

6. Помимо зависимости от размеров сцены и карты на ис-

следуемые методы также влияет наполнение их объектами. 

Множество одинковых и переодично расположенных объектов 

также явлется трудностью ввиду отсутсвия геометрических осо-

бенностей и визуальных различий.  

7. Полученной точности недостаточно для использования 

результата распознавания сцен без дальнейшей обработки и от-

сеивания неверных результатов. 
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6. Заключение 

В данной работе приведены два метода, решающие задачу 

распознавания сцен на основе геометрических особенностей, 

дополненные технологией визуального сравнения объектов на 

основе нейросетевой архитектуры CLIP. Результативность по-

лученных методов и их временные характеристики были иссле-

дованы на подготовленной модификации реального набора дан-

ных KITTI-360. Эта модификация предназначена для тестирова-

ния методов распознавания сцен и опубликована в открытом 

доступе. Проведённые эксперименты показали значительное 

преимущество предложенных методов в сравнении с методами, 

которые основываются только на визуальном сходстве или гео-

метрических особенностях. Утверждается, что такой результат 

получен за счёт использования одновременно обоих подходов. 

Полученный результат достигается в ущерб времени работы ме-

тодов, а также требует построение семантической карты, содер-

жащей визуальные образы объектов. Также отмечается, что не-

смотря на сильное повышение качества задачи распознавания 

сцен, полученной точности недостаточно, чтобы использовать 

результат без сторонних методов уточнения результата. Даль-

нейшими направлениями исследования будут проведение экс-

периментов совместно с методами оценки результата и исполь-

зовании систем лидарной локализации. 
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Abstracat: The paper is devoted to the problem of localization of mobile robots 

based on visual semantic data. The central element of such a problem is scene 

recognition task, i.e. searching for a correspondence between observed objects and 

objects on a semantic map. Paper proposes two methods based on definition of ge-

ometric features in the observed scene and searching for them on the map using 

various graph approaches. The proposed method for determining the relationships 

between objects, used in both methods, allows taking into account the errors in es-

timating distances by onboard sensors. In addition to using geometric features, the 

paper also considers the use of neural network models forming a feature vector 

based on an image, determining their visual similarity. Visual similarity is used to 

evaluate and sort the results obtained by the proposed methods based on graph 

approaches. In addition, the open KITTI-360 dataset was modified to evaluate the 

accuracy of solving scene recognition problems. Experiments on the resulting da-

taset demonstrated that the proposed approach, which combines geometric features 

and visual similarity, significantly increases the accuracy of the considered scene 

recognition methods. Based on the results of the experiments, some recommenda-

tions were formulated for the use of these approaches in practice. 
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ОПЫТ ПРИМЕНЕНИЯ АЛГОРИТМОВ  

ОТНОСИТЕЛЬНОГО ПОЗИЦИОНИРОВАНИЯ 

В ЭЛЕКТРОМАГНИТНОМ ПОЛЕ ДВУХ ДИПОЛЕЙ 

Третьякова Е. А.1 

(ФГБУН Институт проблем управления  

им. В.А. Трапезникова РАН, Москва) 

Решение задачи относительного позиционирования источника и приёмника 

переменного магнитного поля заключается в определении радиус-вектора 

между рассматриваемыми объектами и их взаимной ориентации. В данной 

работе ставится задача определения взаимного пространственного распо-

ложения и ориентации двух объектов в электромагнитном поле. Актуаль-

ность обусловлена необходимостью повышения точности и достоверности 

результатов аэроэлектроразведки, особенно при наличии наведенных помех. 

Рассматривается метод относительного позиционирования источника 

и приёмника электромагнитного поля в поле двух диполей в трехмерной по-

становке. Реализованы два этапа: определение радиус-вектора «источник –

приемник» и взаимной ориентации между ними. Приводится методика ка-

либровки магнитных моментов источника поля, которая необходима для 

применения алгоритмов. Обрабатываются экспериментальные данные новой 

аэроэлектроразведочной системы. Проводится сравнение результатов, полу-

ченных для различных алгоритмов позиционирования: ГНСС-решение, двумер-

ное электромагнитное позиционирование в поле двух диполей, трехмерное 

электромагнитное позиционирование в поле двух диполей. Анализируется 

возможность применения полученного решения для увеличения качества по-

лученных данных, а именно, для борьбы с остаточной после стандартного 

метода компенсации наведенной помехой неопределенной природы. Резуль-

таты исследования показывают, что использование трехмерного электро-

магнитного позиционирования в поле двух диполей позволяет определить 

взаимное расположение объектов с точностью, не уступающей стандарт-

ному решению ГНСС, и в будущем разобраться с вопросом помех, что ведет 

к улучшению качества данных аэроэлектроразведки. 

Ключевые слова: относительное позиционирование, переменное элек-

тромагнитное поле, источник, приёмник. 

1. Введение 

Необходимость определения взаимного расположения двух 

объектов проявляется во многих технических сферах: авиация, 
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судостроение и т.д. [7, 9, 10]. В данной работе рассмотрено 

практическое применение предложенных ранее алгоритмов от-

носительного позиционирования [15] в области аэроэлектрораз-

ведки.  

Аэроэлектроразведка является методом аэрогеофизической 

съёмки, при помощи которого исследуется распределение 

удельной электропроводности в верхних слоях земной коры. Во 

время аэроэлектроразведки оборудование устанавливается на 

летательном аппарате [4, 8, 18, 22]. Данный метод применяется 

для поиска алмазов [14, 20], воды [6, 21], золота [5, 19] и других 

рудных полезных ископаемых. Генерируемое источником пер-

вичное переменное магнитное поле рассматривается как поле 

диполя, характеристикой которого является вектор дипольного 

магнитного момента M. В среде, проводящей электрический 

ток, переменное магнитное поле приводит к возникновению 

вихревых токов, порождающих вторичное магнитное поле – от-

клик среды. Измерителем поля в случае рассматриваемых в ра-

боте систем служит трехкомпонентный векторный индукцион-

ный приемник, который находится в буксируемой гондоле. Ис-

точник и приемник соединяет кабель-трос. Их взаимное распо-

ложение определяется радиус-вектором R. Решение задачи 

определения взаимного расположения двух объектов состоит 

в вычислении радиус-вектора точки расположения одного объ-

екта относительно другого, а также их взаимной ориентации. 

Одной из важных проблем, с которой сталкиваются при об-

работке данных аэроэлектроразведки, является влияние поля 

неконтролируемых токов, возникающих в проводящих частях 

буксируемой конструкции и фюзеляжа летательного аппарата. 

Эти токи можно представить через вектор напряженности наве-

денного поля ∆Н с дипольным моментом его источника ∆М 

(рис. 1). Наведенная помеха соизмерима с величиной отклика, 

поэтому её необходимо исключать из данных. Для этого прово-

дится этап компенсации, суть которого заключается в переме-

щении системы на большую высоту (500–700 м), где можно 

пренебречь откликами от Земли и посмотреть на параметры 

наведённого поля. Регистрируемые приемником показания при 

таких условиях будут соответствовать наведенному полю – 
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квадратурной компоненте на высоте компенсации. После чего 

поправки вводятся в измерения поля на высоте съёмки. 

 

Рис. 1. Аэроэлектроразведка. R – радиус-вектор «источник –

приемник»; M – вектор магнитного момента возбуждающего 

диполя; ∆М – вектор магнитного момента наведенного поля; 

H – вектор напряженности поля возбуждающего диполя;  

∆Н – вектор напряженности наведенного поля 

Существует несколько подходов к проведению этапа ком-

пенсации. Один из них основан на предположении о незначи-

тельных перемещениях приемника относительно передатчика. 

В этом случае можно считать, что вектор напряжённости наве-

дённого поля постоянный в системе координат приемника. По-

этому можно просто вычесть из измерений на рабочей высоте 

среднее значение помехи на высоте компенсации. Этот метод 

называется nulling [16]. Иной подход – учитывать непостоян-

ство вектора ∆Н, анализируя взаимное пространственное и уг-

ловое расположение передатчика и приёмника [1]. Данная рабо-

та, а также предыдущие исследования связаны с последним из 

представленных подходов. 
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Ранее использовалась модель влияния наведенной помехи 

в форме поля точечного диполя, которая работала в течение 

долгого времени и на основе которой было получено удачное 

решение [17]. Однако в более современных системах предъяв-

ляются повышенные требования к чувствительности приемника, 

при этом сокращается расстояние между передатчиком и при-

емником [8]. Стандартная процедура компенсации в дипольном 

приближении оказывается недостаточной в некоторых случаях 

(рис. 6). Поэтому требуется учитывать составляющие в модели 

наведенного поля более высокого порядка, например, квадрупо-

ли. Для этого необходимо использовать высокоточное решение 

задачи определения взаимного расположения передатчика 

и приемника.     

2. Постановка задачи  

Аэроэлектроразведочная зондирующая установка включает 

в себя источник и трехкомпонентный приемник переменного 

магнитного поля (рис. 2).  

 
Рис. 2. Схема установки (оси Z ортогональны 

соответствующим парам осей X и Y) 
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Источником первичного поля служит система петлевых ди-

польных излучателей, подпитываемых переменным током на 

разных частотах. Плоскость основной петли расположена гори-

зонтально, плоскость дополнительной петли расположена под 

углом η = 90° + β. Значение угла β находится в интервале от 15 

до 30 градусов. Вектор дипольного момента для каждой из них 

лежит перпендикулярно плоскости петли. Центры петель сов-

мещены насколько это возможно для того, чтобы «совместить» 

магнитные диполи. Измерителем поля в случае рассматривае-

мой в работе системы служит трехкомпонентный векторный 

индукционный приемник, который находится в буксируемой 

гондоле. Напряженность переменного магнитного поля измеря-

ется покомпонентно в системе координат приемника ORXRYRZR. 

3. Калибровка магнитных моментов  

Для применения алгоритмов определения относительного 

положения в пространстве по двум диполям необходимо опре-

делить величину основного и вспомогательного магнитных мо-

ментов. На рис. 3 представлен результат калибровки [12]. 

 

Рис. 3. Результат калибровки магнитных моментов системы 

(темный – основной, светлый – вспомогательный) 
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4. Решение задачи относительного 

позиционирования в пространстве 

В работе [15] предложен алгоритм решения задачи элек-

тромагнитного позиционирования по полю двух диполей 

в трехмерной постановке. В рассматриваемом алгоритме не 

накладывается никаких ограничений на то, как располагаются 

векторы дипольных магнитных моментов. В реальности вектор 

вспомогательного диполя в рассматриваемой аэроэлектроразве-

дочной установке не перпендикулярен основному, а находится 

к нему под тупым углом.  

За основу взято соотношение для поля точечного диполя 

[2], записанное в матричном виде [11], [13]: 

(1) 
T

3

1
(3 ) ( ) ,

4
R Re e I


   H M R M

R
                  

где R – радиус-вектор точки относительно источника; H – век-

тор напряженности магнитного поля; M – вектор магнитного 

момента диполя; I – единичная матрица 3 × 3. 

Согласно приведенному алгоритму, последовательно опре-

деляются радиус-вектор (его модуль и направление) и углы ори-

ентации. Анализ результатов решения задачи позиционирования 

проводился на экспериментальных данных систем ЕМ4Н и ЭК-

ВАТОР на разных носителях. 

На рис. 4 представлено сравнение результатов, полученных 

по трёхмерному и двумерному алгоритмам относительного по-

зиционирования, и геометрии, полученной при помощи ГНСС-

измерений (глобальная навигационная спутниковая система). 

Также на рис. 5 показаны результаты вычисления угла тангажа 

передатчика. 

Таким образом, вычислен полный вектор взаимного распо-

ложения передатчика и приемника – координаты и углы ориен-

тации. Это позволяет решать задачу компенсации паразитного 

влияния с более сложной моделью, чем модель диполя. 
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Рис. 4. Сравнение модуля радиус-вектора в метрах и угла 

наклона радиус-вектора, в градусах. Пунктир – ГНСС,  

сплошная с кругами – двумерное электромагнитное  

позиционирование, сплошная – трехмерное электромагнитное 

позиционирование  

 

Рис. 5. Угол тангажа приемника относительно передатчика 

Чувствительность приемника является величиной порядка 

10–5, поэтому при соблюдении точной установки (исключая си-

стематическую ошибку) можно говорить о шумах измерения 

расстояния между источником и приемником, которые вычис-

лены на порядок более точно, чем по ГНСС-решению. Вместе 

с тем можно заметить, что электромагнитное позиционирование 

дает решение, существенно отличающееся от ГНСС. Кроме то-

го, предложенное решение позволяет вычислить углы ориента-

ции, которые в случае применения только ГНСС решения не 

определяются. 
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5. Методы борьбы с нескомпенсированной 

наведенной помехой 

При измерении вектора напряженности поля Н проводится 

процедура синхронного детектирования (когерентного накопле-

ния) в специальном цифровом вычислителе. Свертка получен-

ного сигнала с синусом будет определять квадратурную компо-

ненту отклика HQ, а с косинусом – синфазную HI: 

(2) 
1

( ) sin( ) Im( ,)

T

Q i

А А

T

f t t dt e
T




  H H H  

(3) 
1

( ) cos( ) Re( ,)

T

i

А

T

I

Аf t t dt e
T




  H H H  

где f(t) весовая функция когерентного накопления. 

Сумма квадратурной и синфазной компонент задает ком-

плексную амплитуду HAei: 

(4) .H H H
Ii Q

Аe i     

Как уже отмечалось выше, квадратурная компонента на вы-

соте, при которой проводится этап компенсации, будет соответ-

ствовать наведенной помехе. В идеальных условиях отсутствия 

помех квадратурная составляющая должна быть равна нулю [3]. 

Существует проблема «недо-компенсации» рассматриваемой 

помехи, имеющей нехарактерное поведение. Это сказывается 

в наибольшей степени на измерениях вертикальной компоненты 

поля. На рис. 6 представлены измерения трех квадратурных 

компонент поля после процедуры компенсации (боковая, верти-

кальная и продольная) для вертолетной системы EM4H.  

Установка EM4H [1], работающая только в частотной обла-

сти, имеет буксируемую петлю источника в вертолетном вари-

анте (рис. 1). Она представляет собой систему для определения 

удельной электропроводности на исследуемых площадях, под-

ходящую для разведки полезных ископаемых, оценки ресурсов 

подземных вод, геологического картирования, детального изу-

чения потенциальных полезных ископаемых. Система генери-
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рует четыре синусоидальных сигнала на частотах от 130 Гц 

до 8 кГц. 

 

 

Рис. 6. Квадратурные компоненты поля после компенсации: 

боковая, вертикальная и продольная (сверху вниз  

соответственно) 

Ставится задача, которая заключается в моделировании 

наведенной помехи. Результаты моделирования будут рассмат-

риваться как поправка для измерений. Предполагается сравнить 

несколько подходов к моделированию помехи: рассмотреть 

квадрупольную модель поля, при помощи МНК подобрать па-

раметры квадратичной формы. Для этих целей будут использо-

ваться полученные результаты относительного позиционирова-

ния.  

 

5.1. КВАДРУПОЛЬНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ 

Все рассуждения, приводимые в работе, основываются на 

квазистационарной модели электромагнитного поля [2]. Рас-

смотрим первое уравнение Максвелла в общей постановке: 

(5) 
d

rot .
dt

 
D

H j  

В квазистационарной постановке в первом уравнении 

Максвелла пренебрегают токами смещения: 
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(6) 

0 0

d
0, 0 ,

d

0 ( ) 0,

D
j H

Β H Β

t


   

    

       

 

где B – индукция магнитного поля, D – электрическая индукция, 

j – плотность токов проводимости,  и  – диэлектрическая 

и магнитная проницаемости среды. 

Рассмотрим общий вид потенциала: 

(7) 
2 2

0

1 1
cos .

' '' 2 'cos

n

n

n

R
P

R RR R RR
 







 
   

  
  

R – радиус-вектор рассматриваемой точки пространства (при-

емник), R  – радиус-вектор источника поля, θ – угол между век-

торами. В частности, дипольному приближению соответствует 

первое приближение, которое содержит квадрат координаты:  

(8) 

1 3

2

1 5

1 '
,

4 '

1 3( ' ) '
.

4 '

R d

R

R d R d
H

R







 

  
 

 

Дипольное приближение для моделирования наведенной 

помехи оказалось недостаточным, смотря на рис. 6. Поэтому 

было расписано поле квадруполя, которое включает в себя ко-

ординаты в первой и третьей степенях: 

(9) 

2 5

2 7 5

,
8

5 1
.

8 4

R R

R

R R R R
H

R R

Q

Q Q

 


   

 




 

 
 



      
   

 

 

В дальнейшем планируется объединить дипольное и квад-

рупольное решение, которое будет соответствовать полной ку-

бической форме зависимости. 
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5.2. РАЗЛОЖЕНИЕ НАВЕДЕННОГО ПОЛЯ  

ПО КОМПОНЕНТАМ РАДИУС-ВЕКТОРА 

В результате решения задачи относительного позициониро-

вания были получены компоненты радиус-вектора в системе 

координат передатчика. При помощи полученного вектора были 

разложены рассмотренные квадратурные компоненты для каж-

дой из четырех частот. На рис. 7 представлены начальные этапы 

моделирования наведенного поля. Видно, что местами получен-

ные результаты отличаются от реальных измерений, однако это 

имеет объяснение. Во-первых, добиться большего соответствия 

можно предварительной фильтрацией данных, на этом этапе для 

чистоты эксперимента были взяты сырые данные. Во-вторых, 

разложение наведенного поля через полином второй степени, 

коэффициенты которого подбирались МНК, является не пол-

ным и недостаточным, так как мы уже выяснили необходимость 

рассмотрения квадрупольной составляющей. В-третьих, плани-

руется осуществить представление вектора наведенной помехи 

через полином третьей степени или же последующих степеней. 

6. Заключение 

–  Реализован алгоритм, определяющий радиус-вектор между 

источником и приёмником электромагнитного поля, а также их 

взаимную ориентацию в трехмерном пространстве; 

–  Приведена методика калибровки магнитных моментов ис-

точника поля, что является необходимой частью для решения 

задачи относительного позиционирования;  

–  Определение расстояния в трехмерной постановке отлича-

ется от ГНСС и двумерного решений не более, чем на 0.5% от 

среднего значения исследуемой величины.  

–  Определение угла на гондолу в трехмерной постановке от-

личается от ГНСС и двумерного решений не более, чем на 2.5% 

от среднего значения исследуемой величины.  

–  Относительное позиционирование в поле двух диполей 

может обеспечить точность, не уступающую стандартному ре-

шению спутниковой навигационной системы. 

–  Результаты работы алгоритмов относительного позицио-

нирования можно применять для компенсации наведенной по-
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мехи в нелинейной постановке. В перспективе стоит задача раз-

работки методики для компенсации такой помехи. 

 
Рис. 7. Моделирование наведенной помехи при помощи 

разложения поля по компонентам радиус вектора. Темный – 

реальные данные, светлый – смоделированные данные 
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EXPERIENCE OF APPLYING RELATIVE POSITIONING 

ALGORITHMS IN THE ELECTROMAGNETIC FIELD 

OF TWO DIPOLES  

Ekaterina Tretiakova, V.A. Trapeznikov Institute of Control  

Sciences of RAS, Moscow, Graduate Student  

(ekaterina_tretikova@mail.ru). 

Abstract: The solution of the problem of relative positioning of the alternating mag-

netic field transmitter and the receiver is to determine the radius vector between the 

objects under consideration and their mutual orientation. In this paper, determining 

the mutual spatial location and orientation of two objects in an electromagnetic 

field problem is set. The relevance is due to the need to improve the accuracy and 

reliability of the airborne electrical exploration results, especially in the presence of 

induced interference. The method of electromagnetic field source and receiver rela-

tive positioning in the field of two dipoles in a three-dimensional formulation is 

considered. Two stages are implemented: determining the source-receiver radius 
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vector and their mutual orientation. A technique for calibrating the field source 

magnetic moments, which is necessary for applying the algorithms, is given. Exper-

imental data of a new airborne electrical exploration system were processed. The 

results obtained for different positioning algorithms are compared: GNSS solution, 

two-dimensional electromagnetic positioning in the field of two dipoles, three-

dimensional electromagnetic positioning in the field of two dipoles. The possibility 

of using the obtained solution to improve the quality of the obtained data is ana-

lyzed, namely, to control the uncertain nature residual induced interference after 

the standard compensation method. The study results show that the use of three-

dimensional electromagnetic positioning in the two dipoles field allows determining 

the objects relative position with an accuracy not inferior to the standard GNSS 

solution, and in the future to deal with the issue of interference, which leads to an 

improvement in the quality of airborne electrical exploration data. 

Keywords: relative positioning, alternating magnetic field, transmitter, 

reсeiver. 
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