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СИНТЕЗ СТАБИЛИЗИРУЮЩИХ ЗАКОНОВ  
УПРАВЛЕНИЯ ПО ИЗМЕРЯЕМОМУ ВЫХОДУ  
ПРИ ВЫПОЛНИМОСТИ УСЛОВИЯ КИМУРЫ1 

Мухин А. В.2 

(Нижегородский государственный университет 

им. Н.И. Лобачевского, Нижний Новгород) 

Многие задачи управления, такие, например, как поиск стабилизирующих за-

конов управления по измеряемому выходу, выражаются в виде билинейных 

матричных неравенств. Решение таких неравенств на основе итерационных 

алгоритмов сопровождается немалыми временными затратами, особенно 

в случае большеразмерных систем. Если при данных начальных значениях ре-

шение не найдено, то повторение вычислений с иными начальными значения-

ми не гарантирует успеха. Причина кроется в невыпуклости множеств допу-

стимых значений билинейных матричных неравенств. В статье исследована 

возможность сведения билинейных матричных неравенств к линейным мат-

ричным неравенствам путем замены произвольной матрицы функции Ляпуно-

ва блочно-диагональной. Достаточное условие для такой замены – выполне-

ние условия Кимуры. Доказано, что необходимые условия разрешимости ли-

нейного матричного неравенства удовлетворяются с помощью двух обрати-

мых линейных преобразований базиса системы. Для исследования разрешимо-

сти задачи синтеза в рамках линейных матричных неравенств проводились 

вычислительные эксперименты, в которых случайным образом генерирова-

лись 1000 линейных систем. На основании результатов вычислительных экс-

периментов высказана гипотеза, согласно которой, условие Кимуры является 

достаточным условием сведения билинейных матричных неравенств 

к линейным матричным неравенствам с непустыми множествами допусти-

мых значений. 

Ключевые слова: законы управления по измеряемому выходу, условие 

Кимуры, линейные матричные неравенства, гурвицева матрица. 

1. Введение 

Несмотря на наличие итерационных алгоритмов решения 

билинейных матричных неравенств [1, 4, 9–13, 18], желание 

свести задачу к решению линейного матричного неравенства 

вполне обосновано. Как следует из [20], в общем случае это 
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вряд ли возможно. Тем не менее в некоторых частных случаях 

и отельных классах задач это удается. Обзор некоторых из них 

приведен в работах [2, 19]. Следует отметить, что их количество 

пополняется, о чем свидетельствуют работы [6, 7, 16, 17].  

В статье показано, что если выполняется условие Кимуры 

нулевого порядка [15], т.е. сумма размерностей векторов входа 

и выходов превышает размерность пространства состояний ли-

нейной управляемой и наблюдаемой системы, то решение зада-

чи синтеза стабилизирующих регуляторов по измеряемому вы-

ходу можно свести к решению линейного матричного неравен-

ства. Результаты вычислительных экспериментов дают основа-

ния считать, что полученное линейное матричное неравенство 

имеет непустое множество допустимых значений. По итогам 

вычислительных экспериментов сформулирована соответству-

ющая гипотеза. 

2. Формулировка задачи 

Для поиска стабилизирующих законов управления по изме-

ряемому выходу для управляемой и наблюдаемой линейной си-

стемы, определяемой в произвольном базисе тройкой матриц 

, в общем случае требуется решить матричное не-

равенство  

(1) 

0 

относительно  и . Здесь  – мат-

рица системы,  – матрица входа и  – матрица 

выхода. Разрешимость (1) означает, что существует положи-

тельно определенная матрица  и матрица , обеспечивающие 

отрицательную определённость матрицы . Не умаляя 

общности, полагаем, что матрицы  и  имеют полный столб-

цовый и строчный ранг соответственно. Для определённости 

будем считать, что . Это требование всегда может быть 

обеспечено транспонированием системы. Трудность решения 

(1) связана с невыпуклостью множества допустимых значений. 

Применив лемму исключения матрицы  [5, 14], неравенство 
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(1) заменяется двумя линейными матричными неравенствами 

относительно двух взаимообратных матриц: 

(2) 0, 

 0,

где матрицы  и  образуют ядра  и  соответственно. 

Равенство  не позволяет решать (2) методами выпуклой 

оптимизации. Заметим, что к подобной системе неравенств сво-

дятся и многие другие задачи синтеза [1, 3]. Итак, в общем слу-

чае решение задачи поиска стабилизирующей матрицы  пред-

ставляет задачу невыпуклой оптимизации. Труднорешаемость 

(1) доказана в [20]. Исследуем возможность замены (1) линей-

ным матричным неравенством для задач, в которых выполняет-

ся условие Кимуры нулевого порядка [15]: 

(3)  

Ввиду того, что цель стабилизирующих законов управления 

состоит в обеспечении устойчивости системы, то достаточно, 

чтобы линейное матричное неравенство, которым заменятся (1), 

имело непустое множество допустимых значений. Так как (3) 

есть достаточное условие разрешимости задачи о назначении 

полюсов для управляемой и наблюдаемой системы [8, 15], 

то оно является также достаточным условием разрешимости бо-

лее слабой задачи – стабилизации. Однако из (3) еще не следует 

явно, что (1) можно заменить линейным матричным неравен-

ством. Исследованию этой задачи посвящены последующие 

разделы. 

3. Решение (1) в классе блочно-диагональных матриц 
функции Ляпунова 

Матрица функции Ляпунова  в (1) является произ-

вольной положительно определенной матрицей. Рассмотрим (1), 

когда матрица функции Ляпунова имеет блочно-диагональную 

структуру. Предположим, что матрица выхода задана в виде 

(4) 

Произведение  принимает в таком случае вид 



 

Анализ и синтез систем управления 

191 

  

где  

Обозначив , видим, что неравенство (1) преобра-

зуется в линейное матричное неравенство: 

(5) 

Таким образом, если матрица функции Ляпунова блочно-

однородная и матрица выхода удовлетворят (4), то (1) преобра-

зуется в линейное матричное неравенство (5). Прежде чем пере-

ходить к исследованию разрешимости (5), выясним необходи-

мые условия разрешимости. Для этого приведем сумму матриц 

в левой части (5) к одной симметрической матрице. Разобьем 

матрицы системы  на блоки следующим образом: 

 11 12

21 22

 

 11

21

 

 11 12

где 11 ; 11 ; 11 . 

После этого левая часть (5) принимает вид симметрической 

матрицы с неизвестными ,  и :  

(6) 11 11 12 11 21 21  

В случае разрешимости (6) матрица регулятора находится 

из равенства . Для отрицательной определённости (6) 

необходимо, чтобы оба диагональных блока были отрицательно 

определены. Таким образом, для разрешимости (5) необходимо, 

чтобы удовлетворялись три условия: 

(7) 

(8) 0, 

(9)  

Под символом  в (8) понимается спектральная абсцисса 

матрицы. Условие (9) равносильно стабилизируемости пары 
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 Понятно, что если , то пара  не мо-

жет быть стабилизируемой. Так как , а из (3) следует, 

что , то и , т.е. условие (3) есть достаточ-

ное условие для . Ненулевое произведение матриц  и  

возможно и в случаях, когда условие (3) не выполняется.  

4. Преобразования базиса системы 

Докажем, что существует такой базис в пространстве состо-

яний системы , в котором совместно выполняются условия (7)–

(8). 

Теорема 1.  Существует такой базис в пространстве со-

стояний для системы , в котором совместно выполняются 

условия (7)–(8). 

Доказательство.  Выполним линейное преобразование ба-

зиса системы  посредством обратимой блочной матрицы 

 

где  – ядро матрицы . 

Из равенства  находим обратную матрицу: 

 

Выполнив линейное преобразование вида , получим 

матрицы системы в новом базисе: 

 

  

  

Получаем систему , в которой условие (7) удо-

влетворено. Так как система  наблюдаема, то и подобная ей 

система  также наблюдаема. Из этого следует разрешимость 

линейного матричного неравенства: 



 

Анализ и синтез систем управления 

193 

(10)  

где  – ядро матрицы ; . 

Обозначим сумму матриц в левой части (10) как 

, где . Так как , то 

. Тогда (10) преобразуется к виду: 

 

Перепишем  в виде неравенства Ляпунова: 

(11) 

Так как , то матрица  гурвицева. Вы-

полним линейное преобразование системы  с помощью матри-

цы  

  

Из условия  находим 

 

После преобразования  получаем систему , 

блоки матриц которой определяются следующим образом: 

(12)  

  

 

  

  

  

Замечаем, что в силу (11) блок  гурвицев. Условие (8) 

также выполнено, а условие (7) сохраняется. Теорема доказана. 
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Замечание.  Условия (7) и (8) будут выполняться 

и в случае, когда . Однако для выполнения условия (9) 

необходимо, чтобы . 

5. Вычислительные эксперименты 

Неравенство (5) для системы  примет вид 

  

где  

Для численного решения в пакете MATLAB перепишем его 

в виде блочной матрицы: 

(13)  

Для исследования разрешимости (13) при условии (3) была 

проведена серия вычислительных экспериментов, в которых 

случайным образом генерировались по  линейных си-

стем. Размерность пространства состояний изменялась в преде-

лах . Для моделирования линейных систем исполь-

зовались следующие функции пакета MATLAB: 

  

  

  

Относительно размерностей  и  во всех случаях выполнялось 

равенство . Так как , то в соответствии 

с условиями Кимуры задача стабилизации для всех  

линейных управляемых и наблюдаемых систем разрешима. 

Обозначим количество разрешимых задач . Для удовлетворе-

ния необходимых условий разрешимости (13) применялась тео-

рема 1. Покажем эти действия на примере одной из линейных 

систем: 
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Для первого преобразования использовалась следующая 

матрица: 

 

 

После линейного преобразования матрица выхода удовле-

творяет (7). Далее из решения линейного матричного неравен-

ства (11) было найдено произведение : 

 

Выполнив второе преобразование линейное преобразование си-

стемы с помощью матрицы  

 

окончательно получим следующие матрицы: 

 

  

  

Находим, что блок  
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гурвицев: . Условия (9) оказывается также вы-

полненным. В этом можно убедиться, проверив разрешимость 

линейного матричного неравенства 

  

Решая линейное матричное неравенство (13), находим мат-

рицу : 

 

Проверяем и убеждаемся, что матрица замкнутой системы дей-

ствительно гурвицева: 
 

Проведённые эксперименты для  показали раз-

решимость (13) во всех случаях . Это значит, что мно-

жество допустимых значений (13) при условии (3) не пусто. Та-

ким образом, есть основания полагать, что условие (3) совмест-

но с теоремой 1 обеспечивает достаточные условия преобразо-

вания билинейных матричных неравенств к линейным матрич-

ным неравенствам с непустым множеством допустимых значе-

ний. Сформулируем гипотезу: 

Гипотеза.  Множество допустимых значений линейного 

матричного неравенства (13) при условии (3) не пусто. 

6. Заключение 

Статья посвящена решению задачи синтеза стабилизирую-

щих законов управления по измеряемому выходу. Показано, что 

если выполняется условие Кимуры, то задача может быть све-

дена к решению линейного матричного неравенства. Результаты 

вычислительных экспериментов убедительно показывают, что 

множества допустимых значений соответствующих неравенств 

не пусты. Несмотря на то, что получается лишь некоторое част-

ное решение, тем не менее, главное требование к закону управ-

ления – устойчивость системы – обеспечивается. Сформулиро-

вана соответствующая гипотеза. Интерес представляет поиск 

доказательства. Дальнейшей задачей является проверка полу-
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ченного результата для более широкого класса задач, в котором 

выполнение условие Кимуры не требуется, а необходимо лишь, 

чтобы произведение матриц выхода и входа давало ненулевую 

матрицу. 

Автор благодарит Дмитрия Владимировича Баландина 

за полезные советы. 

Литература 

1. БАЛАНДИН Д.В., КОГАН М. М. Синтез регуляторов на 

основе решения линейных матричных неравенств и алго-

ритма поиска взаимно-обратных матриц // Автоматика 

и телемеханика. – 2005. – №1. – С. 82–99. 

2. ШУМАФОВ М.М. Стабилизация линейных систем управ-

ления. Проблема назначения полюсов. Обзор // Вестник 

СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия. – 2019. – 

Т. 6(64). – Вып. 4. – С. 564–591. 

3. ЧАЙКОВСКИЙ М.М. Синтез анизотропийных субопти-

мальных регуляторов заданного порядка на основе полу-

определенного программирования и алгоритма поиска вза-

имообратных матриц // Управление большими система-

ми. – 2012. – Вып. 39. – С. 95–137. 

4. APKARIAN P., TUAN H. D. Robust control via concave mini-

mization local and global algorithms // IEEE Trans. Automat. 

Control. – 2000. – Vol. 45, No. 2. – P. 299–305. 

5. EL GHAOUI L., GAHINET P. Rank minimization under LMI 

constraints: a framework for output feedback problems // Proc. 

Eur. Control Conf. Groningen. – 1993. – P. 1176–1179. 

6. ELIAS A. A Novel relaxation of the static output feedback prob-

lem for a class of plants // Automatica. – 2023. – No. 158. – 

P. 111285–111290. 

7. ELIAS A., POCCINI J., PAPACHRISTODOULOU A. Static 

Output Feedback for a Certain Class of Systems of Order Four // 

European Control Conf. (ECC). – 2024. – P. 2586–2592. 

8. EREMENKO A., GABRIELOV A. Pole placement by static 

output feedback for generic linear system // SIAM J. Control 

Optim. – 2002. – Vol. 41. – P. 303–312. 



 

Управление большими системами. Выпуск 117 

198 

9. GOH K.-C., SAFONOV M.G., PAPAVASSILOPOLUS G.P. 

A global optimization approach for the BMN problem // Proc. of 

the IEEE Conf. on Decision and Control. – IEEE Press, Pisca-

taway, NJ. – 1994. – P. 2009–2014. 

10. HASSIBI A., HOW J., BOYD S. A path following method for 

solving BMI problems in control // Proc. of American Control 

Conf. – 1999. – Vol. 2. – P. 1385–1389. 

11. HENRION D., LOEFBERG J., KOCVARA M. et al. Solving 

polynomial static output feedback problems with PENBMI // 

Proc. Joint IEEE Conf. Decision Control and Europ. Control 

Conf. – 2005. – P. 7581–7586. 

12. IWASAKI T. The dual iteration for fixed order control // IEEE 

Trans. Automat. Control. – 1999. – Vol. 44, No. 4. – P. 783–788. 

13. IWASAKI T., SKELTON R. E. The XY-centering algorithm for 

the dual LMI problem: a new approach to fixed order control 

design // Int. Journal of Control. – 1995. – Vol .62, No. 6. – 

P. 1257–1272. 

14. IWASAKI T., SKELTON R.E. Parameterization of all stabiliz-

ing controllers via quadratic Lyapunov functions // J. Optim. 

Theory Appl. – 1995. – Vol. 77. – P. 291–307. 

15. KIMURA H. On pole placement by gain output feedback // 

IEEE Trans. Automat. Control. –1975. – Vol. 20. – P. 509–519. 

16. MUSHTAQ T., SEILER P., HEMATI M. S. On the convexity of 

static output feedback control synthesis for systems with lossless 

nonlinearities // Automatica. – 2024. – No. 159. – P. 111380–

111385. 

17. RODRIGUES L. From LQR to Static Output Feedback: a New 

LMI Approach // Proc. of IEEE 61st Conf. on Decision and Con-

trol. – 2022. – P. 4878–4883. 

18. RӦBENACK K., VOSWINKEL R., FRANKE MIRCO et al. 

Stabilization by static output feedback: a quantifier elimination 

approach // Proc. Int. Conf. Syst. Theory, Control, Computing 

(ICSTCC-2018). – 2018. – P. 715–721. 

19. SADABADI M.S., PEAUCELLE D. From static output feed-

back to structured robust static output feedback: A survey // An-

nual Reviews in Control. – 2016. –Vol. 42. –P. 11–26. 

20. TOKER O., OZBAY H. On the NP hardness of solving bilinear 

matrix inequalities and simultaneous stabilization with static 

https://arxiv.org/search/eess?searchtype=author&query=Mushtaq,+T
https://arxiv.org/search/eess?searchtype=author&query=Seiler,+P
https://arxiv.org/search/eess?searchtype=author&query=Hemati,+M+S


 

Анализ и синтез систем управления 

199 

output feedback // Proc. of the American Control Conf. – 

1995. – Vol.4. – P. 2525–2526. 

SYNTHESIS OF STATIC OUTPUT FEEDBACK CONTROL 

LAWS SUBJECT TO FEASIBILITY THE KIMURA  

CONDITION 

Aleksey Mukhin, Lobachevsky State University, Nizhny Novgorod, 

Junior Researcher (myhin-aleksei@yandex.ru). 

Abstract: A lot of control tasks, such as, for example, the synthesis of static output 

feedback, are expressed in the form of bilinear matrix inequalities. Solving such 

tasks based on iterative algorithms attended with considerable time, especially in 

the case of large-scale systems. If no solution is found for the initial values, then 

repeating calculations with different initial values does not guarantee success. The 

reason is the non-convexity of the feasible sets. The article investigates the possibil-

ity of bilinear matrix inequalities reducing to linear matrix inequalities by replacing 

of Lyapunov function matrix arbitrary to block-diagonal matrix. A sufficient condi-

tion for such a replacing is Kimura condition feasibility. It is proved that the neces-

sary conditions for the linear matrix inequality feasibility are satisfied by two linear 

non-generate transformations of the system basis. To the synthesis problem investi-

gating within the framework of linear matrix inequalities computational experiments 

were performed, in which 1000 linear systems were randomly generated. Based on 

the results of computational experiments, a hypothesis is proposed according to 

which the Kimura condition is a sufficient condition for bilinear matrix inequalities 

reducing to linear matrix inequalities with nonempty feasible sets. 

Keywords: static output feedback, Kimura condition, linear matrix inequali-

ties, Hurwitz matrix. 
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