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Исследуется возможность разделения движений двух идентичных управляе-
мых маятников по их энергии при помощи одного скалярного воздействия, ге-
нерируемого механизмом обратной связи. Такая задача может возникнуть при
неполноприводном (underactuated) управлении колебательными механическими
системами, при избирательном (селективном) управлении системами отдель-
ных молекул и т.п. Исследован типовой случай, когда разделение требуется
произвести по уровню энергий подсистем. Для решения задачи предложено
синтезировать управление с обратной связью. Алгоритм управления строит-
ся на основе метода скоростного градиента, модифицированного для решения
задач с фазовыми ограничениями. Для синтеза управления с ограничениями
используется идея метода штрафных функций. Для задачи управления иден-
тичными несвязанными маятниками при помощи одного управления компью-
терным моделированием показано, что даже небольшая разница в начальных
состояниях маятников позволяет реализовать требуемое разделение, причем
результат слабо зависит от существенных изменений параметров объекта
и от наличия возмущений. Показано также, что результат слабо зависит
от параметров регулятора (коэффициента усиления 𝛾) и от силы штрафа
𝛼. Результаты моделирования подтверждают достаточно высокую скорость
сходимости алгоритма.
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1. Введение

Многие практические задачи управления физическими и ме-
ханическими системами требуют учета ограничений, наложен-
ных на переменные состояния системы. Однако решение задач
с ограничениями может быть очень сложным, особенно для задач
оптимального управления. Ограничения, которые должны выпол-
няться в каждый момент времени, могут существенно изменить
динамические свойства замкнутой системы. Трудности становят-
ся еще больше для нелинейных и неопределенных систем.

Сложные механические системы обычно состоят из несколь-
ких подсистем. Одной из практических задач управления ими
является селективное возбуждение, когда требуется увеличить
энергию одной подсистемы и ограничить энергию другой. К чис-
лу таких задач относятся, например, управление прохождением
через зону резонанса [14], селективное возбуждение молекул [2].
Известно, что для решения подобных задач применяется метод
скоростного градиента [3, 4, 10, 1]. Метод скоростного градиента
применим для случая, когда цель управления задана как асимп-
тотическая минимизация скалярной целевой функции состояния
системы. Он позволяет сконструировать обратную связь по со-
стоянию, позволяющую достичь цели управления при определен-
ных естественных условиях. Метод применялся к различным за-
дачам нелинейного и адаптивного управления физическими и ме-
ханическими системами [10]. Однако фазовые ограничения в ви-
де неравенств ранее не учитывались (случай ограничений типа
равенства рассмотрен в книге [8]). В работах [5, 6] был предло-
жен подход к управлению при фазовых ограничениях типа нера-
венства, основанный на расширенной версии метода скоростного
градиента. Ограничения учитываются с помощью версии штраф-
ных (барьерных) функций, хорошо известных в математическом
программировании [7]. Приведен общий результат, дающий усло-
вия достижения цели управления при ограничениях, заданных
скалярной функцией ограничений. Применение метода проиллю-
стрировано на примере пары маятников, находящихся под воз-
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действием одной управляющей силы. Целью является достиже-
ние заданного значения энергии одного маятника при соблюде-
нии ограничения на энергию другого маятника. Как аналитиче-
ское исследование, так и численные результаты подтверждают
хорошую работу предлагаемого регулятора. Однако исследова-
ние работы метода при вариациях параметров системы в [5, 6] не
проводилось.

В настоящей работе проводится систематическое исследова-
ние поведения замкнутой системы из двух идентичных маятни-
ков при изменении параметров и начальных условий маятников,
а также параметров синтезированного регулятора. Основная цель
исследования – анализ разделимости движений по энергии при
помощи управления.

2. Алгоритм управления: постановка задачи
и синтез регулятора

Опишем, следуя [5], постановку задачи и ее решение на ос-
нове метода скоростного градиента. Рассмотрим управляемую
систему, описываемую уравнениями состояния:

(1)
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐹 (𝑥, 𝑢), 𝑥(0) ∈ 𝑋0, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ R𝑚, 𝑡 ∈ R,

где 𝑥 — вектор состояния; 𝑢 — управляющий вход; 𝑡 — время;
𝑋0 — множество возможных начальных состояний; 𝐹 (𝑥, 𝑢) —
гладкая функция по обоим аргументам. Цель управления зада-
ётся с помощью неотрицательной гладкой функции 𝑄(𝑥) (далее
— целевая функция):
(2) lim

𝑡→+∞
𝑄(𝑥(𝑡)) = 0,

где 𝑥(𝑡) — решение (1) с некоторым допустимым 𝑢(𝑡) и 𝑥(0)∈𝑋0.
Фазовые ограничения задаются неравенством для гладкой функ-
ции 𝐵(𝑥) (далее — функция ограничений):
(3) 𝐵(𝑥(𝑡)) > 0 для всех 𝑡 > 0, и 𝑥(0) ∈ 𝑋0.

Предполагается, что 𝐵(𝑥) > 0 для 𝑥 ∈ 𝑋0. Цель управле-
ния — минимизировать целевую функцию 𝑄(𝑥) без пересечения
множества 𝐵−1(0), где 𝐵−1(0) = 𝑥 ∈ 𝑋0 : 𝐵(𝑥) = 0. Для синте-
за алгоритма управления используется идея метода скоростного
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градиента для случая без ограничений. Для этого предлагается
ввести штрафную функцию для минимизации без ограничений:

(4) 𝑉 (𝑥, 𝛼) = 𝑄(𝑥) +
𝛼

𝐵(𝑥)
,

где 𝛼 > 0 — штрафной параметр. В отличие от стандартного ме-
тода штрафных функций (внутренней точки) [7], в предлагаемом
подходе штрафной параметр не устремляется к нулю с ростом 𝑡,
а остается постоянным. Таким образом, в данной работе исследу-
ется возможность приближенного решения задачи в этом случае
на основе метода скоростного градиента и оценивается погреш-
ность решения при различных значениях штрафного параметра
𝛼 > 0.

Согласно методу скоростного градиента вычисляется скаляр-
ная функция 𝑤(𝑥, 𝑢, 𝛼):

(5) 𝑤(𝑥, 𝑢, 𝛼) = ℒ𝐹𝑉 (𝑥, 𝛼) =

(︂
𝜕𝑄

𝜕𝑥
− 𝛼

𝐵(𝑥)2
𝜕𝐵

𝜕𝑥

)︂
𝐹 (𝑥, 𝑢),

где ℒ𝐹 означает производную вдоль траекторий системы (1),
а 𝜕𝑄

𝜕𝑥 , 𝜕𝐵
𝜕𝑥 — векторы-строки частных производных. Затем вычис-

ляется градиент 𝑤(𝑥, 𝑢, 𝛼) по управляющим переменным:

(6) ∇𝑢𝑤(𝑥, 𝑢, 𝛼)=

(︂
𝜕𝑤

𝜕𝑢

)︂⊤

=

(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑢

)︂⊤ (︂
∇𝑥𝑄(𝑥)− 𝛼

𝐵(𝑥)2
∇𝑥𝐵(𝑥)

)︂
.

Алгоритм изменения 𝑢(𝑡) определяется уравнением

(7) 𝑢(𝑡) = 𝑢0 − 𝛾

(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑢

)︂⊤(︂
∇𝑥𝑄(𝑥)− 𝛼

𝐵(𝑥)2
∇𝑥𝐵(𝑥)

)︂
,

где 𝑢0 — начальное значение управляющей переменной (напри-
мер, 𝑢0 = 0), а 𝛾 = 𝛾⊤ > 0 — положительно определённая мат-
рица усиления. Если 𝛼 = 0, то (7) преобразуется в алгоритм ско-
ростного градиента в конечной форме без фазовых ограничений.

Алгоритм (7) определен только в области {𝑥 : 𝐵(𝑥) > 0}.

3. Управление энергией гамильтоновых систем
с ограничением

Аналитическое исследование задачи в общем случае затруд-
нительно, поэтому ниже рассмотрим частный случай задачи:
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управление энергией гамильтоновой системы при ограничении
на энергию другой идентичной гамильтоновой системы. Специ-
фика задачи в том, что требуется разделить движения двух оди-
наковых систем при помощи всего лишь одного управления, не
нарушая ограничения в течение всего процесса функционирова-
ния систем.

Рассмотрим гамильтонову систему

(8)
𝑑𝑝𝑘

𝑑𝑡
= −𝜕𝐻(𝑝, 𝑞, 𝑢)

𝜕𝑞𝑘
,

𝑑𝑞𝑘

𝑑𝑡
=

𝜕𝐻(𝑝, 𝑞, 𝑢)

𝜕𝑝𝑘
,

𝑘 = 1, . . . , 𝑛, (𝑞(0), 𝑝(0)) ∈ 𝑋0.

Здесь 𝑞 = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛)⊤, 𝑝 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛)⊤ — векторы обоб-
щённых координат и импульсов, составляющие вектор состояния
(𝑝, 𝑞); 𝐻(𝑝, 𝑞, 𝑢) — управляемый гамильтониан; 𝑢 ∈ R𝑚 — вход
(обобщённая сила); 𝑋0 — множество начальных состояний. Пред-
положим, что гамильтониан аффинен по управлению:
(9) 𝐻(𝑝, 𝑞) = 𝐻0(𝑝, 𝑞) +𝐻1(𝑝, 𝑞)

⊤𝑢,

где 𝐻0(𝑝, 𝑞) — внутренний гамильтониан, 𝐻1(𝑝, 𝑞) — 𝑚-мерный
вектор (столбец) потенциалов взаимодействия [12]. Предполо-
жим, что система состоит из двух подсистем, и рассмотрим зада-
чу избирательного возбуждения, когда требуется увеличить энер-
гию одной подсистемы и ограничить энергию другой (напри-
мер, прохождение через резонанс [14], избирательное возбужде-
ние молекулы [2]). Пусть 𝑞1, 𝑝1 — векторы обобщённых коорди-
нат и импульсов первой подсистемы, а 𝑞2, 𝑝2 — соответственно,
второй. Будем считать, что подсистемы независимы, т.е.
(10) 𝐻0(𝑝, 𝑞) = 𝐻1

0 (𝑝1, 𝑞1) +𝐻2
0 (𝑝2, 𝑞2),

где 𝐻1
0 — гамильтониан первой подсистемы; 𝐻2

0 — гамильтониан
второй подсистемы.

Задача избирательного возбуждения формализуется следую-
щим образом. Цель управления — стабилизация энергии первой
подсистемы на заданном значении 𝐸1:
(11) lim

𝑡→+∞
𝐻1

0 (𝑝1(𝑡), 𝑞1(𝑡)) = 𝐸1

при ограничении энергии второй подсистемы значением 𝐸2:
(12) 𝐻2

0 (𝑝2(𝑡), 𝑞2(𝑡)) < 𝐸2, 𝑡 > 0.
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Предполагается, что начальное состояние системы удовлетворяет
ограничению (12).

Вводятся целевая функция и функция ограничений:

(13) 𝑄(𝑝1, 𝑞1) =
1

2

(︀
𝐻1

0 (𝑝1, 𝑞1)− 𝐸1

)︀2
,

(14) 𝐵(𝑝2, 𝑞2) = 𝐸2 −𝐻2
0 (𝑝2, 𝑞2).

Тогда цель управления (11) принимает вид (2), а ограничение
(12) — вид (3). Согласно (4) штрафная функция:

(15) 𝑉 (𝑝, 𝑞, 𝛼) = 𝑄(𝑝1, 𝑞1) +
𝛼

𝐵(𝑝2, 𝑞2)
=

=

(︀
𝐻1

0 (𝑝1, 𝑞1)− 𝐸1

)︀2
2

+
𝛼

𝐸2 −𝐻2
0 (𝑝2, 𝑞2)

.

Для задачи избирательного возбуждения (11), (12) гамильто-
новой системы (8) закон управления (7) принимает вид
(16) 𝑢(𝑡) = 𝑢0 − 𝛾∇𝑢ℒ𝐹𝑉 (𝑝(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝛼),
где ℒ𝐹 — производная вдоль траекторий системы (11); 𝑢0 — на-
чальное значение управления; 𝛾 = 𝛾⊤ > 0 — матрица усиления;
𝛼 > 0 — параметр.

4. Два маятника под действием одной силы

Для демонстрации предложенных алгоритмов исследуется
задача избирательного управления энергией двух маятников. Рас-
смотрим два независимых нелинейных маятника, находящихся
под действием одной силы (рис. 1). Уравнения системы:

(17)

{︃
𝑞1 = (𝑚𝑙2)−1𝑝1,

𝑝̇1 = −𝑚𝑔𝑙 sin 𝑞1 + 𝑢𝑙 cos 𝑞1,

(18)

{︃
𝑞2 = (𝑚𝑙2)−1𝑝2,

𝑝̇2 = −𝑚𝑔𝑙 sin 𝑞2 + 𝑢𝑙 cos 𝑞2.
Точка над переменной обозначает её производную по 𝑡; 𝑞1,

𝑝1 — угловая координата и импульс первого маятника; 𝑞2, 𝑝2 —
второго; 𝑔 — ускорение свободного падения. Маятники имеют
одинаковую массу 𝑚, длину 𝑙. Управляющий момент 𝑢 приложен
к оси подвеса маятников и создает вращательное воздействие от-
носительно этой оси.
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Рис. 1. Два независимых нелинейных маятника под действием
единой управляющей силы 𝑢

Перепишем систему (17), (18) в гамильтоновой форме (8),
(9), (10). Гамильтониан каждого маятника:

(19) 𝐻𝑘
0 (𝑝𝑘, 𝑞𝑘) =

1

2𝑚𝑙2
𝑝2𝑘 +𝑚𝑔𝑙(1− cos 𝑞𝑘), 𝑘 = 1, 2.

Маятники независимы, поэтому справедливо соотношение
(10).

Гамильтониан взаимодействия:
(20) 𝐻1(𝑝, 𝑞) = −𝑙(sin 𝑞1 + sin 𝑞2).

Отметим, что в системе (17), (18) две регулируемые величи-
ны и всего лишь одно управляющее воздействие. Эта ситуация
соответствует соответствует английскому термину «underactuated
system», означающему систему, у которой размерность множе-
ства управлений меньше, чем размерность целевого множества
(множества регулируемых величин). В случае механической си-
стемы общего положения это свойство выполнено, если число
управляющих переменных меньше числа степеней свободы си-
стемы. В таком случае часто используется термин «неполнопри-
водная система». Отметим, что, в силу идентичности маятников,
если 𝑞1(𝑡) = 𝑞2(𝑡) и 𝑝1(𝑡) = 𝑝2(𝑡) при каком-то 𝑡 > 0, то они
останутся равными для всех 𝑡 при любом управлении 𝑢(𝑡).
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4.1. Постановка задачи управления
Требуется синтезировать управление, которое раскачивает

первый маятник до заданного уровня энергии 𝐸1 и ограничивает
энергию второго значением 𝐸2. Цель формализуется соотноше-
нием (11), ограничение — (12). Необходимо найти закон обратной
связи 𝑢(𝑝, 𝑞), обеспечивающий цель (11) и ограничение (12).

Предположим, что начальные условия маятников различны:
(21) (𝑝1(0), 𝑞1(0)) ̸= (𝑝2(0), 𝑞2(0)),

и удовлетворяют ограничению (12):
(22) 𝐻2

0 (𝑝2(0), 𝑞2(0)) < 𝐸2.

4.2. Синтез алгоритма управления
Согласно подходу, представленному в предыдущем разделе,

алгоритм синтезируется на основе уравнения (15) при 𝑢0 = 0
и уравнения (16) при 𝑢0 = 0.

𝑢(𝑝, 𝑞) = −𝛾∇𝑢ℒ𝐹V(𝑝, 𝑞, 𝛼) =

= −𝛾∇𝑢ℒ𝐹

[︂
(𝐻1

0 (𝑝1, 𝑞1)− 𝐸1)
2

2
+

𝛼

𝐸2 −𝐻2
0 (𝑝2, 𝑞2)

]︂
,(23)

𝑢(𝑝, 𝑞) = −𝛾

(︂
𝑝1 cos 𝑞1

𝑚𝑙

(︀
𝐻1

0 (𝑝1, 𝑞1)− 𝐸1

)︀
+

+ 𝛼
𝑝2 cos 𝑞2

𝑚𝑙

(︀
𝐻2

0 (𝑝2, 𝑞2)− 𝐸2

)︀−2
)︂

Здесь 𝛾 > 0 – скалярный коэффициент, 𝛼 > 0 – коэффициент
штрафа.

5. Численный анализ разделимости движений
одинаковых маятников общим управлением

5.1. Исследование задачи без возмущений
Для исследования способности регулятора обеспечивать до-

стижение цели управления при выполнении заданных фазовых
ограничений было проведено компьютерное моделирование. Бы-
ли выбраны следующие базовые значения параметров системы
и начальных условий, удовлетворяющие ограничению на энер-
гию второго маятника:
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– параметры каждого маятника: 𝑚 = 0,1, 𝑙 = 1, 𝑔 = 10;
– начальные условия: 𝑞1 = 0, 𝑞2 = 0,05, 𝑝1 = 0, 𝑝2 = 0;
– целевое значение энергии для первого маятника: 𝐸1 = 20;
– ограничение по энергии для второго маятника: 𝐸2 = 5;
– время моделирования: 80 с.
Результаты моделирования представлены на рис. 2.

Рис. 2. Результаты моделирования при 𝛾 = 0,015, 𝛼 = 10.
Слева – динамика управляющего воздействия, справа –

динамика энергий маятников

Из рисунка видно, что при 𝛾 = 0,015, 𝛼 = 10 управляю-
щее воздействия после некоторого периода активных колебаний
становится малым. Первый маятник достигает заданного уровня
энергии, а энергия второго маятника находится в заданных пре-
делах и также становится малой.

Анализ для 𝛾 = 0,03, 𝛼 = 10 показывает (рис. 3), что с ро-
стом коэффициента усиления 𝛾 амплитуда управления остаётся
небольшой, а требования к энергиям обоих маятников также удо-
влетворяются. При этом промежуток времени, в течение которого
разделения движений маятников не происходит, несколько воз-
растает.

Анализ результатов моделирования для 𝛾 = 0,015, 𝛼 = 1 по-
казывает (рис. 4), что уменьшение коэффициента штрафа для вто-
рого маятника приводит к дальнейшему увеличению промежутка
времени, на котором движения маятников не разделены по энер-
гиям, хотя асимптотические требования к поведению энергий вы-
полняются.
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Рис. 3. Результаты моделирования при 𝛾 = 0,03, 𝛼 = 10

Рис. 4. Результаты моделирования при 𝛾 = 0,015, 𝛼 = 1

5.2. Исследование влияния демпфирования
Мы будем исследовать влияние потерь энергии в первом и во

втором маятнике по отдельности. Возмущенные уравнения маят-
ников имеют вид

(24)

{︃
𝑞1 = (𝑚𝑙2)−1𝑝1,

𝑝̇1 = −𝑚𝑔𝑙 sin(𝑞1)−𝐾1𝑝1 + 𝑢𝑙 cos(𝑞1),

(25)

{︃
𝑞2 = (𝑚𝑙2)−1𝑝2,

𝑝̇2 = −𝑚𝑔𝑙 sin(𝑞2)−𝐾2𝑝2 + 𝑢𝑙 cos(𝑞2),

где 𝐾1,𝐾2 – коэффициенты трения для 1-го и 2-го маятника со-
ответственно.

На рис. 5 видно, что слабые потери (𝐾1 = 0,01) не оказыва-
ют существенного влияния на процессы в системе.
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Рис. 5. Результаты моделирования при 𝑘1 = 0,01, 𝑘2 = 0

Следующие графики (рис. 6, 7) показывают, что увеличение
демпфирования (𝐾1 = 0,1) не дает возможность первому маятни-
ку достичь желаемого значения энергии, несмотря на существен-
ный рост амплитуды колебаний управляющего воздействия.

Были проведены также эксперименты по моделированию
процессов в условиях демпфирования второго маятника, но они
показали, что этот тип возмущения не ухудшает свойства разде-
лимости процессов по энергии маятников.

5.3. Исследование влияния начальных условий
Как уже было сказано, нетривиальность рассматриваемой

задачи состоит в исследовании возможности разделять движе-
ния двух идентичных механических систем при помощи одно-
го управления, т.е. в условиях неполной управляемости системы.
Теоретически было показано [5], что такое разделение возмож-
но при неодинаковых начальных состояниях маятников, однако
практическая возможность и характер динамики системы вблизи
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Рис. 6. Результаты моделирования при 𝑘1 = 0,1, 𝑘2 = 0

Рис. 7. Результаты моделирования при 𝑘2 = 0,01, 𝑘1 = 0

совпадающих начальных условий не исследовалась. Ниже демон-
стрируется характер поведения системы управления при сближа-
ющихся начальных условиях.
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Рисунок 8 показывает, что уменьшение разности начальных
условий в 5 раз (до 10−2) изменяет динамику процессов незначи-
тельно.

Рис. 8. Результаты моделирования
при 𝑞1(0) = 0, 𝑞2(0) = 0,01, 𝑝1(0) = 0, 𝑝2(0) = 0

Уменьшение же разности начальных условий до 10−5 приво-
дит к существенному затягиванию фазы, когда движения по энер-
гии не разделены. Тем не менее ожидаемое разделение характера
движений маятников происходит, при этом в момент разделения
величина управляющего воздействия резко возрастает (рис. 9).
И только когда начальные условия маятников полностью совпа-
дают, разделения движений не происходит, причем ценой тако-
го свойства является появление мгновенной ошибки численного
интегрирования, приводящей к скачку траекторий через энерге-
тический барьер (рис. 10).
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Рис. 9. Результаты моделирования
при 𝑞1(0) = 0,05, 𝑞2(0) = 0,04999, 𝑝1(0) = 0, 𝑝2(0) = 0

Рис. 10. Результаты моделирования
при 𝑞1(0) = 0,05, 𝑞2(0) = 0,05, 𝑝1(0) = 0, 𝑝2(0) = 0
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6. Заключение

В работе исследована возможность разделения движений
двух идентичных динамических систем при помощи одного ска-
лярного воздействия, генерируемого механизмом обратной свя-
зию Такая задача может возникнуть при неполноприводном
(underactuated) управлении колебательными механическими си-
стемами, при избирательном (селективном) управлении система-
ми отдельных молекул и т.д. Исследован типовой случай, ко-
гда в качестве динамических систем рассматриваются идентич-
ные нелинейные маятники, а разделение требуется произвести по
уровню энергий подсистем. Для решение задачи предложено син-
тезировать управление с обратной связью. Алгоритм управления
строится на основе метода скоростного градиента, расширенно-
го для решения задач с фазовыми ограничениями. Для синтеза
управления с ограничениями используется идея метода штраф-
ных функций, работоспособность которого в данном случае сле-
дует из инвариантности энергий подсистем, см [5, 6].

Показано, что даже небольшая разница в начальных состо-
яниях маятников позволяет реализовать требуемое разделение,
причем результат слабо зависит от существенных изменений па-
раметров объекта и от наличия возмущений. Показано также, что
результат слабо зависит от параметров регулятора (коэффициента
усиления 𝛾) и от силы штрафа 𝛼.

Сказанное подтверждает перспективность предложенного
подхода.
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Abstract: The paper studies the possibility of separating the motions of two identical
dynamic systems using a single scalar action generated by a feedback mechanism.
Such a problem may arise with underactuated control of oscillatory mechanical
systems, with selective control of individual molecule systems, etc. A typical case is
studied when separation must be performed based on the energy level of subsystems.
To solve the problem, it is proposed to synthesize feedback control. The control
algorithm is based on the speed gradient method extended to account for constraints.
To design control under constraints the inner penalty function is used. Its operability
in this case follows from the invariance of the subsystem energies in the absence of
control. It is shown that even a small difference in the initial states of the controlled
systems allows the required separation to be achieved, and the result depends
weakly on significant changes in the parameters of the controlled system and on
the presence of disturbances. Finally, the result depends weakly on the parameters
of the controller (gain 𝛾) and the strength of the penalty 𝛼.
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