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В задачах многокритериального оценивания и выбора объектов с многоуровне-

вой структурой исходные данные, характеризующие объекты, как правило, из-

мерены в разнотипных  шкалах. В связи с этим применение аддитивной свёртки 

для концевых критериев иерархического дерева, отражающего многоуровне-

вую структуру объектов, корректно только для оценок объектов, представ-

ленных или преобразованных к единой однородной шкале. В статье введено по-

нятие «вес» в количественной шкале отношений критерия (𝑘 − 1)-го уровня 

иерархического дерева, определяемого через сумму весов подкритериев 𝑘-го 

уровня.
 
В этом случае применение процедуры вычисления глобальных нормиро-

ванных весов, которые принято называть коэффициентами, на каждом уровне 

иерархии через мультипликативную свёртку локальных коэффициентов, лежа-

щих на пути от корневой вершины, корректно. Предлагаемый метод локаль-

ного агрегирования оценок объектов с многоуровневой структурой обладает 

важным свойством, а именно: адекватностью упорядочений объектов в любой 

вершине иерархической структуры критериев относительно вычисления агре-

гированных оценок в количественной, порядковой (ранговой) шкале. Показано, 

при каких условиях интегральный метод агрегированных оценок по глобальным 

коэффициентам концевых критериев совпадает с локальным. Достоинствами 

локального метода являются наглядность, возможность понимания и кон-

троля промежуточных результатов аналитиками, бо́льшая объективность 

вычисленных оценок в корневой вершине иерархического дерева. Суть методов 

и их сравнение показана на примере многокритериального оценивания инфор-

мационных материалов.  

Ключевые слова: иерархическое дерево, локальные и глобальные веса 

критериев, локальное агрегирование данных, преобразование шкалы. 
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1. Введение 

Многие прикладные задачи, связанные с построением рей-

тингов компаний (предприятий, банков, организаций), многокри-

териальной оценки эффективности деятельности коллективов 

в организационных системах, многокритериального синтеза 

сложных технических систем, относятся к классу задач много-

критериального оценивания и выбора сложных прикладных объ-

ектов с многоуровневой структурой.  

В качестве многоуровневых структур рассматриваются дре-

вовидные или сетевые, которые обычно отражают иерархиче-

скую структуру оцениваемых объектов (альтернатив, вариантов 

решений, проектов, компаний, сложных экономических, техни-

ческих, военных систем). 

Для объектов с многоуровневой структурой характерно 

представление системы критериев в виде иерархического дерева 

с учётом их важности [11, 15, 18, 22]. При этом возникает про-

блема количественной оценки важности локальных критериев, 

входящих в вершину более высокого уровня.  

Для вычисления локальных весов (коэффициентов) важно-

сти критериев иерархического дерева обычно используются экс-

пертные методы. На данный момент методам формирования ве-

совых коэффициентов посвящено огромное число работ [2, 4, 6, 

7, 12–14]. Одним из наиболее эффективных методов формирова-

ния локальных весов критериев, базирующихся на матрице пар-

ных сравнений [10], является метод косвенного измерения пред-

почтений в количественной шкале отношений [7]. Вычисление 

весов сводится к лексикографическому упорядочению по важно-

сти критериев, входящих в вершины более высокого уровня, что 

позволяет затем сократить число экспертных сравнений предпо-

чтительности смежных пар в шкале отношений. Формирование 

локальных коэффициентов важности критериев математически 

обоснованы и базируется на матрице, обладающей особыми 

свойствами. Глобальные коэффициенты концевых критериев 

находятся умножением локальных коэффициентов, лежащих на 

пути от корневой вершины дерева к исходной концевой. 
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Первая методика решения многокритериальных задач с мно-

гоуровневой структурой под названием ПАТТЕРН (PATTERN)1 

появилась в 1963 г. Она была разработана фирмой «Хониуэлл» 

в США для оценки эффективности вариантов прогнозирования 

и планирования при разработке сложных научных и научно-тех-

нических программ [11]. 

Один из этапов методики предполагает построение дерева 

целей, которое служит для оценки относительной важности кри-

териев. В методе ПАТТЕРН был применён прямой метод экс-

пертного оценивания весов критериев в количественной шкале.  

Оценки количественной важности локальных критериев, 

входящих в вершины более высокого уровня, в долях единицы 

эксперты проставляют на бланке. Процедура определения коэф-

фициентов проходит в несколько туров, пока не будет согласо-

вана со всеми экспертами. Затем осуществляется их пересчёт 

в глобальные веса для каждой концевой (висячей) вершины де-

рева перемножением «весов» всех вершин, лежащих на пути, ве-

дущем от данной вершины к общей вершине. После этого для 

каждого объекта находится агрегированная оценка, равная сумме 

произведений глобальных весов на веса оценок критериев из от-

резка [0, 1], соответствующих объекту в концевых вершинах де-

рева. 

Метод агрегирования по аддитивной свертке критериев с 

глобальными (интегральными) весами нашел также применение 

в многокритериальной теории полезности [18] и в методе анализа 

иерархий Т. Саати [22]. В [1] рассматривается функции агрегиро-

вания для уменьшения количества критериев в задаче оптимиза-

ции. Для этого используются линейная функция агрегирования 

на основе взаимозамещения переменных и функция осреднения. 

В [2] предлагаются методы агрегирования частных показате-

лей в обобщенный показатель, а именно: вычисление средних, 

аддитивная свёртка, свертка на основе средней степенной функ-

ции и др. Однако применение аддитивной свёртки в данных ме-

тодах корректно только в том случае, когда исходные оценки 

                                                 
1 Аббревиатура PATTERN – Planning Assistance Through Technical Evaluation 

from Relevans Number (помощь планированию посредством относительных по-

казателей технической оценки). 
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объектов преобразованы в оценки результирующей однородной 

шкалы [9].  

В этом случае критерии в однородных шкалах имеют одина-

ковый размах и совпадение максимальных (минимальных) значе-

ний [5]. 

В дальнейшем под интегральным методом агрегирования бу-

дем понимать формирование обобщённых оценок объектов 

с многоуровневой структурой в виде аддитивной свертки оценок 

объектов по концевых критериям с глобальными (интеграль-

ными) весами, преобразованными в однородные шкалы. 

Настоящая статья является расширенной версией тезисов до-

клада на 14-й Международной конференции «Управление разви-

тием крупномасштабных систем» (MLSD'2021, Москва) [8]. 

2. Интегральный метод агрегирования оценок 
объектов, измеренных в разнотипных шкалах 

Решение задачи агрегирования данных в многоуровневых 

структурах основано на использовании методов многокрите-

риальной оценки объектов (альтернатив, вариантов, проектов, ре-

шений). Очевидными требованиями, предъявляемыми к таким 

методам, являются следующие:  

а)  отсутствие сужения множества объектов;  

б)  возможность получения при агрегировании того же типа 

шкал, что и исходные. 

Для иерархических процедур агрегирования группа методов 

с сужением множества объектов (альтернатив) не подходит, так 

как при выделении в разных вершинах дерева разных множеств 

лучших объектов их пересечение может оказаться пустым и мы 

не получим ни одного объекта, наиболее предпочтительного 

в целом – по совокупности критериев. Второе требование 

вытекает из условия применения не разных, а одного и того же 

метода агрегирования на различных уровнях иерархической 

структуры критериев. 

Решение задачи многокритериального оценивания и выбора 

аддитивным методом агрегирования данных в иерархических 

структурах сводится к следующим частным задачам: 

–  построение иерархической структуры критериев; 
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–  формирование локальных и глобальных коэффициентов 

важности критериев; 

–  выбор шкал и измерение объектов; 

–  преобразование исходных оценок объектов в количествен-

ных шкалах в единую порядковую; 

–  агрегирование данных в иерархической структуре. 

Рассмотрим эти задачи более подробно. 

2.1. ПОСТРОЕНИЕ ИЕРАРХИЧЕСКОГО ДЕРЕВА 

УПОРЯДОЧЕННЫХ КРИТЕРИЕВ ПО УБЫВАНИЮ 

ПРЕДПОЧТИТЕЛЬНОСТИ 

Построение иерархического дерева характерно как для инте-

грального, так и для локального метода агрегирования. Пусть 

задано множество объектов 𝐴 = {𝑎𝑞: 𝑞 = 1,  𝑛
̅̅ ̅̅ ̅}. Оценки объектов 

𝑎𝑞 ∈ 𝐴 по критериям 𝑓𝑗, 𝑗 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ , имеет вид 𝑥𝑗
(𝑞)
= 𝑓𝑗(𝑎𝑞).  

В общем случае будем рассматривать случай, когда шкалы 

критериев не однородны, т.е. имеют различный размах [5], и 

разнотипны [20].  

Для корпорационных систем управления понятие цели явля-

ется многоуровневым: задаётся деревом целей, достижение кото-

рых обеспечивается иерархической организацией подсистем 

в систему. При этом предполагается, что достижение целей под-

систем более низких уровней иерархии обеспечивает достижение 

глобальных целей всей системы. В результате обобщённая 

оценка качества (эффективности) системы состоит из оценок ка-

чества её подсистем, т.е. и сам процесс оценивания, и результат 

будут задаваться многоуровневыми структурами [11, 18, 22].  

Одной из проблем для объектов с иерархической структурой 

показателей в виде дерева является выбор способа перечисления 

вершин. Для деревьев в основном применяются два способа пе-

речисления – «по ветвям», когда индекс вершины указывает путь 

к этой вершине, и «по уровням», когда по очереди рассматрива-

ются все уровни сверху вниз, а вершины одного уровня нумеру-

ются подряд слева направо.  

Способом перечисления «по ветвям» дерево задаётся в виде 

множества упорядоченных вершин [15]:  

(1) 𝐼𝐷 = {𝔉,𝒟}, 
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где 𝔉 = {𝐹0, 𝐹𝑗1 , … , 𝐹𝑗1…𝑗𝑘  𝑗𝑘 = 1, 𝑛𝑗1…𝑗𝑘−1; 𝑘 = 0, 𝑛} – множество 

вершин (критериев), в которых индекс 𝑗1, … , 𝑗𝑘 вершины 𝐹𝑗1…𝑗𝑘  

указывает путь к этой вершине от корневой вершины 𝐹0 (k = 0); 

𝒟 = {(𝐹𝑗1…𝑗𝑘−1 , 𝐹𝑗1…𝑗𝑘)𝑗𝑘 = 1, 𝑛𝑗1…𝑗𝑘−1; 𝑘 = 0, 𝑛} – множе-

ство дуг, в которых множество вершин {𝐹𝑗1…𝑗𝑘},  упорядоченных 

по убыванию важности, инцидентно вершине 𝐹𝑗1…𝑗𝑘−1; 

𝐹0 – глобальный (обобщённый) корневой критерий верхнего 

(нулевого) уровня иерархии;  

𝐹𝑗1 – групповые критерии 1-го уровня иерархии, являющиеся 

концевыми вершинами множества дуг {(𝐹0, 𝐹𝑗1)| 𝑗1 = 1, 𝑛0 }, n0 – 

число дуг, инцидентных вершине F0;  

𝐹𝑗1…𝑗𝑘 – групповые критерии k-го уровня, являющиеся кон-

цевыми вершинами дуг {(𝐹𝑗1…𝑗𝑘−1 , 𝐹𝑗1…𝑗𝑘)|𝑗𝑘 = 1, 𝑛𝑗1…𝑗𝑘−1  };  

𝑛𝑗1…𝑗𝑘−1  – число дуг, инцидентных вершине 𝐹𝑗1…𝑗𝑘−1. 

Концевые вершины 𝑛𝔉-го нижнего уровня условно обозна-

чены строчными буквами 𝑓𝑗1…𝑗𝑛.   

Для наглядности изложения материала статьи будим исполь-

зовать следующие обозначения: 

𝐹𝑗𝑘−1 ≡ 𝐹𝑗1…𝑗𝑘−1ξ, 𝑗𝑘 = 1, 𝑛𝑗𝑘−1 ≡ 1, 𝑛𝑗1…𝑗𝑘−1 ,   
𝑛𝑗𝑘−1 ≡ 𝑛𝑗1…𝑗𝑘−1 , 𝑓𝑗𝑛 ≡ 𝑓𝑗1…𝑗𝑛 . 

2.2. ФОРМИРОВАНИЕ ЛОКАЛЬНЫХ И ГЛОБАЛЬНЫХ 

КОЭФФИЦИЕНТОВ ВАЖНОСТИ КРИТЕРИЕВ 

Понятию количественной важности критериев [12–14] соот-

ветствует измерение в количественных типах шкал: отношений, 

разности и абсолютной шкале [21]. 

Определение 1.  В количественной шкале отношений крите-

рий 𝑓𝑗 будет более важным, чем критерий 𝑓𝑖, если вес 𝑤(𝑓𝑗) кри-

терия 𝑓𝑗 будет превосходить вес 𝑤(𝑓𝑖) критерия 𝑓𝑖 в 𝑤𝑗𝑖 =
𝑤𝑗

𝑤𝑖
> 1  

раз, и менее важным, если 𝑤𝑗𝑖 =
𝑤𝑗

𝑤𝑖
< 1, а при 𝑤𝑗𝑖 =

𝑤𝑗

𝑤𝑖
= 1 кри-

терии будут являться равноважными. 

Пусть 𝑤𝑗𝑘 = 𝑤(𝐹𝑗𝑘), 𝑗𝑘 = 1, 𝑛𝑗𝑘−1 , − веса важности 𝐹𝑗𝑘 под-

критериев k-го уровня, входящих в вершину 𝐹𝑗𝑘−1 критерия 
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(𝑘 − 1)-го уровня. Веса подкритериев 𝑘-го уровня, входящих 

в вершину (𝑘 − 1)-го, т.е. более высокого уровня, принято назы-

вать локальными весами [18]. 

Тогда за вес 𝐹𝑗𝑘−1 критерия на (𝑘 − 1)-м уровне примем 

сумму весов важности подкритериев k-го уровня: 

(2) 𝑤(𝐹𝑗𝑘−1) = ∑ 𝑤(𝐹𝑗𝑘−1𝑗𝑘) ∀ 𝑗𝑘 = 1, 𝑛𝑗𝑘−1; … ; 
𝑛𝑗𝑘−1
𝑗𝑘=1

𝑗1 = 1, 𝑛0, 

где 𝑛𝑗𝑘−1 
– число 𝐹𝑗𝑘 подкритериев k-го уровня, входящих в вер-

шину 𝐹𝑗𝑘−1 критерия (𝑘 − 1)-го уровня.  

Вес 𝐹𝑗𝑛−1 группового критерия на (𝑛 − 1)-м уровне есть 

сумма весов важности 𝑓𝑗𝑛 ≡ 𝑓𝑗1…𝑗𝑛  концевых критериев 𝑛-го 

(нижнего) уровня: 

(3) 𝑤(𝐹𝑗𝑛−1) = ∑ 𝑤(𝑓𝑗𝑛)
𝑛𝑗𝑛−1
𝑗𝑛=1

∀ 𝑗𝑛 = 1, 𝑛𝑗𝑛−1; … ; 𝑗1 = 1, 𝑛0, 

где 𝑛𝑗𝑛−1– число концевых критериев 𝑛-го, входящих в вершину 

𝐹𝑗𝑛−1 группового критерия (𝑛 − 1)-го уровня. 

Вес критерия 𝐹𝑗𝑘−1 на (𝑘 − 1)-м уровне, вычисляемый по 

формуле (2), можно определить через сумму весов важности кон-

цевых критериев n-го уровня, для которых вершина 𝐹𝑗𝑘−1  
будет 

корневой: 

(4) 𝑤(𝐹𝑗𝑘−1) = ∑ ∑ …
𝑛𝑗𝑘
𝑗𝑘+1=1

𝑛𝑗𝑘−1
𝑗𝑘=1

∑ ∑ 𝑤(𝑓𝑗𝑛),
𝑛𝑗𝑛−1
𝑗𝑛=1

𝑛𝑗𝑛−2
𝑗𝑛−1=1

 

а вес 𝐹0 корневого критерия иерархического дерева на высшем 

уровне упорядоченных критериев
 

будет равен сумме всех 

концевых критериев нижнего уровня: 

(5) 𝑤(𝐹0) = ∑ ∑ …
𝑛𝑗1
𝑗2=1

𝑛0
𝑗1=1

∑ ∑ 𝑤(𝑓𝑗𝑛).
𝑛𝑗𝑛−1
𝑗𝑛=1

𝑛𝑗𝑛−2
𝑗𝑛−1=1

 

Определение 2.  Нормированные веса важности критериев 

𝐹𝑗1…𝑗𝑘 на 𝑘-м уровне иерархии, где 𝑘 = 1, 2, … , 𝑛, относительно 

суммы весов критериев, входящих в вершину 𝐹𝑗1…𝑗𝑘−1 критерия 

(𝑘 − 1)-го уровня, принято называть весовыми локальными ко-

эффициентами критериев 𝐹𝑗1…𝑗𝑘  относительно вершины 𝐹𝑗1…𝑗𝑘−1:  

(6) 𝑤𝑙(𝐹𝑗1…𝑗𝑘) =
𝑤(𝐹𝑗1…𝑗𝑘)

∑ 𝑤(𝐹𝑗1…𝑗𝑘)
𝑛𝑗1…𝑗𝑘−1
𝑗𝑘=1

,

 

 

а нормированные относительно суммы всех критериев 𝐹𝑗1…𝑗𝑘 k-го 

уровня иерархии называть глобальными (интегральными) 

коэффициентами критериев 𝐹𝑗1…𝑗𝑘 на k-м уровне иерархии:  
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(7) 𝑤g(𝐹𝑗1…𝑗𝑘) =
𝑤(𝐹𝑗1…𝑗𝑘)

∑ …
𝑛0
𝑗1=1

∑ 𝑤(𝐹𝑗1…𝑗𝑘)
𝑛𝑗1…𝑗𝑘−1
𝑗𝑘=1

.

  

  

Возникает вопрос: как связаны веса критериев на каждом 

уровне? 

Теорема 1  (о сумме весов критериев на 𝒌-м уровне 

иерархии). Пусть сумма весов критериев на 𝑘-м уровне иерар-

хического дерева представима в виде 

(8) 𝑤Σ(𝑘) = ∑ ∑ …
𝑛𝑗1
𝑗2=1

𝑛0
𝑗1=1

∑ 𝑤(𝐹𝑗1…𝑗𝑘) ∀
𝑛𝑗𝑘−1
𝑗𝑘=1

 𝑘 = 0, 𝑛. 

Тогда суммы весов важности критериев на каждом уровне 

иерархии будут совпадать между собой: 

(9) 𝑤Σ(0) =  … =  𝑤Σ(𝑘) = ⋯ = 𝑤Σ(𝑛) ∀ 𝑘 = 0,1,… , 𝑛. 
Доказательство.  Действительно для любого 𝑘 = 0, 𝑛̅̅ ̅̅̅, под-

ставив (4) в виде 𝑤(𝐹𝑗𝑘) = ∑ …∑ 𝑤(𝑓𝑗1…𝑗𝑛)
𝑛𝑗𝑛−1
𝑗𝑛=1

𝑛𝑗𝑘
𝑗𝑘+1=1

 в формулу 

(8), получим: 

𝑤Σ(𝑘) = ∑ …∑ (∑ …∑ 𝑤(𝑓𝑗1…𝑗𝑛)
𝑛𝑗𝑛−1
𝑗𝑛=1

𝑛𝑗𝑘
𝑗𝑘+1=1

)
𝑛𝑗𝑘−1
𝑗𝑘=1

𝑛0
𝑗1=1

  

для любого 𝑘 = 0, 1, … , 𝑛. Откуда следует (9). Теорема доказана. 

На рис. 1 представлено четырёхуровневое иерархическое де-

рево упорядоченных критериев с весами важности, которое пока-

зывает вклад критериев, начиная с концевых нижнего уровня 

иерархии, вплоть до корневой вершины 𝐹0 с весом 𝑤(𝐹0) = 100.  

Глобальные 
коэффициенты
критериев на k-м
уровне иерархии

[60]                                                                                    [40]       

(0,6)                                                                                   (0,4)       

{0,6}      {0,4}

Локальные 
коэффициенты
критериев

{0,24}           {0,06}        {0,15}       {0,09}    {0,06}          {0,18}         {0,12}        {0,04}        {0,03}      {0,03}

 [30]              [30]       

(0,5)              (0,5)  

{0,30}         {0,30}

[30]                        [10]       

(0,75)                    (0,25)

{0,30}                  {0,10}

[24]                [6]       

(0,8)             (0,2)       

 [18]             [12]       

 (0,6)            (0,4)       

[15]            [9]          [6]

(0,5)          (0,3)       (0,2)       

  [4]             [3]            [3]

  (0,4)         (0,3)        (0,3)       

[100]      

(1,0)

{1,0}      

Веса  критериев дерева

Уровни 
иерархии0

1

2

3

F0

F1
F2

F11 F12 F21
F22

f111 f112 f121 f122 f123 f211 f212 f221 f222 f223

 

Рис. 1. Четырёхуровневое иерархическое дерево упорядоченных 

критериев по убыванию важности  

При решении прикладных задач в качестве весов важности 

критериев принимаются веса из отрезка [0, 1], которые в сумме 
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дают единицу и формируются различными экспертными мето-

дами [2]. В соответствии с методом косвенных предпочтений [7] 

вначале эксперты ранжируют критерии, входящие в вершины бо-

лее высокого уровня иерархического дерева, по убыванию важ-

ности. 

Каждому эксперту на k-м уровне иерархии предъявляется 

множество подкритериев {𝐹𝑗𝑘−11,…, 𝐹𝑗𝑘−1𝑗𝑘 , … , 𝐹𝑗𝑘−1𝑛𝑗𝑘−1
}, упоря-

доченных по убыванию важности и входящих в вершину 𝐹𝑗𝑘−1: 

(10) 𝐹𝑗𝑘−11  ≻ 𝐹𝑗𝑘−12≽… ≻ 𝐹𝑗𝑘−1𝑗𝑘  ≽ …≻ 𝐹𝑗𝑘−1𝑛𝑗𝑘−1
, 𝑗𝑘 = 1, 𝑛𝑗𝑘−1 ,  

где ≽ – обозначение нестрогого предпочтения, которое означает 

для пары критериев строгого предпочтения (обозначение ≻) или 

отношение равнозначности (обозначение ≈). 

Результаты сравнения не известных заранее весов 𝑤(𝐹ξ), 

𝑤(𝐹ξ+1) смежных пар подкритериев {𝐹ξ, 𝐹ξ+1}: 

(11) 𝑤ξ,ξ+1
∗ ≈

𝑤(𝐹ξ)

𝑤(𝐹ξ+1)
, ξ = 𝑗𝑘 = 1, 𝑛𝑗𝑘−1 , 

на k-м уровне иерархии, входящих в вершину 𝐹𝑗𝑘−1, представля-

ются в виде (𝑛𝑗𝑘−1 − 1) наддиагональных элементов 

(12) (𝑤12
∗ , 𝑤23

∗ , … , 𝑤ξ,ξ+1
∗ , … , 𝑤𝑛𝑗𝑘−1−1,𝑛𝑗𝑘−1

∗ ),    

квадратной матрицы 𝑊𝐹𝑗𝑘−1
[𝑤ξ,ξ+1] попарного сравнения смеж-

ных подкритериев {𝐹ξ, 𝐹ξ+1}  

(13) 𝑊𝐹𝑗𝑘−1
=

(

  
 

1
1
𝑤1,2
∗⁄

…
…
0

𝑤1,2
∗

1
…
…
0

0
  𝑤2,3

∗

1
…
0

…
…
…
1

    1 𝑤
𝑛𝑗𝑘−1

−1, 𝑛𝑗𝑘

∗⁄

0
0
…

𝑤
𝑛𝑗𝑘−1

−1, 𝑛𝑗𝑘

∗

1 )

  
 

. 

При этом количественная оценка (11) означает, что эксперт
 

считает критерий 𝐹ξ важнее критерия 𝐹ξ+1 (𝐹ξ ≻ 𝐹ξ+1) в 𝑤ξ,ξ+1
∗

 раз, 

если 𝑤ξ,ξ+1
∗ > 1, а при  𝑤ξ,ξ+1

∗ = 1 критерии равноважны 

(𝐹ξ  𝐹ξ+1). Исходя из свойства обратной симметрии, равенство 

 𝑤ξ+1,ξ =
1

 𝑤ξ,ξ+1
∗ < 1 означает, что количественно критерий 𝐹ξ+1 

в 𝑤ξ+1,ξ раз менее важен критерия 𝐹ξ. 
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При таком подходе достаточно всего лишь (𝑛𝑗𝑘−1 − 1)-го экс-

пертного сравнения вместо 
(𝑛𝑗𝑘−1)

2
 – 𝑛𝑗𝑘−1

2
 при попарном сравне-

нии как, например, в методе анализа иерархий Т. Саати [22]. 

В [7] показано, что матрица (13) является мультипликатив-

ной и обладает рядом свойств, а именно: нормированные эле-

менты столбцов 𝑤𝜉
↓ , ξ = 1, 𝑛𝑗𝑘−1, матрицы  𝑊𝐹𝑗𝑘−1

 (13), вычис-

ленные по наддиагональным элементам (12) по формуле 

(14) 𝑤ηξ
 =

{
 

 ∏ 𝑤𝑡,𝑡+1
∗ , 𝜂 < 𝑣, ∀ 𝜂 = 1, ξ − 1,                

ξ−1
𝑡=𝜂

1,                 ∀ 𝜂 = ξ,                           

(∏ 𝑤𝑡,𝑡+1
∗𝜂−1

𝑡=ξ )
−1
, 𝜂 > ξ, ∀ 𝜂 = ξ + 1, 𝑛𝑗𝑘−1

  

совпадают между собой и равны нормированным весам 𝑤𝑙(𝐹𝑗𝑘) 

критериев 𝐹𝑗𝑘, т.е. 

𝑤̃𝜉
↓ = (

𝑤̃1𝜉  
…

𝑤̃𝑛𝑗𝑘−1𝜉
 
) = (

 𝑤𝑙1
…

 𝑤𝑙𝑛𝑗𝑘−1

) ∀ 𝜉 = 1, 𝑛𝑗𝑘−1 , 

где w̃ηξ =
𝑤𝜂𝜉

∑ 𝑤𝜂𝜉
𝑛
𝜂=1

  – нормированный элемент ξ-го столбца wξ
↓; 

𝑤𝑙𝜂
 = 𝑤̃𝜂𝜉 – локально нормированный вес 𝐹𝜂 критерия. 

За весовые локальные коэффициенты для простоты вычис-

ления лучше принять нормированные элементы последнего 

столбца матрицы (13), вычисленные по наддиагональным эле-

ментам (12): 

(15) 𝑤𝜂,𝑛𝑗𝑘−1
 = {

∏ 𝑤𝑡,𝑡+1
∗ , 𝜂 < 𝑛𝑗𝑘−1;            

𝑛𝑗𝑘−1−1

𝑡=𝜂

1,          𝜂 = 𝑛𝑗𝑘−1 .                      
 

При этом для весовых 𝑤𝑙𝑗1…𝑗𝑘 = 𝑤𝑙(𝐹𝑗1…𝑗𝑘) локальных коэф-

фициентов, входящих в вершину 𝐹𝑗1…𝑗𝑘−1 более высокого уровня, 

выполняется условие нормировки: 

(16) ∑ 𝑤𝑙𝑗1…𝑗𝑘 = 1
𝑛𝑗1…𝑗𝑘−1
𝑗𝑛=1

 ∀  𝑗𝑘 = 1, 𝑛𝑗1…𝑗𝑘−1; 𝑘 = 1, 𝑛𝔉, 

а для весового локального коэффициента корневой вершины 𝐹0 

выполняется условие 𝑤𝑙(𝐹0) = 1.  



 

Управление большими системами. Выпуск 110 

52 

По локальным коэффициентам критериев формируются гло-

бальные (интегральные) «веса» 𝑤g𝑗1𝑗2…𝑗𝑘 = 𝑤g(𝐹𝑗1𝑗2…𝑗𝑘) группо-

вых вершин 𝐹𝑗1𝑗2…𝑗𝑘 , 𝑗𝑘 =  1, 𝑛𝑗1…𝑗𝑘−1 , на 𝑘-м уровне иерархии, ко-

торые вычисляются в виде произведения локальных 

коэффициентов вершин, лежащих на пути от корневой вер-

шины 𝐹0 к произвольной групповой вершине 𝐹𝑗1…𝑗𝑘:  

(17) 𝑤g𝑗1…𝑗𝑘 =  𝑤𝑙(𝐹0) ∙ 𝑤𝑙(𝐹𝑗1) ∙ … ∙ 𝑤𝑙 (𝐹𝑗1…𝑗𝑘
). 

Глобальный (интегральный) «вес» 𝑤g𝑗1𝑗2…𝑗𝑛 = 𝑤g(𝑓𝑗1𝑗2…𝑗𝑛) 

концевой вершины 𝑓𝑗1…𝑗𝑛 на 𝑛-м уровне иерархии вычисляется 

в виде произведения локальных коэффициент вершин, лежащих 

на пути от корневой вершины 𝐹0 к произвольной концевой вер-

шине 𝑓𝑗1…𝑗𝑛:  

(18) 𝑤g𝑗1𝑗2…𝑗𝑛 = 𝑤𝑙0 ∙ 𝑤𝑙𝑗1 ∙ … ∙ 𝑤𝑙𝑗1𝑗2…𝑗𝑛 = ∏ 𝑤𝑙𝑗1𝑗2…𝑗𝑘
𝑛
𝑘=0 , 

где 𝑗𝑛 = 1, 𝑛𝑗1…𝑗𝑛−1; … 𝑗𝑘 = 1, 𝑛𝑗1…𝑗𝑘−1; … , 𝑗1 = 1, 𝑛0. 

По определению локальный коэффициент корневой вер-

шины совпадает с глобальным 𝑤𝑙(𝐹0) = 𝑤g(𝐹0) = 1 (рис. 1). 

Возникает вопрос: будут ли равны глобальные весовые ко-

эффициенты, полученные по мультипликативной свёртке по фор-

муле (17) и вычисленные по формуле (7) как отношение веса кри-

терия к сумме весов по всем критериям k-го уровня иерархии?  

Ответ даёт следующая теорема, которую, не умаляя общно-

сти, докажем для глобальных весов концевых критериев. 

Теорема 2 (об аддитивном свойстве мультипликативной 

свёртки весов критериев).  Пусть для концевого критерия 

𝑓𝑗1…𝑗𝑛  иерархического дерева глобальные коэффициенты полу-

чены:  

а) нормированием по сумме 
 
коэффициентов важности кон-

цевых критериев n-го уровня: 

(19) 𝑤g𝑗1…𝑗𝑛
(Σ) =

𝑤(𝑓𝑗1…𝑗𝑛)

∑ ∑ …∑ 𝑤(𝑓𝑗1…𝑗𝑛)
𝑛𝑗1…𝑗𝑛−1
𝑗𝑛=1

𝑛𝑗1
𝑗2=1

𝑛0
𝑗1=1

=
𝑤(𝑓𝑗1…𝑗𝑛)

𝑤(𝐹0)
;

 
б)  вычислением по мультипликативной свёртке: 

(20) 𝑤g𝑗1…𝑗𝑛
(Π)

=  𝑤𝑙(𝐹0) × 𝑤𝑙(𝐹𝑗1) × …× 𝑤𝑙 (𝑓𝑗1…𝑗𝑛). 

Тогда  

1. Формулы (19) и (20) равносильны, т.е. их правые части 

совпадают: 
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(21) 𝑤𝑙(𝐹0) × 𝑤𝑙(𝐹𝑗1) × …× 𝑤𝑙 (𝑓𝑗1…𝑗𝑛) =
𝑤(𝑓𝑗1…𝑗𝑛)

𝑤(𝐹0)
. 

2. Глобальный коэффициент 𝑤g(𝐹𝑗𝑘) группы критериев 𝐹𝑗𝑘 

𝑘-го уровня иерархического дерева равен сумме глобальных коэф-

фициентов 𝑤g(𝐹𝑗𝑘+1) критериев, входящих в эту группу: 

(22) 𝑤g(𝐹𝑗𝑘) = ∑ 𝑤g(𝐹𝑗𝑘+1) = ∑ …
𝑛𝑗𝑘
𝑗𝑘+1=1

𝑛𝑗𝑘
𝑗𝑘+1=1

∑ 𝑤g(𝑓𝑗1…𝑗𝑛)
𝑛𝑗𝑛−1
𝑗𝑛=1

.  

3. Суммы глобальных коэффициентов критериев на k-м 

уровне равны единице: 

(23)  ∑ …
𝑛0
𝑗1=1

∑ 𝑤g(𝐹𝑗1…𝑗𝑘) = 1 
𝑛𝑗1…𝑗𝑘−1
𝑗𝑘=1

∀ 𝑘 = 1, 𝑛.

     Доказательство базируется на формулах (2)–(7), (8), (9) 

и (16)–(18).  

Из данной теоремы следует важный вывод, что процедура 

вычисления глобальных коэффициентов через мультипликатив-

ную свёртку локальных
 
коэффициентов важности критериев кор-

ректна.  

2.3. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ОЦЕНОК ОБЪЕКТОВ В ОЦЕНКИ 

ПОРЯДКОВОЙ БАЛЛЬНОЙ ИЛИ РАНГОВОЙ 

РЕЗУЛЬТИРУЮЩЕЙ ШКАЛЫ 

Пусть часть оценок 𝑥𝑖
(𝑞)
= 𝑓𝑖(𝑎𝑞) по критериям 𝑓𝑖, 𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ , 

представлены в виде экспертных оценок (в ранговой, балльной, 

количественной шкале). Тогда в качестве результирующей 

шкалы оправдано применение порядковой шкалы с ранговыми 

градациями [9]. 

Рассмотрим подробно преобразование оценок объектов в ко-

личественной шкале в оценки порядковой c балльными градаци-

ями результирующей шкалы: 

(24) 𝑆ℎ = 〈𝑟𝑚𝑖𝑛, 𝑟𝑚𝑎𝑥;  𝑏; {<,= }〉,  
где 𝑟𝑚𝑖𝑛 = 1 ( 𝑟𝑚𝑎𝑥 = 𝑏) – минимальный (максимальный) балл 

порядковой шкалы; 𝑏 – число градаций шкалы; {<,=} – 

отношения, заданные на множестве градаций. 

Переход от исходных количественных шкал к результирую-

щей балльной шкале математически может быть осуществлён 

способом линейного (равномерного) разбиения с шагом, вычис-

ляемым по формуле  
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(25) ℎ𝑖(𝑏) =
𝑓𝑖
∗−𝑓𝑖∗ 

𝑏
 ∀  𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ,    

где m – число интервалов разбиения области 𝑋𝑖 = [𝑓𝑖∗,  𝑓𝑖
∗] значе-

ний 𝑓𝑖,  𝑖 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ , критериев.  

При этом область 𝑋𝑖 = [𝑓𝑖∗,  𝑓𝑖
∗] значений 𝑓𝑖 

 критерия разби-

вается на 𝑏 отрезков – классов 𝑋𝑖,𝑟 = [𝑥𝑟−1, 𝑥𝑟], 𝑟 = 1, 𝑏: 
(26) ℛ: 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯ < 𝑥𝑟−1 < 𝑥𝑟 < ⋯ < 𝑥𝑏 , 
где 𝑥0 = 𝑓𝑖∗; 𝑥𝑏 = 𝑓𝑖

∗. 
Номера классов (отрезков) разбиения будем отождествлять 

с градациями порядковой результирующей 𝑏-балльной шкалы:  

(27) 𝑅 = {1, 2, … , 𝑟, … , 𝑏}. 

При равномерном разбиении области 𝑋𝑖 = [𝑓𝑖∗,  𝑓𝑖
∗] 

 
шкаль-

ных интервальных значений в исходной шкале и с шагом (25) гра-

ницы классов определяются по формуле 

(28) 𝑥 𝑟 = 𝑥 0 + ℎ𝑖𝑟,

 

  𝑟 = 1, 𝑏,  
где 𝑥0 = 𝑓𝑖∗,

 

𝑥𝑏 = 𝑓𝑖
∗. 

Переход от непрерывной шкалы к результирующей порядко-

вой шкале с равномерным разбиением исходной шкалы представ-

лен на рис. 2. 

 

Рис. 2. Равномерное разбиение исходной шкалы 

В результате область значений оценок объектов можно пред-

ставить в виде объединения сегментов (классов): 

(29) 𝑋𝑖 = ⋃ 𝑋𝑖,𝑟
𝑏
𝑟=1 ,

 
𝑟 = 1, 𝑏, 

где 𝑋𝑖,𝑟= [𝑥𝑟−1, 𝑥 𝑟] – сегмент (класс) разбиения; 𝑖 = 1, 𝑏. 
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Правило перехода 𝜋𝑖 оценок 𝑥𝑖
(𝑞)

 объектов в исходной коли-

чественной шкале по критерию 𝑓𝑖 к точечным оценкам 𝑟𝑖
(𝑙)

 в ре-

зультирующей балльной шкале с шагом дискретизации (4) пред-

ставим в виде множественно-точечного отображения: 

(30) 𝜋𝑖: [𝑓𝑖∗ + (𝑟 − 1)ℎ𝑖, 𝑓𝑖∗ + 𝑟ℎ𝑖] → 𝑟,
   

  

где 𝑋𝑖,𝑟= [𝑥 𝑟−1, 𝑥 𝑟] = [𝑓𝑖∗ + (𝑟 − 1)ℎ𝑖 , 𝑓𝑖∗ + 𝑟ℎ𝑖];
  
𝑟 ∈ 𝑅 = {1, 2, … , 𝑏}

 
– 

градации результирующей шкалы; b – число шкальных градаций 

в порядковой (балльной) шкале.  

При этом каждой оценке 𝑥𝑖
(𝑞)

, 𝑞 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅, попадающей в класс 

𝑋𝑖,𝑟 разбиения, ставится в соответствие оценка 𝑟𝑖
(𝑞)

 результирую-

щей шкалы по правилу 

(31) 𝑥𝑖
(𝑞) π𝑖
→ 𝑟𝑖

(𝑞)
, если 𝑥𝑖

(𝑞)
⊂ 𝑋𝑖,𝑟 = (𝑥𝑟−1, 𝑥𝑟). 

  
В случае попадания интервальной оценки объекта на смеж-

ные классы ей присваивается связанный ранг, равный среднему 

арифметическому значению смежных рангов [19]:  

(32) 𝑥𝑖
(𝑞) π𝑖
→𝑟𝑖

(𝑞)
=
𝑟+(𝑟+1)

2
= 𝑟 +

1

2
,  если 𝑥𝑖

(𝑞)
∈ 𝑋𝑖,𝑟⋃𝑋𝑖,𝑟+1. 

Так, на рис. 2 объекту 𝑎2 будет присвоен связанный ранг 

(33) 𝑟𝑖
(2)
=
2+3

2
= 2,5. 

2.4. АГРЕГИРОВАНИЕ ДАННЫХ В ИЕРАРХИЧЕСКОЙ 

СТРУКТУРЕ ПО ГЛОБАЛЬНЫМ КОЭФФИЦИЕНТАМ 

КРИТЕРИЕВ 

Математическую постановку задачи многокритериального 

оценивания и выбора объектов по концевым критериям иерархи-

ческого дерева, отражающего многоуровневую структуру объек-

тов, представим в виде упорядочения 

𝑎𝑞1 ≽ 𝑎𝑞1 ≽ ⋯ ≽ 𝑎𝑞𝑛  

объектов 𝑎𝑞 ∈ 𝐴 по агрегированным (обобщённым) оценкам 

в виде аддитивной свёртки: 

(34) 𝑟Σ
(𝑞)
(𝑎𝑞; 𝐼𝐷) = ∑ ∑ …∑ 𝑤g𝑗1…𝑗𝑛 ∙

𝑛𝑗1𝑗2…𝑗𝑛
𝑗𝑛=1

𝑛𝑗1
𝑗2=1

𝑛0
𝑗1=1

𝑟𝑗1…𝑗𝑛
(𝑞)

 ,  

представим в виде: 

(35) 𝐹0 (𝐹𝑗1 (𝐹𝑗1𝑗2 …(𝐹𝑗1…𝑗𝑛−1 (𝑓𝑗1…𝑗𝑛(𝐴))))) max(min)  
𝑎𝑞1≽𝑎𝑞1≽⋯≽𝑎𝑞𝑛

, 



 

Управление большими системами. Выпуск 110 

56 

где max (min) – направление упорядочения объектов.  

В зависимости от предпочтений ранжирование объектов 

может быть выполнено по возрастанию или убыванию 

обобщённых оценок по концевым вершинам:  

(36) 𝑟Σ
(𝑞)

:𝑎𝑞1 ≽ ⋯ ≽ 𝑎𝑞𝑛 ⇔ {
𝑟Σ
(𝑞1) ≥ ⋯ ≥ 𝑟Σ

(𝑞𝑛),

𝑟Σ
(𝑞1) ≤ ⋯ ≤ 𝑟Σ

(𝑞𝑛)
. 

2.5. АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ РЕЗУЛЬТАТОВ, 

ПОЛУЧЕННЫЕ РАЗЛИЧНЫМИ МЕТОДАМИ 

АГРЕГИРОВАНИЯ 

На данном этапе исследуется устойчивость результатов 

многокритериального оценивания, полученных различными ме-

тодами как с учётом весов критериев, так и без учёта (критерии 

равноважны). Если результаты дали одинаковые результаты, то 

решения, полученные различными методами, устойчиво.  

В противном случае выполняется метаагрегирование, в ре-

зультате которого фиксируется обобщённое решение. При этом 

необходимо ориентироваться на результат близкий к решению, 

полученному локальным методом. 

3. Локальный метод агрегирования оценок объектов 
по ветвям иерархического дерева критериев 

При локальном способе агрегирования результаты формиро-

вания оценок объектов по критериям агрегируют постепенно – по 

кустам (вершинам) дерева критериев с учётом весовых 

локальных коэффициентов критериев, входящих в один куст. 

Следует отметить, что хотя локальные методы сложнее 

в реализации, они более глубоко учитывают имеющуюся 

информацию и позволяют получить оценки объектов по всем 

промежуточным критериям дерева в явном виде. 

В соответствии с классификацией локальный метод агреги-

рования оценок объектов подразделяется на методы агрегирова-

ния оценок с весами и без весов важности критериев в результи-

рующих количественных или порядковых шкалах, включая 

ранговые. 

Формально алгоритм локального метода с весами и без весов 



 

Системный анализ 

57 

важности критериев сводится к следующим шагам.  

Шаг 1. Инициализация.  Преобразовать исходные оценки 

𝑥𝑗1𝑗2…𝑗𝑛
(𝑙)

 объектов 𝑎𝑙 ∈ 𝐴 по концевым критериям 𝑓𝑗1𝑗2…𝑗𝑛 

иерархическое дерева критериев 𝐼𝐷 (1) в соответствии с (31), (32) 

в множество оценок в порядковой 𝑏-балльной шкале: 

(37) 𝑅̃𝑗1𝑗2…𝑗𝑛 = {𝑟𝑗1𝑗2…𝑗𝑛
(𝑞)

|𝑎𝑞 ∈ 𝐴}. 

Шаг 2.  Агрегирование оценок объектов в порядковой шкале 

в кустах иерархического дерева. На (𝑘 − 1)-м уровне иерархиче-

ского дерева, где 𝑘 = 𝑛, 𝑛 − 1,… ,1, 0, в групповой 𝐹𝑗1…𝑗𝑘−1 вер-

шине по формуле локального агрегирования находим сумму оце-

нок 𝑟𝑗1…𝑗𝑘
(𝑞)

, 𝑗𝑘 = 1, 𝑛𝑗1…𝑗𝑘−1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅:  

(38) 𝑦𝑗1𝑗2…𝑗𝑘−1
(𝑞)

= ∑ 𝑤𝑙(𝐹𝑗1…𝑗𝑘) ∙ 𝑟𝑗1…𝑗𝑘
(𝑞)

.
𝑛𝑗1…𝑗𝑘−1
𝑗𝑘=1

  

Шаг 3.  Преобразование в вершине 𝐹𝑗𝑘−1 ≡ 𝐹𝑗1𝑗2…𝑗𝑘−1 агреги-

рованных оценок объектов в оценки результирующей 𝑏-балльной 

шкалы. Преобразование задаётся отображением 

(39) 𝑦𝑗1…𝑗𝑘
(𝑞)

𝜋𝑗𝑘−1
→   𝑟𝑗1…𝑗𝑘

(𝑞)
 ∀ 𝑟 = 1, 𝑏̅̅̅̅̅, 

где 𝜋𝑗𝑘−1: [𝑦0 + (𝑟 − 1)ℎ𝑗𝑘−1 , 𝑦0 + 𝑟ℎ] 𝑟, 𝑌𝑟 = [𝑦𝑟−1, 𝑦𝑟];  

(40) 𝑦0 = min
𝑎𝑞∈𝐴

𝑦𝑗1𝑗2…𝑗𝑘−1
(𝑞)

; 𝑦𝑏 = max
𝑎𝑞∈𝐴

𝑦𝑗1𝑗2…𝑗𝑘−1
(𝑞)

; ℎ𝑗𝑘−1 =
𝑦𝑏−𝑦0

𝑏
.  

Шаг 4.  Сравнение объектов в результирующей шкале 

в корневой вершине 𝐹0 иерархического дерева относительно 

объектов, принятых за эталон. В зависимости от предпочтений 

ранжирование объектов может быть выполнено по возрастанию 

или убыванию обобщённых оценок в корневой вершине 𝐹0.  

Особенностью локального метода агрегирования является 

получение обобщённых оценок в корневой вершине 𝐹0 дерева (1) 

в отличие от интегрального, в котором агрегирования происхо-

дит по концевым критерием.  

В общем случае результаты агрегирования оценок объектов 

интегральным и локальным методами различны. Однако 

результаты агрегирования совпадут только в одном случае, 

который представим в виде следующего утверждения. 

Теорема 3.  Пусть оценки объектов представлены в единой 

результирующей шкале по концевым критериям.  
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Тогда результаты агрегирования (36) оценок интегральным 

и локальным методами совпадут только в случае, если 

в локальном алгоритме исключить процедуру преобразования 

агрегированных оценок объектов в результирующую порядковую 

шкалу (24). 

Доказательство.  Доказательство проведём для четырех 

уровневого иерархического дерева (см. рис. 1).  

В качестве исходных данных рассмотрим: 

𝑊𝑙1 = {𝑤𝑙𝑗1 = 𝑤𝑙(𝐹𝑗1)| 𝑗1 = 1, 𝑛0
̅̅ ̅̅ ̅̅ } – множество весовых ло-

кальных коэффициентов групповых критериев первого уровня; 

𝑊𝑙2 = {𝑤𝑙𝑗1𝑗2 = 𝑤𝑙(𝐹𝑗1𝑗2)| 𝑗2 = 1, 𝑛𝑗1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅;  𝑗1 = 1, 𝑛0̅̅ ̅̅ ̅̅ } – множество 

весовых локальных коэффициентов групповых критериев вто-

рого уровня; 

𝑊𝑙3 = {𝑤𝑙𝑗1𝑗2𝑗3 = 𝑤𝑙(𝑓𝑗1𝑗2𝑗3)|𝑗3 = 1, 𝑛𝑗2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅; 𝑗2 = 1, 𝑛𝑗1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅;  𝑗1 = 1, 𝑛0̅̅ ̅̅ ̅̅ } – 

множество весовых локальных коэффициентов концевых крите-

риев третьего уровня; 

𝑊g3 = {𝑤g𝑗1𝑗2𝑗3 = 𝑤g(𝑓𝑗1𝑗2𝑗3)|𝑗3 = 1, 𝑛𝑗2;
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 𝑗2 = 1, 𝑛𝑗1;

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  𝑗1 = 1, 𝑛0̅̅ ̅̅ ̅̅ } – 

множество весовых глобальных коэффициентов концевых крите-

риев третьего уровня, которые вычисляются по формуле 

(41) 𝑤g(𝑓𝑗1𝑗2𝑗3) = 𝑤𝑙(𝐹𝑗1) ∙ 𝑤𝑙(𝐹𝑗1𝑗2) ∙  𝑤𝑙(𝑓𝑗1𝑗2𝑗3). 

Для корректного применения аддитивной свёртки оценки 

объектов по концевым критериям представлены в однородной 

порядковой шкале в виде множества 𝑅̃ = {𝑟𝑗1𝑗2𝑗3
(𝑞)

|𝑎𝑞 ∈ 𝐴}. 

Результат агрегирования интегральным методом можно 

представить в виде 

(42) 𝑟Σ
(𝑞)
= ∑ ∑ ∑ 𝑤g(𝑓𝑗1𝑗2𝑗3) ∙ 𝑟𝑗1𝑗2𝑗3

(𝑞)𝑛𝑗2
𝑗3=1

𝑛𝑗2
𝑗2=1

,
𝑛0
𝑗1=1

𝑎𝑞 ∈ 𝐴.  

Исключив шаг 3 в локальном методе агрегирования, полу-

чим обобщённые оценки в вершинах дерева: 

𝐹𝑗1𝑗2: ∑ 𝑤𝑙(𝑓𝑗1𝑗2𝑗3)𝑟𝑗1𝑗2𝑗3
(𝑞)𝑛𝑗2

𝑗3=1
 ∀ 𝑗2 = 1, 𝑛𝑗1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅; 

𝐹𝑗1 : ∑ 𝑤𝑙(𝐹𝑗1𝑗2)∑ 𝑤𝑙(𝑓𝑗1𝑗2𝑗3) ∙ 𝑟𝑗1𝑗2𝑗3
(𝑞)𝑛𝑗2

𝑗3=1

𝑛𝑗1
𝑗2=1

∀ 𝑗1 = 1, 𝑛𝑗0
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅; 

𝐹0: 𝑟Σ
(𝑞)
= ∑ 𝑤𝑙(𝐹𝑗1)∑ 𝑤𝑙(𝐹𝑗1𝑗2)∑ 𝑤𝑙(𝑓𝑗1𝑗2𝑗3)𝑟𝑗1𝑗2𝑗3

(𝑞)𝑛𝑗2
𝑗3=1

.
𝑛𝑗1
𝑗2=1

𝑛0
𝑗1=1

 

Исходя из переместительного свойства сложения, в вершине 

𝐹0 получим следующий результат: 

∑ 𝑤𝑙(𝐹𝑗1) ∑ 𝑤𝑙(𝐹𝑗1𝑗2)∑ 𝑤𝑙(𝑓𝑗1𝑗2𝑗3)𝑟𝑗1𝑗2𝑗3
(𝑞)𝑛𝑗2

𝑗3=1
=

𝑛𝑗1
𝑗2=1

𝑛0
𝑗1=1
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= ∑ ∑ ∑ 𝑤𝑙(𝐹𝑗1)𝑤𝑙(𝐹𝑗1𝑗2)𝑤𝑙(𝑓𝑗1𝑗2𝑗3) ∙ 𝑟𝑗1𝑗2𝑗3
(𝑞)

=
𝑛𝑗2
𝑗3=1

𝑛𝑗2
𝑗2=1

  
𝑛0
𝑗1=1

  

= ∑ ∑ ∑ 𝑤g(𝑓𝑗1𝑗2𝑗3) ∙ 𝑟𝑗1𝑗2𝑗3
(𝑞)𝑛𝑗2

𝑗3=1

𝑛𝑗2
𝑗2=1

,
𝑛0
𝑗1=1

  

где 𝑤𝑙(𝐹𝑗1)𝑤𝑙(𝐹𝑗1𝑗2)𝑤𝑙(𝑓𝑗1𝑗2𝑗3) = 𝑤g(𝑓𝑗1𝑗2𝑗3). 

Теорема доказана. 

4. Задача оценки информационных материалов  

Задача оценки информационных материалов (объектов) 

стоит не только перед разведывательными подразделениям раз-

личных стран [20], но и является одной из важнейших задач ком-

мерческих компаний при ведении конкурентной разведки [16].  

Рассмотрим пример решения задачи многокритериального 

оценивания семи информационных материалов, которые пред-

ставим в виде множества 𝐴 = {𝑎𝑞|𝑞 = 1 ÷ 7}, на модельных дан-

ных по пяти критериям: 𝑓1 – актуальность информационных ма-

териалов; 𝑓2 – достоверность информационных материалов;  

𝑓3 – структурность информационных материалов; 𝑓4 – полнота 

(содержательность) информационных материалов; 𝑓5 – нагляд-

ность информационных материалов. 

Исходные оценки 𝑟𝑗
(𝑞)
= 𝑓𝑗(𝑎𝑞), 𝑗 = 1, 7̅̅ ̅̅̅, информационных 

материалов в 10-балльной шкале измерения представим в таб-

лице 1.  

Таблица 1. Оценки объектов в 10-балльной шкале измерения 

𝐴 𝑟1
(𝑞)

 𝑟2
(𝑞)

 𝑟3
(𝑞)

 𝑟4
(𝑞)

 𝑟5
(𝑞)

 

1 2 3 4 5 6 

𝑎1 6 5 9 8 6 

𝑎2 8 6 7 8 8 

𝑎3 10 4 6 10 10 

𝑎4 8 8 8 6 6 

𝑎5 4 7 10 9 8 

𝑎6 8 10 8 9 8 

𝑎7 3 8 6 6 8 
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4.1. ИЕРАРХИЧЕСКОЕ ДЕРЕВО КРИТЕРИЕВ ОЦЕНКИ 

Исходя из формы и ценности информационных материалов 

структурируем критерии в виде трёхуровневого иерархического 

дерева способом перечисления «по ветвям» (рис. 3).  

Для представленного на рисунке дерева приняты следующие 

обозначения: 𝐹0 – обобщённый критерий ценности материалов; 

𝐹1 – группа критериев полезности материалов, характеризующих 

𝑓11 – актуальность материалов, 𝑓12 – достоверность материалов; 

𝐹2 – группа показателей построения формы материалов, характе-

ризующих 𝑓21 – структурность материалов, 𝑓22 – полноту (уро-

вень) раскрытия темы материалов, 𝑓23 – наглядность материалов. 

Н о м е р а  у р о в н е й
0 1 2

Обобщённый  
показатель 
ценности 

0F, материалов

Показатели 
полезности 

1F ,материалов

Показатели 
построения 
формы ма-

2F, териалов

Актуальность 

21f ,сведений

22f  ,Достоверность

Полнота раскры-

22f  ,тия темы

Cтруктурность 

21f, материала

Наглядность 

23f, материала  

Рис. 3. Иерархическое дерево критериев ценности материалов 

4.2. ЭКСПЕРТНАЯ ОЦЕНКА ВЕСОВ ВАЖНОСТИ КРИТЕРИЕВ 

Пусть экспертными методами сформированы следующие 

весовые локальные коэффициенты критериев, а именно:  

а) весовые локальные коэффициенты групповых критериев: 

𝐹0: 𝑤𝑙(𝐹1) = 0,7; 𝑤𝑙(𝐹2) = 0,3; 

б) весовые локальные коэффициенты концевых критериев: 

𝐹1: 𝑤𝑙(𝑓11) = 0,6; 𝑤𝑙(𝑓12) = 0,4; 

𝐹2: 𝑤𝑙(𝑓21) = 0,5; 𝑤𝑙(𝑓22) = 0,3. 𝑤𝑙(𝑓23) = 0,2. 
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Глобальные коэффициенты концевых критериев находим 

произведением локальных коэффициентов вершин, лежащих на 

пути от корневой вершины 𝐹0 к произвольной концевой вершине: 

𝑤g(𝑓11) = 0,42; 𝑤g(𝑓12) = 0,28; 𝑤g(𝑓13) = 0,15;  

𝑤g(𝑓21) = 0,09; 𝑤𝑔(𝑓22) = 0,06. 

Легко убедиться, что сумма глобальных коэффициентов 

равна единице. 

4.3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ИНТЕГРАЛЬНЫМ МЕТОДОМ 

Агрегирование данных интегральный методом выполним 

без и с глобальными коэффициентами критериев по концевым 

вершинам дерева по формуле: 𝑦Σ
(𝑞)
= ∑ 𝑤g(𝑓𝑗) × 𝑟𝑗

(𝑞)
,5

𝑗=1  где со-

ответствие между нумерацией концевых критериев дерева на 

рис. 3 имеет вид 𝑓1 ≡ 𝑓11, 𝑓2 ≡ 𝑓12, 𝑓3 ≡ 𝑓13, 𝑓4 ≡ 𝑓21, 𝑓5 ≡ 𝑓22.  
Результаты агрегирования интегральным механизмом по 

концевым критериям представлены в столбце 7 таблицы 2, кото-

рые затем преобразованы в оценки 10-балльной шкалы (см. ст. 8). 

Таблица 2. Оценки объектов с учётом глобальных весов 

𝐴 𝑟1
(𝑞)

 𝑟2
(𝑞)

 𝑟3
(𝑞)

 𝑟4
(𝑞)

 𝑟5
(𝑞)

 𝑦Σ
(𝑞)

 𝑟Σ
(𝑞)

 

1 2 3 4 5 6 7 8 

𝑎1 2,52 1,40 1,35 0,72 0,36 6,35 3 

𝑎2 3,36 1,68 1,05 0,72 0,48 7,29 6 

𝑎3 4,20 1,12 0,90 0,90 0,60 7,72 8 

𝑎4 3,36 2,24 1,20 0,54 0,36 7,70 8 

𝑎5 1,68 1,96 1,50 0,81 0,48 6,43 4 

𝑎6 3,36 2,80 1,20 0,81 0,48 8,65 10 

𝑎7 1,26 2,24 0,90 0,54 0,48 5,42 1 

 

С учётом оценок объектов в 10-балльной шкале имеем упо-

рядочение: 𝑎6 ≻ {𝑎3 ≈ 𝑎4} ≻ 𝑎2 ≻ 𝑎5 ≻ 𝑎1 ≻ 𝑎7. 

4.4. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ЛОКАЛЬНЫМ МЕТОДОМ  

Агрегирование данных локальным методом выполним с ло-

кальными коэффициентами критериев в соответствии с шагами 

алгоритма.  
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В таблице 3 представлены результаты агрегирования данных 

локальным методом с учётом  локальных весов критериев.  

Таблица 3. Результаты агрегирования локальным методом 

𝐴 
𝐹1 𝐹2 𝐹0 

𝑦Σ
(𝑞)

 𝑟1
(𝑄)

 𝑦Σ
(𝑙)

 𝑟2
(𝑞)

 𝑦Σ
(𝑙)

 𝑟0
(𝑞)

 

1 2 3 4 5 6 7 

𝑎1 5,60 2 8,1 6 3,20 3 

𝑎2 7,20 6 7,5 5 5,70 6 

𝑎3 7,60 7 8,0 6 6,70 8 

𝑎4 8,00 8 7,0 3 6,50 7 

𝑎5 5,20 1 9,3 10 3,70 4 

𝑎6 8,80 10 8,3 7 9,10 10 

𝑎7 5,00 1 6,4 1 1,00 1 

 

С точки зрения анализа устойчивости решений построения 

результирующего ранжирования можно сделать следующие вы-

воды: 

1.  В обоих методах агрегирования объект 𝑎6 оказался строго 

предпочтительнее всех остальных объектов. 

2.  Объекты 𝑎3 и 𝑎4 при интегральном методе агрегирования 

оказались эквивалентными, а при локальном объект 𝑎3 строго 

предпочтительнее 𝑎4.  
3.  При обоих методах агрегирования объекты 𝑎6, 𝑎3, 𝑎4 ока-

зались строго предпочтительнее объектов 𝑎2, 𝑎5, 𝑎1, 𝑎7  

 

Сравнение объектов по предпочтительности в 10-балльной 

шкале наглядно представлено на рис. 4. 

В результате получим следующее ранжирование объектов: 

 𝑎6 ≻ 𝑎3 ≻ 𝑎4 ≻ 𝑎2 ≻ 𝑎5 ≻ 𝑎1 ≻ 𝑎7. 

Из данного примера видны преимущества локального 

механизма агрегирования, так как: 

–  он более гибко учитывает имеющуюся информацию 

с учётом оценок по отдельным подструктурам критериев в общей 

структуре (позволил упорядочить объекты 𝑎3 и 𝑎4); 
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–  обладает большей различающей способностью и, кроме 

того, он позволяет получить оценки во всех промежуточных 

вершинах и проанализировать, из каких составляющих 

складывается окончательный результат. 

 

Рис. 4. Сравнение объектов в результирующей шкале 

5. Заключение  

Сложность решения задач многокритериального оценивания 

и выбора связана с необходимостью применения экспертных ме-

тодов для оценки весов важности критериев иерархического де-

рева, отражающего многоуровневую структуру объектов.  

В статье предложена удобная нумерация вершин по ветвям 

иерархического дерева и доказано, что процедура вычисления 

глобальных коэффициентов через мультипликативную свёртку 

локальных
 

коэффициентов важности критериев согласуется 

с определением локальных весовых коэффициентов, определяе-

мых как отношение количественного веса критерия к суме весов 

подкритериев, входящих в вершину более высокого уровня.  

Метод локального агрегирования оценок объектов обладает 

важными свойствами, а именно: адекватностью упорядочений 

объектов в любой вершине дерева относительно вычисления аг-

регированных оценок, наглядностью, возможностью понимания 

и контроля промежуточных результатов аналитиками, большей 
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объективностью вычисленных оценок в корневой вершине де-

рева. В частности, локальный метод устойчив к наличию ошибок 

в измерениях исходных оценок объектов, не приводящих к изме-

нению их порядка в процедурах агрегирования.  

Результаты агрегирования оценок интегральным и локаль-

ным методами совпадут полностью только в случае, если в ло-

кальном алгоритме исключить процедуру преобразования агре-

гированных оценок объектов в результирующую порядковую 

шкалу. 

Представленные научные результаты, а именно: о сумме ве-

сов критериев на 𝑘-м уровне иерархии, об аддитивном свойстве 

мультипликативной свёртки весов критериев, о совпадении ре-

зультатов агрегирования, математически обоснованы. 
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METHODS OF LOCAL AND INTEGRAL MULTILEVEL  

AGGREGATION ESTIMATES OF OBJECTS MEASURED 

IN DIFFERENT TYPES OF SCALES 

Viktor Korneenko, V.A. Trapeznikov Institute of Control Sciences 

of RAS, Moscow, Senior Researcher, Ph.D (vkorn@ipu.ru). 

Oleg Rameev, MIREA – Russian Technological University, Moscow, 

Doctor of Science (Eng.), professor (ierp2002@mail.ru). 

Abstract: In the tasks of multi-criteria assessment and selection of objects with a mul-

tilevel structure, the initial data characterizing the objects are usually measured in 

different scales. In this regard, the use of additive convolution for the end criteria of 

a hierarchical tree reflecting the multilevel structure of objects is correct only for 

estimates of objects represented or transformed to a single homogeneous scale. The 

article introduces the concept of weight in the quantitative scale of the relations of the 

criterion (k-1)-th level of the hierarchical tree, determined by the sum of the weights 

of the subcriteria of the k-th level. In this case, the application of the procedure for 

calculating global normalized weights, which are commonly called coefficients, at 

each level of the hierarchy through a multiplicative convolution of local coefficients 

lying on the path from the root vertex is correct. The proposed method of local aggre-

gation of estimates of objects with a multilevel structure has an important property, 

namely: the adequacy of the ordering of objects at any vertex of the hierarchical struc-

ture of criteria for calculating aggregated estimates in a quantitative, ordinal (rank) 

scale. It is shown under what conditions the integral method of aggregated estimates 

based on global coefficients of the end criteria coincides with the local one. The ad-

vantages of the local method are visibility, the ability for analysts to understand and 

control intermediate results, and greater objectivity of calculated estimates at the root 
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vertex of the hierarchical tree. The essence of the methods and their comparison is 

shown by the example of a multi-criteria evaluation of information materials. 

Keywords: hierarchical tree, local and global weights of criteria, local data 

aggregation, scale transformation. 
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