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Рассматривается линейная дискретная стационарная система с управлени-
ем под влиянием окрашенного возмущения. Внешнее возмущение выбирается
из класса нецентрированных стационарных гауссовских последовательностей
случайных векторов с известным ограничением на уровень средней анизотро-
пии. Для указанного класса объектов управления вводится динамический ре-
гулятор, с помощью которого необходимо обеспечить ограниченность ани-
зотропийной нормы от внешнего возмущения к управляемому выходу замкну-
той системы. Задача синтеза анизотропийного динамического регулятора за-
ключается в нахождении пространственной реализации регулятора из усло-
вия ограниченности анизотропийной нормы замкнутой системы. Используя
линеаризующую обратимую замену переменных, поставленную задачу можно
свести к численному решению задачи выпуклой оптимизации с ограничениями
специального вида, характерными для анизотропийной теории. В постановке
задачи считается, что среднее внешнего возмущения неизвестно, но извест-
но ограничение на него в виде неравенства. Этот параметр обуславливает
появление дополнительного ограничения в задаче выпуклой оптимизации. Ре-
зультирующая система неравенств представляет собой линейные матричные
неравенства в совокупности с неравенством специального вида, которое яв-
ляется нелинейным относительно неизвестных параметров, но одновременно
является выпуклым по этим параметрам. Задача поиска матриц регулятора
может быть решена стандартными методами.

Ключевые слова: анизотропийная теория, выпуклая оптимизация,
нецентрированные возмущения.

1. Введение

Рассматривая самые различные динамические объекты,
практически невозможно найти такие, которые в процессе функ-
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ционирования не были бы подвержены влиянию внешних фак-
торов в самом широком смысле: окружающая среда, неизмеря-
емые силы, помехи в каналах связи, – список можно продол-
жать, и каждый инженер может добавить свои пункты. Поэто-
му и задачи теории управления можно разделить на два боль-
ших класса: с внешними возмущениями и без них. Каждая из та-
ких задач имеет свои допущения и методы решения, причем для
одного и того же объекта возможно применение суперпозиции
управлений. В данной работе будет сделан упор на подавлении
влияния внешнего возмущения из специального класса. Хорошо
известные в теории управления ℋ2- и ℋ∞-оптимальные подхо-
ды используют соответствующие нормы передаточной функции
замкнутой системы в пространствах Харди. Однако выбор кон-
кретного критерия качества зависит от гипотезы о принадлеж-
ности внешнего возмущения к конкретному классу. Например,
ℋ∞-оптимальная теория управления подразумевает, что внеш-
нее возмущение (входной сигнал) квадратично интегрируем или
квадратично суммируем (в зависимости от выбранного спосо-
ба описания времени), что подробно обсуждается в [14]. Од-
нако законы управления, синтезируемые в рамках этой теории,
достаточно консервативны [16] (т.е. требуют значительных ре-
сурсов на формирование управления, поскольку рассчитаны на
«наихудший случай»). С другой стороны, ℋ2-оптимальная теория
управления обладает наилучшими показателями качества в слу-
чае гауссовского возмущения для управляемой системы. Каждая
из перечисленных теорий накладывают ограничения на входной
сигнал при минимизации соответствующей нормы для систем
с замкнутым контуром. Стоит упомянуть, что как и ℋ2-, так
и ℋ∞-оптимальный синтез управления может быть реализован
численно с помощью решения уравнений Риккати. Но несмотря
на простоту реализации, регуляторы на базе ℋ2- и ℋ∞-теорий
эффективны только в том случае, если верны основные гипотезы
о внешних возмущениях. Многокритериальные задачи в терми-
нах смешанных формулировок ℋ2/ℋ∞-оптимизации могут ком-
пенсировать некоторые недостатки обеих теорий [1, 17, 18, 33].
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Но более интересный и физически обоснованный случай возни-
кает, когда свойства экзогенного возмущения точно не известны.
Для измерения неопределенности стохастических свойств возму-
щений можно применить некоторые концепции теории инфор-
мации. Таким образом была создана теория, основанная на ани-
зотропии. В этой части теории управления в качестве критерия
эффективности анализируется анизотропийная норма системы.

Теория, предложенная И.Г. Владимировым в последнем де-
сятилетии 20-го века, обобщает ℋ2- и ℋ∞-подходы с точки зре-
ния описания множества внешних возмущений. Основы этой тео-
рии были представлены в работах [3, 25, 28]. Введенное понятие
анизотропии случайного вектора позволило максимально расши-
рить класс внешних возмущений, действующих на динамические
системы, эталоном при этом служили вектора с равномерным
распределением на единичной сфере. В зависимости от введен-
ной меры отличия от эталонного вектора внешнего возмущения,
анизотропийная норма находится между масштабированной ℋ2-
и ℋ∞-нормами той же системы, включая и эти предельные слу-
чаи. Существует несколько подходов к вычислению анизотро-
пийной нормы системы, но стоит выделить алгоритм на основе
выпуклой оптимизации [29]. Методами выпуклой оптимизации
можно найти минимальное пороговое значение анизотропийной
нормы, которое гарантировано ограничит анизотропийную норму
сверху. В основе такого подхода лежит утверждение, называемое
леммой о вещественной ограниченности в рамках анизотропий-
ной теории [22].

Изначально в анизотропийной теории были рассмотрены ли-
нейные дискретные стационарные системы с центрированным
возмущением [13]. За тридцать лет были рассмотрены различ-
ные задачи теории управления в анизотропийной постановке: от
синтеза ПИД-регулятора [8] и предельных случаев [2, 11] до па-
раметризации оптимальных регуляторов [4] и постановки зада-
чи в непрерывном случае [12]. Также были рассмотрены случаи
ненулевого среднего внешнего возмущения [20, 23]. В настоя-
щее время класс объектов не ограничивается детерминирован-

76



Анализ и синтез систем управления

ным случаем и включает в себя системы с мультипликативными
шумами [9, 10, 19, 32] и стохастические системы [21].

В данной работе рассматривается задача построения анизо-
тропийного субоптимального управления для стационарной си-
стемы, на вход которой поступает возмущение с ограничения-
ми. Решение задачи сводится к решению системы линейных мат-
ричных неравенств с выпуклым ограничением специального ви-
да, характерного для анизотропийной теории. Численно задача
может быть решена стандартными прикладными пакетами [26].
Статья организована следующим образом: во второй части при-
водится необходимый теоретический минимум для дальнейшего
изложения, третья содержит постановку задачи, четвертая часть
посвящена основному результату, в пятой части продемонстриро-
ваны результаты численного моделирования, последняя часть –
заключение.

2. Предварительные сведения

В этом разделе приводятся краткие теоретические сведе-
ния, касающиеся дискретных линейных стационарных систем
в рамках анизотропийной теории, а также сведения относительно
нецентрированного внешнего возмущения.

2.1. СРЕДНЯЯ АНИЗОТРОПИЯ И АНИЗОРОПИЙНАЯ
НОРМА
Первое определение анизотропии случайного 𝑚-мерного

вектора было дано в статье [3]. В более поздних работах, на-
пример, в статье [13], под анизотропией случайного вектора 𝑤
с плотностью распределения 𝑓(𝑥) понимается следующее.

Определение 1 [3]. Анизотропией случайного 𝑚-мерного
вектора с плотностью распределения 𝑓(𝑥) называют величину

A(𝑤) = min
𝜆>0

D(𝑓 ||𝑝𝜆),

где

D(𝑓 ||𝑝𝜆) = E

[︂
ln

𝑓

𝑝𝜆

]︂
,
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что представляет собой относительную энтропию или инфор-
мационное уклонение Кульбака – Лейблера функции 𝑓 по отно-
шению к плотности 𝑝𝜆 центрированного симметричного гаус-
совского распределения

𝑝𝜆(𝑥) = (2𝜋𝜆)−𝑚/2 exp

(︃
−‖𝑥‖2

2𝜆

)︃
.

В качестве внешнего возмущения для дискретных стацио-
нарных систем выбирают последовательности векторов, в анизо-
тропийной теории в качестве характеристики последовательно-
сти {𝑤𝑘} рассматривают среднюю анизотропию.

Определение 2 [3]. Средней анизотропией последовательно-
сти 𝑊 = {𝑤𝑘} называют величину

(1) A(𝑊 ) = lim
𝑁→∞

A(𝑊0:𝑁−1)

𝑁
,

где 𝑊0:𝑁−1 =
[︀
𝑊⊤

0 , . . . ,𝑊⊤
𝑁−1

]︀⊤
– расширенный вектор.

Обозначим в качестве входа и выхода линейной системы
𝐹 последовательности 𝑊 ∈ L𝑚

2 и 𝑍 ∈ L𝑝
2 соответственно, где

L*
2 обозначает пространство Лебега векторов с конечной нормой.

Причем возмущающая последовательность 𝑊 получена с помо-
щью линейного формирующего фильтра 𝐺 из стандартного гаус-
совского белого шума 𝑉 :

𝑤𝑗 =

∞∑︁
𝑘=0

𝑔𝑘𝑣𝑗−𝑘, 𝑗 ∈ Z,

где 𝑔𝑘 ∈ R𝑚×𝑚. Формирующий фильтр 𝐺 имеет передаточную
матричнозначную функцию 𝐺(𝑧):

𝐺(𝑧) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑔𝑘𝑧
𝑘,

которая является аналитичной внутри единичного диска |𝑧| < 1,
𝑧 ∈ Z. Передаточная функция 𝐺(𝑧) имеет конечную ℋ2-норму,
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равную

‖𝐺‖2 =

(︃ ∞∑︁
𝑘=0

tr(𝑔𝑘𝑔
⊤
𝑘 )

)︃1/2

.

Линейная система 𝐹 имеет передаточную функцию 𝐹 (𝑧) в соот-
ветствующем пространстве Харди ℋ𝑝×𝑚

∞ с конечной ℋ∞-нормой:

‖𝐹‖∞ = sup
|𝑧|<1

𝜎(𝐹 (𝑧)) = ess sup
−𝜋6𝜔6𝜋

𝜎( ̂︀𝐹 (𝜔)),

где 𝜎(·) обозначает максимальное сингулярное значение матри-
цы.

Рассмотрим множество формирующих фильтров

𝒢𝑎 =
{︀
𝐺 ∈ ℋ𝑚×𝑚

2 : 𝑊 = 𝐺𝑉, A(𝑊 ) 6 𝑎
}︀
,

где 𝑉 = {𝑣𝑘}𝑘∈Z – стандартный гауссовский белый шум с ну-
левым средним и единичной ковариационной матрицей, как это
постулируется в работе [25].

Определение 3 [28]. Анизотропийной нормой |||𝐹 |||𝑎 линейной
системы 𝐹 называют величину

(2) |||𝐹 |||𝑎 = sup
𝐺

{︂
‖𝐹𝐺‖2
‖𝐺‖2

: 𝐺 ∈ 𝒢𝑎

}︂
.

Для любой несферичной системы 𝐹 ∈ ℋ𝑝×𝑚
∞ выполнено следу-

ющее ограничение на анизотропийную норму:

1√
𝑚

‖𝐹‖2 = |||𝐹 |||0 6 |||𝐹 |||𝑎 6 lim
𝑎→∞

|||𝐹 |||𝑎 = ‖𝐹‖∞ ,

что в определенном смысле и служит основанием для утвержде-
ния, что анизотропийная теория обобщает результаты ℋ2- и ℋ∞-
теорий, поскольку в предельных случаях получает результаты,
характерные для отмеченных теорий.

2.2. ЧАСТОТНАЯ ОБЛАСТЬ
Выражения для средней анизотропии и анизотропийной нор-

мы линейной дискретной системы можно сформулировать на
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языке передаточных функций. Для этого рассмотрим набор спе-
циальных функций:
(3) 𝒜0(𝑞) =

𝑚

2
(ln(Φ(𝑞)) − Ψ(𝑞)) ,

(4) 𝒩0(𝑞) =

(︂
Φ(𝑞) − 1

𝑞Φ(𝑞)

)︂1/2

,

где

(5) Φ(𝑞) =
1

2𝜋𝑚

𝜋∫︁
−𝜋

tr((𝐼𝑚 − 𝑞Λ)−1)𝑑𝜔

(6) Ψ =
1

2𝜋𝑚

𝜋∫︁
−𝜋

ln det(𝐼𝑚 − 𝑞Λ)𝑑𝜔

и Λ =
(︁ ̂︀𝐹 (𝜔)

)︁* ̂︀𝐹 (𝜔), 𝜔 ∈ [−𝜋;𝜋). Здесь под ̂︀𝐹 (𝜔) понимается

значение передаточной функции на границе единичного диска̂︀𝐹 (𝜔) = lim
𝑟→1−

𝐹 (𝑟 exp(𝑖𝜔)), 𝜔 ∈ [−𝜋;𝜋) .

Функции (3)–(6) являются неубывающими по параметру

𝑞 ∈
(︁

0; ‖𝐹‖−2
∞

)︁
.

Теорема 1 [27]. Для любой линейной системы с передаточ-
ной функцией 𝐹 (𝑧), удовлетворяющей выражению

1√
𝑚

‖𝐹‖2 < ‖𝐹‖∞ ,

анизотропийная норма будет равна
(7) |||𝐹 |||𝑎 = 𝒩0(𝒜−1

0 (𝑎)),
где 𝑞 = 𝒜−1

0 (𝑎) и любой формирующий фильтр, удовлетворяю-
щий представлению ̂︀𝐺 ̂︀𝐺* = (𝐼𝑚 − 𝑞Λ)−1,

генерирует последовательность случайных векторов 𝑊 с огра-
ниченным уровнем средней анизотропии A(𝑊 ) 6 𝑎.

Также такое множество формирующих фильтров обознача-
ется следующим образом:

𝒢◇
𝑎 = arg max

𝐺∈𝒢𝑎

‖𝐹𝐺‖2
‖𝐺‖2

.
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2.3. ВРЕМЕННАЯ ОБЛАСТЬ
Рассмотрим стандартное представление динамического дис-

кретного линейного объекта в пространстве состояний:

(8) 𝐹 :

{︂
𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 + 𝐵𝑤𝑘,
𝑧𝑘 = 𝐶𝑥𝑘 + 𝐷𝑤𝑘,

где 𝑥𝑘 ∈ R𝑛 – состояние, 𝑤𝑘 ∈ R𝑚 – вход, 𝑧𝑘 ∈ R𝑝 – выход систе-
мы. Матрицы 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷 с вещественными элементами известны
и имеют соответствующую размерность. На матрицу 𝐴 наклады-
вается дополнительное условие устойчивости по Шуру. Полага-
ем, что формирующий фильтр 𝐺 генерирует внешнее возмуще-
ние 𝑊 = 𝐺𝑉 из гауссовской белошумной последовательности 𝑉
случайных векторов. Тогда внутренняя динамика формирующего
фильтра может повторять динамику объекта (8) в совокупности
со следующим уравнением:

𝑤𝑘 = 𝐿𝑥𝑘 + Σ1/2𝑣𝑘,

где Σ ∈ R𝑚×𝑚 – симметричная положительно определенная мат-
рица, а матрица 𝐿 ∈ R𝑚×𝑛 выбрана из соображений, что выраже-
ние 𝐴+𝐵𝐿 обеспечивает асимптотическую устойчивость. Поль-
зуясь перечисленными обозначениями, анизотропийную норму
стационарной системы можно вычислить согласно следующему
утверждению.

Теорема 2 [27]. Для системы (8) с устойчивой матрицей
𝐴 и внешним возмущением с ограниченным уровнем 𝑎 средней
анизотропии анизотропийная норма может быть вычислена со-
гласно выражению

|||𝐹 |||𝑎 =

(︂
1

𝑞

(︂
1 − 𝑚

tr(𝐿𝑃𝐿⊤ + Σ)

)︂)︂1/2

,

где 𝑃 ∈ R𝑛×𝑛 – решение уравнения Ляпунова
(9) 𝑃 = (𝐴 + 𝐵𝐿)𝑃 (𝐴 + 𝐵𝐿)⊤ + 𝐵Σ𝐵⊤,
и скалярный параметр 𝑞 совместно с матрицами 𝐿, Σ удовле-
творяют уравнению Риккати:

(10)
𝑅 = 𝐴⊤𝑅𝐴 + 𝑞𝐶⊤𝐶 + 𝐿⊤Σ−1𝐿,
Σ = (𝐼𝑚 − 𝑞𝐷⊤𝐷 −𝐵⊤𝑅𝐵)−1,
𝐿 = Σ(𝐵⊤𝑅𝐴 + 𝑞𝐷⊤𝐶)
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в совокупности с уравнением специального вида

(11) 𝑎 = −1

2
ln det

(︂
𝑚Σ

tr(𝐿𝑃𝐿⊤ + Σ)

)︂
.

Таким образом, независимо от способа описания стационар-
ной системы – на языке передаточных функций (частотная об-
ласть) или пространства состояний (временна́я область) – суще-
ствуют точные формулы для вычисления анизотропийной нормы.

2.4. СУБОПТИМАЛЬНАЯ ЗАДАЧА
Несмотря на наличие точных формул для вычисления анизо-

тропийной нормы, поиск единственного решения системы (10)–
(11) из нелинейных матричных уравнений представляет собой
достаточно трудную задачу. Для того чтобы получить эффектив-
ный инструмент численного решения задач в анизотропийной
теории, была предложена идея заместить оптимальную поста-
новку (поиск точного значения анизотропийной нормы (2)) суб-
оптимальной (т.е. поиск верхней границы этой нормы). Методи-
ка перехода от системы равенств к системе неравенств описана
в работе [5]. Позднее в статьях [29, 30] авторы развивают идею
перехода к выпуклой задаче оптимизации для численного реше-
ния задач в анизотропийной постановке. Приведем утверждение,
основанное на лемме о вещественной ограниченности для анизо-
тропийной нормы системы с представлением (8).

Теорема 3 [7]. Анизотропийная норма |||𝐹 |||𝑎 системы (8)
строго ограничена пороговым значением 𝛾, если существует
число 𝜂 > 𝛾2, такое что система неравенств
(12) 𝜂 − (exp(−2𝑎) det Ξ)1/𝑚 < 𝛾2,

(13)

⎡⎣Ξ − 𝜂𝐼𝑚 * *
𝐵 −Θ−1 *
𝐷 0 −𝐼𝑝

⎤⎦ ≺ 0,

(14)

⎡⎢⎢⎣
−Θ * * *
0 −𝜂𝐼𝑚 * *
𝐴 𝐵 −Θ−1 *
𝐶 𝐷 0 −𝐼𝑝

⎤⎥⎥⎦ ≺ 0

имеет некоторое положительно определенное решение
Ξ ∈ R𝑚×𝑚 и Θ ∈ R𝑛×𝑛.
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Относительно неизвестных матриц система (12)–(14) не яв-
ляется ни линейной, ни выпуклой, однако существуют приемы,
включающие замену переменных и конгруэнтные преобразова-
ния, позволяющие в каждом конкретном случае успешно свести
эти неравенства к виду линейных с выпуклым ограничением.

2.5. СЛУЧАЙ НЕЦЕНТРИРОВАННОГО ВОЗМУЩЕНИЯ
Предыдущие разделы посвящены базовым понятиям анизо-

тропийной теории для стационарных систем при центрирован-
ном возмущении. В случае, когда внешнее возмущение имеет
ненулевое матожидание, впервые рассмотрен в работах [20, 23],
где определение и вычисление анизотропийной нормы адаптиро-
ваны для указанного условия. В текущей работе накладываются
дополнительные условия на первые два момента возмущающей
последовательности {𝑤𝑘} в системе (8) следующего вида:

|E𝑊 | > 𝜏, E(|𝑊 − E𝑊 |2) 6 𝜎, (𝜎 = 1 − 𝜏2),

где 𝜏 и 𝜎 являются некоторыми положительными константами.
В таком случае средняя анизотропия возмущения 𝑊 может быть
определена как

(15) A𝜏 (𝑊 ) = lim
𝑁→∞

A𝜏 (𝑊0:𝑁−1)

𝑁

= lim
𝑁→∞

A(𝑊0:𝑁−1) − 𝑚𝑁
2 ln(1 − 𝜏2)

𝑁

= A(𝑊 ) − 𝑚

2
ln(1 − 𝜏2),

где A(𝑊 ) определяется согласно (1). Ограниченность среднего
уровня анизотропии (15) следует из ограниченности A(𝑊 ) < 𝑏.
Рассмотрим следующее выражение:

|||𝐹 |||𝑎,𝜏 =
√︁
|||𝐹 |||2𝑏,0 (1 − 𝜏2) + ‖𝐹‖2∞ 𝜏2,

где |||𝐹 |||𝑏,0 = |||𝐹 |||𝑎 при условии 𝑏 = 𝑎. Выражение |||𝐹 |||𝑎,𝜏 бу-
дем называть (𝑎, 𝜏)-анизотропийной нормой системы 𝐹 . Задача
построения управления для линейной нестационарной системы
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с нецентрированным возмущением разобрана в работе [20], от-
куда взяты некоторые используемые обозначения.

Специальные функции (3) и (4) изменяются следующим об-
разом:

(16) 𝒜𝜏 (𝑞) = 𝒜0(𝑞) − 𝑚

2
ln(1 − 𝜏2) =

=
𝑚

2

(︂
ln

(︂
Φ(𝑞)

1 − 𝜏2

)︂
− Ψ(𝑞)

)︂
,

(17) 𝒩𝜏 (𝑞) =
(︁

(𝒩0(𝑞))2(1 − 𝜏2) + ‖𝐹‖2∞ 𝜏2
)︁1/2

=

=

(︂
Φ(𝑞) − 1

𝑞Φ(𝑞)
(1 − 𝜏2) + ‖𝐹‖2∞ 𝜏2

)︂1/2

.

В формулах (16)–(17) вспомогательные функции Φ(𝑞) и Ψ(𝑞)
определяются согласно (5) и (6).

При использовании выражений (16) и (17) анизотропийная
норма системы 𝐹 , выраженная через специальные функции (7),
изменяется следующим образом:

|||𝐹 |||𝑎 = 𝒩 (𝒜−1(𝑏)),

где 𝑞 = 𝒜−1(𝑏), 𝑏 = 𝑎 + 𝑚
2 ln(1 − 𝜏2), что детально описано

в работе [20].

3. Постановка задачи

В этом разделе рассмотрим задачу построения управления
для линейной дискретной стационарной системы с нецентриро-
ванным возмущением в рамках анизотропийной теории.

Задача 1. Для объекта управления, динамика которого опи-
сывается в пространстве состояний следующим образом:

(18) ℱ :

⎧⎨⎩
𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 + 𝐵𝑤𝑤𝑘 + 𝐵𝑢𝑢𝑘,
𝑧𝑘 = 𝐶𝑧𝑥𝑘 + 𝐷𝑧𝑤𝑤𝑘 + 𝐷𝑧𝑢𝑢𝑘,
𝑦𝑘 = 𝐶𝑦𝑥𝑘 + 𝐷𝑦𝑤𝑤𝑘,

где 𝑥𝑘 ∈ R𝑛 – внутренне состояние, 𝑤𝑘 ∈ R𝑚 – внешнее возму-
щение с ограничением на первый момент |E𝑤𝑘| < 𝜏 и средний
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уровень анизотропии 𝑎 > 0, 𝑢𝑘 ∈ R𝑞 – управляющее воздей-
ствие, 𝑧𝑘 ∈ R𝑝 – управляемый выход, 𝑦𝑘 ∈ R𝑟 – наблюдаемый
выход, требуется найти представление динамического регуля-
тора в пространстве состояний

(19) ℱ𝑐 :

{︂
𝜉𝑘+1 = 𝐴𝑐𝜉𝑘 + 𝐵𝑐𝑦𝑘,
𝑢𝑘 = 𝐶𝑐𝜉𝑘 + 𝐷𝑐𝑦𝑘,

такого, чтобы анизотропийная норма |||ℱ𝑐𝑙|||𝑎 замкнутой управ-
лением системы (18) была бы ограничена минимально возмож-
ным пороговым значением 𝛾 = 𝛾𝑚𝑖𝑛. В системе (19) вектор
𝜉𝑘 ∈ R𝑛 соответствует внутреннему состоянию регулятора.

4. Решение задачи

Сформулируем в виде утверждения решение поставленной
задачи 1.

Теорема 4. Рассмотрим линейную дискретную стационар-
ную систему ℱ в пространстве состояний (18), на которую дей-
ствует внешнее возмущение в виде гауссовской последовательно-
сти случайных векторов с ограниченным уровнем средней анизо-
тропии числом 𝑎 при дополнительном условии |E𝑤𝑘| < 𝜏 , пара-
метры 𝑎 и 𝜏 считаются фиксированными. Тогда если выпуклая
задача оптимизации

𝛾2 → min

при ограничениях

(20)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−Π11 *
−𝐼𝑛 −Φ11

0𝑚×𝑛 0𝑚×𝑛

𝐴Π11 + 𝐵𝑢C 𝐴 + 𝐵𝑢D𝐶𝑦

A Φ11𝐴 + B𝐶𝑦

𝐶𝑧Π11 + 𝐷𝑧𝑢C 𝐶𝑧 + 𝐷𝑧𝑢D𝐶𝑦

· · ·

· · ·

* * * *
* * * *

−𝜂𝑖𝐼𝑚 * * *
𝐵𝑤 + 𝐵𝑢D𝐷𝑦𝑤 −Π11 * *
Φ11𝐵𝑤 + B𝐷𝑦𝑤 −𝐼𝑛 −Φ11 *
𝐷𝑧𝑤 + 𝐷𝑧𝑢D𝐷𝑦𝑤 0𝑝×𝑛 0𝑝×𝑛 −𝐼𝑝

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ≺ 0,

85



Управление большими системами. Выпуск 112

⎡⎢⎢⎣
−Ψ𝑖 − 𝜂𝑖𝐼𝑚 * * *

𝐵𝑤 + 𝐵𝑢D𝐷𝑦𝑤 −Π11 * *
Φ11𝐵𝑤 + B𝐷𝑦𝑤 −𝐼𝑛 −Φ11 *
𝐷𝑧𝑤 + 𝐷𝑧𝑢D𝐷𝑦𝑤 0𝑝×𝑛 0𝑝×𝑛 −𝐼𝑝

⎤⎥⎥⎦ ≺ 0, 𝑖 = 1, 2,(21)

[︂
Π11 𝐼𝑛
𝐼𝑛 Φ11

]︂
≻ 0, 𝜂 > 𝛾21 ,(22)

𝜂 − exp(−2𝑏/𝑚)(det Ψ1)
1/𝑚 < 𝛾21 ,(23)

𝛾21(1 − 𝜏2) + 𝛾22𝜏
2 < 𝛾2,(24)

где 𝑏 = 𝑎 + 𝑚
2 ln(1 − 𝜏2), 𝜂1 = 𝜂, 𝜂2 = 𝛾22 , имеет решение

A ∈ R𝑛×𝑛, B ∈ R𝑛×𝑟, C ∈ R𝑞×𝑛, D ∈ R𝑞×𝑟, Π11 ≻ 0, Φ11 ≻ 0,
Ψ1 ≻ 0, Ψ2 ≻ 0, 𝜂 > 0, 𝛾1 > 0, 𝛾2 > 0, то для системы (18)
матрицы динамического регулятора (19) имеют вид:

𝐴𝑐 = Φ−1
12 (A− Φ12B𝐶𝑦Π11 − Φ11𝐵𝑢CΠ⊤

12 −
− Φ12(𝐴 + 𝐵𝑢D𝐶𝑦)Π11)Π

−⊤
12 ,

𝐵𝑐 = Φ−1
12 (B− Φ11𝐵𝑢D),

𝐶𝑐 = (C−D𝐶𝑦Π11)Π
−⊤
12 ,

𝐷𝑐 = D,

где Π12Φ
⊤
12 = 𝐼𝑛 − Π11Φ11.

Доказательство. Сформируем замкнутую систему 𝐹𝑐𝑙 на
основе объекта (18) и регулятора (19):

(25)
𝜁(𝑘 + 1) = 𝒜𝜁(𝑘) + ℬ𝑤(𝑘),
𝑧(𝑘) = 𝒞𝜁(𝑘) + 𝒟𝑤(𝑘),

где 𝜁(𝑘) ∈ R2𝑛 обозначает объединенный вектор состояния:

𝜁(𝑘) =

[︂
𝑥(𝑘)
𝑥𝑐(𝑘)

]︂
,

матрицы системы 𝒜∈R2𝑛×2𝑛, ℬ ∈R2𝑛×𝑚, 𝒞 ∈R𝑝×2𝑛, 𝒟 ∈R𝑝×𝑚

имеют следующий вид:

(26)
𝒜 =

[︂
𝐴 + 𝐵𝑢𝐷𝑐𝐶𝑦 𝐵𝑢𝐶𝑐

𝐵𝑐𝐶𝑦 𝐴𝑐

]︂
,ℬ =

[︂
𝐵𝑢𝐷𝑐𝐷𝑦𝑤

𝐵𝑐𝐷𝑦𝑤

]︂
,

𝒞 =
[︀
𝐶1 + 𝐷𝑧𝑢𝐷𝑐𝐶𝑦 𝐷𝑧𝑢𝐶𝑐

]︀
, 𝒟 = 𝐷𝑧𝑢𝐷𝑐𝐷𝑦𝑤.
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Для замкнутой системы (25) можно сформулировать утвер-
ждение об ограниченности анизотропийной нормы замкнутой си-
стемы значением 𝛾1 в виде задачи выпуклой оптимизации, в ос-
нове которой лежит линеаризующая замена, предложенная в ра-
ботах [15, 24]. Эта задача будет состоять в виде неравенств (20)–
(23).

Так как внешнее возмущение нецентрировано, (𝑎, 𝜏)-
анизотропийная норма системы ℱ удовлетворяет условию
|||ℱ|||𝑎,𝜏 6 𝛾, если существуют параметры 𝛾1 и 𝛾2, такие что

𝛾21(1 − 𝜏2) + 𝛾22𝜏
2 6 𝛾2,

|||ℱ|||𝑏,0 6 𝛾1, ‖ℱ‖∞ 6 𝛾2,

где 𝑏 = 𝑎 + 𝑚
2 ln(1 − 𝜏2). Поскольку функция (17) ограничена

величиной 𝛾 для всех 𝑞, при которых 𝒜𝜏 (𝑞) 6 𝑎, всегда найдутся
такие 𝛾1 и 𝛾2, при которых

𝒩0(𝑞) 6 𝛾1, ‖𝐹‖∞ 6 𝛾2,

что как раз эквивалентно условию ограниченности анизотропий-
ной нормы, что указано в работе [20]. Условие ограниченности
анизотропийной нормы |||ℱ|||𝑏,0 6 𝛾1 в терминах матричных нера-
венств сформулировано в [29]. Неравенство (12), учитывающее
связь среднего уровня анизотропийной нормы с ограничением на
анизотропийную норму в случае ненулевого среднего примет, со-
ответственно, следующий вид:

𝜂 − exp(−2𝑏/𝑚)(det Ψ1)
1/𝑚 < 𝛾21 .

5. Численное моделирование

Данный раздел содержит результаты численного моделиро-
вания вычисления анизотропийной нормы и сравнение получен-
ной нормы с ℋ∞-нормой той же системы.
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Пример 1. Данные взяты из работы [31]. Объект управле-
ния представляет собой линеаризованную модель биомеханиче-
ской руки. Матрицы объекта в пространстве состояний (18) име-
ют вид:

𝐴 =

⎡⎢⎢⎣
1 ∆ 0 0
0 1 ∆/𝑚 0
0 0 1 − ∆/𝛿2 ∆/𝛿2
0 0 0 1 − ∆/𝛿1

⎤⎥⎥⎦ , 𝐵𝑤 =

⎡⎢⎢⎣
1
1
1
1

⎤⎥⎥⎦ ,

𝐵𝑢 =

⎡⎢⎢⎣
0
0
0

∆/𝛿1

⎤⎥⎥⎦ , 𝐶𝑧 =

⎡⎣1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎤⎦ , 𝐷𝑧𝑤 = 𝐼,𝐷𝑧𝑢 = 0,

𝐶𝑦 = 𝐶𝑧, 𝐷𝑦𝑤 = 0, 𝐷𝑦𝑢 = 0,

где 𝑚 = 1, ∆ = 0,01, 𝛿1 = 𝛿2 = 0,04. Цель моделирования со-
стоит в поиске пространственной реализации 𝛾-субоптимального
динамического регулятора (19) в зависимости от различных зна-
чений уровня средней анизотропии 𝑎 и параметра 𝜏 , участву-
ющего в ограничении матожидания возмущения. Численно за-
дача была решена с помощью пакетов Yalmip Matlab toolbox и
SeDuMi optimization package [26]. Сравнительные результаты све-
дены в таблицу 1, где в каждой клетке дано отношение анизотро-
пийной нормы |||𝐹𝑐𝑙|||𝑎 и ℋ∞-нормы ‖𝐹𝑐𝑙‖∞.

В первом столбце таблицы 1 приведены разные уровни сред-
ней анизотропии 𝑎, используемые при моделировании, в первой
строке – параметр 𝜏 нецентрированности внешнего возмущения.
В каждой клетке таблицы приведено отношение анизотропийной
нормы |||𝐹𝑐𝑙|||𝑎 системы к соответствующему значению ‖𝐹𝑐𝑙‖∞-
нормы этой же системы. Из приведенных соотношений можно
заметить, что при слабо окрашенных возмущениях (т.е. неболь-
шом значении параметра 𝑎, ограничивающего уровень средней
анизотропии) преимущество системы управления на основе ани-
зотропийного подхода с точки зрения выбранного показателя ка-
чества может достигать 25%. В то же время при увеличении па-
раметров 𝑎 и 𝜏 анизотропийная норма стремится к ℋ∞-норме,
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что при наличии априорной информации о внешнем возмущении
может служить критерием выбора закона управления, поскольку
реализация ℋ∞-подхода при формировании управления требует
меньше вычислительных ресурсов.

Таблица 1. Отношение норм |||𝐹𝑐𝑙|||𝑎 / ‖𝐹𝑐𝑙‖∞
𝑎 ∖ 𝜏 0,01 0,05 0,1 0,15

0,01 0,730 0,730 0,834 0,926
0,1 0,755 0,844 0,943 0,942
1 0,761 0,872 0,967 0,956
10 0,863 0,952 0,986 0,986

6. Выводы

Применение анизотропийного подхода к решению задач по-
давления влияния внешних возмущений имеет как свои плюсы
в виде более гибкого механизма учета информации о внешнем
возмущении, так и минусы в виде более сложного численного
решения по сравнению со стандартными задачами ℋ2- и ℋ∞-
оптимальных теорий.
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ANISOTROPY-BASED CONTROL DESIGN FOR
LINEAR TIME–INVARIANT SYSTEMS WITH
MOMENTS CONSTRAINTS OF DISTURBANCES

Alexander Yurchenkov, V.A. Trapeznikov Institute of Control
Sciences of RAS, Cand.Sc., Senior Researcher
(alexander.yurchenkov@yandex.ru).

Abstract: In this paper, a linear discrete time-invariant system with control under the
influence of a colored disturbance is considered. The external disturbance is selected
from the class of non-centered stationary Gaussian sequences of random vectors with
a known restriction on the level of mean anisotropy. For the specified class of control
objects, a dynamic regulator is introduced, with the help of which it is necessary to
ensure the boundedness of the anisotropic norm from an external disturbance to the
controlled output of a closed–loop system. The control design problem is to construct
an anisotropy–based dynamic regulator in terms of state–space representation. The
boundedness of the closed–loop system is provided by anisotropy–based small gain
theorem. Using linearizing reversible variable change, the problem can be reduced
to a numerical solution of the convex optimization problem with special constraints
characteristic of anisotropy–based theory. In the formulation of the problem, it is
assumed that the expectation of the external disturbance is unknown, but a condition
on it in the form of inequality is known. This parameter causes an additional
constraint to appear in the convex optimization problem. The resulting system of
inequalities is linear matrix inequalities in combination with an inequality of a
special type, which is nonlinear with respect to unknown parameters, but at the same
time convex in these parameters. The problem of finding the regulator matrices can
be solved by standard methods.
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