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Научная статья
УДК 530.182

Ансамбли четырех дискретных
фазовых осцилляторов
А. П. Кузнецов, Ю. В. Седова✉

Саратовский филиал Института радиотехники и электроники им. В. А. Котельникова РАН,
Россия, 410019, г. Саратов, ул. Зеленая, д. 38

Кузнецов Александр Петрович, доктор физико-математических наук, профессор, ведущий науч-
ный сотрудник, apkuz@rambler.ru, https://orcid.org/0000-0001-5528-1979, AuthorID: 509
Седова Юлия Викторовна, кандидат физико-математических наук, старший научный сотрудник,
sedovayv@yandex.ru, https://orcid.org/0000-0001-7843-646X, AuthorID: 168897

Аннотация. Исследованы ансамбли из четырех дискретных фазовых осцилляторов. Рас-
смотрение проведено с использованием трехмерных отображений для моделирования
относительных фаз осцилляторов. Изучены и сопоставлены случаи связи осцилляторов в це-
почку, кольцо и звезду. Анализ проведен с помощью метода карт ляпуновских показателей,
выявляющего периодические режимы, квазипериодические режимы с разным числом несо-
измеримых частот и хаоса. Для случаев разной топологии связи обсуждение проведено
с учетом возможных резонансов. Наблюдаемые режимы иллюстрируются с помощью фазо-
выхпортретов, включая случаиразличныхквазипериодическихрезонансов сразнымчислом
несоизмеримых частот.
Ключевые слова: фаза, модель Курамото, дискретное отображение, показатели Ляпунова,
квазипериодичность
Благодарности: Работа выполнена в рамках государственного задания Института радиотех-
ники и электроники им. В. А. Котельникова РАН.
Для цитирования: Кузнецов А. П., Седова Ю. В. Ансамбли четырех дискретных фазовых ос-
цилляторов // Известия Саратовского университета. Новая серия. Серия: Физика. 2025. Т. 25,
вып. 2. С. 134–146. https://doi.org/10.18500/1817-3020-2025-25-2-134-146, EDN: ZUYNTS
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Article

Ensembles of four discrete phase oscillators

A. P. Kuznetsov, Yu. V. Sedova✉

Saratov Branch of Kotelnikov Institute of Radioengineering and Electronics of Russian Academy of
Sciences, 38 Zelyonaya St., Saratov 410019, Russia

Alexander P. Kuznetsov, apkuz@rambler.ru, https://orcid.org/0000-0001-5528-1979, AuthorID:
509
Yuliya V. Sedova, sedovayv@yandex.ru, https://orcid.org/0000-0001-7843-646X, AuthorID: 168897

Abstract. Background and Objectives: Ensembles of four discrete phase oscillators are considered.
The aim of the research is to study and compare ensembles with different topologies of coupling:
chains, rings and stars.Materials and Methods:We carry out the analysis using three-dimensional
discrete maps for the relative phases of oscillators. We use the method of Lyapunov exponent
chart, which identifies periodic regimes, quasi-periodic regimes with a different number of
incommensurable frequencies and chaos. The various modes are illustrated using phase portraits.

© Кузнецов А. П., Седова Ю. В., 2025
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Results: We have found the regions of different regimes in the frequency detuning space of oscillators for different topologies of coupling.
Resonances are indicated and illustrated both for pairs and for triples of synchronized oscillators, which corresponds to three- and two-frequency
quasi-periodicity. We observe Arnold resonance web based on four frequency as well as on chaotic regimes. Conclusion: The ensemble of four
discrete phase oscillators demonstrates a variety of quasi-periodic regimes with a different number of incommensurable frequencies, which are
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Введение

Изучение ансамблей нелинейных осцилля-
торов принадлежит к числу фундаментальных
проблем физики, электроники, биологии, химии
и других наук [1, 2]. Во многих случаях доста-
точно следить за динамикой фаз осцилляторов.
Одной из основных моделей такого типа является
модель Курамото, для которой каждый фазовый
осциллятор связан с каждым [1,3,4]:

ψ̇n = ωn +µ
N

∑
i=1

sin(ψi −ψn). (1)

Здесь ψn – фаза n-го осциллятора, ωn – его соб-
ственная частота, µ – величина связи. Этой моде-
ли посвящено огромное количество публикаций,
включая монографии и обзоры, описывающие
разные аспекты динамики.

В литературе обсуждается также дискрет-
ная версия этой модели, когда производные
по времени в системе (1) заменяются конечными
разностями:

ψn → ωn +ψn +µ
N

∑
i=1

sin(ψi −ψn). (2)

Удобство построенной таким способом модели
состоит в том, что анализ отображений суще-
ственно проще, чем дифференциальных урав-
нений. При этом динамика дискретной модели
наследует многие свойства потоковой системы-
прототипа, но оказывается даже богаче, чем у ис-
ходной системы. Это подтверждают различные
примеры систем, построенных путем дискретиза-
ции, – моделей нейронов, динамики популяций,
генных сетей, электронных генераторов и др.
Большое количество примеров и ссылок можно
найти в обзорной части [5].

В последнее время при исследовании сетей
внимание привлекают ансамбли из сравнительно
небольшого числа элементов в силу многооб-
разия возможных нелинейных феноменов [6–9].

Некоторые авторы называют такие системы «ми-
нимальными сетями» (minimal networks) [6, 8–9],
имея в виду минимальное количество элемен-
тов, необходимое для реализации тех или иных
эффектов коллективной динамики, например, хи-
мерных состояний (сhimera states) [8, 9]. Как
подчеркнуто в [6], по сравнению с большими
сетями минимальные сети более восприимчивы
к изменениям параметров связи и топологий сети.
В данной работе в этом контексте исследуются
сети из четырех дискретных осцилляторов.

Дискретная модель Курамото в виде се-
ти из четырех-пяти осцилляторов исследовалась
в [10–13]. Обсуждались такие вопросы, как
выявление в пространстве параметров различ-
ных типов динамики, разрушение инвариантных
торов с возникновением фазового хаоса, муль-
тистабильность и др. В [10, 11] для четырех
осцилляторов выявлены области периодических,
квазипериодических и хаотических режимов. Ис-
пользуется также построение дополнительного
сечения аттрактора. В этом сечении инвариант-
ная кривая (двухчастотный тор) представляется
некоторым циклом, так что оказывается воз-
можным визуализировать и классифицировать
эти режимы. Однако авторы выбирают опреде-
ленное, фиксированное соотношение между ча-
стотными расстройками осцилляторов. Поэтому
в поле зрения не попадают различные резонансы,
возможные в системе, а также трех- и четырех-
частотные квазипериодические режимы. В [12]
анализируется случай пяти осцилляторов для
произвольных расстроек; с помощью ляпунов-
ского анализа выявляются квазипериодические
режимы разной размерности. Демонстрируется
возможность иерархии резонансных квазипери-
одических режимов, возникающих на поверхно-
сти инвариантных торов большей размерности.
Обнаружена резонансная паутина Арнольда [14],
представляющая собой сеть пересекающихся
узких областей квазипериодической динамики
на основе колебаний с разным числом несоиз-
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меримых частот. Отметим, что большое число
дискретных осцилляторов (102 и 105) исследова-
но в [15]. Переход от непрерывной к дискретной
модели Курамото обсуждается в [16].

Рассматриваются и цепочки из дискретных
осцилляторов. Пионерскими работами для трех
осцилляторов можно назвать исследования отоб-
ражения Кима–Остлунда [17, 18]. В рамках
этой модели обсуждался широкий круг про-
блем, включая резонансную паутину Арнольда
(в [18] она называется «mode-locking web»),
бифуркационное устройство различных резонан-
сов, тороидальный хаос (toroidal chaos) и др.
Эта модель, однако, с физической точки зрения
имеет некоторую особенность: связь осциллято-
ров асимметрична и включает диссипативную
и активную (отталкивающую) компоненты. Со-
поставление дискретных моделей трех осцилля-
торов с учетом разных типов связи и моделью
Кима–Остлунда дано в [19].

В настоящем сообщении мы рассмотрим
систему из четырех дискретных фазовых ос-
цилляторов с разной, отличной от глобальной
связи «каждый с каждым», топологией связи.
В разд. 1 обсуждается цепочка осцилляторов.
В разд. 2 мы обсудим случай связи в виде кольца.
По аналогии в разд. 3 будет рассмотрена кон-
фигурация ансамбля осцилляторов типа звезда
(star network), когда один осциллятор распола-
гается в центре, а остальные – по переферии,
и которая также сейчас достаточно популярна [6,
20–22]. В центре нашего внимания будет выясне-
ние возможности квазипериодических колебаний
с разным числом несоизмеримых частот, а также
возможные основные резонансы в системе.

1. Цепочка четырех дискретных осцилляторов

Обратимся сначала к случаю цепочки из че-
тырех дискретных фазовых осцилляторов. Урав-
нения в этом случае имеют вид:

ψ1→ω1+ψ1+µsin(ψ2−ψ1),

ψ2→ω2+ψ2+µsin(ψ1−ψ2)+µsin(ψ3−ψ2),

ψ3→ω3+ψ3+µsin(ψ2−ψ3)+µsin(ψ4−ψ3),

ψ4→ω4+ψ4+µsin(ψ3−ψ4).

(3)

Здесь и далее в силу периодичности по фа-
зам все отображения берутся по (mod 2π). Введем
относительные фазы осцилляторов:

θ = ψ1−ψ2,φ = ψ2−ψ3,ϕ = ψ3−ψ4 (4)

для понижения размерности системы до трех:

θ → 2πw1+θ−2µsinθ+µsinφ,
φ → 2πw2+φ+µsinθ−2µsinφ+µsinϕ,
ϕ → 2πw3+ϕ+µsinφ−2µsinϕ.

(5)

Введем параметры wn – относительные чис-
ла вращения (n = 1, 2, 3), определяемые разно-
стью собственных частот осцилляторов:

(ω1−ω2) = 2πw1,

(ω2−ω3) = 2πw2, (ω3−ω4) = 2πw3.
(6)

Мы «сконструировали» фазовые уравнения,
в случае системы с непрерывным временем они
могут быть получены для цепочки осцилляторов
ван дер Поля методом медленно меняющихся ам-
плитуд в фазовом приближении [23, 24]. Заменяя,
по аналогии с переходом от (1) к (2) производные
по времени конечными разностями, можно прий-
ти к уравнениям (5).

Система (5) характеризуется четырьмя па-
раметрами: три числа вращения w1, w2, w3
и константа связи µ. Обратимся к устройству
плоскости параметров (w1, w2). Сначала рассмот-
рим случай малого третьего числа вращения
w3 = 0.01. На рис. 1 показана соответствующая
ляпуновская карта для величины связи µ = 0.3,
на которой разными цветами показаны различ-
ные типы режимов в соответствии с сигнатурой
спектра показателей Ляпунова (таблица).

Рис. 1. Ляпуновская карта цепочки осцилляторов (5),
w3 = 0.01, µ = 0.3. Стрелками отмечены основные резо-

нансы (цвет онлайн)
Fig. 1. Lyapunov exponent chart for the chain of
oscillators (5), w3 = 0.01, µ = 0.3. The arrows mark the

main resonances (color online)

Отметим, что при построении карт обраще-
ние в ноль показателя определяется с некоторой
точностью. Мы полагали ее равной ν = 0.001,
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Типы динамики системы и спектр показателей Ляпунова
Table. Types of system dynamics and the spectrum of Lyapunov exponents

Обозначение /
Designation

Тип режима / Mode type Показатели Ляпунова /
Lyapunov exponents

Р Равновесие или периодический / Equilibrium or periodic Λ1 < 0, Λ2 < 0, Λ3 < 0
2Т Двухчастотный / Two-frequency Λ1 = 0, Λ2 <0, Λ3 < 0
3Т Трехчастотный / Three-frequency Λ1 = 0, Λ2 = 0, Λ3 < 0
4Т Четырехчастотный / Four-frequency Λ1 = 0, Λ2 = 0, Λ3 = 0
С Хаос/Chaos Λ1 > 0,Λ2 < 0, Λ3 < 0

что в данном случае является достаточно под-
ходящим выбором, когда визуализируются даже
мелкие элементы структуры. Сильно уменьшать
параметр ν нецелесообразно, поскольку сами по-
казатели вычисляются приближенно.

В данном случае в силу малости w3 в со-
ответствии с (6) собственные частоты третьего
и четвертого осцилляторов ω3 и ω4 очень близ-
ки. Поэтому эти осцилляторы взаимно захвачены.
В результате устройство плоскости (w1, w2) близ-
ко к случаю трех осцилляторов [19]. На рис. 1
в центре можно видеть область устойчивой непо-
движной точки в форме параллелограмма, от-
вечающую полной синхронизации всех четырех
осцилляторов. Эта область лежит на пересечении
двух широких полос двухчастотной квазиперио-
дичности 2Т, центры которых отвечают линиям
w1 = 0 или w2 = 0. В соответствии с (6), это
отвечает резонансным условиям ω1 = ω2 или
ω2 = ω3. Для удобства эти резонансы показаны
стрелочками (см. рис. 1). В соответствии с ни-
ми, с учетом близости частот ω3 и ω4, внутри
вертикальной полосы взаимно захвачены попар-
но первый–второй и третий–четвертый осцил-
ляторы. Соответственно, внутри горизонталь-
ной полосы захвачены второй–третий–четвертый
осцилляторы. Вне этих полос располагается
область трехчастотной квазипериодичности 3Т.
В нее погружена система пересекающихся бо-
лее тонких полос двухчастотных режимов. Она
формирует структуру типа сети, известную как
резонансная паутина Арнольда [14]. Вершины
параллелограмма образуют точки коразмерности
два, вблизи которых наблюдается веерообразная
структура тонких языков двухчастотных режи-
мов. В [25, 26] для потоков подобные точки
получили название «saddle node fan» – седло-уз-
ловой веер.

Увеличим теперь третье число вращения
до значения w3 = 0.1. Пример такой ляпуновской
карты для µ = 0.2 представлен в центре рис. 2.
В этом случае картина близка к обсуждавшемуся

выше случаю, показанному на рис. 1, но с заме-
ной периодических режимов на двухчастотные,
а трехчастотных – на четырехчастотные. В цен-
тре карты на рис. 2, а опять находится область
в форме параллелограмма, но теперь ей отвечает
двухчастотный режим. Соответствующий фазо-
вый портрет в пространстве (θ, φ, ϕ) для этой
области дан на рис. 2, б. Он представляет со-
бой отрезок инвариантной линии, причем фазы
θ и φ осциллируют около равновесных значе-
ний, а фаза ϕ «бежит» в интервале 0 < ϕ < 2π.
В соответствии с определением относительных
фаз (4) это означает, что первый–второй–третий
осцилляторы взаимно захвачены, а четвертый
по отношению к ним находится в режиме биений.
Периодические режимы в данном случае отсут-
ствуют – малая связь не может синхронизовать
четвертый осциллятор с остальными. Отметим,
что на карте рис. 2, а возникают области хаоса,
которые лежат в окрестности точек коразмерно-
сти два – вершин параллелограмма, и которых
не было на рис. 1.

При переходе от рис. 1 к рис. 2, а на смену
двухчастотным режимам, лежащим в окрест-
ности значений w1 = 0 и w2 = 0, приходят
полосы трехчастотных режимов. В свою очередь,
в них встроены узкие «поперечные» резонанс-
ные полосы двухчастотной квазипериодичности.
Рис. 2, в, г, д, иллюстрируют вид фазовых порт-
ретов в таких резонансных областях, а также
их эволюцию при переходе от одного резонанса
к другому. Они представляют собой инвариант-
ные кривые разного вида. Эти кривые могут
отвечать разному числу точек пересечения гра-
ней куба со стороной 2π. Например, случай (в),
в отличие от (б), отвечает двум пересечениям
верхней грани.

На рис. 2, а отмечены также области четы-
рехчастотной квазипериодичности 4Т, со встро-
енной сетью узких пересекающихся полос ре-
зонансных трехчастотных режимов. В увели-
ченном виде подобная область представлена
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Рис. 2. Карта ляпуновских показателей (а) и фазовые портреты в областях двухчастотной квазипериодичности цепочки
осцилляторов для значений w1 = 0.01, w3 = 0.1, µ = 0.2: w2 = 0.013 (б), w2 = 0.054 (в), w2 = 0.087 (г), w2 = 0.163 (д)

(цвет онлайн)
Fig. 2. Lyapunov exponent сhart (а) and phase portraits in the regions of two-frequency quasi-periodicity (b, c, d, e) for the

chain of oscillators; w3 = 0.1, µ= 0.2: w2 = 0.013 (b), w2 = 0.054 (c), w2 = 0.087 (d), w2 = 0.163 (e) (color online)

на рис. 3, а. Таким образом, возникает ре-
зонансная паутина Арнольда, но уже на базе
четырехчастотных режимов.

Примеры портретов трехчастотных режи-
мов для той же величины связи µ = 0.2 даны
по периферии рис. 3. Теперь это некоторые
инвариантные поверхности. На рис. 3, е представ-
лен один из «базовых» трехчастотных режимов
внутри полосы w1 ≈ 0. В этом случае первый
и второй осцилляторы взаимно захвачены, так
что их относительная фаза θ слабо колеблет-
ся около некоторого равновесного значения. Две
другие фазы φ и ϕ пробегают весь интервал
[0; 2π].

Остальные портреты (б–з) на рис. 3 от-
носятся к трехчастотным нитям резонансной
паутины. Соответствующие инвариантные по-
верхности могут быть разной формы и состоять
из нескольких компонент. Рис. 3 иллюстрирует
их многообразие. Отметим, что эти поверхности
пересекают грани куба по некоторым кривым,
дающим их сечение Пуанкаре. Например, для
рис. 3, б такое сечение аттрактора плоскостью

ϕ = 2π дает одну, а для рис. 3, д – две инвариант-
ные кривые.

Кроме основных, в системе возможны вто-
ричные резонансы. На карте рис. 3, а одним
из самых выраженных таких трехчастотных ре-
жимов является диагональ w2 = w1. Подставляя
это соотношение в выражение для чисел враще-
ния (6), получаем соответствующее резонансное
условие ω1 + ω3 = 2ω2, и в этом случае соб-
ственная частота второго осциллятора совпадает
со средней частотой соседних первого и тре-
тьего. Из соответствующего фазового портрета
на рис. 3, б видно, что аттрактором в этом случае
является однокомпонентная (с учетом свойства
периодичности) поверхность, но при этом все
три фазы (θ, φ, ϕ) «пробегают» весь интервал
[0; 2π], в отличие от основного резонанса ω1 =
= ω2 на рис. 3, е, когда одна из относительных
фаз θ осциллирует.

Когда ω2 + ω4 = 2ω3, наблюдается доста-
точно сильный аналогичный резонанс второго,
третьего и четвертого осцилляторов. С учетом (6)
получаем соответствующее резонансное условие
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w2 = w3. Данная линия также хорошо просматри-
вается на рис. 3, а, как одна из самых широких
горизонтальных полос. Соответствующий порт-
рет приведен на рис. 3, г. Для него все три
относительные фазы пробегают весь интервал
[0; 2π].

Увеличим теперь связь до значения µ = 0.25
и перейдем к рис. 4, а. Отмечаем появление, хо-
тя и узкой, области полной синхронизации Р –
большая связь позволяет захватить все осцилля-
торы. «Нити» резонансной паутины становятся
шире, и внутри них теперь могут наблюдаться

встроенные островки хаоса. Увеличиваются и по-
лосы двухчастотных режимов. При еще большей
связи µ = 0.45 на рис. 4, б возникает картина,
отчасти похожая на рис. 1. Можно видеть боль-
шую область полной синхронизации в форме
параллелограмма, лежащую на пересечении двух
полос двухчастотных режимов, и систему паути-
ны режимов этого типа. Но теперь она встроена
в хаотическую область. Таким образом, паути-
на может возникать также и на базе хаоса, когда
более высокоразмерные квазипериодические ре-
жимы разрушены.

Рис. 3. Фрагмент ляпуновской карты (а) и фазовые портреты трехчастотных режимов для w3 = 0.1, µ = 0.2 (рис. б–з):
w1 = 0.23, w2 = 0.22 (б); w1 = 0.23; w2 = 0.165 (в); w1 = 0.23, w2 = 0.1 (г); w1 = 0.27, w2 = 0.136 (д); w1 = 0.058, w2 = 0.18
(е); w1 = 0.12, w2 = 0.205 (ж), w1 = 0.13, w2 = 0.163 (з); w1 = 0.23, w2 = 0.295 (и). Стрелками на карте отмечены области,

соответствующие выполнению условий двух вторичных резонансов (цвет онлайн)
Fig. 3. Fragment of the Lyapunov exponent chart (а) and phase portraits of three-frequency regimes for w3 = 0.1, µ= 0.2 (Fig.
b – i) and w1 = 0.23, w2 = 0.22 (b); w1 = 0.23; w2 = 0.165 (c); w1 = 0.23, w2 = 0.1 (d); w1 = 0.27, w2 = 0.136 (e); w1 = 0.058,
w2 = 0.18 ( f ); w1 = 0.12, w2 = 0.205 (g), w1 = 0.13, w2 = 0.163 (h); w1 = 0.23, w2 = 0.295 (i). The arrows on the chart indicate

the regions corresponding to the conditions of two secondary resonances (color online)
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Рис. 4. Ляпуновские карты цепочки осцилляторов для w3 = 0.1 и µ= 0.25 (а), µ= 0.45 (б) (цвет онлайн)
Fig. 4. Lyapunov exponent charts for the chain of oscillators for w3 = 0.1; µ= 0.25 (а), µ= 0.45 (b) (color online)

2. Кольцо из четырех дискретных осцилляторов

Выберем теперь топологию связи в виде
кольца. В этом случае каждый осциллятор связан
с двумя соседями, так что для фаз можно запи-
сать:

ψ1→ω1+ψ1+µsin(ψ2−ψ1)+µsin(ψ4−ψ1),

ψ2→ω2+ψ2+µsin(ψ1−ψ2)+µsin(ψ3−ψ2),

ψ3→ω3+ψ3+µsin(ψ2−ψ3)+µsin(ψ4−ψ3),

ψ4→ω4+ψ4+µsin(ψ3−ψ4)+µsin(ψ1−ψ4).

(7)

Вводя относительные фазы в соответствии
с (4), получаем:

θ→2πw1+θ−2µsinθ−µsin(θ+φ+ϕ)+µsinφ,
φ→2πw2+φ−2µsinφ+µsinθ+µsinϕ,
ϕ→2πw3+ϕ−2µsinϕ+µsinφ−µsin(θ+φ+ϕ).

(8)
Как и для цепочки, начнем обсуждение

со случая малых частотных расстроек третьего
и четвертого осцилляторовw3. На рис. 5 показана
ляпуновская карта при w3 = 0.01 для величи-
ны связи µ = 0.15. В силу малости w3 третий
и четвертый осцилляторы взаимно захвачены,
и картина оказывается аналогичной случаю трех
осцилляторов. Область полной синхронизации
теперь имеет форму овала и лежит на пересече-
нии уже трех резонансных полос двухчастотных
режимов. Условия этих резонансов в кольце

соответствуют его топологии и указаны на ри-
сунке. Данная структура погружена в область
трехчастотной квазипериодичности. Для потоко-
вой системы аналогичное описание для кольца
из трех фазовых осцилляторов можно найти
в [26].

Рис. 5. Ляпуновская карта для кольца осцилляторов (8),
w3 = 0.01, µ= 0.15 (цвет онлайн)

Fig. 5. Lyapunov exponent chart for the ring of oscillators (8),
w3 = 0.01, µ= 0.15 (color online)

Увеличим теперь расстройку четвертого ос-
циллятора до значенияw3 = 0.1 при той же связи
µ = 0.15. На рис. 6, а показана соответствующая
ляпуновская карта. Можно видеть, что трехча-
стотные режимы сменились на четырехчастот-
ные, а полосы двухчастотных – на трехчастотные.
При этом полная синхронизация в окрестности
точки w1 = w2 = 0 не наблюдается. Вместо нее

140 Научный отдел



А. П. Кузнецов, Ю. В. Седова. Ансамбли четырех дискретных фазовых осцилляторов

Рис. 6. Ляпуновская карта кольца из осцилляторов для w3 = 0.1, µ = 0.15 (а), линии и точки резонансных условий (9)
и (11) (б) (цвет онлайн)

Fig. 6. Lyapunov exponent chart for the ring of oscillators, w3 = 0.1, µ= 0.15 (а); lines and points of resonance conditions (9)
and (11) (b) (color online)

возникают двухчастотные режимы, представлен-
ные тремя близко расположенными островами.
Чтобы пояснить характер динамики в этом слу-
чае, обсудим подробнее основные резонансы
в кольцевой системе.

В соответствии с конфигурацией связи в ви-
де кольца их три, когда совпадают собственные
частоты первого – второго, второго – третьего
и первого – четвертого осцилляторов, так что
при точном резонансе ω1 = ω2, ω2 = ω3 и ω1 =
= ω4. Подобный резонанс третьего и четвертого
осцилляторов невозможен, поскольку мы рас-
сматриваем случай конечной их расстройки w3.
В соответствии с (6) получаем три резонансных
условия:

w1 = 0,

w2 = 0,

w2 =−w1−w3.

(9)

Первые два из них совпадают со случаем цепоч-
ки и отвечают горизонтальной и вертикальной
полосам трехчастотных режимов на рис. 6, а.
Третье резонансное условие является новым,
в соответствии с ним на рис. 6, а наблюдает-
ся полоса трехчастотных режимов в окрестности
линии w2 = −w1 −w3. Для удобства восприятия
на рис. 6, б показаны линии (9) и приведены со-
ответствующие резонансные условия. Отметим,

что в силу периодичности системы по фазам
и числам вращения линия резонанса ω1 = ω4

на рис. 6, б состоит из двух, продолжающих друг
друга ветвей. На рисунке они отмечены стрелоч-
ками.

Фазовые портреты аттракторов для основ-
ных трехчастотных полос показаны на рис. 7.
Внутри вертикальной полосы относительная фа-
за первого и второго осцилляторов θ колеблется
около некоторого равновесного значения, что
отвечает режиму, когда частично захвачены пер-
вый и второй осцилляторы. На втором портрете
для горизонтальной полосы осциллирует отно-
сительная фаза φ, что отвечает трехчастотному
режиму с захватом второго–третьего осциллято-
ров. Портрет, отвечающий резонансу ω1 = ω4,
показан на рис. 7, в. Чтобы проиллюстрировать
данный резонанс, портрет построен в координа-
тах (θ + φ + ϕ, φ, ϕ), поскольку в соответствии
с (4)

ψ1−ψ4 = θ+φ+ϕ. (10)

Можно видеть, что эта переменная осциллирует
вблизи равновесного значения, что говорит о за-
хвате первого и четвертого осцилляторов.

Проведем сопоставление с предыдущими
рисунками. Линии на рис. 6, b пересекаются
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Рис. 7. Фазовые портреты «базовых» трехчастотных режимов для кольца (w3 = 0.1, µ= 0.15): w1 = 0.005, w2 = 0.3 (а),
w1 = 0.15, w2= – 0.015 (б), w1=– 0.3, w2 = 0.2 (в)

Fig. 7. Phase portraits of the «base» three-frequency regimes for the ring (w3 = 0.1, µ = 0.15.): w1 = 0.005, w2 = 0.3 (а),
w1 = 0.15, w2= – 0.015 (b), w1=– 0.3, w2 = 0.2 (c)

в трех точках, в которых выполняются одновре-
менно по два резонансных условия:

точка 1: ω1 = ω2 = ω3,

точка 2: ω1 = ω4,ω2 = ω3,

точка 3: ω1 = ω2 = ω4.

(11)

На ляпуновской карте рис. 6, а в окрестности
каждой из таких точек возникают острова двух-
частотных режимов. На схематическом рис. 6,
b резонансные точки (11) выделены квадрати-
ками, как и двухчастотные режимы на картах.
Фазовые портреты в каждом из этих островов
приведены на рис. 8. Портрет в окрестности
точки 1 иллюстрирует колебания относительных
фаз θ и φ, что в соответствии с (4) отвечает
захвату первого, второго и третьего осциллято-
ров. Для идентификации режима в окрестности
точки 2 использована переменная, отвечающая

разностям фаз ψ1 − ψ4 = θ + φ + ϕ. По ее по-
ведению и поведению фазы φ заключаем, что
попарно захвачены первый-четвертый и второй-
третий осцилляторы. Для точки 3 используем пе-
ременные θ, ψ2 − ψ4 = φ + ϕ и ϕ. Тогда можно
видеть двухчастотный режим захвата первого-
второго-четвертого осцилляторов.

Для рис. 6, а указанные острова двухчастот-
ных режимов расположены близко друг к другу
в силу малости параметра w3 = 0.1. Увеличим
теперь его значение до w3 = 0.3. Такая карта по-
казана на рис. 9, а. В этом случае в соответствии
с (9) линия резонанса ω1 = ω4 (точнее, ее два
«куска») существенно опускается вниз, а линии
двух других резонансов не меняются, как пока-
зано на схематическом рис. 9, б. В соответствии
с этим можно видеть заметное смещение поло-
сы третьего резонанса вниз. В результате три
основных острова двухчастотных режимов ока-

Рис. 8. Фазовые портреты основных двухчастотных режимов для кольца (w3 = 0.1, µ = 0.15): w1 = 0.005, w2 = 0.0 (а),
w1= – 0.1, w2= 0.005 (б), w1 = 0.005, w2= – 0.1 (в)

Fig. 8. Phase portraits of the base two-frequency regimes for the ring (w3 = 0.1, µ= 0.15): w1 = 0.005, w2 = 0.0 (а), w1= – 0.1,
w2= 0.005 (b), w1 = 0.005, w2= – 0.1 (c)
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Рис. 9. Ляпуновская карта кольца из осцилляторов для w3 = 0.3, µ = 0.15 (а) линии и точки резонансных условий (9)
и (11) (б) (цвет онлайн)

Fig.9. Lyapunov exponent chart for the ring of oscillators, w3 = 0.3, µ= 0.15 (а), lines and points of resonance conditions (9),
(11) (b) (color online)

зываются сильно разнесенными. При этом они,
как и в случае цепочки, имеют форму паралле-
лограммов, что обусловлено заметной частотной
отстройкой четвертого осциллятора.

Обсудим теперь влияние величины связи µ.
Сначала вернемся к случаю небольшой расстрой-

ки w3 = 0.1. Ляпуновская карта для µ = 0.25
показана на рис. 10, а. По сравнению с рис. 6, а
увеличение связи привело к объединению двух-
частотных островов, хотя их структура отчасти
просматривается. На их фоне возникла также
область полной синхронизации – увеличение

Рис. 10. Ляпуновские карты кольца из осцилляторов для µ= 0.25: w3 = 0.1 (а), w3 = 0.3 (б) (цвет онлайн)
Fig.10. Lyapunov exponent charts for the ring of oscillators for µ= 0.25: w3 = 0.1 (а), w3 = 0.3 (b) (color online)
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связи сделало возможным захват всех четырех ос-
цилляторов. Отмечаем также расширение полос
трехчастотных режимов и встроенных в них об-
ластей двухчастотных.

Сравнивая со случаем цепочки, заключа-
ем, что для кольца связь оказывается более
«сильной», чем для цепочки. Это проявляется
в появлении большой области полной синхро-
низации всех четырех осцилляторов, а также
выраженном разрушении резонансной паутины
на безе четырехчастотного режима с образовани-
ем хаоса. Причина состоит в том, что для цепочки
два осциллятора имеют двух соседей, а два дру-
гих – только одного. Для кольца все осцилляторы
имеют по два соседа.

На рис. 10, б для той же связи показан слу-
чай большой расстройки w3 = 0.3. Увеличение
расстройки снова приводит к появлению трех
характерных двухчастотных островов. Из-за уве-
личения связи их размер и размер резонансных
полос больше, чем на рис. 9, а. Кроме того,
увеличение расстройки отчасти подавляет хаос
в области резонансной паутины.

3. Звезда из четырех дискретных осцилляторов

Обратимся теперь к связи типа звезда. В этом
случае центральный осциллятор связан с тре-
мя периферийными, а они только с ним. Будем
считать, что в центре находится четвертый осцил-
лятор. Тогда можно записать следующее отобра-
жение для фаз:

ψ1 → ω1+ψ+
1 µsin(ψ4−ψ1),

ψ2 → ω2+ψ2+µsin(ψ4−ψ2),

ψ3 → ω3+ψ3+µsin(ψ4−ψ3),

ψ4 → ω4+ψ4+µsin(ψ1−ψ4)+

+µsin(ψ2−ψ4)+µsin(ψ3−ψ4).

(12)

Вводя относительные фазы в соответствии с (4),
получаем:

θ → 2πw1+θ−µsin(θ+φ+ϕ)+µsin(φ+ϕ),
φ → 2πw2+φ−µsin(φ+ϕ)+µsinϕ,
ϕ → 2πw3+ϕ−2µsinϕ−µsin(θ+φ+ϕ)−

−µsin(φ+ϕ).
(13)

В случае очень малой расстройки w3 эта си-
стема редуцируется к случаю цепочки из трех
осцилляторов. Это очевидно из геометрии связи,
когда третий и четвертый осцилляторы захваче-
ны. Поэтому сразу обсудим случай конечных w3.

Резонансные условия для звезды имеют вид (ис-
ключается, как и выше, случай ω3 = ω4):

ω1 = ω4, ω2 = ω4. (14)

Используя соотношения (6), получаем резо-
нансные условия для чисел вращения:

w2 =−w1−w3, w2 =−w3. (15)

Эти линии на плоскости (w1., w2.) пересекаются
в точке

w1 = 0, w2 =−w3. (16)

Соответствующая ляпуновская карта для
w3 = 0.1 и µ = 0.15 показана на рис. 11, а.
Сравнивая ее со случаем цепочки на рис. 2, а,
заключаем, что эти два случая качественно близ-
ки. Основное отличие состоит в конфигурации
основных резонансов – для звезды они дают-
ся линиями (15) и точкой (16). В то же время
есть и отличия в структуре резонансной паутины.
Так по сравнению со случаем цепочки исчезает
обсуждавшийся в разделе 1 резонанс ω1 +ω3 =
= 2ω2, для которого w2 = w1. Причина состоит
в том, что для звезды первые три осциллятора
не являются соседями. Также можно отметить
несколько более развитые области хаоса вблизи
вершин параллелограмма, отвечающего основно-
му двухчастотному режиму.

На рис. 11, б показана карта для звезды
для несколько большего значения связи µ = 0.25.
Сравнение со случаем цепочки говорит о более
сильном влиянии связи для звезды – резонансная
паутина сильно разрушена и хаос более выражен.
За счет более сильной связи на рис. 11, б так-
же появляется область полной синхронизации –
в форме треугольника. Отмечаем также появле-
ние двух не очень широких двухчастотных полос
в окрестности линий w2 = 0 w2 =−w1. Они отве-
чают резонансам ω2 = ω3 = ω4 и ω1 = ω2 = ω4.
Они возникают на границах трехчастотных по-
лос за счет их расширения и захвата еще одного
осциллятора. Таким образом, внутри двухчастот-
ных полос будут захвачены по два периферийных
(второй – третий или первый – второй) и цен-
тральный осциллятор.

Заключение
Дискретные отображения оказываются удоб-

ным объектом для исследования ансамблей фа-
зовых осцилляторов. Метод карт ляпуновских
показателей, дополненный построениемфазовых
портретов, позволяет выявить периодические,
двух-, трех- и четырехчастотные квазиперио-
дические режимы, а также области хаоса для
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Рис. 11. Ляпуновские карты звезды из осцилляторов для w3 = 0.1: µ= 0.15 (а), µ= 0.25 (б) (цвет онлайн)
Fig.11. Lyapunov exponent charts for the star of oscillators, w3 = 0.1: µ= 0.15 (а), µ= 0.25 (b) (color online)

четырех фазовых осцилляторов. Для таких ан-
самблей устройство пространства параметров
относительных частотных расстроек для случа-
ев связи типа цепочки, кольца и звезды имеют
свои особенности. Они обусловлены различием
условий основных резонансов в системах с раз-
ной топологией связи. При этом можно выделить
резонансы как для пар, так и для троек син-
хронизированных осцилляторов, чему отвечают
разные типы трехчастотных и двухчастотных
колебаний. Наблюдается резонансная паутина
Арнольда на базе четырехчастотных колебаний.
Для нее характерны резонансы более высокого
порядка, например, когда собственная частота од-
ного из осцилляторов равна средней для двух
ближайших соседей. При сильной связи возмож-
но появление резонансной паутины на базе хаоса.
Воздействие связи по сравнению со случаями це-
почки для кольца и звезды оказывается более
выраженным, что обусловлено увеличением ко-
личества связей в двух последних случаях.
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Введение

Модели динамических систем в виде обык-
новенных дифференциальных уравнений широ-
ко применяются во многих научных областях,
включая физику, химию, биологию, медици-
ну, инженерию, науки об окружающей среде,
климатические исследования [1–5]. Когда иссле-
дователи работают с системами, описываемыми
обыкновенными дифференциальными уравнени-
ями, они сталкиваются с прямой задачей. Она
заключается в определении динамики модели
за все время наблюдения при определенных на-
чальных и граничных условиях, а также в оценке
чувствительности модели к изменениям началь-
ных условий. Более сложная обратная задача
заключается в определении значений парамет-
ров модели в форме дифференциального урав-
нения на основе экспериментальных данных
(временных реализаций). Сложность задачи обу-
словливается наличием множества комбинаций
параметров, которые управляют поведением изу-
чаемой системы.

При построении моделей в форме обыкно-
венных дифференциальных уравнений существу-
ет три ситуации:
– законы функционирования моделируемой
системы не известны, и возможно использо-
вание только описательной статистики;

– исследуемая динамическая система точно
подчиняется известным законам, а ее пара-
метры явным образом включены в модель;

– структура изучаемой системы известна ча-
стично, так что ее параметры остаются
неизвестными [6].
В последнем случае самый неоптимальный

способ поиска параметров – это их перебор,
поскольку даже в случае небольшого количе-
ства параметров, число их комбинаций велико.
По этой причине процесс определения парамет-
ров по экспериментальным данным целесообраз-
но оптимизировать.

В задачах, в которых модель известна, а па-
раметры требуется определить, исследователи
чаще всего сталкиваются с проблемой «застре-
вания» в локальных минимумах функции стои-
мости [7, 8]. Большинство известных методов

не гарантирует нахождение глобального миниму-
ма, хотя и увеличивают вероятность его найти [9].
Наиболее распространенными в задачах опти-
мизации параметров математической модели яв-
ляются градиентные методы, которые состоят
в изменении функции, дающей квадратичную
суммарную ошибку, в сторону ее уменьше-
ния [10]. Такие способы, как метод Ньютона [11],
метод сопряженных градиентов [12] и другие
усовершенствования метода градиентного спус-
ка также подразумевают известность решения
модели в общем явном виде, в силу чего их при-
менение для моделей в виде систем обыкновен-
ных дифференциальных уравнений затруднено.

Кроме того, градиентные методы характери-
зуются существеннымнедостатком – попаданием
функции стоимости в локальные минимумы. По-
этому их часто применяют совместно с другими
методами, увеличивающими вероятность избе-
жать подобную ситуацию. Некоторые из этих
решений включают в себя методы мультистар-
товой оптимизации [13], многокритериальной
оптимизации [14], случайных перезапусков [15],
имитации отжига [16], оптимизации серого вол-
ка [17], кита [18], пламени мотылька [19], алго-
ритм оптимизации роевого интеллекта [20] и др.

В [8] был предложен новый способ ухода
от локальных максимумов, состоящий в од-
новременном использовании нескольких функ-
ций стоимости, которые ведут себя по-разному
в окрестности локальных минимумов. В рамках
настоящей работы мы предлагаем улучшение ме-
тода, раскрытого в [8], позволяющее с большей
вероятностью находить глобальный минимум.
Исследование проведено на примере компарт-
ментной эпидемиологической модели SIR с нели-
нейной скоростью распространения вируса [21],
на которой, к примеру, проявляется недостаток
ранее предложенного в [8] метода.

Компартментные эпидемиологические моде-
ли с нелинейными характеристиками в насто-
ящее время широко используются в области
нелинейной динамики [22, 23]. Следуя рабо-
те [8], на каждой итерации алгоритма подбора
параметров вычислялись 4 различные величины
ошибки. Однако значения параметров сохра-
нялись в памяти компьютера по достижении
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нового минимального значения хотя бы по одной
из функций стоимости. В случае «застревания»
функции стоимости осуществлялись не только
вариации параметров, но и случайный выбор
между сохраненными наборами параметров, от-
вечающими наименьшему значению хотя бы
одной из функций стоимости.

1. Описание улучшенного алгоритма восстановления
параметров дифференциальной модели

Поиск параметров дифференциальной мо-
дели представляет собой сложную задачу из-за
необходимости интегрирования модели для
оценки её соответствия данным, что требует
учёта предыдущих состояний, поскольку без
этого состояние модели в каждый момент вре-
мени не может быть определено. Однако это
открывает возможность введения различных
функций стоимости, основанных на эволюции
модели. Рассмотрим модель динамической систе-
мы, представляемую в следующем общем виде:

du⃗
dt

= F⃗ (⃗u, p⃗), (1)

где вектор u⃗ задает фазовое состояние модели
в произвольный момент времени t, а векторная
функция F⃗ (⃗u, p⃗) определяет эволюцию модели
в зависимости от значений векторных парамет-
ров p⃗ и может быть, например, задана в виде
многомерного степенного полинома с параметра-
ми перед каждым из слагаемых этого полинома.
Предлагаемый алгоритм разработан для опи-
санной модели в общем виде, и большинство
моделей динамических системможно свести к та-
кому виду.

В качестве основной ошибки E f будем ис-
пользовать величину

E f =
1

PN

P

∑
i=1

N

∑
j=1

(x j,i − y j,i)
2, (2)

где P – количество точек в исходных данных,
N – размерность фазового пространства исход-
ных данных модели, индекс j = 1, 2, . . ., N
отвечает номеру динамической переменной, а ин-
декс i – номеру момента времени ti, x j,i – значение
переменной с номером j в момент времени ti
для исходных данных. При расчете E f для по-
лучения значений y j,i = u j,i, соответствующих
значениям x j,i, настраиваемая модель интегри-
руется независимо от исходных данных; только
начальное состояние выбирается равным соот-
ветствующему исходным данным x0,i начальному

состоянию. Значения y j,i = u j,i получаются в ре-
зультате интегрирования модели (1) в течение
времени t ∈ [t0; tP]. Отклонение состояний моде-
ли может значительно различаться для разных
точек, поэтому в качестве второй оценки це-
лесообразно также рассмотреть максимальное
значение отклонений

maxE f =
P

max
i=1

1
N

N

∑
j=1

(x j,i − y j,i)
2, (3)

которое также подлежит минимизации (под max
понимается оператор нахождения максималь-
ного значения). В уравнении (3) обозначения
соответствуют обозначениям в уравнении (2).

В функциях стоимости (2) и (3) ошибка оце-
нивается за весь период рассмотрения модели
без коррекции начальных условий в промежуточ-
ных точках, известных из исходных данных x j,i,
в результате этого на выбор параметров моде-
ли оказывает влияние только вклад начальных
условий (отвечающих исходным данным в на-
чале процесса). Для учета влияния всех точек
исходных данных при моделировании в качестве
функции стоимости используется значение [8]

Ep =
1

PN

P

∑
i=1

N

∑
j=1

(x j,i − z j,i)
2, (4)

где значения z j,i = u j,i, соответствующие исход-
ным данным x j,i в моменты времени с номерами
i для переменных с номерами j, получается
при корректировке начальных условий в мо-
дели так, чтобы они совпадали с исходными
данными в контрольных точках. Другими слова-
ми, начальные условия модели устанавливаются
в каждый из моментов времени ti (кроме по-
следнего tP), после чего модели интегрируется
до следующего момента времени ti+1. Значе-
ния z j,i получаются в результате интегрирования
подстраиваемой модели в течение промежутка
времени t ∈ [ti 1; ti]. Аналогичным образом рас-
сматривается не только средняя ошибка (4), но и
максимальное отклонение от данной траектории

maxEp =
P

max
i=1

1
N

N

∑
j=1

(x j,i − z j,i)
2. (5)

Определенные таким образом ошибки позво-
ляют оценивать степень соответствия модели при
заданных параметрах исходным данным. При
наилучшем соответствии E f = maxE f = Ep =
= maxEp = 0. Для восстановления значений
параметров модели, представляемой системой
обыкновенных дифференциальных уравнений,
будем рассматривать две копии такой модели,
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первая из которых используется для создания ис-
ходных данных, по которым восстанавливаются
параметры во второй модели. Первая система
численно интегрируется методом Рунге – Кут-
ты с достаточно малым шагом 0.001, однако
для второй системы в качестве исходных дан-
ных выбирается небольшое количество точек
от 10 до 100 из исходной временной реализа-
ции, полученной в первой копии модели. Точки
выбираются так, чтобы охватить как можно боль-
ше уникальных наборов значений переменных,
например, с равномерным шагом по времени
из части временной реализации, характеризую-
щейся немонотонным поведением.

Ниже представлено описание улучшенного
(в сравнении с [8]) алгоритма восстановления
параметров на примере эпидемиологической мо-
дели SIR [21], описываемой системой уравнений:

dS
dt

= B−DS−βI(S +vIS)+ γR,

dI
dt

= βI(S +vIS)−αI −DI,

dR
dt

= αI − γR−DR,

(6)

Модель является трехмерной (N = 3) и харак-
теризуется наличием зависимости между пере-
менными величинами: S(t) + I(t) + R(t) = M(t),
где M(t) – численность популяции, которая
по отношению к эпидемиологическим процес-
сам изменяется медленно. Переменные S, I, R
определяют численности способных заразиться,
инфицированных и имеющих иммунитет ча-
стей популяции, соответственно. Параметры B,
D определяют естественные прирост и убыль
населения, соответственно; β, v – линейную
и нелинейную скорости распространения эпи-
демии, соответственно; γ – скорость потери
иммунитета; α – скорость приобретения имму-
нитета. Алгоритм, представленный в работе [8],
не обеспечивает восстановление параметров эпи-
демиологической модели SIR (6), что может
быть связано с наличием сильной взаимосвя-
занностью переменных S(t) + I(t) + R(t) = M(t)
и наличием большого количества сосуществую-
щих решений, характеризующихся нейтральной
устойчивостью в одном из направлений трехмер-
ного фазового пространства [21].

На подготовительном этапе подстройки па-
раметров необходимо записать модель таким
образом, чтобы она соответствовала системе
(1) с многомерными степенными полиномами
в правой части. В случае u⃗ = (S, I, R) такое преоб-
разование для модели (6) выглядит следующим

образом:

dS
dt

= p0− p1S− p2IS− p3I2S+ p4R,

dI
dt

= p2IS+ p3I2S− p5I,

dR
dt

= p6I − p7R,

(7)

где p0 = B, p1 = D, p2 = β, p3 = βv, p4 =
= γ, p5 = α + D, p6 = α, p7 = γ + D. Стоит
отметить, что количество параметров в приве-
денной к виду (1) модели (7) может отличаться
от количества параметров в исходной модели
(6) в большую сторону из-за введения пара-
метров для каждого слагаемого многомерного
степенного полинома. В рассматриваемом случае
количество параметров в исходной модели рав-
но 6, тогда как в приведенной к виду (1) модели
количество параметров равно 7. Вместе с тем,
результаты проведенного исследования показа-
ли, что во всех случаях алгоритм находит набор
параметров, сводимый к исходным параметрам.
Начальные значения массива параметров p⃗ =
= (p1, p2, p3, p4, p5, p6, p7) в модели (7) задаются
произвольным образом или вычисляются на ос-
нове произвольных значений параметров в моде-
ли SIR в виде (6). Также на подготовительном
этапе произвольным образом выбирается пара-
метр для произвольного изменения (уменьшения
или увеличения). После установки произвольных
начальных значений параметров pk, k = 1,2, . . .,
7, произвольного выбора параметра для изме-
нения и характера его изменения (уменьшения
или увеличения произвольным образом) и вычис-
ления стартовых значений ошибок E f , maxE f ,
Ep, maxEp в соответствии с выбранными пара-
метрами циклично (до достижения требуемой
точности – минимума ошибки) выполняются сле-
дующие действия:

1. Производится небольшое (порядка
10−4%) изменение значения одного из парамет-
ров pk в соответствии с установленным для него
характером изменения (уменьшения или увели-
чения).

2. Вычисляются ошибки для измененного
вектора параметров и сравниваются с ошибка-
ми на предыдущей итерации. Если хотя бы одна
ошибка уменьшилась, успешная модификация
параметров сохраняется с заменой предыдущей
успешной модификации для данной ошибки.
При этом успешные модификации по другим
функциям стоимости не заменяются. Изменение
(уменьшение или уменьшение) продолжается
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с ускорением до тех пор, пока оно приво-
дит к уменьшению указанной ошибки. Каждый
раз при уменьшении хотя бы одной из оши-
бок найденные успешные модификации меняют
предыдущие успешные модификации для данной
ошибки.

3. В случае отсутствия хотя бы незначи-
тельного улучшения результата на предыдущей
итерации произвольным образом выбирается па-
раметр или группа параметров для последующе-
го изменения. При этом для каждого изменяемого
параметра в случае группы параметров отдельно
определяется характер изменения (уменьшение
или увеличение). Дополнительно произвольным
образом выбирается один из четырех сохранен-
ных векторов параметров в качестве стартового
для следующей итерации (для каждой ошибки
на шаге с номером 2 сохраняется соответствую-
щий ей оптимальный набор параметров).

4. Проверяется необходимость останов-
ки алгоритма, который останавливается либо
по причине достижения требуемой точности,
либо при обнаружении минимумов во всех
функциях стоимостей. Условие достижения точ-
ности проверяется по среднему геометрическому
по всем рассмотренным ошибкам:

⟨E⟩= (E f ·maxE f ·Ep ·maxEp)
1/4 . (8)

По завершении алгоритма выбирается век-
тор, отвечающий минимально достигнутому зна-
чению ошибки maxE f , которая превосходит
по значению все остальные ошибки.

Как показали результаты численного мо-
делирования на основе описанного алгоритма,
сохранение нескольких наборов параметров, от-
вечающих наилучшим значениям величин оши-
бок, позволяет с большей вероятностью избегать
локальных минимумов функций стоимости.

2. Восстановление параметров
эпидемиологической модели

Для демонстрации работы алгоритма ми-
нимизации ошибки, описанного выше, проин-
тегрируем систему (6) с шагом интегрирования
0.05 методом Рунге – Кутты четвертого порядка
в течение 100 единиц безразмерного системно-
го времени. Полученную реализациюфильтруем,
выбирая для эксперимента 41 точку (с шагом
2.5 единицы безразмерного времени) и добавля-
ем к каждой из точек значение источника белого
гауссовского шума со среднеквадратичным от-
клонением σ2. Затем запускаем разработанный

алгоритм минимизации ошибки, задав значи-
тельно отличающиеся от истинных значения
параметров B = D = β = v = γ = α = 0.1.

Результат работы алгоритма проиллюстри-
рован на рис. 1–4 для двух наборов исходных
параметров модели и двух значений парамет-
ра шума σ. На всех рисунках под литерой а/а
отображается зависимость величины ошибки E
(в смысле формулы (8)) от числа итераций, под
литерой б/b – относительные ошибки определе-
ния параметров, обозначаемые через φ(p), под
литерой в/c дается график зависимости x(t) в вос-
станавливаемой модели. Относительные ошибки
вычисляются как φ(p) = (p − pист)/pист, где p
представляет собой текущее значение подбира-
емого параметра, а pист – искомое значение
параметра. Горизонтальной пунктирной линией
(на рисунках с литерой а) и численно (на ри-
сунках с литерами а и б) отмечен уровень
максимальной величины ошибки по завершении
работы алгоритма.

На рис. 2 представлены результаты числен-
ного моделирования и подбора параметров для
случая, когда система (6) демонстрирует одно
колебание и стремится к состоянию равновесия
(рис. 2, в). Несмотря на то, что динамика моде-
ли является очень простой и кривая зависимости
x(t) характеризуется только одним локальным
минимумом, с помощью предложенного алгорит-
ма удается достаточно быстро (20712 итераций)
и точно (самая большая ошибка φ(γ) = 1.9%) вос-
становить исходные параметры модели.

На рис. 3 представлены результаты для ре-
жима модели (6), характеризующегося иным ха-
рактером приближения к состоянию равновесия
(рис. 3, в). Предположительно, значительное уве-
личение времени работы алгоритма обусловлено
более сложной формой траектории в фазовом
пространстве. Однако параметры были восста-
новлены в худшем случае с точностью 0.8%.
В предыдущем случае худшая точность состави-
ла 1.9%, что может быть связано с достаточно
простой формой траектории в фазовом простран-
стве и сложностью отличить ее от подобных
траекторий, наблюдаемых при других наборах
значений параметров модели.

Нужно отметить, что оба эксперимента (см.
рис. 1 и 2) были проведены в условиях незначи-
тельногошума (σ2 = 10−9). На рис. 3 и 4 представ-
лены результаты для случая достаточно большой
интенсивности шума (σ2 = 10−3). В случае ти-
пичных для модели значений параметров (см.
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Рис. 1. Результаты работы
алгоритма для B = 0.01,
d = 0.01, β = 0.06, v =
= 10, γ = 0.001, α = 0.031,
σ2 = 10−9: зависимость
ошибки E от числа ите-
раций (а); относительные
ошибки определения пара-
метров модели (б); график
моделируемой переменной

x(t) (в) (цвет онлайн)

Fig. 1. Numerical results
obtained for B = 0.01, d =
= 0.01, β = 0.06, v = 10,
γ = 0.001, α = 0.031, σ2 =
= 10−9: dependence of the
error E on the number of
iterations (a); relative errors
by determining the model
parameters (b); graph of the
modeled variable x(t) (c)

(color online)

а/а б/b

в/c

Рис. 2. Результаты работы
алгоритма для B = 0.01, d =
= 0.01, β = 0.07, v = 10,
γ = 0.07,α = 0.07, σ2 = 10−9:
зависимость ошибки E от
числа итераций (а); относи-
тельные ошибки определе-
ния параметров модели (б);
график моделируемой пере-
менной x(t) (в) (цвет онлайн)

Fig. 2. Numerical results
obtained for B = 0.01, d =
= 0.01, β = 0.07, v = 10,
γ = 0.07, α = 0.07, σ2 =
= 10−9: dependence of the
error E on the number of
iterations (a); relative errors
by determining the model
parameters (b); graph of the
modeled variable x(t) (c)

(color online)

а/а б/b

в/c
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Рис. 3. Результаты работы
алгоритма для B = 0.01, d =
= 0.01, β = 0.06, v = 10,
γ = 0.001, α = 0.031, σ2 =
= 10−3: зависимость ошиб-
ки E от числа итераций
(а); относительные ошиб-
ки определения параметров
модели (б); график модели-
руемой переменной x(t) (в)

(цвет онлайн)

Fig. 3. Numerical results
obtained for B = 0.01, d =
= 0.01, β = 0.06, v = 10,
γ = 0.001, α = 0.031, σ2 =
= 10−3: dependence of the
error E on the number of
iterations (a); relative errors
by determining the model
parameters (b); graph of the
modeled variable x(t) (c)

(color online)

а/а б/b

в/c

Рис. 4. Результаты работы
алгоритма при B = 0.01, d =
= 0.01, β = 0.07, v = 10,
γ = 0.07,α = 0.07, σ2 = 10−3:
зависимость ошибки E от
числа итераций (а); относи-
тельные ошибки определе-
ния параметров модели (б);
график моделируемой пере-
менной x(t) (в) (цвет онлайн)

Fig. 4. Numerical results
obtained for B = 0.01, d =
= 0.01, β = 0.07, v = 10,
γ = 0.07, α = 0.07, σ2 =
= 10−3: dependence of the
error E on the number of
iterations (a); relative errors
by determining the model
parameters (b); graph of the
modeled variable x(t) (c)

(color online)

а/а б/b

в/c
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рис. 3) траектория восстановлена с хорошей точ-
ностью с ошибкой порядка интенсивности шума.
Однако эта траектория получена при парамет-
рах, значительно отличающихся от исходных.
Это свидетельствует о том, что при достаточно
большой интенсивности шума рассматриваемый
режим становится неотличимым от подобных
режимов на уровне шума с выбранной интенсив-
ностью σ2 = 10−3.

Интересно, что в случае более сложной
траектории (рис. 4) восстановление параметров
происходит гораздо лучше (с худшей ошибкой
меньше 50% при интенсивности шума σ2 = 10−3).
При этом результат, по точности сравнимый
с интенсивностью шума, в случае значительно-
го значения параметра σ достигается гораздо
быстрее (см. рис. 4), чем в случае незначи-
тельно возмущенной исходной траектории (см.
рис. 2). Таким образом, алгоритм восстановления
модели с неизвестными параметрами хорошо по-
казывает себя в случае зашумленных исходных
данных.

На рис. 5 приведены результаты для се-
рии запусков исследуемого алгоритма подбора
параметров модели для случаев с различной
интенсивностью шума. Во всех примерах удает-
ся достаточно хорошо восстановить траекторию
модели, что проиллюстрировано линейной зави-
симостью средней ошибки ⟨E ⟩ = (4σ)2 (линия
на рис. 5, а). Однако параметры исходной моде-

ли восстанавливаются достаточно точно (ошибка
менее 10%) только при σ < 10−3. При σ > 10−3

точно восстанавливаются только некоторые пара-
метры, тогда как большая часть заметно отлича-
ется по величине от исходных.

Таким образом, предложенный улучшенный
алгоритм восстановления параметров диффе-
ренциальной модели по временной реализации
демонстрирует хорошие результаты при нали-
чии шума достаточно большой интенсивности
σ∼5 ·10−4.

Заключение
На примере компартментной эпидемиологи-

ческий модели SIR представлен алгоритм, поз-
воляющий с задаваемой точностью восстанав-
ливать значения параметров дифференциальной
системы. Для обнаружения локальных мини-
мумов вычисляются четыре величины ошибки,
как описано в работе [8], но ошибки E f и Ep

определены как средние величины, что поз-
воляет сравнивать все четыре ошибки между
собой. Кроме того, для увеличения вероятности
обнаружения глобального минимума, когда все
четыре ошибки минимальны, было предложе-
но сохранять значения параметров, отвечающие
достигнутым локальным минимумам и перио-
дически возвращаться к сохраненным наборам
значений параметров в случае «застревания» ал-
горитма. Такая модификация способа является

а/а б/b

Рис. 5. Зависимости средней величины ошибки (а) и относительных ошибок определения параметров системы (б)
от значения характеристики шума σ (горизонтальной линией отмечен уровень, ниже которого относительная ошибка
величины параметра меньше 10%). Круглыми точками обозначены результаты при B = 0.01, d = 0.01, β = 0.06, v = 10,

γ = 0.001, α = 0.031, а треугольниками – при B = 0.01, d = 0.01, β = 0.07, v = 10, γ = 0.07, α = 0.07
Fig. 5. Dependences of the obtained values of the cost function (a) and relative errors of the parameter values (b) on the value
of the noise parameter σ. The horizontal line indicates the level below which the relative error of the parameter value is less
than 10%. The round dots indicate the results for B = 0.01, d = 0.01, β = 0.06, v = 10, γ = 0.001, α = 0.031, and the triangles

indicate the results for B = 0.01, d = 0.01, β = 0.07, v = 10, γ = 0.07, α = 0.07
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более гибкой, поскольку обеспечивается автопод-
стройка алгоритма под наиболее изменяющуюся
функцию стоимости в каждом отдельном случае.

Для оценки работы алгоритма предлагает-
ся вычислять среднее геометрическое по всем
ошибкам, а не использовать только максималь-
ную из них. Среднее геометрическое характе-
ризует качество набора значений параметров
в целом по всем ошибкам, тогда в случае застре-
вания алгоритма может быть выбран наилучший
из сохраненных наборов параметров. Это осо-
бенно полезно при наличии шума в исходных
данных, из-за которого глобальный минимум
функции стоимости может оказаться меньше ин-
тенсивности шума и перестать быть различимым.

Представленные результаты демонстрируют
возможность восстановления параметров моде-
ли, характеризующейся высокой степенью муль-
тистабильности, в которой, кроме того, существу-
ют очень близкие между собой траектории при
заметно различающихся значениях параметров.
Восстановление параметров реализуется даже
при достаточно большой интенсивности шума,
добавленного к исходным данным, что иллю-
стрирует устойчивость предложенного метода,
дающего заметное отличи7е локальных миниму-
ма от глобального.

В то же время существуют случаи, когда
алгоритм не обнаруживает новых значений пара-
метров, ведущим к уменьшению хотя бы одной
из используемых функций стоимости. Это про-
исходит в том случае, когда все четыре функции
стоимости оказались в своих локальных мини-
мумах. Разрешение подобной ситуации требует
дальнейших исследований. Возможно, полезным
будет использование случайных комбинаций зна-
чений параметров из разных наборов, отвечаю-
щим различным минимумам функций стоимо-
стей, потому что в проведенных исследованиях
нередко часть параметров восстанавливалась хо-
рошо в одном локальном минимуме, а другая
часть – в другом локальном минимуме.

В работе исследовано применение алгорит-
ма поиска параметра модели, задаваемой мно-
гомерными степенными полиномами в правой
части, однако возможность использования рас-
крытого метода для моделей с более сложными
нелинейными слагаемыми не исследована.
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Аннотация. Объектами исследования являются золотые нанокластеры и основания нуклеи-
новых кислот. Цель работы–изучить взаимодействие золотых пластинок в виде нейтральных
плоских 2D кластеров (n = 10) с каноническими и редкими таутомерными формами осно-
ваний нуклеиновых кислот, а также c комплементарными парами аденин-тимин (Ade-Thy)
и гуанин-цитозин (Gua-Cyt). Расчёт структуры и колебательных спектров выполнен методом
DFT с использованием программы Gaussian-09. Корректность полученных результатов была
апробирована на ИК спектрах оснований нуклеиновых кислот, вычисленных методами B3LYP
в базисах 6-31/G(d,p) и CEP/31G. Показано, что взаимодействие кластеров золота Au10 с ка-
ноническими формами пар оснований нуклеиновых кислот происходит за счет образования
водородных связей и мало влияет на структуру и энергию водородных связей, связываю-
щих пары Ade-Thy и Gua-Cyt. Иной характер наблюдается при взаимодействии нанокластеров
золота Au10 с редкими формами оснований нуклеиновых кислот: в этом случае происходит
образование между ними ковалентных связей, что позволяет заблокировать или ограничить
неконтролируемый процесс образования ДНК из неканонических форм.
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Abstract. Background and Objectives: The objects of this study are gold nanoclusters and nucleic acid bases. The aim of the work is to study
the interaction of gold plates, for which gold neutral flat 2D clusters (n = 10) were selected, with canonical and rare tautomeric forms of
nucleic acid bases (BNA), as well as complementary pairs of Ade-Thy and Gua-Cyt. Materials and Methods: Calculations of the structure and
vibrational spectra have been performed by the DFT method using the Gaussian-09 program. Results: The different character of interaction
of gold Au10 nanoclusters with rare forms of nucleic acid bases has been observed. Conclusion: This feature leads to the formation of
covalent bonds between them, which makes it possible to block or limit the uncontrolled process of DNA formation from non-canonical forms.
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Введение

Одной из причин, которая привлекает внима-
ние многих исследователей к золотым наночасти-
цам, является их специфическое взаимодействие
с раковыми клетками, открывающее возмож-
ность определить не только местоположение
золотых наночастиц и раковых клеток, но и
проводить диагностику заболевания с последую-
щим лечением опухоли. Ранее были выполнены
комплексные исследования по определению наи-
более оптимальных размеров и формы золотых
частиц, условий их стабилизации, снижению
токсичности и продлению времени циркуляции
в организме. Это позволило разработать мето-
дику визуализации и терапии, причем примени-
тельно ко многим типам наноматериалов [1–5].
Для наблюдения за процессом и результатом
взаимодействия наночастиц, в том числе и зо-
лотых, и молекулярными структурами клетки
используют различные экспериментальные и тео-
ретические методы, среди которых как наиболее
часто используемые можно выделить оптические
методы и методы квантовой химии [6–10]. Надо
отметить, что молекулярный механизм взаимо-
действия золотых наночастиц с раковой клеткой
до сих пор изучен не до конца.

Как известно, онкогенез является следстви-
ем мутаций и эпимутаций генетического мате-
риала нормальных клеток, приводящий к некон-
тролируемому делению клеток в организме, при
этом нормальные клетки превращаются в рако-
вые. В свою очередь, мутации появляются по-
стоянно в ходе таких процессов, как репликация
ДНК, нарушения репарации ДНК, транскрипции
и генетической рекомбинации.

В настоящее время существует несколько
моделей, объясняющих причину возникнове-
ния мутагенеза, среди которых общепринятой
является таутомерная модель Уотсона и Кри-
ка. Они предположили, что основания ДНК
способны переходить при некоторых условиях
в неканонические таутомерные формы, влияю-
щие на характер спаривания оснований. Эту тео-

рию подтверждают результаты многочисленных
экспериментальных и теоретических исследова-
ний, свидетельствующих, что основания ДНК
могут переходить из канонических таутомерных
форм в редкие таутомерные состояния [11, 12].
Например, экспериментально были обнаружены
редкие таутомерные формы цитозина в кристал-
лах оснований нуклеиновых кислот, облученных
ультрафиолетовым светом [13].

Образование редких таутомерных форм при-
водит к неконтролируемому образованию нека-
нонических пар, которые, в свою очередь, прово-
цируют образование злокачественных опухолей.
Вопрос блокировки размножения редких тауто-
мерных форм в данное время не решен.

Цель данной работы – выявление особен-
ностей взаимодействия кластеров золота Au10
с каноническими и редкими таутомерными фор-
мами оснований нуклеиновых кислот, а также
парами оснований нуклеиновых кислот для опре-
деления влияния Au10 на процесс репликации
молекул ДНК.

Оптимизация рассматриваемых молекуляр-
ных структур и расчёт ИК спектров были вы-
полнены методом DFT с использованием гибрид-
ного функционала B3LYP и базисного набора
CEP/31G, который, как ранее было показано, при-
меним для расчёта характеристик металлов, в том
числе энергии и структуры золотых кластеров.
Кроме того, данный базис содержит диффузные
функции, позволяющие проводить адекватные
расчёты взаимодействия кластера золота с осно-
ваниями нуклеиновых кислот. Расчёт проводился
по программе Gaussian-09 [14].

Результаты и их обсуждение

При теоретических исследованиях взаимо-
действия составных элементов ДНК и РНК
с золотыми частицами было показано, что водо-
родная связь существует между анионами [Aun]−
или нейтральными кластерами [Aun]0 (n = 1–4)
и основаниями нуклеиновых кислот, причем дли-
ны связей и углы водородных связей Au· · ·H–X
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не всегда являются надежными показателями си-
лы взаимодействия [5].

Кластеры золота могут иметь плоскую или
объемную структуру. Плоский кластер золота,
состоящий из 10 атомов, является погранич-
ной моделью, так как увеличение числа атомов
золота (больше 10) приводит к образованию
объемного кластера. На рис. 1 приведены моле-
кулярная диаграмма кластера Au10 с нумерацией
атомов и соответствующий ИК спектр. В данной
работе в качестве нанокластера был выбран зо-
лотой нейтральный плоский 2D кластер (n = 10),
в котором атомы золота образуют равносторон-
ние треугольники с длиной связи 2.73 Å (см.
рис. 1, а). Такая модель позволяет решить сразу
две задачи – выполнить моделирование плоского
кластера, который в то же время является исход-
ной моделью для объемного кластера.

а/а

б/b

Рис. 1. Молекулярная диаграмма кластера Au10 с нумера-
цией атомов (а) и вычисленный ИК спектр поглощения

(б) (цвет онлайн)
Fig. 1. Molecular diagram of the Au10 cluster with atomic
numbering (a) and calculated IR absorption spectrum (b)

(color online)

Необходимо отметить, что теоретические
результаты исследования кластеров с разным
числом Au и разным строением могут быть ре-
ализованы на практике, так как современные

способы синтеза наночастиц золота, например
«green» методом, формируют их непосредствен-
но в матрице полимера, что позволяет их со-
здавать (в отличие от многих других частиц)
бездефектными [15].

Колебательный спектр кластера Au10 лежит
в низкочастотной области (до 200 см−1): валент-
ные Q(Au-Au) и деформационные δ(Au-Au-Au)
колебания проявляются в области ∼130−160
и ∼60−100 см−1, соответственно, а неплоские χ
колебания лежат в области до 50 см−1.

Дальнейший анализ результатов взаимодей-
ствия оснований нуклеиновых кислот с класте-
ром золота основан на сравнении структуры
и ИК спектров их комплексов (все вычисления
проводились в базисе CEP/31G). Ранее вычис-
ленные колебательные спектры оснований нук-
леиновых кислот одинаково удовлетворительно
воспроизводят экспериментальные спектры (ча-
стоты и интенсивности), с использованием как
базиса 6-311/G++(d,p), так и базиса 6-31/G(d,p)
[16, 17]. Учитывая это, нами были выполнены
расчёты ИК спектров оснований нуклеиновых
кислот в базисе CEP/31G и проведено их срав-
нение с ИК спектрами, вычисленными в базисе
31/G(d,p). В качестве примера на рис. 2 приве-
дены ИК спектры Ade. Сравнение ИК спектров
оснований нуклеиновых кислот, вычисленных
в базисах 6-31/G(d,p) и CEP/31G, показывает, что
базис CEP/31G может быть успешно использован
для расчёта колебательных спектров оснований
нуклеиновых кислот.

Рис. 2. Экспериментальный ИК спектр Ade [16] (а)
и вычисленный ИК спектр методом B3LYP в базисах

6-31/G(d,p) (------) и CEP/31G (------) (б) (цвет онлайн)
Fig. 2.Experimental IR spectra of Ade [16] (a) and calculated
by the B3LYP method in bases 6-31/G(d,p) (------) and

CEP/31G (------) (b) (color online)

Сравнение ИК спектров Ade, вычисленных
методом B3LYP в базисах 6-31/G(d,p) и CEP/31G
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показывает, что частотные отклонения составля-
ют не более 5%, а отклонения по интенсивности
соответствующих полос поглощения – не более
10%. При этом наблюдается хорошее согла-
сие вычисленных спектров с экспериментальным
ИК спектром Ade, измеренным для изолирован-
ного состояния [16, 17].

Взаимодействие канонических форм оснований
нуклеиновых кислот с кластером золота

На рис. 3 приведены оптимизированные
молекулярные структуры, характеризующие вза-
имодействие канонических форм оснований нук-
леиновых кислот Ade, Thy, Gua и Cyt с класте-
рами золота Au10. Перед оптимизацией класте-
ры золота и молекулы оснований нуклеиновых
кислот располагались параллельно друг другу
на расстоянии 3.5−4 Å, что исключало образова-
ние каких-либо водородных связей.

В табл. 1 приведены характеристики пред-
полагаемых водородных связей (ВС) NH…Au –
параметры водородного мостика и энергия ВС,

значение которой вычислялось как разница со-
ставляющих структурных фрагментов молеку-
лярного комплекса EВС = EОНК+Au − EОНК − EAu
(ОНК – основания нуклеиновых кислот). Как от-
мечалось ранее, длины связей и углы водородных
связей Au· · ·H–X не всегда являются надежными
показателями силы взаимодействия, что связа-
но с «агостичностью» взаимодействия Au· · ·H–X
(в ранних работах X=C) [18, 19].

Действительно, молекулярные комплексы
с пуриновыми основаниями Ade и Gua с кла-
стерами золота Au10 при практически равных
длинах, но разных углах водородного мости-
ка (отличие на 46.7 град), имеют практически
равные энергии ВС (см. табл. 1). А у ком-
плексов с пиримидиновыми основаниями Thy
и Cyt, напротив, при мало отличающихся уг-
лах водородных мостиков и разнице длин ВС на
0.33 Å, энергии ВС отличаются в ∼ 1.5 раза.
Здесь необходимо учитывать, что, во-первых,
в комплексе Gua–Au10 образуются две водо-
родные связи, и, во-вторых, при образовании
ВС оснований нуклеиновых кислот с золотой

а/а б/b в/c г/d

Рис. 3. Относительное расположение взаимодействия канонических формAde (а), Thy (б), Gua (в) и Cyt (г) с кластерами
золота Au10 с нумерацией атомов оснований нуклеиновых кислот (цвет онлайн)

Fig. 3. Relative location of the interaction of the canonical forms Ade (а), Thy (b), Gua (c) and Cyt (d) with Au10 gold clusters
with numbering of BNA atoms (color online)

Таблица 1 / Table 1
Параметры водородных связей молекулярных комплексов аминокислот и нанокластеров золота

Parameters of hydrogen bonds of molecular complexes of amino acids and gold nanocluster

Молекулярный
комплекс /

Molecular complex

ВС / HB Длина ВС, Å /
HB length, Å

Угол водородного
мостика, град /
Hydrogen bridge

angle, deg

Энергия ВС,
ккал/моль /

HB energy, kcal/mol

Ade–Au10 N9H… Au10 2.87 124.2 19.0
Thy–Au10 N3H… Au10 2.58 153.8 10.8
Gua–Au10 N11H… Au10

N9H… Au10
2.82
2.94

170.9
158.4

18.5
–

Cyt–Au10 N7H… Au10 2.85 147.9 16.0
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пластинкой происходит удлинение длин связей
Au–Au до ∼3.3−3.5 Å с их последующим раз-
рывом (см. рис. 3), поэтому сравнение энергий
ВС для рассматриваемых комплексов не является
корректным.

Поскольку важнейшей характеристикой си-
лы ВС является электроотрицательность, были
рассчитаны заряды на атомах, образующих ВС.

Ранее было показано, что низко скоордини-
рованные атомы золота обладают приблизитель-
но одинаковой каталитической активностью [20].
При этом атомы золота на краях и углах наноча-
стицы являются наиболее активными. Основное
предположение, объясняющее активность золо-
тых кластеров, связано с наличием у них большо-
го количества атомов с недостаточным координа-
ционным окружением, то есть атомов на поверх-
ности (или ребрах граней) наночастиц [20]. При
уменьшении частиц до определённого размера
плотность таких нескоординированных атомов
на единицу объёма сильно возрастает. В насто-
ящее время вопрос о влиянии водородной связи
на каталитическую активность золотых нанокла-
стеров не изучен. Кроме того, взаимодействие
кластеров золота с различными молекулярны-
ми структурами приводит к изменению строения
Au и перераспределению заряда в кластере.

Как видно из рис. 3, образование водо-
родных связей оснований нуклеиновых кислот
также происходит с атомами Au, расположенны-
ми по краям пластинки или углам. Как известно,
образование водородных связей происходит меж-

ду электроотрицательными атомами. При этом
наблюдается перераспределение зарядов на ато-
мах кластера золота.

На рис. 4 приведены заряды на атомах
золота в кластере Au10, а в табл. 1 – их изме-
нение в случае образования водородной связи
с каноническими формами оснований нуклеино-
вых кислот. Заряды на атомах Au распределены
неравномерно – на углах имеют отрицательный
заряд (от –0.088 до –0.111), а между угловы-
ми атома и внутри – положительный (от 0.015
до 0.272).

Рис. 4. Заряды по Малликену на атомах кластера Au10
Fig. 4. Mulliken charges on Au10 cluster atoms

Для учета каталитической активности кла-
стера золота и силы взаимодействия атомов,
в табл. 2 приведены значения зарядов атомов зо-
лота по Малликену для оснований нуклеиновых
кислот и атомов золота, участвующих в образо-
вании водородных связей. Заряды по Малликену

Таблица 2 / Table 2
Электроотрицательность (по Малликену) атомов, образующих водородную связь в молекулярных комплексах

основания нуклеиновых кислот – Au10
Electronegativity (according to Mulliken) of atoms forming a hydrogen bond in BNA – Au10 molecular complexes

Молекулярный комплекс /
Molecular complex

Составляющие комплекса и их электроотрицательность /
Components of the complex and their electronegativity

Ade–Au10
N9 H Au10

–0.013 0.381 –0.166 (–0.088)

Thy–Au10
N3 H Au10

–0.027 0.351 –0.180 (–0.088)

Gua–Au10

N11 H Au10
–0.303 0.355 –0.250 (–0.111)
N9 Н Au10

–0.012 0.353 –0.085 (0.015)

Cyt–Au10
N7 H Au10

–0.269 0.341 -–0.206 (–0.088)

Примечание. В скобках указана электроотрицательность атомов Au10 до взаимодействия с основаниями нуклеиновых
кислот.
Note. The electronegativity of Au10 atoms before interaction with nucleic acid bases is given in the brackets.
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позволяют выполнить сравнительный анализ за-
рядов на атомах и их изменение при образовании
водородных связей.

Как и ожидалось, взаимодействие между
основаниями нуклеиновых кислот и атомами зо-
лота наблюдается для краевых атомов кластера
Au10. При этом электроотрицательность атомов
золота увеличивается в ∼2.1−2.3 раза, а заряды
на атомах N пуриновых и пиримидиновых ос-
нований отличаются в ∼10 раз. Для Ade и Thy,
а также одной из ВС Gua–Au10, электроотрица-
тельность атомов N, участвующих в образовании
водородных связей, на порядок меньше, чем для
Gua и Cyt. Сравнение электроотрицательности
атомов, участвующих в образовании ВС, пока-
зывает, что сила образования водородных связей
убывает в таком ряду: Gua–Au10, Cyt–Au10, Thy–
Au10 и, наконец, Ade–Au10.

Данная последовательность значительно от-
личается от той, которая была получена на ос-
нове изучения параметров водородного мостика
и с учетом структурных изменений нанокластера
золота.

Одной из важных характеристик ВС явля-
ется смещения частот валентных колебаний ато-
мов, участвующих в образовании ВС, и увеличе-
ние интенсивности соответствующих ИК полос
поглощения. Для анализа результатов, получен-
ных на основе значения электроотрицательно-
стей атомов, были выполнены расчёты ИК спек-
тров рассматриваемых комплексов и проведено
их сравнение в области валентных колебаний

3000–4000 см−1. На рис. 5 приведены ИК спек-
тры, а в табл. 3 – численные значения смещения
частот и относительные изменения интенсивно-
стей.

Наибольшие изменения частот наблюдаются
для Gua и Cyt: симметричные колебания амин-
ных групп NH2, а именно колебания связей N11H2
и N7H2,смещаются в низкочастотную область
практически на одну и ту же величину – 125
и 126 см−1 соответственно (табл. 3). Для ва-
лентных колебаний N3H и N9H для Thy и Ade
смещения частот при образовании ВС Thy…Au10
и Ade…Au10 составляют 113 и 86 см−1. Эти сме-
щения подтверждают результаты анализа элек-
троотрицательности атомов, согласно которым
Gua и Cyt образуют более сильные ВС, чем
Thy и Ade. Кроме того, для пуриновых осно-
ваний энергия взаимодействия кластера золота
с Gua больше, чем для Ade, а для пиримидиновых
оснований − для Cyt выше, чем для Thy. Анало-
гичные изменения наблюдаются и при сравнении
относительных интенсивностей при образовании
ВС (табл. 3).

Взаимодействие кластеров Аu10
с анионами оснований нуклеиновых кислот
и отрицательно заряженными парами ДНК

Важным моментом является определение
характера взаимодействия Au10 c анионами ос-
нований нуклеиновых кислот. Была выполнена
оптимизация ряда структур, результаты которой
приведены на рис. 6.

а/а б/b в/c г/d
Рис. 5. Сравнение ИК спектров оснований нуклеиновых кислот Ade, Thy, Gua, Cyt (------) и молекулярных комплексов
Ade…Au10 (а), Thy…Au10 (б), Gua…Au10 (в), Cyt…Au10 (г) (------) в области валентных колебаний 3000–4000 см−1

(цвет онлайн)
Fig. 5. Comparison of IR spectra of BNA (Ade, Thy, Gua, Cyt ------) and molecular complexes Ade…Au10 (a), Thy…Au10 (b),

Gua…Au10 (c), Cyt…Au10 (d) (------) in the range of valence vibrations 3000–4000 cm−1 (color online)
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Таблица 3 / Table 3
Изменение частот (∆ν = νОНК…Au10 − νОНК, см–1) и отношение абсолютных значений интенсивностей

IОНК/IОНК…Au10 валентных колебаний атомов, участвующих в образовании ВС
Frequency variation (∆ν = νBNA…Au10 − νBNA, cm–1) and the ratio of absolute intensities of IBNA/IBNA…Au10

valence vibrations of atoms involved in the formation of HB

Сравниваемые
молекулярные
соединения /

Compared molecular
compounds

Колебание /
Oscillation

νОНК/νОНК-Au10 /
νBNA/νBNA-Au10

∆ν, см−1/cm−1 IОНК/IОНК-Au10 /
IBNA/IBNA-Au10

Ade/Ade…Au10 N9H 3674/3588 86 81/180
Thy/Thy…Au10 N3H 3541/3428 113 163/816

Gua/Gua…Au10

N11H2 (асим./asym.) 3781/3723 58 46/234
N11H2 (сим./sym.) 3630/3505 125 112/509

N9H 3672/3562 110 70/249

Cyt/Cyt…Au10
N7H2 (асим./asym.) 3769/3692 77 38/121
N7H2 (сим./sym.) 3611/3485 126 96/532

а/а б/b в/c г/d

Рис. 6. Оптимизированные структуры анионов Thy (а), Ade (б), Cyt (в) и Gua (г) со значениями длин ковалентных связей
Fig. 6. Optimized structures of Thy (a), Ade (b), Cyt (c) and Gua (d) anions with covalent bond lengths

Основными особенностями взаимодействия
кластеров золота с анионами оснований нук-
леиновых кислот в отличие от нейтральных
оснований являются, во-первых, значительные
структурные изменения кластера Au10, которые
перестают иметь плоскуюконфигурацию; во-вто-
рых, образование ковалентных связей. Если для
анионов Thy и Ade образуется одна ковалент-
ная связь с Au10, то для анионов Cyt и Gua –
две. Длины ковалентных связей меняются в пре-
делах 2.09−2.16 Å, а энергия их образования
составляет∼140–150 ккал/моль. Частоты валент-
ных колебаний связей Au-N и Au-O проявляется
в области 520−560 см−1, интенсивности полос ко-
торых в ИК спектрах являются очень слабыми.

Образование ковалентных связей анионов
оснований нуклеиновых кислот блокирует обра-
зование неканонических пар и их дальнейшее
бесконтрольное воспроизведение. В том случае,
когда образование таких пар все же произошло,
то угол, под которым такие пары располага-

ются друг относительно друга, составляет для
разных пар от 120 до 160 град. В качестве
примера на рис. 7 приведена пара Ade-Thy*.
Взаимодействие между кластерами золота с нека-
ноническими парами характеризуется слабыми
ван-дер-ваальсовыми силами.

Рис. 7. Геометрическая структура неканонической пары
Ade-Thy*

Fig. 7. Geometric structure of the non-canonical Ade-Thy*
pair

Очевидно, что влияние золотых нанопласти-
нок на геометрическое расположение неканони-
ческих пар не дает возможности образовывать
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из них нити ДНК, где основания нуклеиновых
кислот в комплементарных парах расположены
в плоскости.

Заключение

Исследование особенностей взаимодействия
золотых нанокластеров Au10 с основаниями
нуклеиновых кислот проводилось в несколько
этапов.

Во-первых, был выполнен анализ водород-
ных связей, образующихся между золотыми
пластинками золота и каноническими формами
оснований нуклеиновых кислот. Показано, что
параметры водородного мостика меняются: дли-
на ВС лежит в пределах 2.58−2.94 Å, а углы −
от 124.2 до 170.9 град. Но об энергии ВС, которая
меняется от 10.8 до 19.0 ккал/моль, однознач-
но судить по параметрам водородного мостика
нельзя.

Для более точного определения силы вза-
имодействия между основаниями нуклеиновых
кислот и золотыми частицами была рассмот-
рена каталитическая активность золотых нано-
кластеров на основе оценки величины зарядов.
Для этого были определены изменения зарядов
по Малликену на атомах золота и проведе-
но сравнение зарядов до и после образования
водородных связей с каноническими формами
оснований нуклеиновых кислот. Было показано,
что сила образования водородных связей убыва-
ет в ряду Gua–Au10, Cyt–Au10, Thy–Au10 и Ade–
Au10, причем эта последовательность отличается
от той, которая была получена на основе изуче-
ния параметров водородного мостика.

Для уточнения силы водородной связи были
вычислены ИК спектры и проведено сравне-
ние спектров между основаниями нуклеиновых
кислот и комплексами основания нуклеиновых
кислот+нанокластер золота. Были проанализиро-
ваны смещения частот водородных связей и из-
менения интенсивностей полос поглощения для
колебаний валентных связей NH. Эти смещения
подтверждают результаты анализа электроотри-
цательности атомов, согласно которым Gua и Cyt
образуют более сильные ВС, чем Thy и Ade.

Во-вторых, как показало исследование, при
взаимодействии кластеров Аu10 с анионами ос-
нований нуклеиновых кислот и отрицательно
заряженными парами ДНК между ними про-
исходят значительные структурные изменения
кластера Au10 и образование ковалентных связей.
Такие изменения не дают возможности образо-
вывать классические нити ДНК, где основания

нуклеиновых кислот в комплементарных парах
расположены в плоскости. Образование кова-
лентных связей анионов оснований нуклеиновых
кислот блокирует образование неканонических
пар и их дальнейшее бесконтрольное воспроиз-
ведение.
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Abstract. Background and Objectives: One of the most promising properties of thin quantum rings – their selective properties for localized
electrons in a magnetic field – is practically not discussed in the modern literature. Meanwhile, the spectrum of such rings can be reduced to
a single stable level, all quantum numbers of which (including spin number) are controlled by the magnetic field. The electronic states of flat
thin quantum rings of rectangular cross section, whose thickness h, inner radius Rin and outer radius Rex are related by the relations h≪ Rex−
− Rin≪ Rin, are considered; hereinafter we will call them “quantum shims”. This paper is devoted to select the parameters of a quantum shim
so that it holds an electron only in a particular spin state. Materials and Methods: The equations for the radial function, which are of primary
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Введение.
Постановка задачи и планируемые результаты

Литература, посвященная гетероструктурам
типа квантовых колец и различным способам
их применения, весьма обширна (см., напри-
мер, [1–16]). Незатухающий квантовый ток
(persistent currents), управляемый эффект Ааро-
нова-Бома, дробное квантование магнитного
потока, весьма специфическое спин-орбитальное
взаимодействие и т. д. – все это представляет
интерес для фундаментальной физики и важно
для технических приложений.

Однако одно из самых перспективных
свойств именно тонких квантовых колец –
их селективные свойства для локализованных
электронов в магнитном поле – в литературе,
насколько нам известно, вообще не обсуждается.
Между тем, спектр таких колец (при опреде-
ленных геометрических и зонных параметрах)
можно свести к единственному устойчивому
уровню, все квантовые числа которого (в том
числе спиновое) контролируются магнитным
полем. Отметим, что термин «сильное магнит-
ное поле» в названии статьи подразумевает, что
воздействие поля на волновые функции опи-
сывается вне рамок теории возмущений. Ранее

подобный спектр считался присущим только
идеальным квантовым точкам [17–19]. Далее
мы будем для краткости называть «квантовыми
шайбами» кольца, толщина которых h в нормаль-
ном к их плоскости направлении, внутренний Rin
и внешний Rex радиусы связаны соотношением

h≪Rex−Rin≪Rin. (1)

Увидеть селективные свойства квантовой
шайбы можно только при адекватном выборе
удерживающего потенциала, не предусматрива-
ющего конфайнмент для связанного электро-
на. В известной нам литературе это делается
крайне редко. Обычно удерживающий радиаль-
ный потенциал кольца вообще не выписывают,
постулируя, что кольцо локализует любое необ-
ходимое число электронов (см. обзоры [1, 2, 9,
10, 13, 14]). Реже ищут связанные состояния в по-
тенциале с бесконечно растущей асимптотикой
типа параболического (как в «чистом»магнитном
поле в безграничной среде) или Тана – Инксо-
на [3]. Маскируют селективные свойства также
сильные спин-орбитальные взаимодействия, за-
путывающие спиновые состояния локализован-
ных электронов и значительно усложняющие
вид волновых функций и незатухающего тока
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в магнитном поле [5–8, 11–12, 15–16]. Редчайшее
известное нам исключение – работа [4], о чем по-
дробнее пойдет речь ниже.

В результате ценность плоских кольцевых
гетероструктур именно для решения задач спин-
троники остается совершенно нераскрытой. Ос-
новная цель предлагаемой работы – сделать
некоторый шаг в этом, насколько нам известно,
сравнительно новом направлении. Мы ожида-
ем, что параметры квантовой шайбы можно
подобрать так, что она будет удерживать элек-
трон только в определенном спиновом состо-
янии. Состояние с противоположным спином
будет вытесняться в зону проводимости матри-
цы. Это возможно для состояния с небольшой
энергией связи при достаточном размере зеема-
новской щели. Существуют различные варианты
менять спин локализованного на шайбе электро-
на, управляя внешним магнитным полем.

1. Квантоваяшайба в магнитном поле.
Система уравненийШредингера и граничные
условия

В самом общем виде одноэлектронные со-
стояния в квантовых кольцах описывают уравне-
нием Паули с гамильтонианом

Ĥ = Ĥ0+V + ĤB +αĤR +βĤD,

где Ĥ0 – кинетическая часть, V – удерживающий
потенциал электрона в кольце, ĤB – член, описы-
ваюший взаимодействие электрона с магнитным
полем, ĤR и ĤD – гамильтонианы спин-орбиталь-
ного взаимодействия типа Рашбы и Дрессельха-
уса соответственно. Чтобы продемонстрировать
основную идею работы максимально просто,
оставим в гамильтониане только три первых
слагаемых. Другими словами, на первом эта-
пе рассматривать спин-орбитальные взаимодей-
ствия мы не будем. Из соображений симметрии
ясно, что принципиально изменить ситуацию они
не могут, но основную цель статьи – проде-
монстрировать селективные свойства квантовых
шайб в магнитном поле – спин-орбитальные вза-
имодействия значительно осложняют. Отметим
только, что взаимодействие типа Дрессельха-
уса проявляется обычно в электрическом или
световом поле, что в нашем случае не очень ак-
туально. Взаимодействие типа Рашбы связанно
с нарушением зеркальной симметрии в нормаль-
ном к плоскости шайбы направлении [3, 7].

Тем не менее, в целом ряде полупроводнико-
вых гетероструктур (InAs/AlSb, Si/SiGe и т. д.)
и им можно пренебречь ввиду относительной ма-
лости. Кроме того, мы рассматриваем квантовую
шайбу не на свободной поверхности матрицы,
а в симметричном по оси z окружении.

Центральный момент здесь – адекватный вы-
бор удерживающего потенциала шайбы, допус-
кающего выход электрона в зону проводимости
матрицы. Будем считать, что узкая квантовая
шайба при r < Rin (в материале матрицы) яв-
ляется широкозонным полупроводником, внутри
кольца при Rin < r < Rex – узкозонным мате-
риалом, а при r > Rex – вакуумом. Другими
словами, квантовая шайба является тонким и уз-
ким «кольцевым внедрением» в цилиндрическую
квантовую нить (матрицу) широкозонного по-
лупроводника круглого сечения радиуса Rex.
Поэтому удерживающий потенциал можно пред-
ставить в виде

V =


0, r < Rin,

−∆Ec, Rin < r < Rex

U, r > Rex,

,−h/2< z < h/2; (2)

где −∆Ec – скачок дна зоны проводимости
на гетерогранице1, U – внешняя работа выхо-
да электрона со дна зоны проводимости мате-
риала шайбы (электронное сродство). Энергия
отсчитывается от дна зоны проводимости мат-
рицы (материала барьера), как обычно в подоб-
ных случаях. Квантовая шайба является тонкой,
ее геометрические параметры удовлетворяют
условию (1). Система таких квантовых шайб по-
казана на рис. 1.

Уравнение Шредингера для пространствен-
ной части волновой функции электронных ком-
понентов кейновских 8-компонентных «тетрас-
пиноров» ψnl0(r, φ, z) в однородном продольном
магнитном поле имеет вид [18, 19]:

− h̄2

2m∗
ex

∂2ψnl0

∂z2
− h̄2

2m∗
exr

∂
∂r

(
r

∂ψnl0

∂r

)
−

− h̄2

2m∗
exr2

∂2ψnl0

∂φ2 − i
eh̄B
2m∗

ex

∂ψnl0

∂φ
+

e2B2

8m∗
ex

r2ψnl0 =

=
(

εnl0−Ec(B)±
gex
2
µBB

)
ψnl0; r < Rin.

(3a)

1Ввиду малых геометрических размеров квантовойшайбы ее зонная структура «не успевает» сформироваться до характер-
ного для объемного материала вида, так что ∆Ec может не совпадать с разностью уровней дна зон проводимости материалов
матрицы и шайбы. Для размерного квантования такая ситуация вполне типична.
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Рис. 1. Система параллельных узкозонных квантовых
шайб, впрессованных в матрицуширокозонного полупро-

водника в магнитном поле (цвет онлайн)
Fig. 1. System of parallel narrow-gap quantum shims pressed
into a matrix of a wide-gap semiconductor in a magnetic field

(color online)
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Здесь m – масса свободного электрона, m∗
ex –

эффективная масса электрона в окрестности
дна зоны проводимости материала матрицы,
а m∗

in(Rin, Rex) – эффективная масса электрона
в материале шайбы для радиального и углово-
го движения. Последняя существенно зависит
от геометрических размеров шайбы [18, 20].
Можно считать, что продольная масса в шайбе,
связанная с движением по оси z, практически
не перенормируется ввиду малости h и совпада-
ет с m∗

ex. К сожалению, в отношении поперечной

массы этого уже сказать нельзя, что существен-
но усложняет задачу. Именно по этой причине
в (3b) входят две разные массы. gex и gin(Rin, Rex) –
соответственно факторы Ланде в материале ба-
рьера и в материале шайбы, причем последний
еще более существенно зависит от параметров
шайбы. Естественно, в вакууме g = 2, что учте-
но в (3c). Переменные r, φ и z – координаты
цилиндрической системы, εnl0 < 0 – энергия свя-
занного уровня в шайбе, n и l – квантовые числа
радиального и углового движения соответствен-
но, 0 – квантовое число, задающее минимальный
энергетический уровень продольного движения2.
Ввиду малости h этот уровень будет «вытеснять-
ся» к верхнему краю ямы, так что состояние
электрона в шайбе будет слабосвязанным [21].
В уравнениях (3) B – индукция магнитного по-
ля, µB = eh̄/2m – магнетон Бора. Содержащее
его последнее слагаемое в правой части – энер-
гия взаимодействия спина с магнитным полем;
разные знаки соответствуют различной ориента-
ции спина. Дырочные компоненты огибающих
кейновских функций в данной постановке рас-
сматривать бессмысленно, что далее будет видно.
Отметим, что на фоне U ≈ 5 эВ можно прене-
бречь всеми остальными слагаемыми в правой
части (3с).

В энергетическую часть введено слагаемое
Ec(B), явно учитывающее тот факт, что уровень
дна зоны проводимости, от которого отсчитыва-
ется энергия, тоже расщепляется (по Зееману)
и сдвигается в магнитном поле. Для не очень
сильного (неквантующего) магнитного поля, ко-
гда уровни Ландау сливаются в квазиклассиче-
скую подзону (именно с такими полями обычно
имеют дело в лабораторных условиях), дно зоны
проводимости матрицы эволюционирует в маг-
нитном поле по закону [18, 20]

Ec(B) = µBB
(

m
m∗
ex
− gex

2

)
,

где gex для определенности предполагается поло-
жительным (то есть на дне зоны проводимости
матрицы – состояние со спином против поля).
Обычно считается, что Ec(B) медленно растет,
т. е. магнитное поле увеличивает эффектив-
ную энергию связи и стабилизирует тем самым
связанные состояния. Однако вполне возмож-
на и обратная ситуация, учитывая разнообразие
свойств кристаллов. Рубежными между этими

2По известной классификации Флюгге, это минимальный симметричный уровень. Следующий в яме уже «не умещается»,
т. к. в силу малости h уровни вертикально движения сильно разрежены.
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противоположными тенденциями являются ха-
рактеристики вакуумных электронов

m∗ = m,g = 2,Ec(B) = 0= const,

дающие «неподвижное» по энергии основное со-
стояние. Как показано в [22, 23], даже в этом
случае магнитное поле играет роль катализато-
ра в пороговых квантовополевых реакциях, т. е.
дестабилизирует связанные состояния и ускоряет
распады. Важно, что спин при этом играет реша-
ющую роль, так что игнорировать его, несмотря
на явно нерелятивистский характер решаемых за-
дач, категорически недопустимо.

Решение уравнения (3) будем искать в виде

ψnl0(r,φ,z) = ψnl(r)cos(k0z)exp(−ilφ), (4)

поскольку структура продольного и углового
компонентов очевидны. Орбитальное квантовое
число l целое и задает орбитальный момент
локализованного на шайбе электрона. Точное
значение k0 определяется из известного транс-
цендентного уравнения [21]

k0h · tg(k0h) =
(
2m∗

ex∆Ech2/h̄2− (k0h)
2)1/2 .

Для данного случая слабосвязанного состояния
хорошо работает аналитическое приближение

k0≈2m∗
ex∆Ech/h̄2. (5)

После подстановки решения (4) в (3) получа-
ем уравнения для радиальной функции, представ-
ляющие основной физический интерес

− h̄2

2m∗
exr

d
dr

(
r

dψnl(r)
dr

)
+

h̄2q2ex
2m∗

exr2
ψnl(r) =

= εnlψnl(r), r < Rin;
(6a)

− h̄2

2m∗
inr

d
dr

(
r

dψnl(r)
dr

)
+

h̄2q2in
2m∗

inr2
ψnl(r) =

=
(

∆̃Ec + εnl

)
ψnl(r), Rin < r < Rex;

(6b)

− h̄2

2mr
d
dr

(
r

dψnl(r)
dr

)
+

h̄2q2

2mr2
ψnl(r) =

=−Uψnl(r), r > Rex.

(6c)

В этих выражениях введены обозначения:

q2in =
(

l − Φ
Φ0

)2

± gin
2

m∗
in

m
Φ
Φ0

− Φ
Φ0

+

+
gex
2

m∗
ex

m
Φ
Φ0

> 0,
(7a)

q2ex =
(

l − Φ
Φ0

)2

− Φ
Φ0

+
gex
2

m∗
ex

m
Φ
Φ0

(1±1)> 0,

(7b)

q2 =
(

l − Φ
Φ0

)2

± Φ
Φ0

> 0, (7c)

где Φ – магнитный поток через кольцо радиуса r,
а Φ0 – его квант3:

Φ = B ·πr2, Φ0 = 2πh̄/e.

Общепринятое в теории квантовых колец прибли-
жение – считать этот поток примерно постоянной
величиной, связанной с радиусом максимальной
электронной плотности в плоскости кольца [1–16]

Φ = B ·πR0
2≈ const. (8)

Это обусловлено, во-первых, тем, что поле вли-
яет на электрон сильнее всего там, где электрон
бывает чаще, т. е. внутри достаточно узкой
шайбы Rin < R0 < Rex. Во-вторых, на это при-
ближение работает закон сохранения магнитного
потока, связанный с незатухающим квантовым то-
ком в кольце. Кроме того, ясно, что «вакуумный
хвост» убывает очень быстро из-за больших U
иm, так что рост квадратичного слагаемого∼B2r2

в (3) при больших r подавлен экспоненциальным
убыванием квадрата волновой функции и на физи-
ческую картину практически не влияет. В грубом
приближении от него вообще можно избавиться,
взяв пределU → ∞ и положив ψnl (Rex) = 04.

Глубина «эффективной» потенциальной ямы
∆̃Ec для радиальной волновой функции состав-
ляет

∆̃Ec ≈2m∗
ex∆Ec

2h2/h̄2≪∆Ec, (9)

т. е. «радиальная» потенциальная яма относи-
тельно матрицы является мелкой. Большую часть
глубины ямы на гетерогранице ∆Ec «заполняет»
кинетическая энергия вертикального движения
ввиду малости h (1). Это ощутимо влияет на ха-
рактер решения уравнений (6) и на физику задачи.

3Напомним, что ток здесь создает не куперовская пара с зарядом−2e, как в сверхпроводнике, а одноэлектронное состояние
в квантовой шайбе.

4Когда во введении речьшла об отсутствии конфайнмента для электрона вшайбе, имелась в виду возможность его перехода
в зону проводимости матрицы. Переход его в вакуум, разумеется, крайне маловероятен в таких условиях.
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Решение уравнения (6):

ψnl(r)=



AIqex

(√
−2m∗

exεnlr/h̄
)
, r < Rin,

B
∣∣∣∣Jqin

(√
2m∗

in(∆̃Ec + εnl)r/h̄
)∣∣∣∣ ,

Rin < r < Rex,

DKq
(√

2mUr/h̄
)
, Rex < r,

(10)
где I, J, K – цилиндрические функции соответ-
ственно Инфельда, Бесселя и Макдональда, A,
B и D – нормировочные постоянные (их значе-
ния в дальнейшем не понадобятся). Узость кольца
(1) предполагает, что внутри кольца может «по-
меститься» только один экстремум радиальной
волновой функции. В решение внутри кольца
не включено слагаемое с функцией Неймана
из-за ее расходимости в нуле, актуальной в свя-
зи с (9) (отметим, что энергия связи для движения
в плоскостишайбы εnl < 0). Практически это озна-
чает, что максимум электронной плотности R0
может располагаться только в районе экстрему-
мов функций Бесселя, и возникает какой-то отбор
по возможным радиусам шайб.

Кроме того, решение (10) должно удовле-
творять трем дополнительным условиям: двум
условиям непрерывности логарифмической про-
изводной на внутреннем и внешнем радиусах
шайбы:√

−m∗
exεnl |Jqin(Rin)|

dIqex (Rin)

dr
=

=

√
m∗
in

(
∆̃Ec + εnl

)
Iqex(Rin)

d |Jqin(Rin)|
dr

,

(11а)

√
mU | Jqin(Rex) |

dKq (Rex)

dr
=

=

√
m∗
in

(
∆̃Ec + εnl

)
Kq(Rex)

d |Jqin(Rex)|
dr

,

(11b)

а также условию того, что экстремум функции
Бесселя лежит внутри шайбы:

d | Jqin(Rex) |/dr = 0, Rin < R0 < Rex. (11с)

Кроме этих уравнений, есть еще два физиче-
ских требования к волновой функции локализо-
ванного на шайбе электрона. Энергия электрона
в кольцевой потенциальной яме должна быть
ниже дна зоны проводимости матрицы, чтобы
уровень лежал в ее запрещенной зоне, с одной

стороны, но не меньшей глубины (мелкой) ямы,
с другой:

−̃∆Ec +Ec(B)< εnl +
h̄2q2in

2m∗
inR0

2 < Ec(B). (12)

Это ограничивает величину всех q2in сверху. Снизу
все q ограничены требованием (7). Отсюда сразу
видно, что случай l = 0 можно исключить. Это
и физически понятно – не может s-состояние в 2D
иметь максимум плотности на кольце. Данным
признаком и еще рядом других (целочисленный
орбитальный момент, плоские орбиты электро-
нов и т. д.) рассматриваемая система напоминает
квазиклассический атом Бора [19].

Таким образом, совокупность соотношений
(7) и (10)–(12) формирует очень жесткие селекци-
онные свойства квантовой шайбы для электрон-
ных состояний. Из-за этих условий не только гео-
метрические и физические параметрышайб, но и
возможные значения магнитного поля ограничи-
ваются определенными диапазонами. В условиях
такой чувствительности к параметрам задачи ло-
кализацию на шайбе дырочных уровней рассмат-
ривать вообще бессмысленно. Их эффективные
массы и факторы Ланде значительно отличаются
от электронных, да и глубина радиальной потен-
циальной ямы совершенно иная. Отметим, что
в упоминавшейся во введении работе [4] авто-
ры в качестве удерживающего потенциала кольца
тоже использовали потенциал типа (2). В ре-
зультате они получили систему уравнений типа
(6), (11), но анализировать ее на разрешимость
не стали5. Возможно, причиной была очевидная
сложность полученной системы. Тем более целе-
сообразно вначале разобраться с более простым
случаем отсутствия спин-орбитального взаимо-
действия.

В заключение раздела рассмотрим кон-
кретный численный пример с гетероструктурой
InAs/AlSb. Ее параметры [24, 25]: m∗

in = 0.023m,
m∗
ex = 0.14m, gin = −14.8, gex = 1.9, ∆Ec = 2.2 эВ.

Глубина «эффективной» потенциальной ямы для
радиальной волновой функции, согласно (9),
∆̃Ec ≈ 0.72 эВ при h ≈ 0.5 нм (примерно период
решетки). С неопределенными массами и g-фак-
торами внутри шайбы поступим следующим
образом. Поскольку рассчитать их теоретически
при такой сложной форме внедрения довольно
трудно6, примем (исключительно для простоты

5Перенормировка эффективных масс и g – факторов в материале кольца в [4] не учитывалась, но рассматривалось спин-
орбитальное взаимодействие.

6Для сферически симметричной квантовой точки это сделано в [18].
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иллюстрации основной идеи) средние от объ-
емных значений компонентов гетероструктуры:
m∗
in(Rin, Rex) ≈ 0.07m, gin (Rin,Rex) ≈ −8.3. Возь-

мем, например (далее будет видно, почему)
следующие геометрические параметры кольца:
Rin = 30 нм, Rex = 40 нм.

На рис. 2 показаны зависимости модуля
энергии связи −εnl (в эВ) от числа квантов маг-
нитного потока Φ/Φ0, задаваемые граничными
условиями (11). Зависимости получены путем
численного решения неявных уравнений (11)
с помощью алгоритма Евклида в стандартном па-
кете CASMaple 12. Устойчивым состояние может
быть только при выполнении всех трех усло-
вий, так что три одноцветные кривые должны
пересекаться в одной точке. Семейство кривых
рис. 2, а соответствует состоянию с орбитальным
квантовым числом l = 1, рис. 2, б – с l =
= 2. Возможные при этом значения радиального
квантового числа n (они соответствуют номеру
экстремума функции Бесселя) уменьшаются по-
следовательно слева направо от n = 10 до n = 7.
Спиновые состояния выделены цветом: красные
кривые соответствуют ориентации спина против
внешнего поля, синие – соответственно по полю.

Из проведенного расчета можно сделать сле-
дующие предварительные выводы. Во-первых,

энергия связи для движения в плоскости шай-
бы (зеленая линия) практически не зависит ни от
магнитного поля, ни от квантовых чисел уровня.
Таким образом, индексы в εnl фактически теря-
ют смысл. Во-вторых (и это, наверное, главное),
каждое состояния с определенным набором кван-
товых чисел устойчиво только при определенном
значении магнитного поля. Меняя его (причем
дискретно), мы можем менять квантовые числа
этого устойчивого уровня. Эти, на наш взгляд,
нетривиальные результаты требуют специально-
го объяснения, которое будет дано в следующем
разделе.

Однако выполнения условий (11), иллюстри-
руемых графиками рис. 2, для устойчивости
уровня мало. Необходимо еще удовлетворить
условиям (12) и (7). Физически это означа-
ет, что «эффективная центробежная энергия»
h̄2q2in/2m∗

inR0
2 не должна «выкинуть» электрон

из потенциальной ямы глубины −̃∆Ec, чтобы
уровень оставался в запрещенной зоне матри-
цы. На самом деле, разумеется, эффективная
центробежная энергия – это совокупность соб-
ственно механической центробежной энергии,
∼l2, энергии взаимодействия орбитального мо-
мента и спина с магнитным полем, ∼lΦ и ∼ginΦ,
и собственной энергии магнитного поля, ∼Φ2,

а/а б/b

Рис. 2. Зависимость модуля энергии связи в плоскости шайбы (эВ) от внешнего магнитного поля (в квантах магнитного
потока), задаваемая граничными условиями (11a)–(11c). Состояния устойчивы только при значении поля, соответству-
ющем точке пересечения трех кривых. Семейства кривых на разных рисунках различаются значением орбитального
числа l (l = 1 (а), l=2 (б)) и радиального числа n (последовательно слева направо на обоих рисунках n = 10, 9, 8, 7).
Красными (левее) кривыми показаны состояния со спином против поля, синими (правее) – соответственно по полю.

Зеленой линией отмечена постоянная энергия связи для движения в плоскости шайбы (цвет онлайн)
Fig. 2. Dependence of the coupling energymodulus in the shim plane (eV) on the external magnetic field (in quanta of a magnetic
flux) given by the boundary conditions (11a)–(11c). The states are stable only at the value of the field corresponding to the point
of intersection of the three curves. The families of curves in different figures differ in the value of the orbital number l (l = 1
(a), l=2 (b)) and radial number n (from left to right in both figures n = 10, 9, 8, 7). The red (left) curves show states with spin
against the field, the blue (right) curves – respectively along the field. The green line marks the constant binding energy for

motion in the plane of the shim (color online)
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причем – с учетом эволюции в магнитном поле
основного состояния системы (дна зоны прово-
димости матрицы).

Рис. 3 иллюстрирует зависимость от маг-
нитного поля модуля энергии связи в плоскости
шайбы −εnl (она, как уже отмечалось, практиче-
ски постоянна), энергии дна зоны проводимости
матрицы Ec (при данном наборе постоянных она
медленно растет, т. е. магнитное поле немного
стабилизирует уровень), и модуля полной энер-
гии уровня в яме

|Enq|=−εnq −
h̄2q2in

2m∗
inR0

2 (13)

в двух спиновых состояниях. Пока правая часть
положительна, уровень не выходит из ямы. Круж-
ками соответствующего цвета отмечены устойчи-
вые состояния; их абсциссы дают необходимое
для их стабилизации магнитное поле. То, что со-
стояния со спином, параллельным полю, более
устойчивы, чем со спином против поля (в ва-
кууме наоборот), связано с отрицательностью
фактора Ланде в материале шайбы gin < 0. От-
метим два несколько необычных обстоятельства,
связанных с приведенными кривыми. Во-первых,
спиновое расщепление Зеемана обусловливает

не столько разницу энергий уровней (она поряд-
ка ~0.001 эВ), сколько разницу напряженностей
магнитных полей, необходимых для их стаби-
лизации. Это существенно упрощает управление
спиновым состоянием локализованного в шайбе
электрона. Во-вторых, уменьшение радиального
квантового числа (номера экстремума функции
Бесселя) требует все более сильного магнитного
поля для удержания уровня в шайбе. Это видно
и из рис. 2.

Таким образом, проведенные расчеты де-
монстрирует во многом необычное поведение
характеристик локализованного на квантовой
шайбе электрона. Необходим качественный ана-
лиз приведенной выше системы уравнений.

2. Аналитические оценки.
Механизмформирования уровня
с управляемыми квантовыми числами

Проследим механизм возникновения в за-
прещенной зоне матрицы уединенного уров-
ня с набором квантовых чисел, контролируе-
мым магнитным полем. Вначале воспользуем-
ся тонкостью кольца, учтем малость отноше-
ния (Rex−Rin)/R0, Линеаризуем трансцендент-
ные граничные условия (11), разлагая все функ-

а/а б/b

Рис. 3. Зависимость от магнитного поля: модуля энергии связи для движения в плоскости шайбы (зеленая прямая
линия), энергии дна зоны проводимости матрицы (6) (черная наклонная линия), модуля полной энергии движения
в плоскости шайбы (13) для состояния со спином против магнитного поля (красная линия, левее) и по полю (синяя
линия, правее). Устойчивые состояния отмечены цветными кружками на этих кривых; их квантовые числа l = 1 (а)

и l=2 (б), а n последовательно слева направо на обоих рисунках n = 10, 9, 8, 7 (цвет онлайн)
Fig. 3. Magnetic field dependence of the binding energy modulus for movement in the plane of the puck (green straight line),
energy of the bottom of the conduction band of the matrix (6) (black inclined line), the modulus of the total energy of motion in
the plane of the washer (13) for the state with spin against the magnetic field (red line, to the left) and along the field (blue line,
to the right). The stable states are marked by colored circles on these curves; their quantum numbers are l = 1 (а) and l = 2 (b),

and n is successively from left to right in both figures n = 10, 9, 8, 7 (color online)
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ции Бесселя в точке R0. Это позволяет привести
граничные условия к виду:

R0−Rin =
(
(x0nl)

2−q2in
)−1

R0
2 dIqex(R0)

dr
Iqex

−1 (R0) ,

(14а)

Rex−R0 =−
(
(x0nl)

2−q2in
)−1

R0
2 dKq(R0)

dr
Kq

−1 (R0) .

(14b)
При этом радиус максимума электронной

плотности, как видно из (11с), есть

R0 = h̄x0nl/

√
2m∗

in(∆̃Ec + εnl), (14с)

где x0nl – координата экстремума функции Бесселя.
Теперь ясно, что при фиксированных геометри-
ческих параметрах кольца Rin и Rex положение
максимума электронной плотности R0 также фик-
сировано. Однако относительно энергии связи
это далеко не очевидно, ибо квантовые числа n
и l, как и магнитное поле, остаются «степенями
свободы» уровня.

Все окончательно проясняется, если уви-
деть, что в области переменных (1) функции
Бесселя в выражениях (11), (14) выходят на свои
асимптотики

Iqex(x)≈
1√
2πx

(
1− 4q2ex−1

16x

)
exp(x), (15a)

Jqin(x)≈
√

2
πx

[
cos
(

x− π
2
(qin+

1
2
)

)
−

−4q2in−1
8x

sin
(

x− π
2
(qin+

1
2
)

)]
,

(15b)

Kq(x)≈
√

π
2x

(
1− 1

8x

)
exp(−x). (15c)

Перестают работать эти оценки для очень ма-
ленькихшайб Rin → 0, когда нарушаются условия
(1). Рассматривать слишком большие шайбы так-
же бессмысленно, прежде всего из практических
соображений. Кроме того, разница граничных
условий на внешнем и внутреннем радиусахшай-
бы при этом нивелируется, так что квантовое
кольцо фактически перестает отличаться от плос-
кой квантовой нити.

С учетом соотношений (15) легко видеть, что

x0nl ≈π(n +qin/2+1/4) , (16)

а граничные условия (14) переходят в простые
и явные выражения

Rin≈R0−
h̄√
2m∗

in

√
−m∗

exεnl

∆̃Ec + εnl
, (17а)

Rex≈R0+
h̄√
2m∗

in

√
mU

∆̃Ec + εnl
. (17b)

Теперь становится очевидным, что энергия
связи уровня зависит только от ширины кван-
товой шайбы (как и ранее, пренебрегаем всеми
энергетическими добавками на фоне U):

d = Rex−R0+R0−Rin≈
h̄√
2m∗

in

√
mU

∆̃Ec + εnl
. (18)

При подстановке в это уравнение ранее приведен-
ных постоянных и d = 10 нм получаем энергию
связи уровня εnl ≈0.08 эВ (см. рис. 1 и 2, зеленые
линии). Так объясняются результаты численно-
го эксперимента предыдущего раздела – точнее,
факт независимости энергии связи от квантовых
чисел уровня и внешнего магнитного поля. Ви-
дим также, что существует ограничения снизу
на ширину квантовой шайбы, способной удер-
жать электрон в кольцевой потенциальной яме:

d > dmin =
h̄√
2m∗

in

√
mU

∆̃Ec
. (19)

Этим квантовое кольцо в 2D принципиально
отличается от «плоской» квантовой точки, ко-
торая формально может удержать уровень при
любом радиусе и глубине [21] (хотя бы с экс-
поненциально малой энергией [19]). Физическая
причина этого та же, что и в 3D-яме: радиаль-
ная волновая функция должна «гладко замкнуть»
экспоненциально растущую внутри шайбы функ-
цию Инфельда и экспоненциально убывающую
вне шайбы функцию Макдональда. «Остроту
максимума» при этом определяет кинетическая
энергия радиального движения электрона в коль-
це ∆̃Ec+εnl , которая, естественно, не может быть
больше ∆̃Ec. Отметим, что в известном пределе
кольцевой дельта-ямы (потенциал ∼− δ(r−R0))
пропадает всякая связь между характеристиками
материала шайбы и глубиной уровня, так что ана-
логий с рассматриваемой задачей здесь искать
не стоит.

Что в данной ситуации может изменить маг-
нитное поле? На этот вопрос на качественном
уровне отвечает выражение (16). Из всех свобод-
ных параметров задачи n, l и qin (фактически B)
непрерывно меняется только последний. Чтобы
x0nl оставался постоянным (как того требуют со-
отношения (14с) и (16)), должно выполняться
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условие

n+
qin
2

= n+
1
2

√√√√√√√
(

l − Φ
Φ0

)2

± gin
2

m∗
in

m
Φ
Φ0

−

− Φ
Φ0

+
gex
2

m∗
ex

m
Φ
Φ0

= const.

(20)
Именно оно обеспечивает взаимно-однозначное
соответствие между (дискретно меняющимися)
квантовыми числами связанного уровня и маг-
нитным полем. Физический смысл полученного
соотношения состоит в следующем. Магнитное
поле, согласно (15b), меняет фазу радиальной
волновой функции7 и потому может изменить
положение максимума электронной плотности.
Оно, однако, меняться не должно, ибо положение
шайбы фиксировано. Таким образом, магнитное
поле компенсирует изменение фазы радиальной
функции, обусловленное дискретным изменени-
ем квантовых чисел n, l и (главное для нас)
спинового числа. Другими словами, поле «заго-
няет» электрон в кольцевую потенциальную яму
заранее заданного размера. Если при этом фикси-
ровать l, как в нашем численном эксперименте,
рост n должен сопровождаться уменьшением
магнитного поля. Возможное значение магнитно-
го поля ограничено снизу условием (7), а сверху –
условием (12).

Главный же результат состоит в том, что
квантовая шайба – гетероструктура достаточно
тонкая и гибкая, а также и управляемая. Под-
бирая физические и геометрические параметры
гетеросистемы, мы всегда можем найти уров-
ни с необходимой в данной задаче энергетикой
и управлять их квантовыми числами с помощью
внешних полей разумной величины. В частности,
в данном примере для изменения только спи-
нового состояния уровня без изменения других
квантовых чисел необходимо изменение магнит-
ного потока ∆Φ ≈ Φ0/2, как видно из рис. 2
(переход с синей на красную кривую). В абсо-
лютных единицах это составляет ~0.5 Тл как
«компенсация» зеемановского расщепления энер-
гии уровня за счет энергии магнитного поля.

Заключение. Основные результаты и выводы

Итак, среди всех известных нам полупро-
водниковых гетероструктур, включая 0-мерные
квантовые точки, узкозонные квантовые шайбы
(1) в щирокозонной матрице обладают наиболее

ярко выраженными и полностью управляемы-
ми селекционными свойствами. Для удержания
электрона в такой шайбе на единственном ста-
бильном уровне необходимо внешнее однород-
ное магнитное поле строго определенной напря-
женности. Каждому набору квантовых чисел –
радиального, орбитального и спинового – со-
ответствует свое, единственное значение напря-
женности поля, стабилизирующее этот уровень.
В силу геометриишайбы уровень является слабо-
связанным, что повышает его «управляемость».
С другой стороны, незатухающий квантовый
ток и связанный с ним сохраняющийся маг-
нитный момент повышают устойчивость этого
уровня (например, к тепловым флуктуациям).
Этим квантовые шайбы (теоретически, во вся-
ком случае) выгодно отличаются от идеальных
квантовых точек, в которых используются s-со-
стояния [17, 18].

В заключение остановимся на вариантах
изменения спина локализованного нашайбе элек-
трона. Как известно, переходы с переворотом
спина обычно имеют определенную степень
запрета и потому происходят достаточно мед-
ленно, по сравнению с типичным временем
разрешенных переходов в твердом теле ∼10−8 c.
Пусть, для определенности, эффективное значе-
ние g-фактора электрона будет положительным.
Тогда в основном состоянии спин локализо-
ванного электрона будет ориентирован против
внешнего поля. При быстром переключении поля
(по сравнению с временем жизни возбужденно-
го состояния электрона со спином в направлении
поля), очевидно, что связанный уровень будет
терять устойчивость, и это приведет к вытесне-
нию электрона в зону проводимости матрицы.
На освободившийся уровень будет «опускаться»
другой электрон из зоны проводимости с «пра-
вильным» направлением спина. При медленном
(адиабатическом) переключении поля более ве-
роятна реакция с переворотом спина без перехода
в зону проводимости. Таким образом, существует
(во всяком случае, теоретическая) возможность
контролировать не только направление спиново-
го перехода, но и его время и характер внешним
магнитным полем.
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Аннотация. С использованием квантового кинетического уравнения для электронной подсистемы графена на основе модели сильной
связи ближайших соседей исследованы особенности процесса генерации этим материалом высокочастотных гармоник в условиях воз-
действия мощных коротких импульсов дальнего ИК-диапазона. В рассматриваемых условиях внешнее электрическое поле формирует
в зоне проводимости сильно анизотропное распределение с заселением состояний с высокими значениями энергии далеко от точек
Дирака. Возникающий при этом ток проводимости содержит ряд нечетных гармоник, наблюдаемых в спектре индуцированного излу-
чения.Поляризационный токмежзонныхпереходовнеиграет существеннойроли. Выполнено сравнение срезультатамиэкспериментов
по наблюдению высокочастотных гармоник в рассматриваемом диапазоне. Показано, что для обеспечения количественного согласия
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Abstract. Background and Objectives: The emergence of sources of ultrashort high-intensity laser pulses has made it possible to subject various
materials to a strong electric field without the risk of irreversible damage. Nonlinear effects observed under these conditions, such as the
generation of high-frequency harmonics, have great potential for practical application. Graphene is considered one of the most promising
materials due to the specificity of its band structure. The aim of the work is to demonstrate the applicability of the model based on the quantum
kinetic equation in describing the results of the action of an external electric field with frequencies close to the lower limit of the IR range on
the electronic subsystem of a material. Comparison of the model behavior at different values of temperature, relaxation time of nonequilibrium
population and decoherence time with experimental data will allow us to estimate possible values of these parameters.Materials and Method:
The work uses a quantum kinetic equation for the charge carrier distribution function in the state space. It allows one to reproduce the behavior
of the electron subsystem of thematerial in an external classical electric field with an arbitrary time dependence. The spectrum of single-electron
states is determined using the tight-binding approximation of nearest neighbors. The model parameters are the sample temperature, which
determines the initial equilibrium distribution, the relaxation time of the nonequilibrium population of excited states, and the decoherence time.
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The implemented efficient computational procedure allows one to reproduce the characteristics of radiation induced by the action of an
external field and analyze its spectral composition. The subject of comparison was the published results of experiments on the generation of
high-frequency harmonics by far-infrared pulses at the TELBE facility. Results: The results presented in the work confirm the applicability of the
used model for the frequency range near the lower boundary of the IR. It has been shown that under such conditions the external electric field
forms a strongly anisotropic distribution in the conduction band with the population of states with high, up to several eV, energy values. In this
case, the initial population of the conduction band, determined by the temperature of the sample at zero chemical potential, is much smaller
than that created by the external field and does not significantly affect the observed results of the external field action. On the contrary, the
relaxation time of the nonequilibrium population turns out to be the most important parameter determining the achieved values of the carrier
density and conduction current. This is due to the fact that its value is small compared to the duration of the half-period of the external field. The
estimate of this parameter made on the basis of the comparison with the experimental data is in good agreement with the expected values. Due
to the insignificant role of the polarization current reflecting the dynamics of interband transitions, a comparison of the model behavior with the
available experimental data does not provide criteria for estimating the decoherence time. Conclusion: The results of the work have shown the
promise of new tools for modeling, studying, and qualitatively and quantitatively reproducing the characteristics of nonlinear effects under the
action of an external electric field on graphene with frequencies close to the lower limit of the IR range. It has been shown that the distinguished
role of the conduction current in this frequency range allows one to obtain an independent estimate of the relaxation time of the nonequilibrium
population of excited states by comparing the behavior of the model with the experimental results.
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Введение

Появление источников сверхкоротких лазер-
ных импульсов высокой интенсивности обеспе-
чило возможность подвергать различные матери-
алы действию сильного электрического поля без
риска их необратимого повреждения. Наблюдае-
мые в этих условиях нелинейные эффекты имеют
большие перспективы практического примене-
ния [1, 2]. Например, генерация высокочастотных
гармоник, источником которых являются токи,
создаваемые внутризонными и межзонными пе-
реходами [3, 4].

Особенности зонной структуры графена
определяют его перспективность в качестве
среды для исследования и реализации нелиней-
ных эффектов, управления электронами полем
электромагнитной волны [5]. Для воспроиз-
ведения нестационарной квантовой динамики
электронной подсистемы этого материала в усло-
виях действия внешних электрических полей
разработан метод на основе квантового ки-
нетического уравнения [6–8]. Его реализация
с использованием приближения безмассовых
фермионов обеспечивает хорошие результаты
в низкоэнергетической области [9]. При рассмот-
рении процессов в сильных электрических полях
необходим переход к строгому учету реально-
го закона дисперсии с использованием модели
сильной связи ближайших соседей (tight-binding
model – TBM) [10]. Адаптация метода и раз-
работка высокопроизводительной программной
реализации вычислительной процедуры [11–13]

для TBM позволили выполнять моделирование
и анализировать детали процессов, в которых
принимают участие далекие от точек Дирака
состояния с высокими значениями энергии воз-
буждения.

Для верификации метода и определения
релаксационных параметров квантового кинети-
ческого уравнения необходимо сопоставление
его результатов с экспериментальными данны-
ми. В качестве материала для сравнения мож-
но использовать ряд работ [14–18], в которых
исследовались процессы генерации графеном
высокочастотных гармоник. В первой из них
представлены результаты, полученные в среднем
инфракрасном диапазоне при энергии фотонов
0.26 эВ. Они уже использовались для сравнитель-
ного тестирования версии квантового кинетиче-
ского уравнения, реализованной в приближении
безмассовых дираковских фермионов [9]. В рабо-
тах [15, 16] энергия фотонов импульсов накачки
составляет близкие 0.28 эВ. Работы [17, 18] выде-
ляются использованием частот из нижней части
инфракрасного спектра с диапазоном энергии
фотонов 1.24 · 10−3–2.81 · 10−3 эВ. Демонстра-
ция результативности метода в этом диапазоне
представляется важной для доказательства его
универсальности и полноты учитываемых физи-
ческих процессов.

Используемое исходное кинетическое урав-
нение выводилось для недиссипативной кванто-
вой системы в пренебрежении релаксационными
процессами. Это позволило точно воспроизво-
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дить быстрые процессы на характерных вре-
менах, малых или сопоставимых с временем
релаксации квантовых состояний рассматрива-
емой конденсированной среды. При исполь-
зовании в качестве внешнего возбуждающего
воздействия низкочастотных полей дальнего ин-
фракрасного диапазона темп релаксационных
процессов на один-два порядка превышает ско-
рость изменения внешнего поля. В этих условиях
корректный учет диссипации будет критически
важен для получения правильных результатов.

Другой проблемой в этом диапазоне может
быть то обстоятельство, что низкочастотные по-
ля уже при напряженности 10–100 кВ/см могут
генерировать в материале электроны и дырки
с высокими энергиями. Метод должен иметь
возможность корректно учитывать вклады таких
состояний.

Представленные результаты показывают,
что квантовое кинетическое уравнение для
графена в версии TBM с использованием пара-
метров релаксационных процессов, находящихся
в хорошем согласии с имеющимися оценками
[19, 20], позволяет воспроизводить результаты
экспериментов по генерации в этом материале
высокочастотных гармоник мощными короткими
импульсами дальнего инфракрасного диапазона.

1. Квантовое кинетическое уравнение для графена

Отклик электронов конденсированных сред
на действие переменного внешнего электриче-
ского поля формируется их коллективной дина-
микой в нестационарных условиях, определяе-
мой законами квантовой механики. Сложность
задачи требует использования ряда упрощаю-
щих предположений и обобщений. Стандартным
подходом является переход в квазичастичное
представление, в котором носители заряда рас-
сматриваются как не взаимодействующие (или
слабо взаимодействующие) частицы со специ-
фической зависимостью энергии от импульса –
законом дисперсии. В тех случаях, когда рассмат-
риваемые процессы определяются поведением
состояний в верхней валентной зоне и в нижней
зоне проводимости, сложная зонная структу-
ра реальных материалов может быть упрощена
до двух уровней, стационарная заселенность ко-
торых будет определять равновесное состояние
системы, а переходы между ними – динамику
в неравновесных условиях.

В рамках такого подхода с использованием
строгого описания верхнего уровня валентной
зоны и нижнего уровня зоны проводимости

в рамках модели сильно взаимодействующих
ближайших соседей атомной решетки графе-
на [10] было получено непертурбативное кванто-
вое кинетическое уравнение [11], определяющее
нестационарную эволюцию функции распреде-
ления электронов по энергетическим состояниям
f (p̄, t) в недиссипативном режиме. Оно являет-
ся прямым следствием уравнения Шредингера
и может быть представлено в форме замкну-
той системы обыкновенных дифференциальных
уравнений для самой f (p̄, t) и вспомогательных
функций u(p̄, t), v( p̄, t), отражающих динамику
процессов рождения и уничтожения пар электро-
нов и дырок в выбранной точке p̄ двумерного
импульсного пространства. Учет диссипативных
процессов можно обеспечить релаксационными
членами в правых частях уравнений с характер-
ным временем релаксации неравновесной засе-
ленности τ1 и временем декогерентности τ2 [12]:

ḟ ( p̄, t)=−( f ( p̄, t)− f in (p̄))
τ1

+
λ(p̄, t)

2
u(p̄, t) ,

u̇(p̄, t) =−(u(p̄, t)−uin (p̄))
τ2

+

+λ(p̄, t)(1−2 f (p̄, t))− 2ε(p̄, t)
h̄

v(p̄, t) ,

v̇(p̄, t)=−(v(p̄, t)−vin (p̄))
τ2

+
2ε( p̄, t)

h̄
u( p̄, t) .

(1)

Здесь h̄ – приведенная постоянная Планка. Ко-
эффициент λ(p̄, t) можно интерпретировать как
скорость изменения вероятности заселения уров-
ня (равную нулю в стационарных условиях).
Коэффициент ε( p̄, t) в стационарных услови-
ях тоже не зависит от времени и выражает
энергию состояния через его импульс (закон дис-
персии). Их явный вид определяется выбором
гамильтониана системы. Предполагается, что си-
стему всегда можно приготовить в начальном
стационарном состоянии fin (p̄), vin (p̄), uin ( p̄).
В рассматриваемой задаче причиной перехода
к нестационарной эволюции является появление
пространственно однородного внешнего электри-
ческого поля. Определение его как Ē(t) = − ˙̄A(t),
где Ā(t) – векторный потенциал в гамильтоно-
вой калибровке, позволяет ввести зависимость
от времени коэффициентов λ(p̄, t) и ε(p̄, t) заме-
ной p̄ → P̄ = p̄− eĀ(t), где e – заряд электрона.
Для модели TBM в системе координат с нача-
лом на равном расстоянии между ближайшими
не эквивалентными точками Дирака выражения
для этих коэффициентов имеют вид [11]:
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λT BM (p̄, t) =− 4eh̄V 2
F

9aεT BM
2 (p̄, t)

×
(

E1(t)
√
3
(

cos
(√

3aP1

2h̄

)
cos
(

aP2

2h̄

)
+ cos

(
aP2

h̄

))
+

+E2(t)3sin
(√

3aP1

2h̄

)
sin
(

aP2

2h̄

))
,

(2)

εT BM (p̄, t) =
2h̄V F√
3a

√
3−4cos

(√
3aP1

2h̄

)
cos
(

aP2

2h̄

)
+2cos(aP2/h̄). (3)

Использованы обозначения: VF – скорость Фер-
ми, a – постоянная кристаллической решетки.
Задача двумерна, индексы компонент векторных
величин в правой части имеют только два значе-
ния i = 1, 2.

Определение правой части системы урав-
нений (1) и задание начальных условий обес-
печивает возможность исследовать поведение
каждого состояния p̄ в однородном в плоско-
сти образца произвольно зависящем от времени
внешнем поле.

2. Генерация индуцированного излучения

Представленная система уравнений (1)
может рассматриваться как модель графена
во внешнем электрическом поле в широком
диапазоне его параметров. Её поведение долж-
но воспроизводить и сложные динамические
режимы. Например, экспериментально наблю-
даемый [14–18] эффект генерация гармоник
с частотами, лежащими выше частоты внешнего
возмущающего воздействия. Источником такого
индуцированного излучения является поверх-
ностный ток, появляющийся в неравновесных
условиях действия внешнего поля. С учетом
условия пространственной однородности моде-
лируемого процесса связь между плотностью
поверхностного тока и напряженностью поля
индуцированного излучения можно оценить
по выражению для поля, генерируемого током

с однородной плотностью в бесконечной пла-
стине [21]:

Ē(t,z) =−µ0c
2

j̄
(

t − z
c

)
, (4)

где z – расстояние от пластины, c – скорость
света, µ0 – магнитная постоянная. Поскольку
поверхностная плотность тока j̄ локализована
в плоскости образца, коллинеарное ему поле бу-
дет также определяться в используемой системе
координат двумя компонентами. Связь (4) будет
точной в ближней зоне на расстояниях от по-
верхности образца, много меньших длины вол-
ны возбуждающего излучения. В дальней зоне,
на расстояниях больших длины волны возбужда-
ющего излучения, соотношение (4) выполняется
при формировании индуцированным излучением
плоского фронта. Для обеспечения возможно-
сти сопоставления с теоретическими моделя-
ми результаты рассматриваемых экспериментов
приводятся для условий, при которых обеспечи-
вается справедливость соотношения (4).

Система уравнений (1) позволяет найти
значения f ( p̄, t), u(p̄, t), v(p̄, t) для любого состо-
яния p̄, реализуемого в обратном пространстве
при заданной геометрии двумерной кристалличе-
ской решетки, в любой момент времени t. Рас-
полагая ими, компоненты поверхностной плот-
ности тока в используемой системе координат
можно вычислить через следующие выраже-
ния [11]:

j1(t) = e
4V 2

F h̄
3a

∫ d2p
(2πh̄)2

[
2
√
3
(
1+2cos

(
aP1√
3h̄

))
sin
(

aP1
2
√
3h̄

)
cos
(

aP2
2h̄

)
f (p̄, t)

εT BM (p̄, t)
−

− 1√
3

(
cos
(√

3aP1
2h̄

)
cos
(

aP2
2h̄

)
+ cos

(
aP2
h̄

))
u(p̄, t)

εT BM ( p̄, t)

]
,

(5)

j2(t) = e
4V 2

F h̄
3a

∫ d2p
(2πh̄)2

[
2(cos

(√
3aP1
2h̄

)
sin
(

aP2
2h̄

)
− sin

(
aP2
h̄

))
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−

−
(
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(
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3h̄

))
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(

aP1
2
√
3h̄

)
sin
(

aP2
2h̄

)
u(p̄, t)

εT BM (p̄, t)

]
,

(6)
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где интегрирование выполняется по всей зоне
Бриллюэна. Токи формируются двумя вкладами,
первый из которых определяется заселенностью
зоны проводимости f (p̄, t) (ток проводимости),
а второй балансом процессов рождения и уничто-
жения пар u(p̄, t), определяющим поляризацию
среды (поляризационный ток).

j1(t) = jcond
1 (t)+ jpol

1 (t), (7)

j2(t) = jcond
2 (t)+ jpol

2 (t). (8)

Зная j1(t) и j2(t), можно определить и характери-
стики индуцированного излучения.

Решение системы уравнений вида (1) с коэф-
фициентами (2) и (3) возможно только численны-
ми методами и выполняется для каждого выбран-
ного значения p̄ независимо. В свою очередь,
вычисление интегралов (5) и (6) требует полной
информации о функциях f ( p̄, t) и u(p̄, t) во всей
зоне Бриллюэна в течение всего времени дей-
ствия внешнего поля. Это приводит к сложной
вычислительной задаче, потребовавшей специа-
лизированных программных решений и мощных
вычислительных систем [13]. Разработка соот-
ветствующих инструментов предоставила воз-
можность моделировать сложные процессы с ре-
алистичными наборами параметров материала
и возмущающего воздействия.

3. Параметры внешнего поля

В качестве материала для сравнения были
использованы результаты работы [17]. Экспе-
рименты выполнялись в широком диапазоне
напряженностей поля накачки от 12 до 85 кВ/см
с плоско поляризованными импульсами, генери-
руемыми сверхпроводящим радиочастотным из-
лучателем на основе ондулятора. Генерируемые
им импульсы на уровне половины максимума
имеютширину примерно 20% от основной часто-
ты. Подробные результаты представлены для им-
пульсов с центральной частотой ν0 = 3.0 ·1011 Гц
(соответствующей энергии 1.24 · 10−3 эВ) и на-
пряженности поля 85 кВ/см. Для приведенных

параметров при комнатной температуре наблю-
дались гармоники 3ν0, 5ν0, 7ν0 с амплитудными
значениями поля ∼430 В/см, ∼35 В/см, ∼7 В/см
соответственно.

Было принято решение исследовать работо-
способность и особенности поведения модели
при этих параметрах. В силу того, что источник
излучения не монохроматичен, строго воспроиз-
вести в аналитической форме использовавшееся
в экспериментах внешнее поле затруднительно,
поэтому для моделирования оно было определе-
но в следующем виде:

Aext(t) = A1(t) =− E10

2πν0
e−

t2

2τ2 sin(2πν0t) ,

A2(t) = 0,
(9)

Eext(t) = E1(t) =

= E10e−
t2

2τ2

(
cos(2πν0t)−

t
2πν0τ2

sin(2πν0t)
)
,

E2(t) = 0.
(10)

В серии численных экспериментов исполь-
зованы значения E10 = 8.5 · 104 В/см, ν0 = 3.0 ·×
×1011 Гц и длительность импульса τ, определен-
ная условием 2πν0τ = 12.

Начальное состояние образца определялось
распределением Ферми-Дирака при комнатной
температуре 20 °C. В первой серии эксперимен-
тов использовались значения времени релакса-
ции неравновесной заселенности τ1 = 100 фс
и времени декогерентности τ2 = 10 фс [19, 20].

4. Результаты и их обсуждение

Малая энергия фотонов и большая про-
должительность действия внешнего поля без
изменения его направления в течение каждого
периода приводят к очень большой анизотро-
пии формирующегося неравновесного распреде-
ления носителей. На рис. 1 для точки Дирака
с координатами p1 = 0.0, p2 = 2π/3 (p1 и p2
приведены в единицах h̄/a) показана область,

Рис. 1. Область, в которой максимальные значения функции распределения больше или равны 0.5 (цвет онлайн)
Fig. 1. Region in which the maximum values of the distribution function are greater than or equal to 0.5 (color online)
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в которой за время действия внешнего поля
с указанными выше параметрами функция рас-
пределения достигает значения 0.5 или выше.
Энергии попадающих в выделенную область воз-
буждаемых состояний достигают 4 эВ.

Вклады тока проводимости и поляризаци-
онного тока в наблюдаемую поверхностную
плотность тока показаны на рис. 2.

Из представленных результатов моделиро-
вания следует, что в рассматриваемых условиях
ток проводимости полностью доминирует и фак-
тически определяет наблюдаемый. В момент
максимума внешнего поля при t = 0.0 име-
ем jcond(t)/ jpol(t) = 30.47, направления токов
совпадают. Это подтверждает обоснованность
использования в [17] концентрации носителей
в зоне проводимости для оценки отклика образца.
И у тока проводимости, и у поляризационного то-
ка, наблюдается периодическая знакопеременная
зависимость от времени, повторяющая зависи-
мость от времени внешнего поля.

Для оценки спектрального состава поверх-
ностного тока вычислялась зависимость от часто-
ты квадрата модуля его преобразования Фурье
(спектр мощности, далее используем для его
обозначения S(ν)). Поскольку предметом анали-
за являются ряды дискретных значений конеч-
ного размера, использовался периодограммный
метод с оконной функции Ханна и усредне-
нием результатов по последовательности пере-
крывающихся выборок (метод Уэлча) в реали-
зации из пакета Wolfram Mathematica. Полу-
ченные значения спектра мощности приведены
к логарифмическому масштабу преобразовани-
ем S(ν)→ 10 ·Lg(S(ν)) с сохранением обозна-
чения S(ν) и выражены в условных единицах.

Полученные результаты приведены на рис. 3.
Выраженные нечетные гармоники соответствуют
наблюдавшимся в эксперименте. Верхняя грани-
ца 8ν0 для представленных результатов выбрана
в соответствии с диапазоном имеющихся экспе-
риментальных данных [17].

На рис. 4 показано влияние температуры
образца на плотность носителей ρ(t), формиру-
ющих ток проводимости. Зависимость концен-
трации носителей от времен показано на фоне
текущих абсолютных значений напряженности
внешнего поля, приведенных в условных еди-
ницах. Вычисляемые начальные значения кон-
центрации носителей для температур –263°C,
20°C и 320°C составляют ∼1.3 · 108, ∼1.5 · 1011,
∼4.9 ·1011 1/см2 соответственно, что согласуется
с теорией [22]. В момент максимума внешнего
поля в недиссипативном режиме концентрация
достигает ∼1.9 · 1013 1/см2 с ростом к за-
вершению импульса поля до ∼2.3 · 1013 1/см2.
Результаты не зависят от температуры образца.
Учет диссипации приводит к кратному уменьше-
нию максимума до ∼3.0 · 1012 1/см2. Поскольку
время релаксации много меньше периода поля
(в 33.3 раза для τ1 = 100 фс), за время каж-
дого полупериода неравновесная заселенность
успевает вернуться к значению, близкому началь-
ному равновесному, и вновь вырасти до мак-
симально наблюдаемой. Окончательный возврат
к равновесному значению происходит в про-
цессе выключения поля. Интересно отметить,
что в [17] полученные результаты интерпрети-
руются с использованием термодинамической
модели [23], определяющей нелинейность про-
водимости образца как результат периодического
разогрева внешним полем постоянного количе-

Рис. 2. Поверхностная плотность тока проводимости jcond(t) и поляризационного тока jpol(t) на фоне напряженности
внешнего электрического поля E(t) (напряженность поля приведена в условных единицах) (цвет онлайн)

Fig. 2. Surface density of the conduction current jcond(t) and the polarization current jpol(t) against the background of external
electric field strength E(t) (the field strength is given in arbitrary units) (color online)
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Рис. 3. Спектр поверхностной плотности тока S(ν) и поля импульса (10) SE(ν) (цвет онлайн)
Fig. 3. Spectrum of the surface current density S(ν) and the momentum field (10) SE(ν) (color online)

Рис. 4. Зависимость плотности носителей ρ(t) от времени при разных температурах в недиссипативном режиме τ1 =
= τ2 = ∞ (а) и при релаксационных параметрах τ1 = 100 фс и τ2 = 10 фс (б) (цвет онлайн)

Fig. 4. Dependence of the carrier density ρ(t) on time at different temperatures in the non-dissipative regime τ1 = τ2 = ∞ (a)
and with relaxation parameters τ1 = 100 f s and τ2 = 10 f s (b) (color online)

ства имеющихся носителей, оцениваемого как
∼2.1 · 1012 1/см2.

На рис. 5 приведены результаты моделирова-
ния 3-й гармоники индуцированного излучения
в зависимости от выбранного времени релакса-
ции неравновесной заселенности зоны проводи-
мости. На верхней панели для недиссипативного
режима, на нижней для параметров релаксации
неравновесной заселенности τ1 = 200, 100 и 47 фс
при τ2 = 10 фс. Для получения этих результатов
по итогам вычисления ряда значений плотности
тока (7) с использованием (4) определялось пол-
ное индуцированное электрическое поле и оно

подвергалось обработке числовым полосовым
фильтром шириной 2ν0 с центром в 3ν0.

Результаты недиссипативной версии почти
на порядок превосходят значения, фактически
наблюдавшиеся в эксперименте [17]. Три вариан-
та режима релаксации демонстрируют сильную
зависимость предсказаний используемой модели
от времени релаксации неравновесной заселен-
ности состояний. Наиболее близок наблюдав-
шимся значением результат при τ1 = 100 фс. Это
подтверждает справедливость оценок [19, 20].

Аналогичные оценки для гармоник 5ν0 и 7ν0
превосходят по амплитуде результаты экспери-
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Рис. 5. Третьи гармоники индуцированного поля без учета диссипации (а) и для трех вариантов времени релаксации
неравновесной заселенности τ1 (б) (цвет онлайн)

Fig. 5. Third harmonics of the induced field without taking into account dissipation (a) and for three variants of the relaxation
time of the nonequilibrium population τ1 (b) (color online)

мента. Для пятой гармоники почти в два раза,
а для седьмой белее чем в 5 раз. Причиной тако-
го расхождения, скорее всего, является отличие
спектрального состава использовавшегося в экс-
периментах источника импульсов от модельного
аналитического выражения (10). Этот вопрос тре-
бует более детального исследования.

Варьирование параметра τ2 не сказывается
существенным образом на спектральных свой-
ствах индуцированного излучения. Как было
отмечено выше, в рассматриваемом частотном
диапазоне возбуждаемый поверхностный ток
практически полностью определяется током про-
водимости (внутризонной динамикой носителей).
Поляризационный ток межзонных переходов,
за характеристики которого ответственно время
декогерентности τ2, не оказывает существенного
влияния на наблюдаемые результирующие токи
(5) и (6).

Заключение
Представленные результаты демонстрируют

применимость модели электронной подсистемы
графена на основе квантового кинетического
уравнения при описании результатов действия
внешнего электрического поля с частотами, близ-
кими к нижней границы ИК-диапазона. В таких

условиях внешнее электрическое поле форми-
рует в зоне проводимости сильно анизотропное
распределение с заселением состояний с высоки-
ми, вплоть до 4 эВ, значениями энергии далеко
от точек Дирака. Это требует использования
модели сильной связи ближайших соседей для
корректного воспроизведения свойств электрон-
ных состояний.

Процесс рождения электрон-дырочных пар
создает высокий уровень концентрации носите-
лей, из которых формируется ток проводимости,
служащий источником индуцированного излу-
чения с набором нечетных высокочастотных
гармоник.

В силу высокой эффективности процесса
создания новых носителей их начальное рав-
новесное значение, определяемое температурой,
не оказывает существенного влияния на харак-
теристики генерируемых гармоник. Еще один
параметр модели (время декогерентности), вы-
бор значения которого сказывается на вычисля-
емых значениях поляризационного тока, также
не играет существенной роли в силу полного
доминирования тока проводимости в рассматри-
вавшемся диапазоне частот.

Для обеспечения согласия результатов мо-
делирования с экспериментальными данными
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определяющее значение имеет правильный вы-
бор времени релаксации неравновесной заселен-
ности состояний. Показано, что недиссипативная
версия модели обеспечивает только качествен-
ное воспроизведение эффекта генерации высо-
кочастотных гармоник с большими различиями
в количественных оценках. Выделенная роль вре-
мени релаксации неравновесной заселенности
позволяет использовать имеющиеся эксперимен-
тальные данные для независимого определения
этого параметра в рассматриваемых условиях.
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Аннотация. Оптические методы определения концентрации глюкозы в растворах яв-
ляются предметом повышенного интереса благодаря их потенциальной экономичности,
портативности и низкой инвазивности. Непосредственное обнаружение глюкозы с исполь-
зованием гигантского комбинационного рассеяния (ГКР) осложнено слабой адсорбцией
глюкозы на металлических поверхностях и малым сечением её рассеяния. В настоя-
щей работе реализована стратегия ферментативного определения концентрации глюко-
зы с помощью ГКР-подложек и машинного обучения, способная обеспечить высокую
чувствительность. Были разработаны сенсоры на основе нетканого материала из по-
ликапролактона и фильтровальной бумаги с восстановленными агрегатами серебряных
наночастиц на поверхности. Для нетканого материала поликапролактона дополнительно
проводилась процедура минерализации. Было определено оптимальное количество цик-
лов (три) выращивания микрочастиц ватерита на поверхности. Увеличение количества
циклов последовательной модификации поверхности поликапролактона микрочастицами
ватерита позволяет получить более однородное заращивание, что наблюдалось на изоб-
ражениях, даваемого сканирующим электронным микроскопом. Был произведен подбор
оптимальных концентраций нитрaта серебра и гидрата аммиака, используемых для мо-
дификации поверхности подложек серебряными наночастицами: 5 моль/л для полика-
пролактона, 2 моль/л для фильтровальной бумаги. Для всех типов сенсоров обучались
модели классификации на основе случайного леса. Наиболее точной моделью при опре-
делении глюкозы в концентрации 1 ммоль/л оказался образец поликапролактона с тремя
последовательными модификациями ватеритом и с серебряными наночастицами, восста-
новленными из растворов нитрaта серебра и гидрата аммиака в концентрации 5 моль/л.
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Abstract. Background and Objectives: Accurate and duly determination of glucose levels is critical for the diagnosis and control of diabetes.
Recently, opticalmethods for glucosedeterminationhavebecome the subject of increased interest due to their potential cost-effectiveness, porta-
bility, and low invasiveness. Raman spectroscopy coupled with surface-enhanced Raman scattering (SERS) substrates demonstrates outstanding
sensitivity through signal amplification and high specificity due to the unique vibrational spectra of targetmolecules. However, direct detection of
glucoseusing SERS is complicatedby theweakadsorptionof glucoseonmetal surfaces and its low scattering cross section. MaterialsandMethods:
Glucose sensorswere constructedon thebasis of polycaprolactone (PCL) scaffoldswhich havebeenmodifiedusing vateritemicroparticles or filter
paper (FP), both of which were then decorated with silver nanoparticle aggregates. The surface of the created substrates was assessed using
scanning electron microscopy (SEM) on a MIRA II (Tescan, Czech Republic). To make the sensors specific for glucose detection, they were coated
with a layer of glucose oxidase (GOx). To analyze the SERS spectra obtained as a result of measurements of aqueous solutions of glucose with
various concentrations on sensors, classification models developed using the ensemble method RandomForestClassifier were used. Confusion
matrices were obtained to assess the ratio of truly classified spectra. Results: Carrying out three cycles of modifying the surface of PCL fibers with
microparticles of calcium carbonate leads to uniform overgrowth of the entire treated area. Additional immobilization of glucose oxidase (GOx)
onto the surface of amatrix of PCL fibers with grown vaterite particles and a reduced layer of silver aggregates has provided selectivity for glucose
detection when examining samples using SERS spectroscopy. The highest sensitivity in determining low glucose concentrations (1 mM) has been
obtained for substrates with three sequential modifications of PCL fibers with vaterite and the reduction of aggregates of Ag nanoparticles from
5 M solutions of silver nitrate and ammonia hydrate with overall accuracy of 92.2%. Filter paper was considered as an alternative to using
PCL-based scaffold. The reduction of silver was carried out without vaterite particles growth by varying the concentration of the reagents used
(AgNO3, NH3·H2O). Sensors based on filter paper after the reduction of silver on the surface from salt solutions with concentrations of 2 M have
shown overall accuracy of 90.2% and the ratio of truly classified 1 mM glucose solution of 88%. Conclusion: Increasing the number of cycles
of sequential modification of the polycaprolactone surface with vaterite microparticles makes it possible to obtain a more uniform overgrowth,
which was observed in SEM images, and, as a consequence, greater ratio of truly classified spectra at lower glucose concentrations. The PCL-
based sensor (PCL/(CaCO3)3/Ag (5 M)) have outperformed FP/Ag (2 M) both with overall accuracy of classification (92.2% versus 90.2%) and
100% of truly classified spectra of 1 mM glucose solution.
Keywords: glucose sensor, SERS spectroscopy, silver coating, machine learning, random forest
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Введение

Обнаружение и точное определение глюко-
зы в биологических жидкостях имеет жизненно
важное значение для диагностики, лечения и мо-
ниторинга диабета. Современное лечение диа-
бета состоит из саморегуляции уровня глюкозы
в крови посредством частого мониторинга и со-
четания диеты, лекарств и инъекций инсулина,
в зависимости от типа диабета. Большинство па-
циентов измеряют уровень глюкозы путем взятия
небольших образцов крови «из пальца» с помо-
щью специального устройства с последующим
непрямым электрохимическим определением пе-
рекиси водорода, образующейся в результате
ферментативного окисления глюкозы глюкозоок-

сидазой [1]. Отбор проб таким способом явля-
ется одновременно болезненным и неудобным.
В результате многие пациенты избегают своевре-
менного проведения теста и не могут адекватно
контролировать уровень глюкозы, рискуя полу-
чить вторичные осложнения. В настоящее время
электрохимическое обнаружение является наи-
более точной технологией, доступной для регу-
лярного использования. Более быстрый, простой
и менее болезненный метод частого измерения
уровня глюкозы принесет большую индивиду-
альную, клиническую и общественную пользу.

Оптические подходы к определению глю-
козы в последние годы привлекли большое
внимание из-за относительно низкой стоимости,
портативности и малой инвазивности или неин-
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вазивности. Применяемая нами спектроскопия
комбинационного рассеяния (КР) в сочетании
с ГКР-подложками обеспечивают чрезвычайно
высокую чувствительность благодаря, во-пер-
вых, усилению сигналов и, во-вторых, специ-
фичности уникальных спектров вибрационных
связей анализируемых молекул. Однако прямое
обнаружение глюкозы с помощью ГКР-подло-
жек затруднено из-за плохой адсорбции глюкозы
на чистую поверхность металлов и малого попе-
речного сечения рассеяния глюкозы [2]. В силу
этого возникающее в результате комбинацион-
ное излучение глюкозы легко перекрывается
сильными фоновыми шумами окружающей сре-
ды [3]. Для решения этих проблем нами было
предложено и использовано несколько подходов
к обнаружению глюкозы с помощью спектро-
скопии гигантского комбинационного рассеяния
(ГКР-спектроскопии).

При прямом обнаружении (без химического
взаимодействия) без использования метки по-
лучаются спектры комбинационного рассеяния
света с пиками «отпечатков пальцев», уникаль-
ными для аналита (например, глюкозы). Раз-
работка эффективных плазмонных материалов
с улучшенными горячими точками или оптими-
зация техники комбинационного рассеяния света,
которые могли бы увеличить коэффициент усиле-
ния, а, следовательно, сигналы комбинационного
рассеяния глюкозы для ее непосредственной де-
текции, являются самыми простыми стратегиями.
В работе [4] исследовали сборку наночастиц яд-
ро/оболочка Au@SiO2 в качестве ГКР-подложек
для успешного обнаружения глюкозы. Концен-
трации глюкозы были оценены в полосах 935
и 1345 см−1 и продемонстрировали возмож-
ность детекции в достаточно широком диапазоне
(10−13–10−12 моль/л; в дальнейшем значение мо-
лярной концентрации для упрощения записи
будем снабжать символом М). Другая стратегия
прямого обнаружения направлена на увеличение
сродства связывания глюкозы с ГКР-подлож-
ками, уменьшение расстояния между глюкозой
и поверхностью и, соответственно, увеличение
ГКР-сигналов. Был предложен и исследован раз-
делительный слой на поверхности подложек для
концентрирования молекул глюкозы в тонком
слое активной области ГКР [1]. Почти во всех ис-
следованиях по обнаружению глюкозы на основе
ГКР с помощью прямого обнаружения не участ-
вуют никакие химические взаимодействия.

В методах непрямого обнаружения исполь-
зуется ГКР-«зондовая» молекула, связанная

с плазмонной поверхностью, которая химически
реагирует или взаимодействует с интересующим
аналитом. Химические изменения молекул-зон-
дов, вызванные аналитом, приводят к измеримым
различиям в сигналах комбинационного рассея-
ния света для некоторых или всех колебательных
мод. Аналит глюкозы приводит к взаимодей-
ствию с молекулой-меткой и образованию
их комплекса, что ведет к соответствующему
изменению сигналов комбинационного рассея-
ния света.

Известны два общих метода непрямого обна-
ружения глюкозы. В одном из них при нанесении
функционализированной поверхности распозна-
ющих молекул на основе бороновой кислоты
глюкоза обратимо образует боронатный эфир
и захватывается на поверхности. Таким образом,
молекулы бороновой кислоты используются как
в качестве структур распознавания глюкозы, так
и в качестве активных молекул комбинационного
рассеяния света. 4-меркаптофенилбороновая кис-
лота (4-MPBA) является наиболее популярной
бороновой кислотой для определения глюко-
зы методом ГКР, возможно, из-за ее сильной
способности связываться как с металлической
поверхностью, так и с глюкозой. В различных
исследованиях представлены подложки, функци-
онализированные 4-MPBA, позволяющие увели-
чить сигнал комбинационного рассеяния света
глюкозы [5–7].

Другой подход – использование фермента-
тивных реакций, в которых продукт (например,
перекись водорода) влияет на ГКР сигналы зон-
дов. Например, образование перекиси водорода
превращало молекулу-зонд в ГКР детектируе-
мый продукт, что было отражено в полученных
спектрах и способствовало эффективному мо-
ниторингу глюкозы [8]. Исследователи также
изучали ферментативные реакции травления Ag-
подложек, которые изменяли ГКР сигналы зонда
при различных концентрациях глюкозы [9].

Большой успех был достигнут при использо-
вании ГКР-подложек для чувствительного и спе-
цифического обнаружения глюкозы. Для полу-
чения ГКР-сигнала от молекулы глюкозы могут
быть использованы как прямые, так и непрямые
стратегии зондирования. Популярное в первые
годы прямое распознавание глюкозы было реа-
лизовано посредством разработки более эффек-
тивных плазмонных субстратов [10], методов,
повышающих эффективность комбинационного
рассеяния света [11], или с помощью страте-
гии функционализированного разделительного

Биофизика и медицинская физика 191



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Физика. 2025. Т. 25, вып. 2

слоя [12]. Получающиеся в результате сигна-
лы комбинационного рассеяния глюкозы обычно
слабы и легко перекрываются сильными фоновы-
ми шумами окружающей среды. Этой стратегии
обычно не хватает селективности по отноше-
нию к другим сахарам и чувствительности. Эти
проблемы можно решить с помощью стратегии
непрямого обнаружения, в которой использует-
ся ГКР активный зонд [13, 14]. Взаимодействие
зонд-аналит приводит к заметным изменени-
ям сигнала комбинационного рассеяния света.
Подводя итог, можно сказать, что бороновая
кислота и ферментативные реакции являются
двумя популярными жизнеспособными страте-
гиями. Метод непрямой детекции может быть
дополнительно улучшен за счет использования
биомолекулярного распознавания для избира-
тельного обнаружения.

Несмотря на значительный прогресс в обла-
сти изготовления сенсоров глюкозы, основанных
на анализе ГКР спектров образцов, разработка
надежной, высокоселективной и высокочувстви-
тельной сенсорной технологии остается важной
задаче, над которой работают многие научные
группы, разрабатываются подходы для мини-
мально инвазивного, биологически совмести-
мого и количественного определения глюкозы.
В качестве основы для сенсора могут выступать
нетканые материалы, например поликапролактон
(ПКЛ). ПКЛ, линейный синтетический биоразла-
гаемый алифатический полиэфир, относительно
дешев, а его способность принимать различные
формы отличает его от других биоматериа-
лов, используемых при разработке каркасов [15].
Он обладает превосходной термической стабиль-
ностью и одобрен Управлением по санитарному
надзору за качеством пищевых продуктов и меди-
каментов (США) в качестве полиэфира, пригод-
ного для применения в биомедицине [16].

Нередко для анализа данных спектроско-
пии КР и ГКР требуется применение техник
машинного обучения. В частности, в случае
проведения исследования с аналитами разной
концентрации или определения наличия опреде-
ленного компонента в смеси требуется обучение
моделей классификации или регрессии [17]. Вы-
бор модели определяется поставленной задачей
в зависимости от того, необходимо ли про-
водить различие между несколькими классами
или есть необходимость в построении калиб-
ровочной прямой по известным концентрациям
аналита для последующего определения неиз-
вестной концентрации. Также стоит различать

простые, одиночные оценщики (такие, как ме-
тод опорных векторов [18,19]) и ансамблевые
модели [17]. Для последних характерно объ-
единение нескольких одиночных оценщиков для
решения одной задачи. Ансамблевые модели раз-
личают по координации одиночных оценщиков:
параллельной или последовательной их работе;
а также по природе используемых одиночных
оценщиков: одинаковые или разные оценщики
входят в ансамблевую модель.

Целью настоящей работы являлось увеличе-
ние точности определения концентрации глюко-
зы в растворе с помощью ГКР спектроскопии
и последующего анализа получаемых спектров
методами машинного обучения. В качестве сен-
соров были рассмотрены нетканый материал
из ПКЛ и фильтровальная бумага, дополнитель-
но модифицированные серебряными наночасти-
цами для усиления ГКР сигнала. Для придания
специфичности к определению глюкозы полу-
чаемые подложки покрывали глюкозооксидазой
(GOx). Анализ ГКР спектров, полученных при
измерении водных растворов глюкозы разных
концентраций, нанесенных на изучаемые сенсо-
ры, был осуществлен с использованием ансам-
блевой модели классификации «случайный лес»,
основанной на параллельной работе одиночных
деревьев принятия решений.

Материалы иметоды

Получение нетканого материала на осно-
ве поликапролактона. В качестве основы для
разрабатываемых сенсорных структур использо-
вались нетканые материалы из поликапролак-
тона (ПКЛ), а также фильтровальная бумага
(ФБ). Для получения нетканого материала был
приготовлен раствор ПКЛ (80 кДа, 9.4 массо-объ-
емных%) в смеси дихлорметана и диметилфор-
мамида (массовое отношение 77 : 23), итоговую
смесь перемешивали в течение 3 часов. Полу-
ченный раствор набирали в шприц и размещали
в экспериментальной установке для электрофор-
мования. Скорость подачи раствора составляла
0.5 мл/ч, расстояние между электродами 25 см,
ускоряющее напряжение 20 кВ.

Модификация ватеритом нетканого ма-
териала на основе поликапролактона. Части
нетканого материала, выполненного из полика-
пролактона, в первую очередь были модифициро-
ваны микронными частицами карбоната кальция
в модификации ватерита для придания большей
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гидрофильности, получения более развитой по-
верхности и обеспечения возможности иммоби-
лизации различных агентов (серебряные/золотые
наночастицы, глюкозооксидаза). Для этого бы-
ли использованы эквимолярные (0.33 М) соли
хлорида кальция (CaCl2) и карбоната натрия
(Na2CO3). Методика выращивания микронных
частиц ватерита на волокнах нетканого матери-
ала аналогична описанной в работе [20] и за-
ключается в размещении нетканого материала
в одной из солей и последующего добавле-
ния другой соли. В объеме раствора начинает
протекать процесс зародышеобразования и по-
следующего созревания частиц ватерита, в том
числе и на волокнах размещенного в растворе
нетканого материала. Длительность выдержи-
вания модифицируемого материала составляла
30 секунд, после чего осуществлялась промывка
дважды путем погружения нетканого материа-
ла в деионизованную воду. На последнем этапе
обрабатываемый материал помещали в этило-
вый спирт (99.9%), а затем сушили в сушильном
шкафу при 40°С в течение 30 мин. Таким об-
разом, были приготовлены образцы прошедшие
однократную, двукратную и трехкратную про-
цедуру модификации волокон ватеритом: ПКЛ/
(CaCO3)1, ПКЛ/(CaCO3)2, ПКЛ/(CaCO3)3. Про-
цедуру покрытия подложек вторым и третьим
слоем CaCO3 проводили после полного высы-
хания.

Восстановление агрегатов серебряных на-
ночастиц на поверхности волокон ПКЛ +
CaCO3 по реакции серебряного зеркала. Про-
цедура восстановления агрегатов наночастиц
серебра проводилась аналогично описанному
ранее [21]. Образец ПКЛ/(CaCO3)n погружали
в 1 мл раствора AgNO3 на 5 мин в ультра-
звуковой ванне, затем приливали эквимолярный
раствор NH3·H2O. После 30 с воздействия реак-
ционную смесь удаляли, подложки промывали
два раза деионизированной водой. В качестве
восстановителя в реакции «серебряного зерка-
ла» использовался водный раствор аскорбиновой
кислоты (0.5 М, 2 мл), который добавлялся
к реакционной смеси на 1 мин. Ионы Ag+ вос-
станавливаются до металлического серебра из-за
присутствия альдегидной группы в аскорбиновой
кислоте. Полученные образцы вынимали, два-
жды промывали деионизованной водой и один
раз этиловым спиртом, сушили в сушильномшка-
фу при 40°С в течение 30 мин. В серии было
две молярности компонентов реакции (AgNO3,
NH3·H2O): 1 М, 5 М. Таким образом, в ходе

эксперимента было получено 6 типов образ-
цов с использованием двух молярностей AgNO3,
NH3·H2Oи одной, двумя и тремя модификациями
поверхности волокон микрочастицами ватерита.

Восстановление агрегатов серебряных на-
ночастиц на поверхности волокон фильтро-
вальной бумаги. В данной части работы ис-
пользовали методику восстановления агрегатов
серебряных наночастиц на поверхности воло-
кон, указанную выше, но с применением других
концентраций нитрата серебра и гидроксида ам-
мония: 1 М, 2 М и 3 М.

Иммобилизация глюкозоксидазы на по-
верхность разрабатываемых сенсоров. Для
придания специфичности к определению
глюкозы, получаемые подложки покрывали глю-
козооксидазой (GOx). Образцы ПКЛ/(CaCO3)n/
Ag(x M) и ФБ/Ag(y M), где x и y – концентрация
AgNO3, NH3·H2O, размером 5×8 мм помещали
на предметное стекло. По 30 мкл водного раство-
ра GOx (1 мг/мл) добавляли на каждый образец.
В этом случае раствор фермента полностью
покрывал образцы подложек. Подготовленные
таким образом подложки сушили при темпера-
туре 36°С. На подготовленных таким образом
подложках проводили измерения ГКР-сигнала
глюкозы (водные растворы, 1 мМ, 2 мМ и 5 мМ).

Сканирующая электронная микроскопия.
Характеризация поверхности полученных под-
ложек проводилась с помощью сканирующей
электронной микроскопии (СЭМ) на микроскопе
MIRA II (Tescan, Чехия) с использованием детек-
тора обратно-отраженных электронов. В отличие
от детектора вторичных электронов, детектор
обратно-отраженных электронов позволяет ви-
деть тяжелые элементы более яркими, и агрегаты
серебряных частиц (белые скопления) лучше кон-
трастируют с волокнами ПКЛ иФБ (темно-серые
нити) и видны на поверхности микрочастиц вате-
рита.

Спектроскопия гигантского комбинацион-
ного рассеяния. Измерение спектров гигантского
комбинационного рассеяния проводилось на при-
боре Renishaw inVia (Renishaw, Великобрита-
ния). Для данных подложек использовался лазер
532 нм, объектив 50×/0.5 N.A. Для каждого ти-
па подложек регистрировалась карта 10×10 точек
с шагом 1 мкм, время накопления сигнала 5 с на
спектр, мощность лазера 0.05% (15 мкВт на образ-
це). Были приготовлены водные растворы глюко-
зы в концентрациях 1 мМ, 2 мМ и 5 мМ. По 1 мкл
раствора глюкозы каждой концентрации добав-
ляли на подложку. Проводились измерения для
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следующих образцов: подложка ПКЛ/(CaCO3)n/
Ag(x M) или ФБ/Ag(y M), подложка + GOx,
подложка + GOx + глюкоза (1, 2 и 5 мМ). Ре-
гистрация спектров и предварительная обработка
проводились с применением программного обес-
печения (ПО) Renishaw WiRE с использованием
инструментов Cosmic Ray Removal (для удале-
ния случайно возникающих узких и интенсивных
выбросов) и Subtract Baseline (для удаления поли-
номиального фона, аппроксимация проводилась
с использованием полинома 4 степени). Далее
обработка и анализ данных проводился в среде
Jupyter Notebook на языке Python 3. Загрузка дан-
ных проводилась с помощьюWDFReader из паке-
та renishawWiRE. Для анализа данных строились
модели классификации с помощью ансамблевого
метода RandomForestClassifier из библиотеки sci-
kit learn. Для анализа данные делились на обучаю-
щую (train) и проверочную (test) выборки в соот-
ношении 80 : 20 с помощью train_test_split, коли-
чество оптимальных деревьев решений в случай-
ном лесе подбиралось с помощью решетчатого
поиска (GridSearchCV) из sklearn.model_selection.
Визуализация результата анализа проводилась
с помощью seaborn.heatmap матрицы неточно-
стей (confusion_matrix) для проверочной выборки
данных. Для подложек обучалось 2 модели клас-
сификации: бинарная между подложкой и все-
ми остальными спектрами, характеризуемыми
добавлением GOx; многоклассовая между под-
ложками с GOx в зависимости от концентрации
водного раствора глюкозы: 0, 1, 2, 5 мМ. Для
всех моделей определялась точность классифика-
ции методом accuracy_score.

Результаты и их обсуждение

В качестве основы для получения ГКР-под-
ложек использовался нетканый материал ПКЛ.
Такой тип подложки обладает гибкостью, ему
с легкостью можно придать желаемую геомет-
рию. Данные характеристики являются неоспо-
римыми достоинствами при разработке биоло-
гических сенсоров, которые планируются при-
менять в тесном контакте живыми объектами,
в том числе при создании «носимых» сенсо-
ров. Однако, получаемый нетканый материал
достаточно гидрофобен. Поэтому для придания
большей гидрофильности данному материалу
проводилась процедура минерализации его по-
верхности микрочастицами карбоната кальция.
Методика выращивания микронных частиц ва-
терита на волокнах ПКЛ нетканого материала

продемонстрированная в работе [20] открыва-
ет возможность для дальнейшей модификации
поверхности благодаря пористой структуре ново-
образованных поликристаллов ватерита.

На первом этапе работы был произведен
подбор оптимальных концентраций используе-
мых для модификации реагентов. Варьировались
концентрации нитрата серебра и гидрата аммиа-
ка, а также количество циклов синтеза ватерита
на волокнах (рис. 1).

Образцы ПКЛ/(CaCO3)1/Ag(x M) характери-
зовались неравномерным заращиванием микро-
частицами, а, следовательно, и неравномерным
покрытием агрегатами наночастиц серебра при
проведении реакции «серебряного зеркала». По-
верхность ПКЛ/(CaCO3)3/Ag(x M) равномерно
покрыта микрочастицами карбоната кальция,
в то время как поверхность образца ПКЛ/
(CaCO3)2/Ag(x M) представляет собой промежу-
точный вариант. Для дальнейших исследований
подложки с одним циклом заращивания воло-
кон микрочастицами ватерита не использовались
ввиду неравномерности.

Дополнительная иммобилизация глюкозок-
сидазы (GOx) на поверхность матрицы из ПКЛ
волокон с выращенными частицами ватерита
и восстановленным слоем серебра, как ожида-
лось, будет способствовать селективному обна-
ружению глюкозы при исследовании образцов
с помощью спектроскопии ГКР. Для такого опре-
деления характерно уменьшение сигнала GOx
с ростом концентрации детектируемой глюкозы.
Для анализа спектров, полученных после добав-
ления капли глюкозы известной концентрации
на разработанные подложки, строились модели
классификации с помощью ансамблевого метода
на основе деревьев принятия решений – случай-
ного леса (RandomForestClassifier).

Для каждого типа подложки были построены
средние спектры по 100 измерениям (рис. 2, а,
3, а), картирование каждого образца проводилось
по области 10×10 точек. Затем были построе-
ны 2 модели: бинарная, которая должны была
различить образцы подложек без GOx и после до-
бавления GOx (рис. 2, б, 3, б); многоклассовая,
которая должна была различить подложки с GOx
без глюкозы и с GOx с водным раствором глюко-
зы в концентрациях 1, 2 и 5 mМ (рис. 2, в, 3, в).

Так, для подложек ПКЛ/(CaCO3)2/Ag(1 M)
общая интенсивность сигнала ГКР была низкой
(см. рис. 2, а), однако обученная модель класси-
фикатора обладала достаточной точностью (см.
рис. 2, в). Аналогичные измерения и модели
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Рис. 1. Изображения СЭМ в режиме обратно-отраженных электронов образцов ПКЛ/(CaCO3)n/Ag(x M) с разным ко-
личеством циклов модификации ПКЛ ватеритом (n = 1, 2, 3) и разной концентрацией реагентов для восстановления
серебряных агрегатов на поверхности волокон (1 М, 5 М). Изображение СЭМ исходного нетканого материала ПКЛ

(справа). Масштабный отрезок 5 мкм
Fig. 1. SEM images in the electron backscatter mode of PCL/(CaCO3)n/Ag(x M) samples with different numbers of PCL
modification cycles with vaterite (n = 1, 2, 3) and different concentrations of reagents for the reduction of silver aggregates
(1 М, 5 M) on the surface of the fibers. SEM image of the initial nonwoven PCL material (on the right). Scale bar is 5 µm

а/а б/b в/c

Рис. 2. Средние спектры ГКР по 100 измерениям (а): 1 – ПКЛ/(CaCO3)2/Ag (1 M), 2 – ПКЛ/(CaCO3)2/Ag (1 M)/GOx, 3 –
ПКЛ/(CaCO3)2/Ag (1 M)/GOx + 1 мМ глюкоза, 4 – ПКЛ/(CaCO3)2/Ag (1 M)/GOx + 2 мМ глюкоза, 5 – ПКЛ/(CaCO3)2/Ag
(1 M)/GOx + 5 мМ глюкоза; матрица неточностей для бинарного классификатора, сравнивающего спектры подложки
без GOx и с GOx (б); матрица неточностей для многоклассового классификатора, сравнивающего спектры подложек
ПКЛ/(CaCO3)2/Ag(1 M)/GOx с добавлением водного раствора глюкозы в разных концентрациях (в). Точность каждого

классификатора указана над его матрицей неточностей
Fig. 2. Average SERS spectra for 100 measurements (а): 1 – PCL/(CaCO3)2/Ag (1 M), 2 – PCL/(CaCO3)2/Ag (1 M)/GOx, 3 –
PCL/(CaCO3)2/Ag (1 M)/GOx + 1 mM glucose, 4 – PCL/(CaCO3)2/Ag (1 M)/GOx + 2 mM glucose, 5 – PCL/(CaCO3)2/Ag
(1 M)/GOx + 5 mM glucose; confusion matrix for a binary classifier comparing the spectra of a substrate without GOx and with
GOx (b); confusion matrix for a multiclass classifier comparing the spectra of PCL/(CaCO3)2/Ag(1 M)/GOx substrates with
the addition of an aqueous glucose solution in different concentrations (c). The accuracy of each classifier is indicated above its

confusion matrix
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были обучены на измерениях подложек ПКЛ/
(CaCO3)3/Ag(5 M) (рис. 3).

Два других образца из этой серии (ПКЛ/
(CaCO3)2/Ag(5 M) и ПКЛ/(CaCO3)3/Ag(1 M))
продемонстрировали слабую способность для де-
тектирования глюкозы. Уже на этапе добавления
GOx и измерения сигнала ГКР с полученных
подложек наблюдалось резкое снижение интен-
сивности сигнала по сравнению с подложками
без GOx (ПКЛ/(CaCO3)2/Ag(5 M) (рис. 4, а)).
Подложки ПКЛ/(CaCO3)3/Ag(1 M) характеризу-

ются изначально низкой интенсивностью ГКР-
сигнала; добавление GOx привело к увеличению
соотношения сигнал-шум в получаемых спек-
трах (рис. 4, б). Исходя из особенностей в ГКР-
спектрах этих подложек, мониторинг водных рас-
творов глюкозы с их помощью не проводилось.

При оценке возможности использования
приготовленных подложек в качестве сенсоров
на глюкозу, наибольший интерес представляет
способность сенсора определять концентрацию
1 мМ. Эта концентрация является физио-

а/а б/b в/c

Рис. 3. Средние спектры ГКР по 100 измерениям (а): 1 – ПКЛ/(CaCO3)3/Ag (5 M), 2 – ПКЛ/(CaCO3)3/Ag (5 M)/GOx, 3 –
ПКЛ/(CaCO3)3/Ag (5 M)/GOx + 1 мМ глюкоза, 4 – ПКЛ/(CaCO3)3/Ag (5 M)/GOx + 2 мМ глюкоза, 5 – ПКЛ/(CaCO3)3/Ag
(5 M)/GOx + 5 мМ глюкоза; матрица неточностей для бинарного классификатора, сравнивающего спектры подложки
без GOx и с GOx (б); матрица неточностей для многоклассового классификатора, сравнивающего спектры подложек
ПКЛ/(CaCO3)3/Ag(5 M)/GOx с добавлением водного раствора глюкозы в разных концентрациях (в). Точность каждого

классификатора указана над его матрицей неточностей
Fig. 3. Average SERS spectra for 100 measurements (a): 1 – PCL/(CaCO3)3/Ag (5 M), 2 – PCL/(CaCO3)3/Ag (5 M)/GOx, 3 –
PCL/(CaCO3)3/Ag (5 M)/GOx + 1 mM glucose, 4 – PCL/(CaCO3)3/Ag (5 M)/GOx + 2 mM glucose, 5 – PCL/(CaCO3)3/Ag
(5 M)/GOx + 5 mM glucose; confusion matrix for a binary classifier comparing the spectra of a substrate without GOx and with
GOx (b); confusion matrix for a multiclass classifier comparing the spectra of PCL/(CaCO3)3/Ag(5 M)/GOx substrates with
the addition of an aqueous glucose solution in different concentrations (c). The accuracy of each classifier is indicated above its

confusion matrix

а/а б/b

Рис. 4. Средние спектры ГКР по 100 измерениям для подложек: ПКЛ/(CaCO3)2/Ag(5 M) (а), ПКЛ/(CaCO3)3/Ag(1 M) (б)
Fig. 4. Average SERS spectra for 100 measurements of the following substrates: PCL/(CaCO3)2/Ag(5 M) (a), PCL/(CaCO3)3/

Ag(1 M) (b)
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логической, может встречаться в поту при
повышенной концентрации глюкозы в крови [22].
Концентрация глюкозы в поту коррелирует
с ее концентрацией в крови, что может использо-
ваться для неинвазивного измерения биомаркера.
Если в дальнейшем планируется использовать
подложки для детектирования глюкозы в поту,
то важно убедиться, что концентрация 1 мМ явля-
ется детектируемой, и затем тестировать образцы
в диапазоне концентраций 0.05–1.0 мМ.

В серии образцов ПКЛ/(CaCO3)n/Ag(x M)
наиболее интересным с этой точки зрения явля-
ется образец ПКЛ/(CaCO3)3/Ag(5 M) (см. рис. 3).
Этот образец демонстрирует более высокую ин-
тенсивность ГКР сигнала (см. рис. 3, а) по срав-
нению с образцом ПКЛ/(CaCO3)2/Ag(1 M) (см.
рис. 2, а). Несмотря на то, что общая точность
классификации (см. рис. 3, в) ниже, чем у образ-
ца ПКЛ/(CaCO3)2/Ag(1 M) (см. рис. 2, в) (92.2%
по сравнению с 93.8%), стоит обратить вни-
мание на долю правильной классификации для
спектров GOx + глюкоза (1 мМ). Для тестовой
выборки образцов, было верно классифицирова-
но 100%, в то время как для подложек ПКЛ/
(CaCO3)2/Ag(1 M) этот показатель был равен
89%; 5% были неверно классифицированы как

GOx + глюкоза (концентрация глюкозы 2 мМ)
и 6% как GOx (концентрация глюкозы 0 мМ).

Таким образом, увеличение количества цик-
лов последовательной модификации поверхно-
сти поликапролактона микрочастицами ватерита
позволяет получить более однородное заращива-
ние, что наблюдалось на изображениях СЭМ, и,
как следствие, большую точность определения
малых концентраций глюкозы.

В качестве альтернативы использованию
нетканого материала на основе ПКЛ была рас-
смотрена фильтровальная бумага. Поскольку
этот материал изначально гидрофильный, для
модификации его поверхности серебряными
наночастицами не требуется проводить дополни-
тельную процедуру минерализации – покрытие
поверхности микрочастицами карбоната кальция.
Восстановление серебра на поверхности про-
водилось аналогично образцам ПКЛ/(CaCO3)n
(рис. 5). При концентрации используемых ре-
активов (AgNO3, NH3·H2O) 1 М, наблюдается
неравномерное покрытие агрегатами серебря-
ных наночастиц. При увеличении концентрации
нитрата серебра и гидроксида аммония до 2 М
получаемое покрытие становится более рав-
номерным. Когда концентрации реактивов
достигают 3 М, наблюдается заметное сниже-

Рис. 5. Изображения СЭМ образцов фильтровальной бумаги до и после восстановления агрегатов серебряных нано-
частиц по реакции серебряного зеркала с использованием реактивов разной концентрации. Верхний ряд – общий вид,

масштабный отрезок 50 мкм. Нижний ряд – приближенные изображения, масштабный отрезок 20 мкм
Fig. 5. SEM images of filter paper samples before and after reduction of silver nanoparticle aggregates by the silver mirror
reaction using reagents of different concentrations. Top row: general view, scale bar is 50 µm. Bottom row: close-up images,

scale bar is 20 µm
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Фильтровальная бумага/Ag (1 M) / Filter Paper/Ag (1 M)

Фильтровальная бумага/Ag (2 M) / Filter Paper/Ag (2 M)

Фильтровальная бумага/Ag (3 M) / Filter Paper/Ag (3 M)

а/а б/b в/c

Рис. 6. Результаты измерений ГКР и обученных классификаторов для подложек: средние спектры ГКР по 100 измере-
ниям (а); матрица неточностей для бинарного классификатора, сравнивающего спектры подложки без GOx и с GOx (б);
матрица неточностей многоклассового классификатора, сравнивающего спектры подложек с добавлением водного рас-
твора глюкозы в разных концентрациях (в). Точность каждого классификатора указана над его матрицей неточностей
Fig. 6. Results of SERS measurements and fitted classifiers of the following substrates: Average SERS spectra for
100 measurements (a); a binary classifier comparing the spectra of a substrate without GOx and with GOx (b); a multiclass
classifier comparing the spectra of substrates with the addition of an aqueous glucose solution in different concentrations (c).

The accuracy of each classifier is indicated above its confusion matrix

ние количества восстановленных наночастиц.
Предположительно, при такой концентрации об-
разуются очень большие кластеры наночастиц
серебра, слабо связанные с поверхностью во-
локон фильтровальной бумаги. Это приводит

к тому, что агрегаты серебряных наночастиц
остаются в воде и/или в спирте на одном из эта-
пов промывки.

Затем для последующего детектирования
глюкозы к полученным подложкам добавляли
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GOx, и исследовали изменение сигнала ГКР,
измеренного от подложки, подложки+GOx и под-
ложки+GOx + глюкоза в концентрациях 1, 2
и 5 мМ. Аналогично с образцами ПКЛ/(CaCO3)n/
Ag(x M) на полученных данных обучали ансам-
блевую модель классификации – случайный лес
(рис. 6).

Классификатор, обученный на данных с под-
ложки ФБ/Ag (2 M), показал не только лучшую
общую точность (90.2% против 70% для ФБ/
Ag (1 M) и 58.8% для ФБ/Ag (3 M)), Но и бо-
лее точное определение глюкозы в концентрации
1 мМ: 88% верных классификаций, 5%, 3% и 4%
ложно классифицированы как GOx, GOx+2 мМ,
GOx+5 мМ, соответственно.

Заключение

Проведение трех циклов модификации по-
верхности волокон ПКЛ микрочастицами кар-
боната кальция приводят к равномерному за-
ращиванию всей обрабатываемой области. До-
полнительная иммобилизация глюкозоксидазы
(GOx) на поверхность матрицы из ПКЛ волокон
с выращенными частицами ватерита и восстанов-
ленным слоем серебра обеспечила селективность
обнаружению глюкозы при исследовании образ-
цов с помощью спектроскопии ГКР. Наибольшая
чувствительность в определении низких концен-
траций глюкозы (1 мМ) была получена для подло-
жек с тремя последовательными модификациями
волокон ПКЛ ватеритом и восстановлением агре-
гатов Ag наночастиц из 5 М растворов нитрата
серебра и гидрата аммиака. Несмотря на более
низкую общую точность модели классифика-
ции (92.2% по сравнению с 93.8% для образца
с 2 циклами минерализации и использовании
1 М растворов нитрата серебра гидрата амми-
ака), образец ПКЛ/(CaCO3)3/Ag(5 M) показал
отсутствие ложных классификаций для спектров,
измеренных для водного раствора глюкозы в кон-
центрации 1 мМ.

В качестве альтернативы использованию
нетканого материала на основе ПКЛ была рас-
смотренная фильтровальная бумага. Восстанов-
ление серебра было произведено без создания
ватеритных частиц с варьированием концентра-
ции используемых реактивов (AgNO3, NH3·H2O).
Сенсоры на основе фильтровальной бумаги по-
сле восстановления серебра на поверхности
из растворов солей с концентраций 2 M по-
казали наибольшую точность (90.2%), а также
долю верных классификаций (88%) к резуль-
татам измерения растворов глюкозы в малой

концентрации (1 мМ). При сравнении лучших
представителей исследованных серий образцов,
самым перспективным может считаться образец
ПКЛ/(CaCO3)3/Ag(5 M).
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Введение

Методы оптической диагностики широко
используются в биомедицинских исследовани-
ях, так как являются неразрушающими, ма-
лоинвазивными и безопасными. Эти методы
надежны, функциональны и несут информацию
о физиологических или патологических измене-
ниях в биологических тканях [1].

Например, у пациентов с сахарным диа-
бетом наблюдается повышенный уровень сво-
бодной глюкозы в крови и, соответственно,
в интерстициальной жидкости, что вызывает
неферментативную реакцию Майяра с амино-
группами белковых молекул во всем организ-
ме [2–6]. Результатом протекания реакции яв-
ляется образование оснований Шиффа, которые
затем превращаются в обратимые промежуточ-
ные продукты гликирования Амадори, а затем
в долгоживущие необратимые конечные про-

дукты гликирования. Конечные продукты глики-
рования образуют дополнительные поперечные
молекулярные сшивки в соединительных тканях
и связываются со специфическими клеточными
рецепторами, что может приводить к генерации
активных форм кислорода. Оба механизма вли-
яют на нормальные физиологические функции
органов человека [7–10]. Накопление конечных
продуктов гликирования в тканях при сахар-
ном диабете приводит к тяжелым осложнениям
жизненно важных систем и органов организма,
таким как ретинопатия, нефропатия, нейропа-
тия, мышечная недостаточность и сердечно-со-
судистые заболевания, вызванные изменением
клеточных функций, ухудшением проницаемо-
сти биологических мембран, метаболическим
дисбалансом, нарушением функции тканей и ор-
ганов [2–10].
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Для мониторинга осложнений при сахарном
диабете и выявления их механизмов широ-
ко используются оптические методы разной
степени сложности [3, 4, 6, 11–14]: флуорес-
центная спектроскопия [12, 14], спектроско-
пия коллимированного пропускания [3, 6] или
спектроскопия отражения с пространственным
разрешением [12], гиперспектральная [12] или
лазерная спекл-контрастная визуализация [3, 6,
12, 13], конфокальная микроскопия [12], опти-
ческая когерентная томография [3, 6, 12], опто-
акустическая томография [12], спектроскопия
комбинационного рассеяния [4, 12], многофо-
тонная микроскопия [4, 11, 12] и терагерцовая
спектроскопия и визуализация [12].

Метод спектроскопии коллимированного
пропускания при оптическом просветлении
образца биоткани с помощью оптических
просветляющих агентов позволяет проводить
измерения с высокой скоростью и на различ-
ных типах биологических тканей с хорошей
воспроизводимостью результатов [3, 6]. Ско-
рость оптического просветления определяется
скоростями диффузии агента в ткань и интер-
стициальной жидкости из ткани. Поскольку
проницаемость ткани для потоков агента и во-
ды во многом определяется структурой ткани,
которая значительно изменяется при гликирова-
нии, то изменение скорости диффузии молекул
в ткани может быть использовано в качестве
биомаркера степени ее гликирования [3, 6]. Для
таких исследований используются различные
экспериментальные модели сахарного диабе-
та на животных [3, 15]. Наиболее часто – это
химические модели, вызванные внутримышеч-
ной инъекцией аллоксана или стрептозотоцина
[3, 15].

В настоящей работе методом спектроскопии
коллимированного пропускания исследуются ки-
нетические зависимости пропускания ex vivo
тканей головы крыс (кожи скальпа, кости чере-
па, твердой мозговой оболочки, серого и белого
вещества мозга) в норме и при модельном диа-
бете при воздействии 70% раствора глицерина
в качестве оптического просветляющего агента.
Целью работы является определение характер-
ного времени диффузии глицерина в этих тка-
нях и нахождение различий, ассоциированных
с их гликированием. Кроме того, полученные
экспериментальные данные по времени и эф-
фективности оптического просветления имеют
самостоятельное значение для применения в оп-
тических исследованиях биоптатов тканей голо-

вы без использования тонких гистологических
срезов и окрашивания.

1. Материалы иметоды

1.1. Подготовка образцов тканей головы

Экспериментальный сахарный диабет моде-
лировался на аутбредных белых крысах-самцах
путем внутримышечного введения аллоксана
в соответствии с протоколом из статьи [15]. Мо-
дель сахарного диабета 2 типа воспроизводили
с помощью внутримышечного введения аллок-
сана тетрагидрата («LaChema», Чехия) в дозе
65 мг/кг с предварительным внутримышечным
введением никотинамида (230 мг/кг). В качестве
группы сравнения использовали животных без
какого-либо воздействия. Через 2 недели после
введения аллоксана измеряли уровень глюкозы
у крыс в крови с помощью глюкометра (Акку-Чек
Перформа Нано, Германия). Животные содержа-
лись в стандартных условиях вивария, пищевой
режим стандартный, с использованием комби-
корма для грызунов. Все экспериментальные
исследования проводили в соответствии с Реко-
мендациями № 33 от 14.11.23 ЕЭК о руководстве
по работе с лабораторными (экспериментальны-
ми) животными при проведении доклинических
(неклинических) исследований, а также в соот-
ветствии с рекомендациями комитета по эти-
ке Саратовского государственного медицинского
университета им. В. И. Разумовского.

В исследованиях использовались 8 лабора-
торных крыс, 4 из которых были здоровыми
и 4 – с модельным диабетом. Для выявле-
ния кинетики изменения оптических и объемно-
массовых характеристик тканей головы (массы,
толщины, площади и объема) готовились сре-
зы тканей кожи скальпа, кости черепа, твердой
мозговой оболочки, серого и белого вещества
мозга прямоугольной формы площадью не ме-
нее, чем 8×8 мм2. Толщину каждого образца,
помещенного между двумя предметными стекла-
ми, измеряли с помощью микрометра в 5 точках
по поверхности образца и результаты усредняли.
Образцы для здоровых крыс и крыс с модельным
сахарным диабетом имели начальную толщину
в следующих пределах 0.12–0.15 мм для бе-
лого вещества мозга, 0.21–0.22 мм для серого
вещества мозга, 0.21–0.25 для твердой мозго-
вой оболочки, 0.44–0.45 мм для кожи скальпа
и 0.91–0.94 мм для кости черепа. Массу измеряли
с помощью электронных весов (Scientech, SA210,
США) с точностью ±1 мг. Перед измерениями
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образцы помещали в физиологический раствор
на 30 мин, после чего осторожно сушили филь-
тровальной бумагой и приступали к основным
измерениям. Каждый параметр измеряли сначала
перед помещением образцов в глицерин, а затем
каждые 5 минут после помещения их в глице-
рин для объемно-массовых измерений и каждую
минуту для спектральных измерений в течение
60 мин.

1.2. Оптический просветляющий агент

В исследовании в качестве иммерсионного
оптического просветляющего агента (ОПА) ис-
пользовался водный 70%-ный раствор глицерина
(далее глицерин) [16].

1.3. Измерение объемно-массовых
характеристик образцов

Получены временные зависимости толщи-
ны, массы и площади образцов тканей головы
в процессе воздействия на них глицерина, кото-
рые были нормированы на исходные значения.
Объем образца рассчитывался на основе изме-
рений толщины и площади. Были получены
зависимости массы, толщины, площади и объема
образцов различных тканей как функция от вре-
мени иммерсии в глицерине. Усреднение для
каждого параметра образца производили по трем
измерениям.

1.4. Экспериментальная установка и методы
измерения

Измерения спектров коллимированного про-
пускания образцов проводили с использованием
оптоволоконного спектрометра USB 4000-VIZ-
NIR (Ocean Optics, США) при комнатной тем-
пературе (~21°С). Регистрация уже усредненных
спектров проводилась каждую минуту в тече-
ние 60 мин. Схема экспериментальной установки
представлена на рис. 1. Галогенная лампа HL-
2000-CAL (Ocean Optics, США) использовалась
в качестве источника света. Оптические волокон-
ные кабели P400-1-UV-VIZ-NIR (Ocean Optics,
США) с диаметром сердцевины 400 мкм исполь-
зовались для доставки света к образцу и сбора
пропускаемого света в спектральном диапазоне
450–900 нм. Для обеспечения коллимированности
пучка на торцах оптических волокон с помощью
стандартных разъемов SMA-905 закреплялись
коллиматоры 74-ACR (Ocean Optics, США). Обра-
зец закрепляли на пластинке размером 17×38 мм
с отверстием 8×8 мм и помещали в стеклянную
кювету объемом 5 мл, заполненную ОПА. Кювета
помещалась между коллиматорами.

2. Результаты и их обсуждение

2.1. Объемно-массовые характеристики образцов

Было обнаружено, что по мере действия
глицерина значения всех объемно-массовых ха-

Рис. 1. Схема экспериментальной установки для измерения коллимированного пропускания образцов тканей головы
Fig. 1. Experimental setup for measuring the collimated transmittance of head tissue samples
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рактеристик тканей головы крыс постепенно
снижается на 25–30% в первые 30 мин, что объ-
ясняется дегидратацией тканей и соответствует
результатам работы [17]. При этом продольная
и поперечная усадка образцов тканей обуслов-
лена изменениями в упаковке волокон матрикса
ткани, которые сближаются по мере обезвожива-
ния. После 30 мин действия агента начиналась
регидратация (набухание) тканей с частичным
восстановлением объемно-массовых характери-
стик к концу исследования, которое заканчива-
лось к 60-й мин. При этом разница в кинетике
объемно-массовых характеристик для здоровых
и гликированных тканей головы была за преде-
лами ошибок измерений, поскольку для каждого
измерения было необходимо извлечь образец
из глицерина, провести ряд измерений в течение

нескольких минут. Для оптических измерений
не было необходимости извлечения образцов
из измерительной кюветы, заполненной глице-
рином, поэтому ожидается более высокая досто-
верность обнаружения различий в кинетике для
нормы и патологии. Однако, учитывая получен-
ные результаты для кинетики объемно-массовых
характеристик образцов, в протокол оптических
измерений было заложено измерение этих харак-
теристик до и после измерений.

2.2. Исследование кинетики спектров
коллимированного пропускания

На рис. 2–6 представлены типичные спектры
(450–900 нм) и соответствующая кинетика кол-
лимированного пропускания на ряде длин волн
для образцов тканей головы крыс при действии

а/а б/b

в/c г/d

Рис. 2. Спектры коллимированного пропускания образцов кожи скальпа здоровых (а) и диабетических (в) крыс, из-
меренные в разные моменты действия 70% глицерина; соответствующая кинетика коллимированного пропускания (б)
и (г). Толщина образца от здоровой крысы до действия агента – 0.45 мм, а после 60 мин действия – 0.50 мм и, соответ-

ственно, для диабетического образца – 0.44 и 0.50 мм (цвет онлайн)
Fig. 2. Collimated transmittance spectra of scalp skin samples from healthy (a) and diabetic (c) rats, measured at different
moments of exposure to 70% glycerol; the corresponding collimated transmittance kinetics (b) and (d). The thickness of the
sample from a healthy rat before measurement was 0.45 mm, and after 60 min of exposure to the agent 0.50 mm, and for a

diabetic rat – 0.44 and 0.50 mm, respectively (color online)
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а/а б/b
Рис. 3. Спектры коллимированного пропускания образцов кости черепа здоровых (а) и диабетических (в) крыс, измерен

Толщина образца от здоровой крысы до действия агента – 0.91 мм, а после 60 мин действия

Fig. 3. Collimated transmission spectra of skull bone samples from healthy (a) and diabetic (c) rats, measured at different
sample from a healthy rat before measurement was 0.91 mm, and after 60 minutes of exposure

а/а б/b
Рис. 4. Спектры коллимированного пропускания образцов твердой мозговой оболочки здоровых (а)

коллимированного пропускания (б) и (г). Толщина образца от здоровой крысы до действия агента – 0.25 мм,

Fig. 4. Collimated transmission spectra of dura mater samples from healthy (a) and diabetic (c) rats, measured at different
sample from a healthy rat before measurement was 0.25 mm, and after 60 minutes of exposure

а/а б/b
Рис. 5. Спектры коллимированного пропускания образцов серого вещества мозга здоровых (а) и диабетических (в)

пропускания (б) и (г). Толщина образца от здоровой крысы до действия агента – 0.21 мм, а после 60 мин

Fig. 5. Collimated transmission spectra of gray matter samples from the brains of healthy (a) and diabetic (c) rats, measured
thickness of the sample from a healthy rat before measurement was 0.21 mm, and after 60 minutes of exposure
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в/c г/d
ные в разные моменты действия 70%-го глицерина; соответствующая кинетика коллимированного пропускания (б) и (г).
– 0.94 мм и, соответственно, для диабетического образца – 0.94 и 0.97 мм (цвет онлайн)

moments of exposure to 70% glycerol; the corresponding collimated transmission kinetics (b) and (d). The thickness of the
to the agent 0.94 mm, and for a diabetic rat – 0.94 and 0.97 mm, respectively (color online)

в/c г/d
и диабетических (в) крыс, измеренные в разные моменты действия 70%-ного глицерина; соответствующая кинетика
а после 60 мин действия – 0.27 мм и, соответственно, для диабетического образца – 0.21 и 0.23 мм (цвет онлайн)

moments of exposure to 70% glycerol; the corresponding kinetics of collimated transmission (b) and (d). The thickness of the
to the agent 0.27 mm, and for a diabetic rat – 0.21 mm and 0.23 mm, respectively (color online)

в/c г/d
крыс, измеренные в разные моменты действия 70%-ного глицерина; соответствующая кинетика коллимированного
действия – 0.23 мм и, соответственно, для диабетического образца – 0.22 и 0.24 мм (цвет онлайн)

at different moments of exposure to 70% glycerol; the corresponding kinetics of collimated transmission (b) and (d). The
to the agent 0.23 mm, and for a diabetic rat – 0.22 mm and 0.24 mm, respectively (color online)
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а/а б/b

в/c г/d

Рис. 6. Спектры коллимированного пропускания образцов белого вещества мозга здоровых (а) и диабетических (в)
крыс, измеренные в разные моменты действия 70%-ного глицерина; соответствующая кинетика коллимированного
пропускания (б) и (г). Толщина образца от здоровой крысы до действия агента – 0.15 мм, а после 60 мин действия –

0.17 мм и, соответственно, для диабетического образца – 0.12 мм и 0.14 мм (цвет онлайн)
Fig. 6. Collimated transmission spectra of white matter samples from the brains of healthy (a) and diabetic (c) rats, measured at
different moments of exposure to 70% glycerol; the corresponding kinetics of collimated transmission (b) and (d). The thickness
of the sample from a healthy rat before measurement was 0.15 mm, and after 60 minutes of exposure to the agent 0.17 mm, and

for a diabetic rat – 0.12 and 0.14 mm, respectively (color online)

70%-ного раствора глицерина в течение 60 минут.
На рисунках с литерами а и б представлены ткани
головы здоровых крыс, а на рисунках с литерами
в и г – ткани головы крыс с диабетом.

Временная зависимость коллимированного
пропускания TC(λ, t) после нормировки кинети-
ческих кривых достаточно хорошо описывается
уравнением [1, 6]

TC(λ, t)∼= 1− exp
(
− t

τ(λ)

)
, (1)

которое показывает связь с характерным вре-
менем диффузии иммерсионного агента τ(λ)
в ткани для каждой длины волны в диапазоне
450–900 нм. Нормировка кинетических кривых
проводилась на исходные значения таким об-
разом, чтобы коэффициенты коллимированного

пропускания для каждой отдельной длины вол-
ны, варьировались между 0 и 1. Это уравнение
использовалось для нахождения времени диффу-
зии глицерина в образцах тканей головы в норме
и при диабете. Результаты представлены в таб-
лице. Расчеты проводились для спектральных
линий вдали от сильных полос поглощения, там,
где доминирует рассеяние, а именно в диапазоне
от 600 до 800 нм с интервалом в 50 нм.

Как следует из результатов таблицы, несмот-
ря на достаточно сильные различия в толщинах
используемых образцов, удалось выявить ха-
рактерные свойства исследуемых тканей при
воздействии глицерина. Самая замедленная диф-
фузия наблюдается для костной ткани черепа,
остальные мягкие ткани имеют близкие вре-
мена диффузии. Для всех типов тканей время

208 Научный отдел



Алаа Сабих Шансхул и др. Различия в кинетике оптического просветления

Экспериментальные значения характеристического времени диффузии 70%-ного раствора глицерина в об-
разцах тканей головы здоровых (З) и диабетических (Д) крыс, значения роста времени диффузии τ
и соответствующие средние значения толщины l образцов до и после иммерсии в глицерине, полученные в про-

цессе оптических измерений
Table. Experimental values of the characteristic diffusion time of a 70% glycerol solution in head tissue samples of
healthy (H) and diabetic (D) rats, values of the growth of the diffusion time τ and the corresponding average values of
the thickness l of the samples before and after immersion in glycerol, obtained in the process of optical measurements

Ткани головы /
Tissues of the head

З/Д / H/D τ, мин / τ, min Рост τ,% /
Growth τ,%

l, мм (до/после) /
l, mm

(before/after)

Кожа скальпа / Scalp skin
З / H 14 ± 10

14
0.45/0.51

Д / D 16 ± 11 0.44/0.50

Кость черепа / Skull bone
З / H 32 ± 15

12.5
0.90/0.94

Д / D 36 ± 15 0.94/0.97
Твердая мозговая оболочка /
Dura mater

З / H 13 ± 10
15

0.25/0.27
Д / D 15 ± 11 0.21/0.23

Серое вещество мозга / Gray
matter of the brain

З / H 11 ± 5
18

0.21/0.23
Д / D 13 ± 8 0.22/0.24

Белое вещество мозга / White
matter of the brain

З / H 12 ± 8
17

0.15/0.17
Д / D 14 ± 6 0.12/0.14

диффузии удлиняется для диабетических крыс.
Наименьшие различия порядка 12.5% наблюда-
ются для костной ткани, а наибольшие для серого
(18%) и белого (17 %) вещества мозга, что со-
ответствует сильными различиям в метаболизме
этих типов тканей. При этом ткани кожи (дерма)
и твердая мозговая оболочка, близкие по своему
строению на основе коллагеновых волокон, име-
ют близкие значения – 14 и 15% соответственно.
Эти данные говорят о том, что в целом все тка-
ни головы гликируются при диабете, но скорость
гликирования тканей мозга несколько выше. Это
обстоятельство следует учитывать при прогнози-
ровании степени гликированности тканей мозга
по изменению скорости диффузии пробных мо-
лекул типа глицерина в коже пациента [3, 6].

Выводы

Анализ кинетики коллимированного про-
пускания исследуемых тканей головы показал
затрудненную диффузию пробных молекул гли-
церина для всех типов твердых и мягких тканей
у диабетических крыс по сравнению со здоровы-
ми. Важно, что наименьшие различия во времени
диффузии (12,5%) наблюдаются для костной тка-
ни, а наибольшие – для серого (18%) и белого
(17%) вещества мозга. Это очевидно объясняется
сильными различиями в метаболизме этих типов
тканей. В тоже время для тканей более или менее
близких по метаболизму, таких как кожа и твер-
дая мозговая оболочка, различия составляют

14 и 15% соответственно. Это важное обстоя-
тельство следует учитывать при неинвазивном
прогнозировании степени гликированности тка-
ней мозга по оптическим измерениям скорости
диффузии пробных молекул в коже диабетиче-
ского больного.
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Введение

У специалистов, знающих схемотехнику
двоичных логических КМОП–элементов, при
знакомстве с устройством элементов троичной
логики [1–5] зачастую складывается впечатление
об их сравнительной сложности. Они неволь-
но задаются вопросом, оправдано ли подобное
усложнение, и какие преимущества может обес-
печить переход на троичную логику? Её основ-
ное преимущество фактически очевидно: при
прочих равных условиях элемент троичной логи-
ки производительней своего двоичного аналога
по меньшеймере в 1.5 раза, поскольку за единицу
времени обрабатывает больший объём инфор-
мации, т. к. способен оценить состояние трёх
логических уровней против двух. Неочевидным
является тот факт, что благодаря некоторому
усложнению элементов возможно упрощение со-
здаваемых из них структур троичной техники
и увеличение их производительности [1, 3, 5].
Следует также отметить, что троичная техни-
ка является единственной недвоичной техникой,
не связанной с необходимостью ужесточения
действующих в двоичной технике допусков
на параметры сигналов и характеристики эле-
ментов.

Что же позволяет троичной технике де-
монстрировать повышенную, по сравнению

с двоичной, производительность «при прочих
равных условиях»? Основные характеристики,
обеспечивающие повышение производитель-
ности устройств, выполненных на элементах
троичной логики:
– естественное представление чисел со зна-
ком, то есть нет необходимости пользовать-
ся искусственными приемами типа прямого,
обратного или дополнительного кода;

– знак числа определяется знаком старшей
ненулевой цифры без использования спе-
циального знакового бита, как в двоичной
системе;

– простое сравнение чисел по величине,
при этом не нужно обращать внимание
на знак числа;

– как следствие, команда ветвления по зна-
ку в троичной машине занимает в два раза
меньше времени, чем в двоичной;

– усечение длины числа равносильно пра-
вильному округлению (способы округления,
используемые в двоичныхмашинах, не обес-
печивают этого);

– троичный сумматор осуществляет вычита-
ние при инвертировании одного из слагае-
мых, откуда следует, что троичный счетчик
автоматически является реверсивным;
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– в трехвходовом троичном сумматоре пере-
нос в следующий разряд возникает в 8 ситуа-
циях из 27, а в двоичном сумматоре – в 4 из 8;

– таблицы умножения и деления почти так же
просты, как и в двоичной системе, умноже-
ние на –1 инвертирует множимое;

– трехуровневый сигнал более устойчив к воз-
действию помех в линиях передачи. Это
означает что специальные методы избы-
точного кодирования троичной информации
проще, нежели двоичной;

– количество связей в сложной системе умень-
шается: для передачи данных в параллель-
ном представлении необходимо в log 3/log 2
≈ 1.58 раз меньше передающих линий [1].
Общепринято также выделять следующие

преимущества троичной логики перед двоичной:
– логические высказывания более приближе-
ны к естественным, то есть: «да, нет, не
знаю (не определено)» вместо просто «да,
нет»;

– троичная логика – самая экономичная логи-
ка из всех в плане представления чисел с по-
мощью определенного количества знаков;

– больший числовой диапазон можно охва-
тить с малым количеством разрядов;

– при использовании троичной симметричной
системы с алфавитом {–1, 0, +1} можно
перевести число в отрицательное простым
инвертированием его разрядов (тритов).
Какой же прирост производительности мик-

ропроцессора могут обеспечить перечисленные
выше положительные характеристики троичной
логики? Поскольку засилья троичных компью-
теров не наблюдается, да и рынок не балует
разнообразием элементов троичной логики, ав-
торы приняли решение самостоятельно разрабо-
тать простые схемотехнически и технологиче-
ски несложные троичные логические элементы,
и на их основе сконструировать троичный про-
цессор, позволяющий реализовать конструкцию
доступными средствами. После чего получить
достоверный ответ на поставленный вопрос,
сравнив по возможности характеристики раз-
работанного троичного процессора с наиболее
близким по параметрам двоичным аналогом.

В практической реализуемости подобной
задачи наглядно убедил автор проекта [6], со-
здавший действующий аналог легендарного 8-
разрядного микропроцессора MOS 6502 из от-
дельных дискретных SMD компонентов на плате
размером 380 x 305 мм1.

1. Модели базовых троичных логических элементов

Протестированные и полностью работоспо-
собные аналоговые модели базовых и вспо-
могательных троичных логических элементов
комбинационной логики [5] были оформлены
как субмодули (рис. 1) используемого пакета
САПР [7], что позволило использовать их в
дальнейшем для разработки основных узлов
троичного процессора. Некоторое визуальное
неудобство названий, присвоенных субмодулям,
обусловлено ограничением на формат их имени
в используемом пакете САПР [7]2.

Рис. 1. Субмодули аналоговых моделей базовых и вспо-
могательных троичных логических элементов

Fig. 1. Ternary basic and additional logic elements analogue
models subcircuits

2. Логический элемент
троичной операции неэквивалентности

Неэквивалентность – логическая операция,
которая двум высказываниям ставит в соответ-
ствие новое высказывание, считающееся истин-
ным, если лишь одно из высказываний истинно,
и ложным во всех остальных случаях. То есть

1Пример другого энтузиаста самостоятельной разработки микропроцессорной техники напомнил о том, что в городе, где
находится большое количество предприятий электронной промышленности, в условиях рынка можно изыскать возможность
при наличии финансирования изготовить троичные логические элементы и по планарной интегральной технологии. См.: Эн-
тузиаст собрал самодельный процессор у себя в гараже. URL: https://4pda.to/2021/08/22/389320/entuziast_sobral_samodelnyj_
protsessor_u_sebya_v_garazhe_video/ (дата обращения: 25.11.2024).

2В зарубежной литературе троичные логические элементы левой и правой циклических инверсий могут носить названия
rotate down cycle; left cycle; double inverse cycle и rotate up cycle; right inverse cycle [8].
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в том случае если оба высказывания одновре-
менно истинны, либо одновременно ложны, ре-
зультат логической операции неэквивалентности
будет ложным. Логическую операцию неэквива-
лентности можно рассматривать как отрицание
результата операции эквивалентности3.

Смысл логической операции неэквивалент-
ности, максимально приближён к высказыванию
«или то, или это, но не оба сразу», «что-нибудь,
но не все». Собственно, этому высказыванию
и соответствует название строгая дизъюнкция –
дизъюнкция, при которой результат для ситу-
ации «оба сразу» ложный. Для обозначения
операции используют английскую аббревиатуру
«XOR» английского словосочетания «eXclusive
OR»: «один и только один».

Схема троичного логического элемента
«XOR» представлена на рис. 2. Принимая во вни-
мание тот факт, что в наличии есть удачная
и вполне работоспособная модель базисного
троичного логического элемента «INV–MIN»
(аналог «И–НЕ» двоичной логики), троичный ло-
гический элемент «XOR» был выполнен по схеме
(рис. 2, а), идентичной его двоичному прототи-
пу [9, c. 57].

Работа элемента была протестирована
при подаче на вход A пилообразного сигнала,
а на вход B – троичных управляющих потенци-
алов. Анализ приведенных выше осциллограмм

показывает (рис. 2, б), что троичный логический
элемент «XOR» ведёт себя практически так же,
как и его двоичный аналог, работая по принципу
«что-нибудь, но не все» с входными данными
уровня логической «+1» и логической «–1». При
управляющем сигнале на входе B, равном ло-
гической «+1», троичный вентиль инвертирует
входной сигнал на входе A. При управляющем
сигнале на входеB, равном логической «–1», тро-
ичный вентиль пропускает сигнал на входе A без
инверсии. И, наконец, при подаче логического
«0» на вход B, троичный элемент «XOR» также
выдаёт на выход «0», что позволяет признать его,
как и его двоичный аналог, управляемым инвер-
тором, поскольку в троичной логике инверсия
логического «0» есть сам логический «0».

Логический элемент «XOR», выполняя
в двоичной алгебре операцию «сложение по мо-
дулю два», является основой для построения
полного двоичного сумматора. В троичной же
логике элемент «XOR» в схемотехнике полного
троичного сумматора не используется.

Модель троичного логического элемента
«исключающее ИЛИ», была оформлена в виде
отдельного функционального модуля, который
может быть использован в дальнейшем для по-
строения более сложных устройств троичной
логики.

а/а б/b

Рис. 2. Принципиальная электрическая схема троичного логического элемента неэквивалентности (а) и осциллограммы
его входных и выходного сигналов (б)

Fig. 2. Ternary non-equivalence logic element circuit diagram (a) and its input and output signal waveforms (b)

3Операция неэквивалентности имеет и другие названия. В математической логике она известна как операция «исключаю-
щее ИЛИ» (строгая дизъюнкция), а в двоичной алгебре – как операция «сложение по модулю два» F (х1, х2) = х1 ⊕ х2.
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3. Троичный полусумматор

Одноразрядный троичный сумматор по мо-
дулю 3, принципиальная электрическая схема
которого представлена на рис. 3, построен на ос-
нове троичного мультиплексора, образованного
троичными логическими элементами DD3–DD9.

Элементы DD3 и DD4 представляют со-
бой свернутые в субмодули декодеры троичных
логических уровней «+1» и «–1» на входе B,
а элемент DD5 типа «INV_MIN» в совокупности
с DD3 и DD4 отслеживает уровень логического
«0» в тех случаях, когда DD3 и DD4 не обна-
ружили ни «+1», ни «–1». Выходы декодеров
управляют троичными логическими вентиля-
ми DD6–DD8 типа «INV_MIN» прозрачными
по уровню логической «+1». Элемент DD9 типа
«INV_3MIN» для инверсных выходов венти-
лей DD6–DD8 играет роль троичного «ИЛИ»,
пропуская на выход C сигнал одного из них, про-
зрачного в отдельный конкретный момент.

Логика функционирования сумматора по мо-
дулю 3 представлена в табл. 1.

Устройство работает следующим образом.
Если на входе B элементом DD3 определен
уровень «+1», что предполагает сложение с еди-
ницей значения на входе A, то по активному
уровню «+1» на выходе DD3 прозрачен вен-
тиль DD6. В этом случае любое число с входа

A поступает на выход сумматора через элемент
DD1 правой троичной циклической инверсии,
то есть, увеличенным на единицу.

Если на входе B элементом DD4 опреде-
лен уровень «–1», то прозрачен вентиль DD8,
предполагается вычитание единицы из значения
на входе A, и любое число с входа A поступает
на выход C через элемент DD2 левой троичной
циклической инверсии, уменьшенным на еди-
ницу.

Таблица 1 / Table 1
Таблица истинности троичного сумматора

по модулю 3
Ternary modulo 3 adder truth table

C ≡ A⊕₃B
A

–1 0 1

B

–1 1 –1 0
0 –1 0 1
1 0 1 –1

При логическом «0» на входе B, значения
с входа A через прозрачный вентиль DD7 про-
ходят на выход C без изменения, поскольку
сложение с нулём не изменяет число.

Очевидно преимущество троичной ариф-
метики: сложение и вычитание производится
одним и тем же узлом – сумматором – без
излишнего преобразования в дополнительный

Рис. 3. Принципиальная электрическая схема троичного сумматора по модулю 3
Fig. 3. Ternary modulo 3 adder circuit diagram
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код, поскольку число в троичной симметричной
системе счисления естественным образом содер-
жит в себе знак.

При троичном суммировании по модулю 3
необходимость переноса возникает лишь в двух
случаях:
– 1 + 1 = –1 – в текущий разряд и +1 – перенос
в старший;

– –1 + (–1) = –1–1 = +1 – в текущий разряд и –
1 – перенос.
Таблица истинности схемы формирования

полупереноса (Half Carry) этом случае выглядит
следующим образом.

Таблица 2 / Table 2
Таблица истинности троичного логического узла,

формирующего выходной сигнал переноса
полсумматора

Ternary half adder carry out truth table

Half Carry
A

–1 0 1

B

–1 –1 0 0
0 0 0 0
1 0 0 1

И эту функцию также удобно реализовать
на основе троичного мультиплексора с несколько
видоизмененной схемой управления, показанной
на рис. 4.

Принцип работы устройства следующий.
Элемент DD1 активным уровнем «+1» на своем
инверсном выходе активирует вентильDD3 в том
случае, если на входе A логическое значение
НЕ «–1», и вентиль DD3 передает на выход ло-
гический «0». Элемент DD2 активным уровнем
«+1» на своем инверсном выходе активирует
вентиль DD5 в том случае, если на входе B
логическое значение НЕ «–1», и вентиль DD5 пе-
редает на выход логический «0».

Элемент DD6, на входы которого посту-
пают инверсные значения вентилей DD3–DD5,
пропускает на выход минимальное из значений
на своих входах, инвертируя его. Поэтому при
совпадении логических значений «+1» на вхо-
дах A и B на выходе DD4 появляется сигнал
«–1», который преобразуется в «+1» на выходе
DD6. При совпадении логических значений «–1»
на входах A и B элементы DD1 и DD2 запира-
ют вентили DD3 и DD5, на выходах которых
появляется логическая «+1». Но и на выходе
DD4 в этом случае – «+1». Элемент DD6 обра-
батывает совпадение логических «+1» на своих
входах, инвертируя его в «–1».

4. Полный троичный одноразрядный сумматор

Троичный сумматор по модулю 3 со схе-
мой переноса образуют троичный полусумматор,

Рис. 4. Принципиальная электрическая схема троичного логического узла, формирующего выходной сигнал переноса
полсумматора

Fig. 4. Ternary half adder carry out circuit diagram
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два узла которого обычно входят в состав пол-
ного одноразрядного сумматора, законченная
конструкция которого требует дополнительного
узла, формирующего сигнал переноса в старший
разряд из двух сигналов полупереноса отдель-
ных полусумматоров.

Перенос в старший разряд возникает в сле-
дующих случаях.

Если трит полупереноса на выходе одного
из полусумматоров равен «–1», а на выходе вто-
рого – «0» или «–1», то трит переноса в старший
разряд на выходе полного сумматора равен «–
1», и если трит полупереноса на выходе одного
из полусумматоров равен «+1», а на выходе вто-
рого – «0» или «+1», то трит переноса в старший
разряд на выходе полного сумматора равен «+1».

Таким образом, таблица истинности узла пе-
реноса в старший разряд (Carry Out) полного
троичного сумматора имеет следующий вид.

Таблица 3 / Table 3
Таблица истинности троичного логического элемен-
та, формирующего выходной сигнал полного перено-

са сумматора
Ternary full adder carry out logic element truth table

Carry Out
A

–1 0 1

B

–1 –1 –1 0
0 –1 0 1
1 0 1 1

Очевидно, что за исключением двух по-
зиций, соответствующих комбинациям A = –1,
B = –1 и A = 1, B = 1, она практически полностью
идентична таблице истинности сумматора по мо-
дулю 3. Следовательно, узел переноса в старший

разряд может быть выполнен по той же схеме,
что и сумматор по модулю 3 на основе троичного
мультиплексора, но схемотехнику троичных эле-
ментов, «ROT_DN» и «ROT_UP» [5] необходимо
скорректировать, чтобы их принцип действия
сводился к осциллограммам, представленным
на рис. 5.

Чтобы достичь необходимого результата
у элемента правой циклической инверсии необ-
ходимо исключить из функционала операцию
преобразования «+1» в «–1», у элемента левой
циклической инверсии в таком случае следует ис-
ключить операцию «–1» → «+1». Принципиаль-
ные электрические схемы логических элементов
правой и левой троичной циклической инверсии
в этом случае корректируются к виду, представ-
ленному на рис. 6.

Эти логические элементы были именованы
по своим прототипам с пометкой об исключении
отдельной операции: «ROT_Dx» (ROTate Down
with eXception – вращение вниз с исключением)
и «ROT_Ux» (ROTate Up with eXception – враще-
ние вверх с исключением).

Модель узла переноса в старший разряд
полного троичного сумматора с элементами
«ROT_Ux» и «ROT_Dx» представлена на рис. 7.

Протестированные и полностью работоспо-
собные узлы троичного сумматора по модулю 3,
схемы полупереноса и полного переноса бы-
ли свёрнуты в субмодули «SUM_MOD3»,
«T_CARRY», «CARRY_O», соответственно,
и на их основе была создана модель полного
троичного одноразрядного сумматора, представ-
ленная на рис. 8.

а/а б/b

Рис. 5. Осциллограммы входного и выходного сигналов логических элементов троичной левой циклической инверсии
с исключением (а) и правой циклической инверсии с исключением (б)

Fig. 5. Input and output signal waveforms of a ternary rotate down cycle with exception logic element (a) and of a ternary rotate
up cycle with exception logic element (b)
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а/а б/b

Рис. 6. Принципиальные электрические схемы логических элементов троичной левой (а) и правой циклических инвер-
сии (б) с исключением

Fig. 6. Ternary rotate down cycle with exception logic element circuit diagram (a) and rotate up cycle with exception logic
element circuit diagram (b)

Рис. 7. Принципиальная электрическая схема троичного логического узла, формирующего выходной сигнал полного
переноса сумматора

Fig. 7. Ternary full adder carry out logic element circuit diagram

Элементы DD1 и DD2 образуют троич-
ный полусумматор, осуществляющий сложение
двух входных однотритных значений A и B,
причем на выходе DD1 формируется их сум-
ма, а на выходе DD2 – признак полупереноса.
Троичный полусумматор, образованный элемен-

тами DD3 и DD4, суммирует полученную сумму
с тритом признака переноса из младшего раз-
ряда Cin, выдавая на выход S полную сумму
в пределах одного разряда. На выходе DD4 фор-
мируется второй признак полупереноса. Элемент
DD5 на основе двух этих признаков принима-
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Рис. 8. Принципиальная электрическая схема троичного одноразрядного полного сумматора
Fig. 8. Ternary single-trit full adder circuit diagram

ет решение о формировании признака переноса
в старший разряд на своём выходе Cout.

Табл. 4 задает таблицу истинности полного
одноразрядного троичного сумматора для пред-
ставленной выше модели.

Сравнение результатов экспериментально
измеренной таблицы истинности полного одно-
разрядного троичного сумматора с известными
эталонными данными [10], показало их полную
идентичность.

Таким образом, на основе аналоговых моде-
лей базовых и вспомогательных троичных логи-

ческих элементов [5] сконструированы управляе-
мый инвертор, одноразрядный троичный сумма-
тор по модулю 3, схемы полупереноса и полного
переноса, троичный полусумматор и полный
троичный одноразрядный сумматор.

Заключение

Разработанные узлы наряду с представлен-
ными ранее базовыми троичными логическими
элементами комбинационной логики позволяют
в дальнейшем реализовать на их основе «сердце»

Таблица 4 / Table 4
Таблица истинности троичного одноразрядного полного сумматора

Ternary single-trit full adder truth table

A B Cin S Cout A B Cin S Cout
–1 –1 –1 0 –1 0 0 0 0 0
0 –1 –1 1 –1 1 0 0 1 0
1 –1 –1 –1 0 –1 1 0 0 0
–1 0 –1 1 –1 0 1 0 1 0
0 0 –1 –1 0 1 1 0 –1 1
1 0 –1 0 0 –1 –1 1 –1 0
–1 1 –1 –1 0 0 –1 1 0 0
0 1 –1 0 0 1 –1 1 1 0
1 1 –1 1 0 –1 0 1 0 0
–1 –1 0 1 –1 0 0 1 1 0
0 –1 0 –1 0 1 0 1 –1 1
1 –1 0 0 0 –1 1 1 1 0
–1 0 0 –1 0 0 1 1 –1 1
0 0 0 0 0 1 1 1 0 1
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троичного процессора – арифметико-логическое
устройство.

Заинтересованный читатель может более
подробно ознакомиться с особенностями схемо-
техники троичных логических элементов, нюан-
сами их разработки и проектирования логиче-
ских схем на их основе по адресу: https://sgu-
wap.narod.ru/Ternary/index.html. Рабочие модели
представленных в статье троичных логических
узлов доступны для использования по следу-
ющей ссылке: https://sgu-wap.narod.ru/Ternary/
Download/index.html .

А для реализации модели троичного про-
цессора дополнительно необходим особый класс
троичных схем – устройства троичной после-
довательностной логики [11]. Такие схемы, об-
ладающие свойством «памяти» и фактически
являющиеся «двигателем», приводящим в дей-
ствие процессорную систему, будут представле-
ны на суд читателей в дальнейшем.
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Abstract. Background and Objectives: Imprinted proteins are promising alternatives to natural
recognition systems, such as biological receptors or antibodies. However, the knowledge available
on the theoretical study of imprinted proteins as recognition systems is limited. In this study,
bovine serum albumin (BSA) is imprinted in the presence of 4-hydroxycoumarin. Change in
protein structure is studied by molecular modelling and spectroscopy. Materials and Methods:
To evaluate the effect of pH on the structural properties of BSA during imprinting, fluorescence 2D
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Аннотация. Импринтированные белки являются многообещающими альтернативами естественным системам распознавания, таким
как биологические рецепторы или антитела. Однако имеющиеся знания по теоретическому изучению импринтированных белков как
систем распознавания ограничены. В этом исследовании бычий сывороточный альбумин (БСА) был импринтирован в присутствии 4-
гидроксикумарина. Для оценки влияния pH на структурные свойства БСА во время импринтинга были проведены флуоресцентная 2D
и 3D спектроскопия и динамическое рассеяние света (DLS) в сочетании с моделированием молекулярной динамики и метадинамики
для мониторинга конформационного изменения белковой матрицы. В сильнокислых средах наблюдались значительные изменения
флуоресцентных свойств BSA. Анализ результатов моделирования показал, что механизм изменения конформационного состояния БСА
связан со смещениями молекулярных доменов относительно друг друга. Результаты молекулярного моделирования согласуются с экс-
периментальными результатами.
Важным практическим результатом данного исследования является то, что теоретическое изучение таких молекулярных систем в со-
четании с флуоресцентной характеристикой во время синтеза может быть применено для контроля импринтинга и создания новых
импринтированных белков с широким спектром применения.
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Introduction

Developing synthetic recognition systems is a
widespread direction of analytical chemistry. The
most attractive way to replace natural biological
recognition systems is based on applying molecu-
larly imprinted polymers (MIPs) due to their relative
stability and low cost [1, 2]. It is well-known
that there are problems related to the polymer ma-
trix homogeneity, such as the deep location and
inaccessibility of binding sites during polymerization
in bulk that may arise when developing MIPs [3].
To overcome this problem, surface imprinting meth-
ods, such as obtaining molecular imprints on the
surface of inorganic sorbents or in a layer of poly-
electrolytes applied to a substrate, are widely used [2,
3]. Such imprinted films are widely used in biosen-

sors [4–7], and the materials based on molecularly
imprinted inorganic carriers are mainly used in solid-
phase extraction [8–10]. Nevertheless, these methods
have limitations of applicability in aqueous solutions,
which is a key disadvantage of their applicability in
biological systems.

The development of protein imprinting technol-
ogy that combines the properties of natural protein
matrix and the unique characteristics of imprinted
materials opens new horizons for biomedical appli-
cations, including design of artificial enzymes and
biocatalysis [4, 11, 12]. Formation of molecular
imprints on the protein surface (also known as con-
formational modification, imprinted proteins (IPs),
bioimprinting, enzymatic memory, etc.) allows to
control various functions of native proteins. The
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relevance of developing IPs is that they can bind
with various medicinal and bioactive substances, be-
coming drug carriers. Imprinting of bovine serum
albumin (BSA) in the presence of 4-hydroxycoumarin
(4-HC) have been described recently [13]. Despite
the obvious promise of their application, there is
no comprehensive experimental characterization of
IPs during synthesis as well as structural information
about IPs formation that could help to precisely con-
trol their properties.

In this work, we describe the structural and spec-
tral characteristics of BSA imprinted in the presence
of 4-HC to study how pH during synthesis effects
the resulting IPs structure. We evaluate structural
changes in BSA induced by pH changes via steady-
state and time-resolved fluorescence combined with
molecular dynamics (MD) and metadynamics tech-
niques. The variability of the protein matrix and
template molecules can allow to create new IPs with
a wide range of applications.

Experimental Section

1.1. Materials
BSA, 4–HC (98%) and glutaraldehyde (GA)

(50 wt% aqueous solution) were purchased from
Merck (Merck KGaA, Germany), phosphate-buffered
saline (PBS) was prepared from tablets (Rosmed-
bio LLC, Russia). All solutions were made using
deionized water with specific resistivity higher than
18.2 MΩ cm−1 from the Milli-Q (Millipore, USA).
The purity of all other chemicals was analytical grade.
Disposable PD–10 gel filtration desalting columns
(GE Healthcare UK Ltd., UK), 30 000 MWCO
Dispo-Biodialyzer (Biodialyzer, JET Bio-Filtration
Co. Ltd., China) for centrifuge concentration and 10
000 MWCO dialysis bags (Thermo Scientific Inc.,
USA) were used to carry out the purification.

1.2. Imprinting procedure

The imprinting of BSAwas carried out according
to the standard technique of imprinting described by
Liu et al. [14] with some modifications. To summa-
rize, 1 mg of BSA was dissolved in 1 mL of water
and incubated at room-temperature (RT); the mixture
stirred for 10 min. Subsequently, the pH of protein
solution was adjusted to pH 3.0 by adding the re-
quired quantity of hydrochloric acid and stirred for
10 min. 100 μL of 200 μg·mL−1 ethanol solution
of 4–HC (template molecule – the molecule that will
be imprinted) was added to protein solution and incu-
bate (RT) with the mixture stirred for 20 min. Then
mixture pH was adjusted to 9 with 0.1 M solution

of NaOH to cross-link the protein:template complex
with 100 μL of glutaraldehyde solution (1% v/v in
H2O, (GA)). The final mixture consisting of IPs and
unreacted components (pH 8) was placed into fridge
(4°C), stirred for 30 min and left for 18 h without
stirring. None imprinted protein (nIP) was obtained
using a similar procedure without the template addi-
tion step.

1.3. Spectroscopic measurements

Fluorescence spectra were recorded using Cary
Eclipse Fluorescence Spectrophotometer (Agilent
Technologies, USA) in the spectral range of 250–
550 nm with the resolution of 1 nm and optical path
length of 1 cm. The intrinsic protein fluorescence
of BSA was recorded using excitation at 290 nm.
Fluorescence lifetime measurements were performed
using DeltaPro TCSPC Lifetime Fluorometer (Horiba
Scientific, UK). Decay curves were approximated by
the 3-exponent subject to IRF via Horiba EzTime
software. Dynamic light scattering (DLS) measure-
ments were carried out using a Zetasizer Advance
Ultra (Malvern Panalytical, UK) equipment complex
for studying the characteristics of dispersed systems.

1.4. Computational details

The crystallographic structure of BSA (PDB ID:
4F5S) at the resolution of 2.47 Å was downloaded
from the Protein Data Bank database [15]. For calcu-
lations, we considered the monomeric form of BSA.
Protein structure preparation included addition of hy-
drogen atoms and missing amino acid side chains,
removal of solvent molecules, and adjustment of the
protonation state. The protonation state was adjusted
to simulate a lower pH value (3.0). All lysine (Lys),
arginine (Arg), and histidine (His) residues were
positively charged. All-atomMD simulation was per-
formed using the GROMACS package v.4.5.410 [16].
Protein parameters were generated using OPLS-AA
force field [17]. Protein was immersed in a cubic box
(19×19×19 nm3) containing 235580 water molecules
with a 4.5 nm buffer zone from the surface of the pro-
tein. System was solvated with TIP3P water model.
The Total number of atoms was 716075. Charge neu-
tralization was carried out by adding 99 chloride ions.
System preparation included minimization and equi-
libration stages. We ran three replicate equilibrations,
with randomized initial velocities. Finally, 40 ns
of production MD runs were performed allowing all
molecules to move in all directions.

Well-tempered metadynamics simulations were
performed to reconstruct the free energy surface
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(FES) of the system. The metadynamics simula-
tions were performed with two collective variables.
A metadynamic potential of 1 kJ/mol was applied ev-
ery 500 steps. The potential width was chosen based
on an unbiased run and was 0.04 radians for the col-
lective variable (CV), corresponding to angle, and
0.08 nm for the CV, corresponding to distance. The
bias factor was set to 20. FES was built based on the
reweighted data. The simulation time was 100 ns.

2. Results and Discussion

2.1. Conformational changes of BSA under acidic
conditions

The initial stage of imprinting process is the pro-
tonation of amino acid residues of a protein under
acidic conditions (pH 3.0). pH-dependent changes
in the protonation state of protein can affect almost
all molecular mechanisms related to protein func-
tions and stability. Ignoring protonation changes
can be misleading in predicting the binding sites of
molecules due to the large effect of desolvation of
buried charged groups and stronger interactions inside
the protein interior. In this regard, we set the required
protonated states of titratable amino acid residues
(Asp, Glu, His, Lys, Arg) of BSA at pH 3.0 according
to their acidity constants before simulation. The total
charge of BSA molecule at pH 7.4 and at pH 3.0 was
−17 and +99, respectively. It should be noted that the
calculated positive charge is in good agreement with
the previously reported charge value of BSA at low
pH [18–21].

Molecular modelling has shown that the mech-
anism of BSA conformational state changes is
associated with displacements of molecular domains
relative to each other (Fig. 1). When an individ-
ual protein is highly charged, strong intramolecular
electrostatic repulsions cause partial unfolding of the

protein. This is due to significant displacement of
D3 domain in relation to the original position. Ac-
cording to some studies, partial unfolding of BSA is
associated precisely with an increase of the average
distance between D1 and D3 domains [19, 20]. Large
changes of root mean square deviation (RMSD) indi-
cate that BSA is undergoing a large conformational
change during the simulation (Fig. 1).

MD simulations were performed for several tens
of nanoseconds. Although extensive by current stan-
dards, these computational times were not sufficient
to sample the large-scale conformational changes
which typically occur in hundreds of microseconds
and were only suggestive of a possible pH desta-
bilization [22]. Therefore, we used metadynamics
which successfully applied for mapping the FES of
biomolecular processes [23]. Metadynamics is an
atomistic simulation technique that allows, within the
same framework, acceleration of rare events and es-
timation of the free energy of complex molecular
systems. Metadynamics makes it possible to accel-
erate conformational transitions between metastable
states, broadening the scope of molecular dynamics
simulations. It is based on iteratively ‘filling’ the po-
tential energy of the system by a sum of Gaussians
centered along the trajectory followed by a suitably
chosen set of collective variables (CVs), thereby forc-
ing the system to migrate from one minimum to the
next.

In Fig. 2, the free-energy landscape is repre-
sented as a function of two CVs: the average distance
and the angle between D1 and D3 domains. The free-
energy landscape that we calculated illustrates explic-
itly the presence of one distinct state of BSA: 3.05 nm
and 1.53 radian correspond to the minimum energy
(ΔG = –6.14 kJ·mol−1). This representation reveals
the organization of the free-energy landscape, with a
deep minimum corresponding to F-isoform of BSA.

Fig. 1. Molecular structure of BSA at different IPs synthesis stages: A – Native structure corresponds to PDB ID 4F5S; three
main domains are shown in blue, red, and grey, respectively; tryptophan residues are shown in green; B – Protein protonation
(pH 3.0) is associated with the event of new conformation formation; C – Average RMSD of C-alphas of BSA during molecular

dynamics simulation
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This result is confirmed by the analysis of the spectral
parameters of BSA.

Fig. 2. FES of free BSA during metadynamics simulation
(color online)

2.2. Spectral characterization of free BSA
at various pH

A feature of intrinsic protein fluorescence is
the high sensitivity of tryptophan (Trp) to its lo-
cal environment that can change in response to
conformational changes, subunit association, or de-
naturation. The emission of indole group of Trp may
be blue shifted if the group is buried within a native
protein, and its emission may shift to longer wave-
lengths (red shift) when the protein is unfolded [24].
The fluorescent properties of BSA are due to the
existence of two Trp residues in different positions,
one located on the protein surface in domain I (Trp-
134), more exposed to the hydrophilic environment,

and the other one in the hydrophobic pocket in do-
main II (Trp-213). Fluorescence spectroscopy was
carried out to investigate the conformational changes
of BSA molecules as a function of pH (Fig. 3A).
At pH 5 – near the isoelectric point (∼4.8) of BSA –
fluorescence has maximal intensity. When the pH
shifted (to more acidic or alkaline range), a de-
crease in the intensity and blue shift of fluorescence
maximum were observed, reflecting the predomi-
nantly nonpolar character of the indole environment.
The relatively compact molecular structure ensures
efficient energy transfer from phenylalanine (Phe)
and tyrosine (Tyr) to Trp at pH 5 (near the iso-
electric point). Trp electronic distribution in the
ground state differs between protonated (low pH)
and non-protonated (high pH) states. The presence
of hydrogen on the Trp quenches the amino acid
fluorescence excitation intensity, which reduces the
final protein fluorescence intensity. The interdomain
separation caused the exposure of the Trp residues
that were buried between domains and resulted in
an increase in the solvent accessible surface area
(SASA). Trp residue emission can be described with
three fluorescence lifetimes, and it is not possible,
in BSA, to assign a specific lifetime to a specific
Trp residue [25]. Two different lifetimes (∼0.5 and
∼3.1 ns) are due to the emission from two nearly
identical electronic absorption transitions 1La and
1Lb of Trp. A third fluorescence lifetime of Trp
(ranging from 6 to 9 ns in human and bovine serum
albumins) is a result of the interactions of the sur-
rounding with Trp. In all cases, three exponential
functionswere required to fit the data and the lifetime
components (τi) were 2.84 ns, 6.31 ns, and 0.16 ns
for pH 5.0 (Table). The χ2 value was close to 1 for

Fig. 3. pH-dependent spectra of the BSA: A – fluorescence spectra, B – fluorescence decay curves (color online)
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all cases, which validates our model. pH shifting in-
duces small but significant modifications in lifetime
values: 2.31 ns (–19% at pH 3.0) and 2.97 ns (+5%
at pH 8.0) for τ1; 5.51 ns (–13% for pH 3.0) and
6.44 ns (+2% at pH 8.0) for τ2; 0.29 ns (+81% at
pH 3.0) and 0.27 ns (+69% at pH 8.0) for τ3. When
pH shifts from 5.0 to 3.0 the average lifetime drops
about 20%. The protonation of Trp decreases fluo-
rescence lifetime values, a phenomenon identical to
that observedwith fluorescence excitation intensities.
Thus, we have a correlation between Trp protonation
and fluorescence intensity and lifetime values.

DLS was used to reveal changes in aggregate
formation in BSA solutions with different pH. As can
be seen fromFig. 4, aggregation did occur for the par-
tially unfolded form of BSA. The authors of Ref.[19]
also suggested the coexistence of monomers (~70–
80%) and dimers (~15–25%) at a similar pH value
measured by high-performance liquid chromatogra-
phy. The results of MD simulation confirmed DLS
results, that shows that the exposure of the hydropho-
bic surface under acidic conditions can mediate BSA
dimerization, since the protein tends to hide exposed
amino acids by binding to another monomer.

2.3. Spectral characterization of BSA during IPs
synthesis (BSA in the presence of 4-HC)

When BSA makes conformational transition
with lowering the solution pH to 3.0, the flu-

orescence intensity decreases, and the spectrum
blue shifts from 350 nm to 338 nm (Fig. 5F).
The excitation–emission matrix (EEM) of BSA has
one emission spot at pH 3.0 (λex = 260–290 nm)
(Fig. 5B). Adding 4-HC leads to decreasing the flu-
orescence intensity and red shifting from 338 nm
to 342 nm. The red shift of the fluorescence max-
imum indicates the process of association between
the protein matrix and template molecules. In the 3-
dimensional spectral analysis for BSA in the pres-
ence of 4-HC, overlapping of protein and template
signals were found (Fig. 5). The fluorescence
spectrum of 4-HC with an excitation range of 230–
320 nm and local emission maxima at 350–375 nm
was observed. When pH increases to 8.0, the red-
shift and decrease of the fluorescence intensity were
observed; EEMs shows an intensive 4-HC signal,
which relates to additional binding sites formation.
Cross-linking leads to a significant decrease of the
fluorescence intensity due to strong absorbance of
GA around 280 nm. The emission maximum of fi-
nal IPs after removal of templates had one emission
spot, which is close to individual BSA at pH 3.0, in-
dicates that the final IPs had the same conformation
of BSA.

Thus, the conformational differences between
free at pH 3.0 and the final imprinted protein are
insignificant. We hypothesizes the stability of pro-
tein matrix increases after association under acidic

Table. Fluorescence Decay Fitting Parameters for BSA

pH τ1, ns τ2, ns τ3, ns <τ>, ns χ2
3.0 2.31 5.51 0.29 4.70 1.11
5.0 2.84 6.31 0.16 5.88 1.07
8.0 2.97 6.44 0.27 5.95 0.99

Fig. 4. Particle size distribution of BSA (C = 1 mg/mL) depending on pH (color online)
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Fig. 5. Fluorescence heatmaps during synthesis: A – purified IPs, B – BSA at pH 3.0, C – BSA-4-HC at pH 3.0, D – BSA-4-
HC at pH 8.0, E – BSA-4-HC at pH 8.0 with GA, F – 2D fluorescence spectra during synthesis (color online)

conditions during synthesis. After association the
protein with new protonation state at pH 8.0 can-
not change conformation due to partial shielding of
the functional amino acids. The binding interaction
drives the protein towards a new conformation of
only local binding regions that become more com-
plementary to template molecules.

Conclusions

In this paper, an approach based on fluo-
rescence spectroscopy combined with molecular
modelling has been proposed to characterize the
protein matrix during imprinting process. The re-
sults of the study of the influence of synthesis
conditions on the BSA structure have shown that
acidic conditions on the first stage of synthesis
can increase the solvent accessible surface area of
protein, adjust protonation state and stabilize asso-
ciation with template molecules.

An important practical result of this study is
that the theoretical study of such molecular systems
combinedwith fluorescence characterization during
synthesis can be applied to control the IPs formation
and to create new IPs with a wide range of applica-
tions.
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Аннотация. Исследован процесс релаксации внутренних напряжений в прессованных угле- и стеклопластиках под действием изги-
бающих нагрузок после модификации путем конвекционного нагрева в термокамере и воздействия сверхвысокочастотного электро-
магнитного поля. Установлено, что нагрев полимерных композиционных материалов в термокамере и сверхвысокочастотном электро-
магнитном поле способствует повышению степени релаксации при одновременном уменьшении скорости процесса. При этом сверх-
высокочастотное воздействие на угле- и стеклопластик способствует релаксации напряжений соответственно на (5.1–7.2)% и на (6.5–
9.8)% в зависимости от величины внешней нагрузки. После нагрева в термокамере отмечена релаксация напряжений на (4.4–6.8)%
и (5.2–9.0)%. Для контрольных образцов степень релаксации составляет (4.3–6.5)%и (4.9–8.55)%, процесс останавливается практически
в 3 раза раньше, чем у опытных образцов. В среднем степень релаксации напряжений в образцах после воздействия на них сверх-
высокочастотного электромагнитного поля выше на 18.5% и 12.8% для углепластика и стеклопластика, соответственно, по сравнению
снагревомв термокамере, что свидетельствует обольшейэффективностиданногометода термическойобработки сцельюстабилизации
свойств полимерных композиционных материалов. При этом скорость релаксации напряжений в опытных образцах снижается относи-
тельно контрольных в 1.5–2 раза. В качестве основного механизма влияния сверхвысокочастотного воздействия на степень и скорость
релаксациипредложено уменьшение количестваиразмеровмикротрещинвобъемематрицыивобласти контакта «матрица-волокно»,
что определяется большей связанностью наполнителя и связующего за счет роста количества точек контакта во время его временного
перехода в область размягчения.
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Abstract. Background and Objectives: The relaxation of internal stresses in pressed carbon and fiberglass plastics under the action of bending
loads after modification by heating in a thermal chamber and exposure to a microwave electromagnetic field has been studied. It is shown
that for pressed carbon and fiberglass plastics under the influence of bending loads, relaxation processes of internal stresses are characteristic,
the intensity of which is determined by the initial state of the material. Materials and Methods: In the experiment, three groups of carbon and
fiberglass samples produced by Eurocomplant LLC in Kaluga were used in the form of plane-parallel plates with dimensions of 75x10x5 mm, cut
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special microwave technological installation assembled on the basis of the Zhuk-2–02 radiator (NPP Agroecotech LLC, Obninsk, Kaluga region,
Russia) with a horn-type radiator. The time of microwave exposure was recorded upon reaching the set surface temperature determined by the
Flir E-40 thermal imager (FLIR, USA). The second group of samples was heated in an artificial light-weather chamber Solarbox 522 model 1500e
RH (COFOMEGRA SRL, Italy). The study of internal stress relaxation was carried out according to the three-point bending scheme on a laboratory
computer installation with LabVIEW software (IP Mayorov, Orel, Russia). Results: Microwave exposure to carbon and fiberglass contributes to
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the process stops almost 3 times earlier than for experimental samples. On average, the degree of stress relaxation in samples after exposure to
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Введение

В настоящее время расширяются как обла-
сти применения, так и объемы производства по-
лимерных композиционных материалов (ПКМ)
в различных отраслях промышленности. Это
определяется прежде всего высокой удельной
прочностью ПКМ по сравнению с металлами
и сплавами, а также возможностью формиро-
вать заданные (с учетом условий эксплуатации)
свойства одновременно с получением формы
изделия [1–2]. При этом преимущественное
применение сохраняется за термореактивными
полимерами, в частности – эпоксидными связую-
щими. Это связано с тем, что они по отношению
к большинству наполнителей характеризуются
небольшой усадкой и достаточной термической
стабильностью, а также обеспечивают высокое
качество их пропитки [3]. Все перечисленное
обуславливает использование таких материа-
лов в объектах с повышенными требованиями
к прочности и устойчивости их конструктивных
элементов к деструктивным внешним факторам.

В тоже время ПКМ (в том числе на эпоксид-
ном связующем) имеют существенные недостат-
ки. В частности, усадка, сопровождающая про-
цесс отверждения, приводит к образованию мик-

родефектов в объеме материала и формированию
остаточных напряжений вследствие значительно
отличающихся теплофизических характеристик
компонентов, что приводит к снижению физи-
ко-механических свойств [4–6]. По некоторым
данным [7] на компенсацию негативного влия-
ния остаточных внутренних напряжений в ПКМ
приходится до (45–60)% запаса прочности. Соот-
ветственно, разработки в направлении создания
методов, снижающих их уровень, являются акту-
альным для науки и практики.

Постановка задачи

В работах [8–17] отмечается, что при на-
греве полимерных композиционных материалов,
в том числе на эпоксидных связующих, наблю-
даются эффекты релаксации внутренних напря-
жений, что способствует значительному нивели-
рованию «старения» композитов и даже к опре-
деленному возврату в исходное состояние –
«омоложению» [13–15]. Повышение качества
ПКМ достигается также различными методами
химической и физической модификации. Одним
из перспективных направлений физической мо-
дификации изделий из ПКМ в России и за рубе-
жом является обработка в сверхвысокочастотном
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(СВЧ) электромагнитном поле [18–20]. Большая
часть исследований касалась воздействия СВЧ
на компонентыПКМи процессы их смешивания,
в том числе на стадии отверждения. Воздействие
на отвержденные системы проводилось в ос-
новном в контексте изучения кинетики нагрева
материалов, состоящих из разнородных по элек-
трофизическим свойствам компонентов [21–23].
Работ по изучению влияния СВЧ воздействия
на отвержденные композиционные структуры
с целью повышения их физико-механических
свойств относительно немного. В СГТУ имени
Гагарина Ю. А. в 2015–2024 гг. выполнены экс-
периментальные исследования по определению
влияния СВЧ обработки при частоте излучения
2450 МГц на прочностные характеристики от-
вержденных угле-, стекло- и органопластиков
при статическом и динамическом нагружении,
а также на изменение их микроструктуры [24,
25]. Возможность получения определенных эф-
фектов при СВЧ воздействии на отвержденные
ПКМ отмечается в исследованиях зарубежных
ученых [26, 27].

Авторами ранее было установлено [28], что
механизм упрочняющего воздействия СВЧ элек-
тромагнитного поля на отвержденные ПКМ за-
ключается во временном размягчении связующе-
го, что способствует образованию большего чис-
ла областей контакта «матрица – волокно», уве-
личению площади межслоевого взаимодействия,
некоторому снижению пористости. Зафиксиро-
ванные интегральные по поверхности образцов
температуры, при которых наблюдается наиболь-
ший упрочняющий эффект, удовлетворительно
соответствуют установленным температурным
диапазонам α-перехода (70…170°C), сопровож-
дающегося уменьшением динамического модуля
сдвига [10, 13, 15] и переходом эпоксидного
связующего из стеклообразного в пластичное со-
стояние (40…80°C) [3]. Указанные эффекты, как
отмечено выше, способствуют частичной релак-
сации внутренних напряжений и «омоложению»
ПКМ. В свете изложенного представляет инте-
рес сравнение эффектов релаксации напряжений

в ПКМ, вызванных конвекционным нагревом
и нагревом в СВЧ электромагнитном поле.

Целью исследований явилось изучение осо-
бенностей релаксации образцов из угле- и стек-
лопластиков под нагрузкой после воздействия
СВЧ электромагнитного поля и нагрева в термо-
камере.

Методика исследований

В эксперименте было использовано по три
группы образцов из угле- и стеклопластика
производства ООО «Еврокомплект» (г. Калуга,
Россия) в виде плоскопараллельных пластин раз-
мерами 75×10×5 мм, вырезанных из панели
размерами 500×500×5 мм в состоянии постав-
ки. В качестве наполнителя использованы ткани
полотняного плетения, в качестве связующего –
эпоксидная смола марки ЭД-20 с отвердите-
лем полиэтиленполиамин (ПЭПА), введенным
в количестве 10% по объему. Соотношение на-
полнителя и связующего составляло 60/40%.
Метод изготовления панелей – прессование
из препрегов тканей. Образцы нагревались до от-
носительно одинакового значения интегральной
по поверхности температуры (табл. 1) и далее вы-
держивались до повторного отверждения.

Эксперименты с первой группой образцов
проводили с использованием специальной СВЧ
технологической установки, собранной на осно-
ве излучателя «Жук-2-02» (ОООНПП «АгроЭко-
Тех», г. Обнинск Калужской обл.) с излучателем
рупорного типа.

Частота электромагнитного поля составляла
2450 МГц, потребляемая мощность магнетро-
на – 1200 Вт. СВЧ обработка проводилась при
следующих значениях плотности потока энер-
гии (ППЭ): (17–18)×104 мкВт/см2 (углепластик)
и (40–50)×104 мкВт/см2 (стеклопластик). Режимы
и температура нагрева выбраны в соответствии
с [28], поскольку, как установлено авторами, при
указанных условиях обеспечивается максималь-
ное повышение физико-механических свойств
ПКМ. Время СВЧ воздействия фиксировалось

Таблица 1 / Table 1
Интегральная температура поверхности образцов, °C

Integral surface temperature of samples, °C

Материал / Material Углепластик / Carbon plastic Стеклопластик / Fiberglass
Нагрев в камере / Heating in camera 60–65 42–43
Нагрев в СВЧ электромагнитном поле /
Heating in microwave electromagnetic field

60–72 36–40
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по достижении заданной температуры поверхно-
сти, определяемой тепловизором Flir E-40 (FLIR,
США).

Вторая группа образцов нагревалась в каме-
ре искусственной светопогоды Solarbox 522 мо-
дель 1500e RH (COFOMEGRA SRL, Италия)
в Центре коллективного пользования научным
оборудованием НИЦ «Курчатовский институт»,
г. Москва. Температура образцов, нагреваемых
в камере, обеспечивалась встроенной системой
управления и контроля.

Третью группу составляли контрольные об-
разцы, не подвергавшиеся воздействиям назван-
ных выше факторов. При одинаковых условиях
обрабатывали и испытывали по 3 образца.

Исследование релаксации внутренних на-
пряжений проводили по схеме трехточечного
изгиба (ГОСТ Р 56805-2015, ГОСТ Р 57866-2017)
на лабораторной компьютеризированной уста-
новке с программным обеспечением LabView
(ИП «Майоров», г. Орел) по методике, анало-
гичной изложенной в [16]. Образцы нагружали
до трех уровней деформации, при которых фик-
сируются максимальные, средние и минималь-
ные напряжения. После завершения нагружения
механизм стопорился, что стабилизировало де-
формацию. Особенности механизма установки
позволяют устанавливать и фиксировать нагруз-
ку на образцах в единицах момента силы (Нм),
значения которого отображаются на экране мо-
нитора по вертикальной оси. Время испытаний –
30 минут, что с учетом цены деления гори-
зонтальной оси установки 0.1 с соответствует
значению 18000. Определяли скорость и сте-
пень релаксации напряжений в контрольных
и опытных образцах. При этом графики (рис. 1)
разбивали на участки с шагом 200 с в интерва-
ле значений по горизонтальной оси 200–1800 с и
с шагом 40 с в интервале 0–200 с. Каждый
из участков графика для упрощения расчетов
заменяли прямой линией. Скорость релаксации
вычислялась по выражению:

Vσ = (σi −σi+1)/(τi+1− τi), (1)

где σi – значение напряжения в момент времени
τi; σi+1 – значение напряжения в последующий
момент времени τi+1.

Значения напряжений вычисляли по извест-
ной из сопротивления материалов зависимости
для случая изгибных деформаций:

σ = T/W, (2)

где T – изгибающий момент, Нм; W – момент
сопротивления поперечного сечения испытывае-
мого образца, м3.

Степень релаксации вычислялась по выра-
жению:

∆σ = [(σнач−σкон)/σнач] ·100%, (3)

где σнач – начальное (максимальное) напряже-
ние, σкон – напряжение в момент окончания
испытаний (через 30 минут после нагружения).

Результаты и их обсуждение

Результаты испытаний представлены
на рис. 1, 2 и в табл. 2 и 3. Отмечается, что
наклон графиков, показывающих снижение си-
лового воздействия на измерительную систему
установки со стороны опытных образцов, ока-
зывается более значительным, чем со стороны
контрольных.

При этом примерно с 10-й мин испытаний
вид графика для контрольных образцов (рис. 1,
а) стабилизируется и становится практически
параллельным горизонтальной оси, что свиде-
тельствует о прекращении процесса релаксации.
В тоже время в начальный момент после нагру-
жения спад значения силы происходит весьма
интенсивно. Для образцов, прошедших нагрев
в термокамере, как и для образцов после СВЧ
обработки, характерен непрерывный спад зна-
чения силы вплоть до завершения испытаний,
однако интенсивность спада значительно менее
выражена. После определения значений внут-
ренних напряжений с учетомфактических разме-
ров поперечного сечения образцов полученные
экспериментальные зависимости с точностью
0.95–0.97, аппроксимированы логарифмически-
ми функциями (табл. 2). Использование степен-
ных и экспоненциальных функций оказалось
при этом нецелесообразным вследствие мень-
шей точности аппроксимации: 0.7–0.75 и 0.85–
0.9 соответственно.

Отмечается, что на всех уровнях начальных
напряжений коэффициент при ln(x), имеющий
знак «–», в аппроксимирующейфункции (табл. 2)
для образцов, нагреваемых в термокамере, ока-
зывается на (13–15)% для углепластика и на (9–
11)% для стеклопластика меньше, чем для ана-
логичных образцов, подвергнутых воздействию
СВЧ электромагнитного поля. Это является отра-
жением экспериментального результата о более
интенсивном снижении значений напряжений
в образцах после СВЧ воздействия.
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б/b
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Рис. 1. Скрин-шоты экрана лабораторной установки на завершающем этапе испытаний углепластика (верхний ряд)
и стеклопластика (нижний ряд) при средней величине нагрузки (по вертикальной оси – изгибающий момент T , Нм;
по горизонтальной оси – время в миллисекундах): а – контрольные образцы, б – образцы после СВЧ обработки, в –

образцы после нагрева в термокамере
Fig. 1. Screen shots of the laboratory installation screen at the final stage of testing carbon fiber (upper row) and fiberglass
(lower row) at an average load value (vertical axis – bending moment T , Nm; horizontal axis – time in milliseconds): a –

control samples; b – samples after microwave treatment, с – samples after heating in a thermal chamber

Меньшие различия, отмеченные для стек-
лопластика, очевидно, связаны с меньшими
температурами его нагрева в СВЧ электромаг-
нитном поле, что объясняется меньшим значе-
нием тангенса угла диэлектрических потерь для
данного материала по сравнению с углепласти-
ком и отсутствием скин-эффекта, характерного
для последнего и вызывающего дополнительный

нагрев в области межфазного слоя «матрица-во-
локно».

Из анализа зависимостей (табл. 2), графи-
ков изменения скорости релаксации (рис. 2)
и данных обобщающей табл. 3 следует, что для
контрольных образцов угле- и стеклопластика
наряду с большими значениями начальных внут-
ренних напряжений характерен быстрый их спад
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Таблица 2 / Table 2
Зависимости кинетики релаксации напряжений в контрольных и опытных образцах ПКМ

Dependences of stress relaxation kinetics in control and experimental samples of PCM

Материал / Material Начальный уровень
напряжений / Initial

stress level

Вид образца / Type of sample
Контрольный /

Control
Опытный, СВЧ
обработка /
Experimental,
microwave
processing

Опытный, нагрев
в термокамере /
Experimental,

heating in a thermal
chamber

Углепластик /
Carbon plastic

Максимальный /
Maximum

y =−0.265 ln(x)+
+31.75

y =−0,341 ln(x)+
+32.18

y =−0.292 ln(x)+
+25.25

Средний / Average y =−0.184 ln(x)+
+17.45

y =−0.221 ln(x)+
+17.57

y =−0.192 ln(x)+
+14.27

Минимальный /
Minimum

y =−0.057 ln(x)+
+8.014

y =−0.073 ln(x)+
+7.96

y =−0.062 ln(x)+
+6.7

Стеклопластик /
Fiberglass

Максимальный /
Maximum

y =−0.301 ln(x)+
+21.43

y =−0.364 ln(x)+
+24.12

y =−0.33 ln(x)+
+21.54

Средний / Average y =−0.143 ln(x)+
+13.63

y =−0.161 ln(x)+
+13.24

y =−0.146 ln(x)+
+12.08

Минимальный /
Minimum

y =−0.048 ln(x)+
+6.49

y =−0.062 ln(x)+
+6.38

y =−0.055 ln(x)+
+6.52

а/а б/b

Рис. 2. Изменение скорости релаксации напряжений в контрольных (1) и после СВЧ модификации (2) образцах угле-
(а) и стеклоплпстика (б) в процессе выдержки под средней нагрузкой по схеме трехточечного изгиба (цвет онлайн)

Fig. 2. Changes in the stress relaxation rate in the control (1) and after microwave modification (2) samples of carbon (a) and
glassplasty (b) during exposure under medium load according to the three-point bending scheme (color online)

с высокой скоростью – от 1.5 до 2 раз боль-
шей, чем отмечен для образцов после СВЧ
обработки. Однако угле- и стеклопластик по-
сле СВЧ воздействия продолжают релаксировать
в течение всех 30 мин испытаний, что опре-
деляет большую конечную степень релаксации,
поскольку в контрольных образцах этот процесс
останавливается в первые 5–10 мин. По степени
и скорости релаксации опытные образцы, на-
греваемые в термокамере, оказываются ближе
по данным параметрам к контрольным образцам,
чем к обработанным в СВЧ электромагнитном

поле. Изменения параметров процесса релакса-
ции при этом значимо менее выражены при всех
принятых значениях внешних нагрузок. В сред-
нем изменение степени релаксации в образцах,
нагретых в термокамере и подвергнутых СВЧ
воздействию, в сравнении с контрольными со-
ставляют, соответственно, 6% и 25.6% для угле-
пластика и 9% и 23% для стеклопластика, то есть
после воздействия СВЧ излучения наблюдается
увеличение степени релаксации по сравнению
с нагревом в термокамере: на 18.5% для углепла-
стика и на 12.8% для стеклопластика.
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Таблица 3 / Table 3
Скорость (МПа/мин) и степень (%) релаксации напряжений в контрольных и опытных образцах ПКМ
(после СВЧ модификации и нагрева в термокамере) при нагружении по схеме трехточечного изгиба

The rate (MPa/min) and degree (%) of stress relaxation in control and experimental samples of PCM (after microwave
modification and heating in a thermal chamber) under loading according to the three-point bending scheme

Материал /
Material

Начальный
уровень

напряжений /
Initial stress level

Параметр /
Parameter

Вид образца / Type of sample
Контрольный /

Control
Опытный, СВЧ
обработка /
Experimental,
microwave
processing

Опытный,
нагрев

в термокамере /
Experimental,
heating in a

thermal chamber
Углепластик /
Carbon plastic

Максимальный /
Maximum

Скорость /
Speed

1.88…0 1.15…0.02 1.65…0

Степень /
Degree

4.4 6.8 4.9

Средний /
Average

Скорость /
Speed

1.75…0 0.9…0.007 1.5…0

Степень /
Degree

6.5 7.2 6.8

Минимальный /
Minimum

Скорость /
Speed

0.4…0 0.28…0.002 0.47…0

Степень /
Degree

4.3 5.1 4.4

Стеклопластик /
Fiberglass

Максимальный /
Maximum

Скорость /
Speed

2.95…0.017 1.8…0.013 2.3…0.017

Степень /
Degree

8.55 9.8 9.0

Средний /
Average

Скорость /
Speed

1.0…0.008 0.375…0.002 1.2…0.006

Степень /
Degree

6.4 8.13 7.47

Минимальный /
Minimum

Скорость /
Speed

0.5…0.001 0.45…0.001 0.5…0.001

Степень /
Degree

4.9 6.53 5.2

Следует отметить, что характер зависимо-
стей и установленные значения скоростей ре-
лаксации в целом соответствуют полученным
другими авторами [16] и не противоречат со-
временным положениям теории релаксационных
процессов в полимерных композитах под внеш-
ней нагрузкой.

Полученные результаты могут быть объяс-
нены на основе изучения РЭМмикрофотографий
матрицы и области ее контактного взаимодей-
ствия с армирующим наполнителем (рис. 3, 4).
Поле зрения на всех микрофотографиях состав-
ляет 1.653 мкм. Наиболее характерные фраг-
менты дополнительно увеличены программным
способом.

Считается [16, 17], что процессы релаксации
в структуре полимерных материалов происходят
за счет взаимодействия и диффузии своеобраз-

ных структурных единиц – релаксаторов. При
этом релаксаторы рассматриваются на двух уров-
нях – микроуровне (атомные группы, повторяю-
щиеся звенья молекул, сегменты макромолекул)
и мезоуровне (трещины, микрорасслоения, мик-
рополости).

Если рассматривать процесс релаксации
на мезоуровне, то, очевидно, ключевым его
проявлением будет процесс образования мик-
ротрещин в матрице; в них будет происходить
сброс энергии внутренних напряжений. Соот-
ветственно, чем больше микротрещин будет
образовываться в матрице в единицу времени,
чем интенсивнее они будут сливаться или, чем
больше будут их начальные размеры, тем быст-
рее будет протекать релаксационный процесс.

В тоже время единовременное образование
больших по размерам релаксаторов будет ослаб-
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а/а б/b

Рис. 3. Типичные элементы матрицы контрольного (а) и опытного (б) образцов углепластика в области контакта.
ППЭ = (17–18)×104 мкВт/см2, время – 2 мин

Fig. 3. Typical matrix elements of the control (a) and experimental (b) carbon fiber samples in the contact area.
PPE = (17–18)×104 MW/cm2, time is 2 minutes

а/а б/b

Рис. 4. Типичные элементы матрицы контрольного (а) и опытного (б) образцов стеклопластика в области контакта.
ППЭ = (45–50)×104 мкВт/см2, время 5 мин

Fig. 4. Typical matrix elements of the control (a) and experimental (b) fiberglass samples in the contact area. PPE = (45–50)×
×104 mсW/cm2, time is 5 minutes

лять структуру ПКМ, уменьшать связанность
армирующего компонента в единое целое. По-
этому для образцов материала, в котором будут
постепенно (не скачкообразно) возникать более
мелкие трещины, но в большем количестве, и по-
стоянно двигаться по структуре, следует ожидать
как меньшего уровня начальных внутренних на-
пряжений, так и большей степени релаксации.
С этих позиций рассмотрим фрагменты мат-
рицы в области контакта с углеродным (см.
рис. 3) и стеклянным (см. рис. 4) волокном.
Характерные особенности проявляются при уве-
личении ×100000. Отмечаются сохранившиеся

на поверхности волокон после расслоения об-
разцов фрагменты матрицы. Можно выделить
следующие особенности структуры сохранив-
шихся элементов связующего в области контакта
с волокном контрольных и опытных образцов
исследованных ПКМ. В контрольных образцах
углепластика фрагменты матрицы представле-
ны округлыми хаотично расположенными об-
разованиями с зернистой структурой (размеры
10–20 нм) или образованиями с относительно
ровной поверхностью, имеющей характер сколов
с отслоениями от поверхности волокна. Выявле-
ны широкие и протяженные трещины размерами
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около 100 нм и полости 20×200 и 100×100 нм
(см. рис. 3, а). В опытных образцах отмечаются
короткие и узкие трещины (ширина в 2–4 ра-
за меньше, чем в контрольных образцах). Часть
фрагментов матрицы представлена ориентиро-
ванными под углом к волокну вытянутыми
образованиями с мелкозернистой поверхностью
(см. рис. 3, б верхнее фото). Также встречаются
округлые хаотично расположенные образования
(см. рис. 3, б нижнее фото).

Фрагменты связующего контрольных об-
разцов стеклопластика отличаются существенно
большей дефектностью. Поверхность образо-
ваний также зернистая, но более рельефная.
На фрагментах матрицы отмечаются трещины
размерами 200–300 нм, встречаются трещины
протяженностью свыше 500 нм, а также широ-
кие зигзагообразные трещины размерами около
200 нм (см. рис. 4, а). На указанных фрагментах
выявлены множественные трещины размерами
50–100 нм и отслоение от поверхности волок-
на. В целом отмеченные особенности области
контакта могут характеризовать его невысокую
прочность и подтверждают факт быстрой релак-
сации напряжений за счет образования большого
количества крупноразмерных релаксаторов. Для
опытных образцов стеклопластика характерно
наличие узких зигзагообразных трещин протя-
женностью не более 200 нм. Примерно в 50%
случаев на поверхности фрагментов матрицы за-
фиксированы волнообразные образования с ша-
гом около 150–200 нм (см. рис. 4, б).

Изучение структуры матрицы и области
ее контакта с волокном показывает, что отмечен-
ное снижение скорости релаксации в опытных
образцах после СВЧ воздействия определяется
уменьшением количества в единицу времени по-
являющихся релаксаторов в виде микротрещин,
а также уменьшением их размеров, что может
быть вызвано повышением прочности контакта
«волокно-матрица» и увеличением точек контак-
та жесткой и более хрупкой матрицы с упругими
волокнами, что предотвращает появление по-
вреждений в материале. Повышение степени
релаксации определяется ускоренной миграцией
мелких релаксаторов в объеме матрицы при со-
хранении большого количества точек ее контакта
с волокном, которое можно считать направляю-
щим элементом для данноймиграции, в процессе
которой происходит сброс избыточной энергии
внутренних напряжений.

Сравнение релаксационных процессов по-
сле СВЧ воздействия и нагрева в термокамере

показало значительно большее влияние на них
СВЧ электромагнитного поля. Как уже отмеча-
лось выше, при СВЧ нагреве ПКМ до значений
температур, начала α-перехода, при которых на-
чинается размягчение связующего, повышается
вероятность конформационных вращений край-
них звеньев макромолекул и происходит релак-
сация остаточных напряжений (О. В. Старцев,
Е. Н. Каблов, А. Ю. Махоньков, Н. С. Канае-
ва, Д. Ф. Низин, Т. А. Низина, G. M. Odegard,
A. Bandyopadhyay) [10–17]. Это обеспечивает
относительную подвижность надмолекулярных
образований, что способствует формированию
новых областей контактного взаимодействия
«матрица-волокно» при повторном отверждении
связующего. Описанные выше процессы в струк-
туре ПКМ, вызванные воздействием СВЧ элек-
тромагнитного поля, можно считать основным
механизмом структурных изменений в отвер-
жденных ПКМ, приводящих к их упрочнению.

В тоже время следует отметить, что степень
релаксации напряжений в опытных образцах
углепластика находится в диапазоне (5–7)%,
в то время как уменьшение значений разру-
шающих напряжений при трехточечном изгибе
образцов после СВЧ воздействия достигает [28]
(14–18)%. Сходная, но менее выраженная карти-
на наблюдается и для стеклопластика. Следова-
тельно, эффект СВЧ воздействия, приводящий
к релаксации внутренних напряжений в ПКМ,
можно считать только одним из факторов, но не
основным механизмом повышения физико-меха-
нических свойств отвержденных ПКМ. Эффек-
тивность СВЧ модификации ПКМ определяется
в первую очередь усилением физико-механиче-
ского взаимодействия в межфазном слое (МФС)
и увеличением количества областей контакта
«матрица-волокно», что способствует росту ад-
гезионной прочности и связанности структуры
композита.

Заключение

Установлено, что нагрев ПКМ в термокаме-
ре и СВЧ электромагнитном поле способству-
ет повышению степени релаксации внутренних
напряжений под внешней нагрузкой при одно-
временном уменьшении скорости процесса. При
этом СВЧ воздействие на угле- и стеклопластик
способствует релаксации напряжений соответ-
ственно на (5.1–7.2)% и на (6.5–9.8)%. Для
контрольных образцов степень релаксации со-
ставляет (4.3–6.5)% и (4.9–8.55)%, процесс оста-
навливается практически в 3 раза быстрее, чем
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у опытных образцов. При этом скорость релакса-
ции напряжений в опытных образцах снижается
относительно контрольных в 1.5–2 раза. Сте-
пень релаксации в образцах, подвергнутых СВЧ
воздействию выше на 18.5% и 12.8% для уг-
лепластика и стеклопластика, соответственно,
по сравнению с нагревом в термокамере.

Основным механизмом влияния СВЧ воз-
действия на степень и скорость релаксации
является уменьшение количества и размеров
микротрещин в объеме матрицы и в области
контакта «матрица-волокно», что определяется
большей связанностью наполнителя и связую-
щего за счет роста количества точек контакта
во время его временного перехода в размягчен-
ное состояние.

Показано путем сравнения релаксационных
процессов в образцах, нагретых в термока-
мере и подвергнутых СВЧ воздействию, что
воздействие СВЧ излучения является более эф-
фективным методом для термообработки ПКМ
с целью повышения их физико-механических
свойств.
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Аннотация. В методической работе рассмотрены вопросы о скоростях и временах рас-
пространения волновых пакетов (импульсов) через слой среды с дисперсией толщины d.
Показано, что импульс на выходе появляется не ранее, чем через время d/c, при этом
он ослабляется и расширяется с образованием хвоста. Численно исследовано туннелирова-
ние через слой плазмы, при этом парадоксы туннелирования типа Хартмана не наблюдаются.
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Abstract. Background and Objectives: The methodological work considers the issues of the
velocities and times of propagation of wave packets (pulses) through a medium layer of thickness
d with dispersion. Methods: The spectral method of numerical calculation of the wave packet is
used, taking into account the dispersion of the dielectric constant. Results: It has been shown that
the output pulse appears no earlier than after time d/c, while it weakens and expands with the
formation of a tail. Tunneling through a plasma layer has been numerically investigated, while no
Hartmann-type tunneling paradoxes have been observed.
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В курсах по электродинамике и распро-
странению волн, оптике и по ряду других
дисциплин, преподаваемых в вузах с физиче-
ским и техническим уклоном, рассматривают-
ся вопросы распространения электромагнитных
(оптических) импульсов – цугов волн или вол-
новых пакетов (ВП) u(z, t) в различных средах.
ВП в исходной точке z = 0 обычно описывают
через форм-фактор (например, прямоугольный
Π(t)) как множитель при высокочастотном за-
полнении: u(0, t) = Π(t)sin(ω t). Функция u(0, t)
имеет спектр с некой шириной ∆ω, поэто-
му ВП также называют спектральным паке-
том или цугом. Часто форм-фактор ошибочно
ассоциируют с амплитудой или огибающей
ВП. Очень часто используют нефизические
гауссовы форм-факторы, имеющие бесконечные
фронты.

В учебной и журнальной литературе также
рассматриваются вопросы распространения (пе-
редачи) энергии и информации. По этим вопро-
сам учебная литература дает однозначный ответ:
энергия и информация не могут распространять-
ся быстрее скорости света c в вакууме [1–3].
Впервые в монографиях по электродинамике
это было показано Стрэттоном [3]. Дифракция
волновых пакетов или импульсов происходит
при их прохождении через различные структу-
ры, например, ионосферу. Время прохождения
ВП здесь существенно, например, для синхро-
низации часов спутников и точного определения
координат в системах JPS и ГЛОНАСС. Попа-
дание характерных (резонансных) частот среды
в спектр ВП может приводить к туннели-
рованию. Определение времени прохождения
частиц и времени срабатывания актуально для
квантовых приборов, например, резонансно-тун-
нельных диодов.

В то же время, начиная с 1930 г., в на-
учной литературе, посвященной вопросам ди-
фракции электронов и фотонов на структурах,
туннелированию, распространению импульсов
в средах с дисперсией и (как следствие) с по-
терями, до сих пор обсуждается ряд парадоксов
по сверхсветовому распространению, сверх-
световому туннелированию различных частиц
(электронов, фотонов), нулевому или даже от-
рицательному времени задержки (прохождения
простейших структур) и т. п. (см., например,

обзоры литературы в работах [4–8]). Все эти
парадоксы обусловлены подменой понятий, по-
скольку строгое нестационарное рассмотрение
однозначно отвечает на вопрос о невозможности
сверхсветовых движений энергии и импуль-
са. Учебная литература более консервативна
и рассматривает уже установившиеся понятия,
а в периодических изданиях некоторые авто-
ры пытаются выдать за сенсацию свои оши-
бочные результаты. Имеются многочисленные
публикации и по так называемому эффекту
Хартмана, а также по обобщенному эффек-
ту Хартмана в электродинамике (по поводу
парадокса Хартмана также см. работы [6–8]
и ссылки в них). В большом числе публика-
ций говорится о сверхсветовом туннелировании
электромагнитных волн, при этом рассматри-
вают туннелирование через одиночный слой,
слоистые структуры типа 1D фотонных кристал-
лов, воздушные зазоры между двумя призмами
при нарушении полного внутреннего отраже-
ния, через запредельные участки волноводов,
через фильтры и ряд других структур (см., на-
пример, [9–17] и приводимую там литературу).
Поскольку такие выводы контрастирует с теори-
ей Эйнштейна, выдвигаются утверждения, что
сверхсветовые движения (например, сверхсвето-
вая скорость максимума импульса) не нарушают
принцип причинности (например, в [14, 17]).
При этом высказываются даже утверждения, что
сигнал на выходе диссипативного фильтра мо-
жет появиться раньше, чем он попал на вход,
и это не нарушает принцип причинности (см. ра-
боту [17] и ее анализ в [18]). Все такие выводы
при тщательном рассмотрении не выдерживают
критики.

Сверхсветовые скорости существуют: фазо-
вая скорость (ФС), групповая скорость (ГС), ско-
рость перемещения «зайчика» или поляризации
при скользящем движении волн вдоль поверхно-
сти среды. Движения сверхсветовые и кажущие-
ся сверхсветовыми описаны в монографии [19],
где объяснено, почему они не связаны с пере-
носом энергии и информации и не нарушают
принцип причинности. Указанное разъяснял еще
Л. И. Мандельштам в своих лекциях. Любая
такая передача осуществляется созданием ВП,
который движется и детектируется при приеме.
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Под ВП мы понимаем нестационарную волну

E(r, t) =
∞∫
0

E(r,ω)exp(iωt − ik(ω) r) dω (1)

(r – радиус-вектор, k – волновой вектор), в среде
с дисперсией частота ω = Ω(k), ФС vp =

= kω/ |k|2 и ГС vg = ∇kΩ(ω). Функция Ω(k) –
действительная, однако в среде с дисперсией
вектор k = k′− ik′′ комплексный. ВП (1) записан
для электрического поля.Мнимая составляющая
ФС vp не вызывает вопросов: действительная
часть vp определяет фазовый набег, а мнимая
часть – потери (убывание амплитуды). Мнимая
ГС не имеет смысла. ГС имеет смысл как по-
лярный вектор, преобразующийся как радиус-
вектор, то есть как скорость материальной точ-
ки, только если диссипации нет: k′′ = 0. В этом
случае согласно теореме Леонтовича – Лайт-
хилла – Рытова [20] ГС характеризует скорость
энергии. В этом же случае ВП (1) движется как
целое с ГС [1], если последняя не имеет дис-
персии (ВП – узкий). Однако диссипация есть
всегда, и для всех законов дисперсии есть об-
ласти сверхсветовой ГС, если ее определить
как градиент по действительной части волно-
вого вектора: vg = ∇k′Ω(ω). Для одномерного
движения (в направлении z с единичным векто-
ром z0) групповая скорость vg = z0∂ω(k)/∂k, где
k = Re(kz). Впервые сверхсветовую ГС обнару-
жил Эренфест в 1910 г. [21, 22] для дисперсии
в неравновесной среде. Поскольку ГС дает в пер-
вом приближении описание движения узкого
ВП в области, где почти нет диссипации, это
привело к подмене понятия скорости энергии
на ГС, в том числе на случаи, когда ГС пре-
вышает скорость света c. Поэтому возникли
утверждения о сверхсветовом распространении
импульсов с ГС.

После открытия туннельного эффекта
в 1928 г. встал вопрос о времени туннелирова-
ния. Внутри барьера импульс частицы мнимый.
В квантовой яме с конечной шириной барьера
возможны метастабильные (комплексные) уров-
ни энергии En = E ′

n − iE ′′
n , и тогда можно ввести

время жизни уровня τn = 2h̄/E ′′
n и вероятность

полураспада 1/τn. В развитой в 1928 г. Фауле-
ром и Нордгеймом (ФН) теории туннелирования
рассматривались электроны с непрерывным
спектром энергий (от нуля до энергии Фер-
ми), набегающие на потенциальный барьер
на границе металла. Возник вопрос о времени
прохождения такого барьера, хотя и исполь-
зовалась стационарная теория. Эта проблема

впервые рассмотрена в 1932 г. в работе [23],
где было сделано утверждение о нулевом вре-
мени прохождения барьера ВП. Существенный
вклад в рассмотрение вопроса внес Вигнер [24],
определивший так называемое вигнеровское,
или фазовое время τW = dφ(T (ω))/dω. Здесь
φ((T (ω))) – фаза коэффициента передачи, по-
этому это время и называют фазовым (не путать
со временем движения фазы τp = L/vp). Обра-
тим внимание на то, что оно, как определение
ГС и группового времени задержки, основано
на стационарных процессах.

C 1960 г. возникли области новых пара-
доксов, связанных с туннелированием частиц
через потенциальные барьеры и туннелирова-
нием фотонов. Они связаны с публикациями
Смитта и Хартмана [25, 26]. Известен парадокс
Хартмана [6, 7, 26], основанный на введении
для ВП времени τW . Для бесконечного барье-
ра время туннелирования τW перестает зависеть
от его длины, то есть возникает утверждение
о бесконечной скорости туннелирования. После
указанных публикаций появилось много других,
где вводились разные времена туннелирования
(см. [6–8]). При этом стали рассматривать и тун-
нелирование фотонов через слой плазмы, через
зазор между двумя призмами, когда выполняется
полное внутреннее отражение, через запредель-
ный отрезок волновода, через запрещенную
зону фотонного кристалла. В большинстве та-
ких публикаций стали вводить сверхсветовые
и даже отрицательные времена прохождения
структур. Обзор подобных публикаций можно
найти в работах [4–8], Отметим ряд ученых,
внесших вклад в определение времен тунне-
лирования: МакКолл, Вигнер, Смитт, Хартман,
Буттикер, Ландауэр, Базь, Ольховский и др. На-
личие множества различных времен, ни одно
из которых правильно не описывает все про-
цессы прохождения и туннелирования волн,
вызывает неудовлетворенность и стимулирует
появление новых работ вплоть до настояще-
го времени. Несостоятельность вигнеровского
времени заключается уже в том, что оно мо-
жет быть отрицательным [16]. Все упомянутые
выше времена не основаны на строго неста-
ционарных процессах, использование которых
приводит к выводу, что все времена не могут
быть меньше, чем d/c, где d размер структуры
[3, 27, 28].

Волновые процессы можно классифициро-
вать на стационарные и нестационарные (вол-
новые пакеты). Так, Солнце излучает почти как
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абсолютно черное тело с известной средней
спектральной плотностью, причем так долго,
что процесс почти стационарный (не считая ма-
лых флуктуаций Солнечной активности). Имеет
место движение фотонов разных частот в потоке
излучения от Солнца. Дошедшие до ионосферы
фотоны низких радиочастот могут туннелиро-
вать. Здесь, как и в теории Фаулера – Нордгейма,
следует рассматривать поток частиц разных
энергий, а не прохождение отдельной частицы.
Взрыв сверхновой – процесс нестационарный.
Здесь также следует рассматривать движение
фотонов всех энергий, но в ВП. В стационар-
ном процессе вводить время не конструктивно,
поскольку сдвиг по времени ничего не меня-
ет. Скорость же ввести можно [8] как дви-
жение некой субстанции (например, энергии)
за какую-то разность времен. Однако такие вре-
мена вводят. В нестационарном процессе или
ВП обычно определяют огибающую импуль-
са. Другой синоним – мгновенная (зависящая
от момента времени t) амплитуда. Обычно
высокочастотные колебания (высокочастотное
заполнение импульса) нас не интересует, а ин-
тересует мгновенная амплитуда a(t). Именно
она обычно и несет информацию, а макси-
мальная энергия соответствует максимальной
амплитуде. Именно ее определяет амплитудный
детектор [29]. Он имеется в любом демодулято-
ре, например, в фазовом детекторе. Поэтому все
парадоксы сверхсветовых ВП связаны с некор-
ректным определением мгновенной амплитуды,
например, через ГС: a(z, t) =A0 exp(t − z/vg). Та-
кая волна движется как целое вдоль направления
z c ГС. Однако даже при пренебрежении дис-
сипацией такой ВП в диспергирующей среде
расплывается [30]. Правильное определение ам-
плитуды связано с введением аналитического
сигнала с помощью преобразование Гильбер-
та Ĥ и определения амплитуды комплексного
сигнала w = E + iĤ (E): для ВП (1) надо
определить сопряженный ВП Ĥ (E) и огиба-

ющую a(r, t) = |w|2 =
√
|E (r, t)|2+

[
ĤE (r, t)

]2.
Поскольку оператор Ĥ интегральный [30], та-
кое определение часто весьма сложное и редко
применяется. При других определениях a(r, t)
происходит подмена понятий, что и приводит
к парадоксам. Приведенное определение не дает
сверхсветовых движений.

ВП (1) определяется через спектральное
электрическое поле E. Из уравнений Максвелла
можно определить магнитное поле H. В изо-
тропной однородной диэлектрической среде оно

связано с (1) множителем
√

ε0ε(ω)/µ0 под ин-
тегралом. Также при задании диэлектрической
проницаемости (ДП) такой среды ε(ω) можно
определить дисперсию ДП k2 = k20ε(ω). Это про-
стейшее уравнение Френеля. В общем случае
пространственной дисперсии (ПД) оно имеет
вид определителя при тензорной ДП ε̂(ω,k) [31].
Далее для простоты мы не рассматриваем
ПД. Стационарное уравнениеШредингера (УШ)
и волновое уравнение Гельмгольца идентичны,
поэтому идентично описывается стационарное
прохождение (туннелирование) электронов и фо-
тонов. Для первых при энергии E в потенциале
V можно ввести волновой импеданс ρ = 1/k =
= h̄/

√
2me (E−V ), а для вторых соответственно

ρ = 1/
√

ε [8]. Имеет место соответствие ε =
= 1−V/E, т. е. при E≫V электрон движется
как фотон в вакууме (конечно, со скоростью
v =

√
2E/me < c), а при E < V электрон тун-

нелирует через барьер как фотон через слой
плазмы с ε < 0. Эта аналогия породила большой
поток публикаций по сверхсветовому туннели-
рованию. фотонов. Сразу отметим, что туннели-
руют не электроны и фотоны, а квазичастицы:
квазиэлектроны и квазифотоны, определяемые
коллективным взаимодействием многих частиц.
Для ВП (1) в работе [29] определена пропагатор-
ная функция Грина (ПФГ) распространения ВП
в однородной среде вдоль оси z:

g(z− z′, t − t ′) =

=
1
2π

∞∫
−∞

exp(iω(t − t ′)− ik (ω)(z− z′))dω.
(2)

Она определяет распространение ФП из од-
ной точки в другую, удовлетворяет принципу
причинности и сразу отвечает на вопрос, что
любое распространение ВП таково, что его мак-
симальная скорость не превышает c. Собственно
это и решает проблему. Надо построить ПФГ
для слоя с произвольной дисперсией и опре-
делить ПФГ на выходе. Некоторая проблема
заключается в том, что ВП от слоя отражается,
т. е. раздваивается. Внутри он имеет сложный
характер волн обоих направлений. Мы будем
рассматривать только прошедший ВП и для про-
стоты только электромагнитное туннелирование.
Все такие электродинамические задачи следу-
ет рассматривать как распространение ВП через
один или несколько слоев диэлектрика, причем
туннелированию соответствует отрицательная
реальная часть ε′ < 0 ДП слоя. Туннелирова-
ние также возможно через запрещенную зону
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1D фотонного кристалла, все слои которого
могут, в частности, состоять из прозрачных ди-
электриков с положительной ДП, но имеется
зона непропускания (bandgap). Поскольку выво-
ды о характере движения волн часто основывают
на стационарных подходах, решение нестацио-
нарной задачи о прохождении ВП через такой
слой диэлектрика актуально. Актуальность под-
тверждают и недавно опубликованные работы,
например, [15, 16].

Мы рассматриваем задачу дифракции одно-
мерного ВП со спектром U (ω) на слое диэлек-
трика 0 < z < d, описываемого спектральной
ДП ε(ω) = ε′ (ω)− iε′′ (ω) без пространственной
дисперсии (ПД). В численном примере туннели-
рования спектральную ДП берем для холодной
плазмы в виде

ε(ω) = εL −
ω2

p

ω2− iωcω
, (3)

или для действительной и мнимой ее частей

ε′ (ω) = εL −
ω2

p

ω2+ω2
c
,ε′′ (ω) =

ω2
pωc

ω(ω2+ω2
c)
.

(ωp – плазменная частота, ωc – частота столк-
новений). Для газообразной плазмы εL = 1.
Для металлов и полупроводников εL ∼ 1020
и не зависит от частоты вплоть до плазменной
частоты (ПЧ) ωp. В пренебрежении частотой
столкновений (ЧС) ωc туннелирование будет
при ω < ωp/

√
εL. Такое пренебрежение требу-

ет, чтобы спектр ВП был существенно выше
ЧC: ω ≫ ωc. Учет ЧС приводит к диссипатив-
ному туннелированию. В общем случае следует
рассматривать прохождение ВП через слой ди-
электрика. Дисперсия реальных диэлектриков
в широком диапазоне обычно весьма сложная.
Используя закон дисперсии Лоренца, ее можно
представить в виде:

ε(ω) =
1+ 2

3 ∑
n,m=1

ω2
pm

ω2
mn−ω2+iωcmnω

1− 1
3 ∑

n,m=1

ω2
pm

ω2
mn−ω2+iωcmnω

. (4)

Здесь мы использовали поляризуемость Лоренца
одиночного атома

αm =
e2

ε0me

1
ω2

mn −ω2+ iωωcmn

и формулу Лоренц-Лоренца. Если концентрации
атомов Nm сорта m (квадраты плазменных ча-
стот ω2

pm) малы, т. е. мала сумма по сравнению

с единицей, (4) можно разложить по малому па-
раметру:

ε(ω)≈1+ ∑
n,m=1

ω2
pm

ω2
mn −ω2+ iωcmnω

. (5)

Эта формула справедлива для очень разрежен-
ного газа осцилляторов с несколькими резо-
нансными частотами ωmn. Если имеются атомы
только одного сорта, то m = 1. Если имеет место
только одна резонансная частота, то n = 1. Ве-
личины ω2

pm характеризуют силы осцилляторов,
вычисляемых из решения квантовомеханиче-
ской задачи. Если ω = ωmn, в силу малой
ЧС будет ε(ωmn)≈−2 < 0. Формулу (5) в этом
случае применять нельзя, поскольку она полу-
чена в приближении малой суммы. В другом
резонансном случае, когда сумма в (2) велика
по сравнению с единицей, имеем:

ε(ω)≈−2+ 3

∑
n,m=1

ω2
pm

ω2
mn−ω2+iωcmnω

. (6)

Формула (6) справедлива только в окрестностях
резонансных частот. На резонансной частоте
ДП согласно (4) имеет малую мнимую часть:
ε(ωmn)≈−2+3iωcmnωmn/ω2

pm. Что касается фор-
мулы (5), то для нее выше резонанса при малых
потерях ДП ε′ может быть любой отрицательной
величиной, при этом ε′′ тем больше в этой обла-
сти, чем меньше потери. В реальных средах при
существенных потерях и малых силах осцилля-
торов ДП ε′ не переходит через ноль. Получить
среду с дисперсией Лоренца при отрицательной
ε′ достаточно проблематично. Тем не менее, рас-
смотрение сред с дисперсией (5) представляет
интерес [16]. Отметим, что (3) для области су-
щественно ниже резонансных частот получается
из (5), когда в этой области все резонансные
частоты равны нулю, т. е. лежат существенно вы-
ше, при этом

εL = 1+ ∑
n,m=1

ω2
pm

ω2
mn

.

Это оптическая часть ДП, определяемая поляри-
зацией кристалла, квадраты ПЧ ω2

pm определяют
концентрации атомов, а электронная восприим-
чивость

χe =−
ω2

p

ω2− iωcω
определяется ПЧ и ЧС для электронов проводи-
мости. Для них резонансная частота равна нулю,
поскольку они свободные и не связаны с атомами
(модель абсолютно неупругих диполей). Отме-
тим, что из (5) также можно получить в пределе
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закон дисперсии Дебая для абсолютно жестких
диполей с ориентационной поляризацией [32].

ВП (импульс) – это нестационарная волна.
В рамках нестационарной электродинамики ре-
акция поляризации P = D−ε0E или индукции D
на электрическое поле описывается как [33]:

D(r, t) = ε0
t∫

−∞

∫
V

ε̂(r,r′, t − t ′)E(r′, t ′)d3r′dt ′. (7)

Здесь тензорный оператор ε̂ (ядро) приведен
с учетом ПД. В этом случае пространствен-
ное интегрирование в (7) ведется по области,
отстоящей от точки r менее |r− r′| < c(t − t ′).
В однородной среде без ПД преобразование Фу-
рье для (7) дает D(ω) = ε0ε(ω)E(ω). В такой
среде ε̃(t) – скалярная функция. Для дисперсии
(5) имеем:

ε̃(t) = δ(t)+

+χ(t)∑
m,n

ω2
pm exp(−ωcnt/2)√

ω2
mn −ω2

cn/4
sin
(

t
√

ω2
mn −ω2

cn/4
)
.

(8)
Здесь χ(t) – функция Хэвисайда, обеспечива-
ющая принцип причинности: ε̃(t) = 0 при t <
0. Для газовой плазмы в (8) следует положить
ωmn = 0, т. е. считать заряды свободными (для
однокомпонентной плазмыm= 1,ωp1 =ωp). Для
среды со многими уровнями квантовых перехо-
дов следует учесть все частоты переходов, а для
твердотельной плазмы добавить в (8) и ее элек-
тронно-дырочную восприимчивость. Используя
(8), можно сформулировать интегро-дифферен-
циальное уравнение (ИДУ) для электрического
поля в пространственно-временной области при
дифракции ВП на однородном слое [27]. Для
неоднородной среды это также можно сделать,
считая ω2

pm функциями координат.
Далее рассмотрим спектральный подход,

не требующий решения ИДУ. Используем ВП в
виде поля падающей из вакуума плоской квази-
монохроматической волны:

Ex (z, t) = A(z, t)E0 sin(ω0 (t − z/c)) . (9)

Компонента магнитного поля Hy (z, t) =

=
√

ε0/µ0Ex (z, t), а форм-фактор (амплитудный
множитель) берем прямоугольным: A(z, t) =
= χ(t − z/c) − χ(t − τ− z/c). Здесь χ(t) –
функция Хэвисайда, равная единице при поло-
жительных временах и нулю при отрицательных.
Таким образом, пакет движется к слою слева,
и сигнал на границе слоя в точке z = 0 возника-
ет в момент t = 0. Для простоты длительность

ВП полагаем равной τ = d/c. В момент t = τ
сигнал в рассмотренной точке заканчивается.
В этот же момент он может появиться (в виде
ВП с высокочастотными компонентами спек-
тра) на выходе слоя. Очевидно, длительность
ВП можно взять любую. Под спектром ВП пони-
маем как обычно величину

U (ω) =
τ∫

0

Ex (0, t)exp(−iωt)dt.

В обозначениях Ω− = (ω−ω0)τ, Ω+ =
= (ω+ω0)τ, Ω0 = ω0τ, Ω = ωτ, a =
=E0τ [Ω+ cos(Ω−)−Ω− cos(Ω+)−2Ω0]/(2Ω+Ω−),
b = E0τ [Ω+ sin(Ω−)−Ω− sin(Ω+)]/(2Ω+Ω−),
имеем:

U (ω) = a(ω)− ib(ω) = |U (ω)|exp(iφU) . (10)

Здесь |U (ω)|=
√

a2+b2, φU =−arctan(b/a), ω0 –
центральная («несущая») частота спектра. Пре-
дельное при больших частотах значение спектра
(10) есть U∞ (ω) = 2iE0τsin(Ω0)exp(−iΩ)/Ω.
Используя функцию sinc(x) = sin(x)/x, соотно-
шение (10) можно записать по-другому:

U (ω) = iE0τ [exp(−iΩ+/2)sinc(Ω+/2)−
−exp(−iΩ−/2)sinc(Ω−/2)] .

(11)

При Ω0≫1 (длительность ВП много больше пе-
риода колебания T0 = 2π/ω0) основной вклад
в спектр дает область около несущей частоты,
а сам спектр узкий: ∆ω/ω0≪ 1.

Спектр прошедшего поля при дифракции
монохроматической волны определяется коэф-
фициентом прохождения T (ω), а отраженного –
коэффициентом отражения R(ω). Имеем [8]:

T (ω) =
[
cos
(
k0
√

εd
)
+

+i
(
ε1/2+ ε−1/2

)
sin
(
k0
√

εd
)
/2
]−1

,
(12)

1+R(ω)
1−R(ω)

=
1+ iε−1/2 tan

(
k0
√

εd
)

1+ iε1/2 tan
(
k0
√

εd
) . (13)

Здесь k0 = ω/c. Отметим, что замена k0
√

ε →
→ k =

√
2me (E −V )/h̄ соответствует задаче

прохождения электрона через прямоугольный
потенциальный барьер. При туннелировании k
мнимое. В прямоугольном волноводе диспер-

сия волны H10 имеет вид k = k0
√
1−π2/(k0a)

2,
Для запредельного участка (k0 ≪ π/a) име-

ем k = ik0
√

π2/(k0a)
2 1 ≈ iπ/(k0a2), и можно

определить эффективную ДП ε = −π2/(k0a)
2,

действительный коэффициент прохождения

T (ω)=[cos(πd/a)+(π/k0a− k0a/π)sin(πd/a)/2]−1
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и нулевое время Вигнера. В общем случае ДП яв-
ляется комплексной величиной, время Вигнера
τW мало.

Мы ищем поле ВП, прошедшего через слой
(в точке z = d), в виде:

Ex (d, t) =
1
2π

∞∫
−∞

T (ω)U (ω)exp(iωt)dω. (14)

Действительно, если слой отсутствует, то ε = 1
и T (ω) = exp(−ik0d). Подставляя в (14), получа-
ем Ex (d, t) = Ex (0, t −d/c). Если t < d/c, то сиг-
нал (14) отсутствует. При анализе интеграла (14)
следует учесть, что U (−ω) = U∗ (ω), T (−ω) =
= T ∗ (ω), поэтому значение (14) действительное.
Для оценки интеграла (14) в общем случае
для T (ω) и U(ω) вводим комплексные пред-
ставления: T (ω) = |T (ω)|exp(iφT (ω)), U (ω) =
= |U (ω)|exp(iφU (ω)). Вид выражения (8) таков,
что в нижней полуплоскости на полуокружно-
сти большого радиуса оно дает нулевое значение.
При больших частотах T (ω)→ exp(−ik0d), и то-
гда φT →−ωτ. Приω→ 0 имеем ε≈−iω2

p/(ωωc),
T (ω) ≈ 1/

[
1+ω2

pτ/(ωc)+ iωτ
]
, φT ≈ 0. Если

t < τ, то функцияexp(iω(t − τ)) также исчеза-
ет на такой полуокружности. Поэтому интеграл
(14) равен нулю при t < τ, поскольку контур
интегрирования можно замкнуть в нижней по-
луплоскости комплексной плоскости ω, где нет
полюсов. Действительно, у функцииU (ω) полю-
сов нет. Для полюсов T (ω) имеем:

ω = τ−1ε−1/2Arctan
(
2iε1/2/(ε+1)

)
. (15)

Если ДП действительная, полюса лежат в верх-
ней полуплоскости. Если ДП имеет малую отри-
цательную мнимую часть и большую по срав-
нению с ней положительную часть, то также
полюса лежат в верхней полуплоскости. Ес-
ли ДП имеет большую мнимую отрицательную
часть, плюса также лежат в верхней полуплос-
кости. В общем случае, когда ДП есть функция
частоты, принимаем:

ε = ε′− iε′′,ε1/2 = α− iβ,

где ε′′ > 0, α =
√(√

ε′2+ ε′′2+ ε′
)
/2 > 0, β =

=
√(√

ε′2+ ε′′2− ε′
)
/2 > 0. Поэтому

ω=τ−1
(α+iβ)
α2+β2

Arctan


β(ε′+1)−αε′′+
+i[α(ε′+1)+βε′′]

2
(ε′+1)2+ε′′2


 .

Аргумент арктангенса представим в виде z =
= x+ iy, y = 2[α(ε′+1)+βε′′]/[(ε′+1)2+ ε′′2]> 0.
Выражаем арктангенс через логарифм ([34],
формула 507.31):

Arctan(z) = arctan
(

2x
1− x2− y2

)
+

+
i
4

ln

(
(1+ y)2+ x2

(1− y)2+ x2

)
+2nπ,

x2+ y2 = 4(α2+β2)/
[
(ε′+1)2+ ε′′2

]
=

= 4
√

ε′2+ ε′′2/
[
(ε′+1)2+ ε′′2

]
,

x = 2 [β(ε′+1)−αε′′] .

Здесь арктангенс в правой части формулы берет-
ся в квадранте, определяемом знаком числителя
и знаменателя, а не в смысле главного значения
(он определяет положительный угол комплекс-
ного числа Z = 1 − x2 − y2 + 2ix). Видим, что
все полюса лежат в верхней полуплоскости.
Тот же результат получаем на основе формулы
507.32 [34].

Уравнение (15) разрешено относительно ча-
стоты, однако при частотной дисперсии ДП его
правая часть нелинейно от нее зависит. Поэто-
му определение полюсов требует итерационного
решения (15). Определив полюса и вычислив ин-
теграл (14) при t > d/c методом теории вычетов,
можно определить поле в рассматриваемой точ-
ке. Оно представляет собой бесконечный ряд,
сходимость которого невысокая. Это требует
численного определения большого числа полю-
сов. Проще непосредственно численно проинте-
грировать (12). Для этого мы преобразовываем
его к пределам 0 ⩽ ω < ∞:

Ex(d, t) =
1
π

∞∫
0

|T (ω)||U(ω)|cos(ωt +φT (ω)+

+φU(ω))dω.
(16)

Для вычисления (16) необходимо фазовые на-
беги определять в полном виде, который может
существенно превышать 2π, что неудобно. По-
этому запишем: T (ω) = κ(ω) + iϑ(ω). При
больших частотах κ(ω) = cos(ωτ), ϑ(ω) =
= −sin(ωτ), |T∞ (ω)| = 1, φT (ω) = −ωτ,
U∞ (ω) = 2E0τsin(ω0τ)exp(i(π/2−ωτ))/(ωτ),
|U∞ (ω)| = 2E0τsin(ω0τ)/(ωτ), φU = π/22ωτ,
a(ω) = |U∞ (ω)|cos(φU), b(ω) = |U∞ (ω)|sin(φU).
Вводя обозначение F (ω) = |U∞ (ω)|exp(i(π/22ωτ)),
получаем интеграл типа (16) от этой предельной

248 Методический отдел



М. В. Давидович. Об огибающей волнового пакета (импульса)

функции:

E∞
x (d, t) = 2E0

π

∞∫
0
(ωτ)−1 sin(ωτ(t/τ−2))d (ωτ) =

= E0sgn(t/τ−2) .
(17)

Теперь интеграл (14) представим в виде

Ex(d, t) =
1
π

∞∫
0

{[a(ω)κ(ω)+b(ω)ϑ(ω)]cos(ωt)+

+[b(ω)κ(ω)−a(ω)ϑ(ω)]sin(ωt)}dω.
(18)

Интеграл усекаем, взяв максимальную частоту
ωmax = 80ω0. Отбрасывание остаточного чле-
на, как показали вычисления, дает погрешность
не более 0.1%. Это обусловлено тем, что подын-
тегральные функции убывают с частотой быст-
рее чем ω2. Для увеличения точности вычитаем
из подынтегрального значения (18) величину
F (ω), а к результату добавляем значение (17).
Это позволяет еще на два порядка повысить точ-
ность. Для интегрирования использован метод
Симпсона на 32001 точках.

На рисунке приведены результаты расчетов
поля на выходе из слоя при разных значениях
плазменной частоты. С ее увеличением увели-
чивается разность между скоростями движения
энергии спектральных компонент: скорость вы-
сокочастотных слабо, а низкочастотных сильно
уменьшается по сравнению со скоростью света
c. Образуется предвестник, движущийся почти
со скоростью света, импульс расширяется за счет
растягивания основной части, отставания ее от
предвестника и образования медленного хвоста.
Особенно сильны изменения формы при пере-
ходе плазменной частоты ωp через значение
несущей частотыω0. В целом амплитуда импуль-
са падает.

Даже при превышении величины плазмен-
ной частоты ωp значения несущей частоты ω0
всего на несколько процентов основная часть
импульса может расшириться в несколько раз.
Выражения в квадратных скобках в (18) при вы-
числениях обусловливают «гашение» значения
интеграла при t < τ полностью (с точностью
до погрешности вычислений), а при t > 2τ – ча-
стично. При этом образуется затухающий хвост
импульса, связанный с дисперсией. В приведен-
ных примерах хвост практически затухает при
t > 20τ. Если ωp ⩾ ω0, основная часть импуль-
са движется в несколько раз медленнее, чем
предвестник. Так, для импульса 6 (рис. 1, в)
эта скорость примерно в 4 раза меньше c. Если

ωp ≪ω0, то скорость движения энергии vE (ω0)
основной части ВП становится весьма малой
по сравнению со скоростью света c, а время
туннелирования экспоненциально большим от-
носительно величины k0 |ε|1/2 d/ω0 = τ |ε|1/2 [8,
27]. Определение скорости движения импульса
как целого целесообразно выполнять путем вы-
числения средней взвешенной по спектральной
плотности мощности скорости движения энер-
гии [7], то есть в виде:

v̄ =

∞∫
0

vE (ω) |U (ω)|2 dω/
∞∫
0

|U (ω)|2 dω. (19)

Скорость переноса энергии в плазме vE (ω)
приведена в [8]:

1vE (ω)=c

√
2
(
ε′+

√
ε′2+ε′′2

)
/
(
2−ε′+

√
ε′2+ε′′2

)
.

В слабо диссипативной плазме ε′′ ≪ |ε′| для
области туннелирования (ε′ < 0) имеем vE (ω)≈
≈ cε′′/(2 |ε′|+2ε′2+ ε′′2/2)≪ c. Для ω ≪ ωp по-
лучаем vE (ω)≈ cε′′/(2ε′2). Для ω > ωp скорость
переноса энергии vE (ω)≈ c

√
ε′ < c. В окрест-

ности плазменной частоты (ω = ωp) применять
разложения нельзя, и непосредственно получаем
vE (ω) = c

√
2ε′′/(2+ ε′′) < c. Интеграл в знаме-

нателе (17) в силу теоремы Винера–Хинчина–
Колмогорова имеет вид

∞∫
0

|U (ω)|2 dω = 2π
τ∫

0

E2
x (ω0t)dt =

= 2π
0∫

−d

E2
x (ω0 (t − z/c))dz =

= 2πε−10

0∫
−d

W (z)dz,

гдеW (z) = ε0E2
x (z) – плотность энергии ВП в ва-

кууме, то есть он (с точностью до множителя)
определяет энергию ВП на единицу попереч-
ной площади. Распространение такого ВП в
безграничной среде определяет пропагаторная
функция Грина (ФГ) [30]. В нашем случае вме-
сто |U (ω)|2 в (19) следует использовать вес
|T (ω)U (ω)|2. При этом формулу (14) также мож-
но записать с помощью такой ФГ:

Ex (d, t) =
∞∫

−∞

g(d, t − t ′)Ex (0, t ′)dt ′,

g(d, t) =
1
2π

∞∫
−∞

T (ω)exp(iωt)dω.
(20)
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а/а б/b

Рис. Электрическое поле Ex (В/м) при частотах ω0 =
= 6.283 и ω = 0.0001 МГц в зависимости от времени t,
мкс на выходе плазменного слоя d=3000 м при разных
плазменных частотах, МГц: ωp = 0 (кривая 0), ωp = 1
(1), ωp = 2 (2) (а); ωp = 3 (3), ωp = 4 (4), ωp = 5 (5) (б);

ωp = 6 (6), ωp = 7 (7) (в) (цвет онлайн)

Fig. Electric field Ex (V/m) with frequency ω0 = 6.283 and
ω = 0.0001 (MHz) as a function of time t (mcs) at the
output of the plasma layer d =3000 m at different plasma
frequencies (MHz): ωp = 0 (curve 0), ωp = 1 (1), ωp = 2 (2)
(a); ωp = 3 (3), ωp = 3 (4), ωp = 5 (5) (b); c: ωp = 6 (6),

ωp = 7 (7) (c) (color online)
в/c

ФГ (20) совпадает с соответствующей
ФГ из [30], если в формуле (10) положить(
ε1/2+ ε−1/2

)
/2 = 1. Этот множитель как раз

отвечает за возникновение отражений, связан-
ных с наличием границ. Таким образом, можно
определить ФГ (20) для многослойной или да-
же неоднородной структуры, если вычислить
ее коэффициент прохождения T (ω), напри-
мер, методом матриц передачи. Вычисление
импульса при этом сводится к интегрирова-
нию по времени, что удобно для ограниченных
во времени ВП. При рассмотрении импульса
с длительностью τ > d/c следует учесть, что
передаваемый спектр является мгновенным,
т. е. зависящим от времени. Он определяется

в точке z = 0 в момент t +d/c. Приведенные ин-
тегралы также можно вычислить приближенно,
например, методом стационарной фазы. Однако
такие результаты не совсем точно и адекватно
отражают процесс. Аналогично вычисляется
и отраженный импульс, который также при-
обретает хвост. Эти результаты не приводим.
Построить пространственный профиль ВП в
любой момент времени можно добавлением
в (18) множителя exp(−iω(z−d)/c) и вычис-
лением зависимости от z. Такой ВП ограничен
в пространстве, и его можно построить в виде
прошедшего и отраженного импульсов. Приро-
да хвостов заключается в сильном замедлении
низкочастотных компонент спектра и в частич-
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ных отражениях от границ, что сопровождается
затухающими колебаниями в области слоя.

Формально туннелирование ничем не от-
личается от дифракции и прохождения волны
через хорошо прозрачный слой. Отличие толь-
ко в более сильном ослаблении прошедшей
волны за счет отражений и в более сильном
замедлении [8, 27]. Сильное отражение без тун-
нелирования имеет место при большой ДП ε≫1.
Но в этом случае возможно и резонансное про-
хождение при k0d

√
ε = nπ. Полное прохождение

в этом случае и при резонансном туннелиро-
вании возможно только без диссипации. Для
двух и более слоев также возможно появление
зон резонансного туннелирования (резонансно-
го прохождения), а между ними возникновение
зон сильного резонансного отражения. В бес-
конечном 1D фотонном кристалле последним
соответствует мнимая постоянная распростране-
ния, точно так, как при туннелировании в плазме
с ε′ < 0. Для таких структур T (ω) определяется
методом матриц передачи, и задача вычисления
сигнала на выходе ничем не отличается от рас-
смотренной выше.

Рассмотренный подход применим к любым
ВП, например, звуковым, электрическим сигна-
лам в цепях и т. п. В длинном (узкополосном)
ВП модуляция и информация содержится в сред-
ней части импульса. Идеальное детектирование
сигнала – это взятие его модуля. Для получения
огибающей следует сгладить положительные
пульсации, т. е. пропустить сигнал через низко-
частотныйфильтр. Простейший такой цифровой
фильтр можно построить методом скользяще-
го среднего, который задерживает огибающую.
Любой детектор задерживает мгновенную ам-
плитуду. Кроме того, задерживается и сам ВП.
Современные коммерческие пакеты приклад-
ных программ легко позволяют моделировать
прохождение ВП через различные структуры,
например, фотонные кристаллы или запредель-
ные волноводы. Естественно, они приводят
к тем же результатам. Тем не менее, и для них
есть современные публикации и по сверхсвето-
вым движениям [35].

В работах [7, 8] высказано утверждение,
что сигнал на выходе слоя из диспергирую-
щей среды не может появиться раньше вре-
мени t = τ = d/c. Там оно было доказано
путем решения интегрального уравнения, а так-
же на основе рассмотрения скорости движения
энергии. В данной работе это утверждение дока-
зано спектральным методом для произвольной

диссипативной (ε′′ > 0) диспергирующей среды,
а также численно рассчитано туннелирования
для слоя газообразной плазмы. При туннелиро-
вании ВП сильно ослабляется, а его основная
часть задерживается по сравнению с условиями
без туннелирования. В нашем случае достаточ-
но узкого спектрального ВП распространению
соответствует ω0 > ωp с небольшой задержкой,
а туннелирование при ω0 < ωp сопровождает-
ся существенной задержкой (см. [27]). ВП с
широким спектром, захватывающим ωp, мо-
жет исказиться катастрофически, особенно если
имеет место селективное по частоте поглощение.
Мы использовали общие спектральные свойства
ДП ε(ω) заключающиеся в том, что ее полю-
са лежат в верхней полуплоскости комплекс-
ной плоскости частоты ω. Можно использовать
и другие законы дисперсии. В частности, для
дисперсии Лоренца при большой силе осцилля-
торов также возможны отрицательные значения
ε′ (ω) в узкой спектральной области аномальной
отрицательной дисперсии. Соотношения (12),
(13) есть формулы Френеля для слоя. Усло-
вия для полюсов T (ω) фактически выражают
принцип причинности. Для неоднородного слоя
вместо этих формул следует использовать ин-
тегральные уравнения [27], а для структуры
из нескольких слоев – матрицы передачи. Нали-
чие границ может приводить к весьма сильным
изменениям формы ВП по сравнению с рас-
пространением в однородных средах. В случае
неоднородных и нелинейных сред метод Фурье
неприменим, и необходимо решать ИДУ. От-
метим, что по туннелированию в плазме есть
работа [16], где рассматривается время Вигнера,
в том числе отрицательное.

Итак, хотя на протяжении почти ста лет в ли-
тературе идет дискуссия о временах и скоростях
туннелирования (квантового, электромагнитно-
го, звукового) и огромное количество работ
посвящено сверхсветовым движениям, в рабо-
те показано, что сверхсветовые движения частей
ВП невозможны. Только предвестник ВП в дис-
пергирующей среде движется с близкой к c
скоростью. Волновой фронт, максимум и другие
части импульса движутся с досветовой скоро-
стью. Обнаруженные в 1965 г. Н. Г. Басовым
сверхсветовые «движения» максимума в актив-
ной среде оказались не движениями, а неодно-
родными усилениями уже существующей в этих
областях волны [36]. В диспергирующей среде
импульс с резким фронтом не может распро-
страняться быстрее скорости света. В данной
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работе это показано и для конечной структуры –
слоя вещества. При этом мы не использовали
явно скорость движения энергии (как в [7, 8]),
а рассматривали сам сигнал. Скорость движения
предвестника при туннелировании такая же, как
и в средах без туннелирования. Это обусловлено
тем, что он образуется весьма высокими часто-
тами, для которых ДП уже не отрицательная и,
более того, близка к единице.
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Аннотация. Приводятся сведения об основании в 1937 г. в Саратовском государственном
университете имени Н. Г. Чернышевского научно-исследовательского института матема-
тики, механики и физики, его структуре, тематике и первом директоре В. В. Вагнере.
Прояснены, с использованием данных Государственного архива Саратовской области и ар-
хива Саратовского национальногоисследовательского государственного университета имени
Н. Г. Чернышевского, организационныеижизненныедетали, сопровождавшиепроцесс осно-
вания и работыинститута. Структура института отражала направления научных исследований
(в области физики, математики и механики), которые сформировались в СГУ в 1920–1930-х гг.
и были отмечены отечественным и зарубежным научными сообществами, в том числе
на съездах Российской ассоциации физиков 1924–1928 гг. Рассмотрение ведется в контексте
исторических условий 1930-х гг. (в частности, возникновения кадрового «голода» в СГУ). Ру-
ководитель университета Г. К. Хворостин назначил В. В. Вагнера и. о. директора Института,
поскольку был свидетелем зашиты им докторской диссертации в Совете Научно-исследо-
вательского института математики и механики Московского государственного университета
(апрель 1935 г.). Одновременно Хворостин пригласил ряд столичных математиков и физиков
занять профессорские должности в университете. В 1938 г. директороминститута стал профес-
сор Г. П. Боев. Работа института была прервана осенью 1941 г. В 1945 г. сотрудники прежнего
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(in particular, the emergence of a personnel “hunger” at the University). The Head of the University, Gavriil K. Khvorostin, appointed Viktor V.
Wagner as the director of the Institute, since he had witnessed the defense of his doctoral dissertation at the Council of the Research Institute
of Mathematics and Mechanics of Moscow State University (April 1935). At the same time, Khvorostin invited a number of mathematicians and
physicists from the capital to take up professorships at the University. In 1939, Professor Georgy P. Boev became the director of the Institute.
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Предыстория. 1917–1937 гг.

История образования в 1917 г. и последую-
щего развития физико-математического факуль-
тета Саратовского государственного универси-
тета отражена в ряде публикаций (см., напри-
мер, [1]). Для проведения исследований в обла-
сти физики в Саратовском университете была
создана солидная база: еще в 1913 г. был постро-
ен специальный корпус Физического института
с первоклассной Большой физической аудитори-
ей; первыми сотрудниками-физиками стали пред-
ставители научной школы выдающегося физика
П. Н. Лебедева, профессора Московского универ-
ситета. Открытие факультета сопровождалось
волной приезда видных столичных физиков и ма-
тематиков (К. А. Леонтьев, С. А. Богуславский,
В. В. Голубев, И. Ф. Полак, Г. Н. Свешников),
решавших прикладныефизико-технические зада-
чи [2–5].

Уже на первом (организационном) съезде
Российской ассоциации физиков (РАФ) в 1919 г.
Физический институт стал членом Ассоциации,
участвовал в ряде её мероприятий и съездов,
а в 1928 г. сам встречал участников VI съезда
РАФ [6, 7]. К тому времени физики университета
убедительно продемонстрировали свои достиже-
ния.

В 1931 г. в связи с решением о профильной
подготовке студентов в рамках специализирован-
ных вузов из Саратовского университета был
выведен ряд факультетов для организации 8 неза-
висимых вузов города. Университет лишился
корпусов, демонстрационных экспонатов, а так-
же (самое, пожалуй, болезненное) значительной
части профессорско-преподавательского соста-
ва. Проблему «кадрового голода» с энтузиазмом
стал решать Г. К. Хворостин, математик из МГУ,
в июне 1935 г. назначенный директором СГУ.
Свою программу он изложил в университетской
газете «За научные кадры» от 23 июня 1935 г.:
«…Количество кафедр СГУ в этом году возрастет
с 16 до 34. На занятие их приглашаются про-
фессора Московского университета А. Хинчин,
И. Петровский, А. Курош и В. Вагнер по матема-
тическим кафедрам и Д. Блохинцев по кафедре
теоретической физики». Летом 1935 г. верну-
лись на работу в Саратов профессор-математик
Г. П. Боев (из Иваново) [8], окончивший аспиран-
туру МГУ в 1930 г. Н. Г. Чудаков. Распоряжением
Отдела университетов и научно-исследователь-
ских учреждений Наркомпроса от 28 июня 1935 г.
за СГУ «закреплялись» московские аспиранты
Вагнер, Гордон, Симонов [9, л. 1].
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В 1935 г. в университете стали работать
выдающиеся ленинградские физики Владимир
Пантелеймонович Жузе и Евгений Федо-
рович Гросс, будущий член-корреспондент
АН СССР [10]. Благодаря им в университете
стали развиваться научно-учебные направления
по физике полупроводников и спектроскопии.
Эстафету от И. Ф. Полака по кафедре аст-
рономии принял Павел Васильевич Вьюшков.
Стали работать доцентами П. В. Голубков [11]
и В. И. Калинин [12], выпускники педагогическо-
го факультета СГУ. Вместе с К. А. Леонтьевым
их причисляют к родоначальникам радиофизиче-
ского направления в университете.

Открытие исследовательского института

В 1937 г. в университете была образова-
на структура, целью которой были координация
и проведение актуальных научных исследования,
имеющих не только фундаментальное, но и при-
кладное значение. Такой структурой стал научно-
исследовательский институт математики, меха-
ники и физики, в котором предусматривалось
наличие трех основных отделов:
– отдел математики со специальностями тео-
рия функций и дифференциальная геомет-
рия;

– отдел механики со специальностями теория
упругости и гидро- и аэродинамика;

– отдел физики со специальностями физика
полупроводников, физика колебаний и тео-
ретическая физика.
Торжественное открытие НИИ математики,

механики и физики состоялось 20 мая 1937 г.
в 9 часов вечера в Большой физической ауди-
тории III учебного корпуса СГУ (тогда она
именовалась аудиторией имениМ. Горького). От-
чет об этом событии университетская газета
«Сталинец» опубликовала 22 мая 1937 г.

Направления работы института, увязанные
с решением актуальных практических проблем
в контексте Третьего пятилетнего плана раз-
вития народного хозяйства СССР (1938–1942),
представил профессор ВикторВладимировичВа-
гнер, на которого были возложены обязанности
директора института. В частности, говорилось
о содействии решению задач в области тяжелой
промышленности (в то время в Саратове раз-
ворачивалось строительство Государственного
подшипникового завода ГПЗ-3), консультациях
технических специалистов.

Обращает на себя внимание «математиче-
ский акцент», сопровождавший церемонию от-
крытия института: в тот же день в СГУ начала
работу научная математическая конференция,
в которой участвовали ведущие математики и ме-
ханики из Москвы и Ленинграда. Среди них
были И. И. Привалов, один из первых профес-
соров физико-математического факультета СГУ
(1918–1921 гг.), будущий член-корреспондент
АН СССР; А. Я. Хинчин, работавший в то время
в СГУ, будущий член-корреспондент АН СССР;
А. М. Лопшиц, заведующий кафедрой матема-
тики Московской инженерно-технической ака-
демии связи; С. Г. Лехницкий, возглавивший
летом 1937 г. кафедру теории упругости СГУ,
Н. А. Слёзкин, защитивший докторскую диссер-
тацию осенью 1937 г. Гости Саратова отметились
и своими выступлениями при открытии инсти-
тута.

В. В. Вагнер, середина 1930-х гг. (оригинальное фото
размещено в газете «Красная Звезда» № 119 (3064)

от 26 мая 1935 г.)
Viktor V. Wagner, mid-1930s (the original photo is featured

in the newspaper “Red Star” No. 119 (3064) from
May 26, 1935)

Естественно, на церемонии открытия инсти-
тута присутствовали и сотрудники СГУ, в том
числе директор СГУ Г. К. Хворостин и физик-
профессор П. В. Голубков, возглавивший отдел
физики НИИ.
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Газета «Сталинец» также сообщала, что
по случаю организации НИИ математики, меха-
ники и физики были получены приветственные
телеграммы от различных научных организаций
и отдельных ученых, в том числе от академиков
С. И. Вавилова и А. Ф. Иоффе, представлявших
физическую группу АНСССР, от заместителя на-
чальника Центрального аэрогидродинамическо-
го института, будущего академика А. И. Некра-
сова.

В. В. Вагнер – первый руководитель
НИИматематики, механики и физики

НазначениеВ. В. Вагнера исполняющимобя-
занности директора физико-математического ин-
ститута с позиции Г. К. Хворостина было вполне
оправданным. 17 мая 1935 г. Вагнер блестяще
защитил в Совете НИИ математики МГУ дис-
сертацию «Дифференциальная геометрия него-
лономных многообразий», и ему сразу же была
присуждена ученая степень доктора физико-ма-
тематических наук, минуя кандидатскую степень.
Присутствовавший на защите Г. К. Хворостин
немедленно пригласил В. В. Вагнера на работу
в СГУ1. Однако в 1937 г. Наркомпрос не то-
ропился с утверждением кандидатуры Вагнера
на пост и. о. директора института: он проходил
в Наркомате как … не имеющий ученой степе-
ни. А дело было в том, что официальное решение
ВАК о присуждении Вагнеру ученой степени
состоялось только 11 января 1938 г. [9, л. 14].
Поэтому В. В. Вагнера до этого времени успели
и принять на пост и. о. директора (с 1 сентября
1937 г.) и согласиться, следуя его желанию, на его
увольнение (с 1 июня 1938 г.) [9, л. 8, 12].

Обстоятельства защиты В. В. Вагнером дис-
сертации отражают высокий научный уровень
его работы. В архиве кафедры дифференциаль-
ной геометрии МГУ хранится недатированная
фотография, которая, как представляется автору,
могла быть сделана в период проводившей-
ся в Москве с 17 по 23 мая 1934 г. Пер-
вой международной конференции по тензорной
дифференциальной геометрии и ее приложе-
ниям. Присутствующие слушают выступление
голландского академика Яна Арнольдуса Схоуте-
на (Jan Arnoldus Schouten). Среди участников
конференции – 12 иностранных математиков
из 7 стран, многочисленные советские предста-
вители. На конференции 17 мая с докладом
«Дифференциальная геометрия неголономных
многообразий» выступил В. В. Вагнер (он хоро-
шо виден на фото). Месяц спустя он повторил
свой доклад на секции «Геометрия» Второго Все-
союзного математического съезда (24–30 июня
1934 г.) [13].

Благожелательная обстановка, сложившаяся
при выступлении В. В. Вагнера и на международ-
ной конференции 1934 г., и на собственно защите
им диссертации в 1935 г., отраженыжурналистом
Е. Уберского в стиле того времени в заметке «Лю-
ди нашей страны». Текст и сопровождавшее его
фото Виктора Вагнера были опубликованы в га-
зете «Красная Звезда» 26 мая 1935 г.:

«На кафедру международной конференции ма-
тематиков поднялся молодой человек. <…> Масти-
тые математики настороженно ждали речи юного
советского ученого. Но когда Виктор Вагнер обра-
тился к аудитории на английском языке и в зале
зазвучали подкрепленные глубокой теорией мате-
матические выкладки, люди науки стали слушать
доклад.

1Устно сделанное приглашение два месяца не подкреплялось документально, что сильно беспокоило В. В. Вагнера, как
это видно из хранящегося в архиве СГУ [9, л. 2, 2 об., 3] его письма к Г. К. Хворостину от 17 июня 1935 г.:

«Многоуважаемый Гариил Кириллович!
Приближается конец учебного года в Академии связи, и я должен буду подать рапорт об уходе. Перед этим было бы желательно

оформление моего назначения в Саратов, так чтобы я мог ссылаться на какой-либо официальный документ. Поэтому я прошу Вас
сообщить, как в настоящее время обстоит с этим дело. Вениамин Федорович [Каган] тоже находит необходимым перед уходом
из Академии более определенно выяснить вопрос с Саратовом.

Кроме этого, меня интересует вопрос с квартирой, которому я придаю большое значение. Как я Вам уже говорил, мне нужна
квартира не менее двух комнат, площадью не менее 32–35 кв. м. с отдельной кухней, в крайнем случае кухней могут пользоваться
еще одна – две семьи. Перед окончательным переездом и перевозкой вещей я хотел бы приехать один и посмотреть квартиру.
Если бы это было можно, я хотел бы даже переехать в Саратов в июле после окончания занятий в Академии.

Недавно я встретил Прадолюбова, и мы условились с Вениамином Федоровичем вместе с ним обсудить вопросы, связанные
с преподаванием геометрии и программой. Правдолюбов передает Вам список иностранной литературы по геометрии, которую
нужно было бы выписать для библиотеки.

Жду Вашего ответа.
Уважающий Вас В. Вагнер
17/VI 35
PS Вместе с моим письмо Вениамин Федорович (В. Ф. Каган – научный руководитель Вагнера. – Авт.) просил послать его письмо.
Адрес: Москва-135, Шоссе энтузиастов, Академия связи, кв. 18».

Официальное приглашение было подписано Хворостиным 5 июля 1935 года. Вагнер приглашался на должность заведующе-
го специально организованной для него кафедры геометрии. Ему предоставдяялась квартира со всеми удобствами, университет
брал на себя и расходы по переезду (в то время он вместе с матерью жил в Москве). (ГАСО. Ф. Р-3724. Д. 114. Л. 1. Данные
Ю. Г. Степанова и Е. Е. Фефер).
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В кулуарах конференции профессора и докто-
ра наук поражались истории Виктора Вагнера. Он –
педагог далекой саратовской школы крестьянской
молодежи, экстерном окончил Московский универ-
ситет. Исключительные способности помогли ему
не только сдать экзамен, но и остаться преподавате-
лем университета.

В майский день этого года он [Вагнер] защи-
щал диссертацию в Академии Наук СССР. За столом
оппонентов сидели светила математической мысли
Союза и известный математик голландец Схоутен.

Виктор Вагнер прочел диссертацию. Люди на-
уки окружили Вагнера и в волнении пожимали ему
руки, а голландский ученый стоял в стороне и, при-
ложив руку к сердцу, шептал:

– Великолепно! Каких людей выращивает Со-
ветская страна! Какая замечательная молодежь!..

Виктор Вагнер в 26 лет перешагнул ступень
кандидата и сразу получил звание доктора. Доктор
науки – это высшая ученая степень. Сейчас Виктор
Вагнер – преподаватель математики Академии свя-
зи. Он вспоминает бессонные ночи в саратовской
глуши2, вспоминает трепет на мировой конферен-
ции, вспоминает волнения в Академии наук, и все
это у него выливается в чувство глубокой благодар-

ности своей родине, ее партии, вождям и великому
Сталину.

Молодой ученый Вагнер отдает все свои зна-
ния, чтобы как можно лучше, полноценнее выпол-
нять наказ вождя о выращивании людей, овладев-
ших техникой. В Академии связи, где он работает,
его группы лучшие».

Эпилог

С осени 1938 г. обязанности директора
института (по совместительству) исполнял про-
фессор Георгий Петрович Боев (его назначение
подтверждено решением Главного управления
высшими учебными заведениями Наркомпроса
РСФСР от 20 апреля 1939 г.).

С началом Великой Отечественно войны на-
учно-исследовательский институт математики,
механики и физики был ликвидирован, но уже
18 июля 1945 г. постановлением Правительства
(СНК) СССР в СГУ был образован Научно-ис-
следовательский институт механики и физики,

На заседании Первой международной конференции по тензорной дифференциальной геометрии и ее приложениям
(Москва, май 1934 г.). Выступает Я. А. Схоутен. Рядом с ним – Г. Б. Гуревич и А. Н. Колмогоров. Сидят: 1) за
дальним столом (слева направо) – С. П. Фиников, Г. К. Хворостин, А. М. Лопшиц, П. А. Широков, И. И. Прива-
лов, В. В. Вагнер, А. А. Мочульский, М. Я. Выгодский; 2) напротив, за тем же столом (слева направо) – Н. К. Бари,
С. Д. Россинский, С. В. Бахвалов; 3) за столом перед выступающим (слева направо) – Ю. А. Рожанская, Я. С. Дуб-
нов, ?, Г. М. Шапиро, ?, И. Н. Бронштейн, Н. А. Глаголев; 4) с другой стороны этого стола (слева направо) – жена
А. Гоборского, Э. Бортолотти (Италия), А. Гоборский (Польша), А. Душек (Австрия), В. Хловати (Чехословакия), ?,
В. В. Степанов. Источник: Исторические фотографии из архива кафедры дифференциальной геометрии МГУ. URL:

http://dfgm.math.msu.su/history/old-pics.html (дата обращения: 31.12.2024)
At a session of the First International Conference on Tensor Differential Geometry and Its Applications (Moscow, May 1934).
J. A. Schouten is speaking. Next to him are G. B. Gurevich and A. N. Kolmogorov. Sitting: 1) at the far table (left to
right) – S. P. Finikov, G. K. Khvorostin, A. M. Lopshits, P. A. Shirokov, I. I. Privalov, V. V. Wagner, A. A. Mochulsky,
M. Ya. Vygotsky; 2) opposite, at the same table (left to right) – N. K. Bari, S. D. Rossinsky, S. V. Bakhvalov; 3) at the table in
front of the speaker (from left to right) – Yu. A. Rozhanskaya, Ya. S. Dubnov, ?, G.M. Shapiro, ?, I. N. Bronstein, N. A. Glagolev;
4) on the other side of this table (from left to right) – A. Goborsky’s wife, E. Bortolotti (Italy), A. Goborsky (Poland), A. Dusek
(Austria), V. Chlovati (Czechoslovakia), ?, V. V. Stepanov. Source: Historical photographs from the archive of the Department
of Differential Geometry, Moscow State University. Available at: http://dfgm.math.msu.su/history/old-pics.html (accessed

December 31, 2024)

2В. В. Вагнер родился 4 ноября 1908 г. в Саратове. В Балашове, куда семья переехала в 1914 г., в 1924 г. окончил школу
II ступени, а в 1927 г. – Педагогический техникум. В 1927–1930 гг. работал воспитателем в Балашовском детском доме, препо-
давателем в школе крестьянской молодежи в с. Ивановка 2-я. И в эти же годы заочно (в качестве экстерна) учился на физико-
техническом отделении педагогического факультета МГУ-2, который окончил в 1930 г. [9, л. 19, 19 об., 40].
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который возглавил профессор Петр Васильевич
Голубков [14].

Автор выражает благодарность сотруд-
никам газеты «Красная Звезда» за присланную
газетную публикацию о В. В. Вагнере 1935 г.,
являющуюся для Саратовского университета
интересным историческим свидетельством.
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