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Аннотация. В методической работе рассмотрены вопросы о скоростях и временах рас-
пространения волновых пакетов (импульсов) через слой среды с дисперсией толщины d.
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Abstract. Background and Objectives: The methodological work considers the issues of the
velocities and times of propagation of wave packets (pulses) through a medium layer of thickness
d with dispersion. Methods: The spectral method of numerical calculation of the wave packet is
used, taking into account the dispersion of the dielectric constant. Results: It has been shown that
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В курсах по электродинамике и распро-
странению волн, оптике и по ряду других
дисциплин, преподаваемых в вузах с физиче-
ским и техническим уклоном, рассматривают-
ся вопросы распространения электромагнитных
(оптических) импульсов – цугов волн или вол-
новых пакетов (ВП) u(z, t) в различных средах.
ВП в исходной точке z = 0 обычно описывают
через форм-фактор (например, прямоугольный
Π(t)) как множитель при высокочастотном за-
полнении: u(0, t) = Π(t)sin(ω t). Функция u(0, t)
имеет спектр с некой шириной ∆ω, поэто-
му ВП также называют спектральным паке-
том или цугом. Часто форм-фактор ошибочно
ассоциируют с амплитудой или огибающей
ВП. Очень часто используют нефизические
гауссовы форм-факторы, имеющие бесконечные
фронты.

В учебной и журнальной литературе также
рассматриваются вопросы распространения (пе-
редачи) энергии и информации. По этим вопро-
сам учебная литература дает однозначный ответ:
энергия и информация не могут распространять-
ся быстрее скорости света c в вакууме [1–3].
Впервые в монографиях по электродинамике
это было показано Стрэттоном [3]. Дифракция
волновых пакетов или импульсов происходит
при их прохождении через различные структу-
ры, например, ионосферу. Время прохождения
ВП здесь существенно, например, для синхро-
низации часов спутников и точного определения
координат в системах JPS и ГЛОНАСС. Попа-
дание характерных (резонансных) частот среды
в спектр ВП может приводить к туннели-
рованию. Определение времени прохождения
частиц и времени срабатывания актуально для
квантовых приборов, например, резонансно-тун-
нельных диодов.

В то же время, начиная с 1930 г., в на-
учной литературе, посвященной вопросам ди-
фракции электронов и фотонов на структурах,
туннелированию, распространению импульсов
в средах с дисперсией и (как следствие) с по-
терями, до сих пор обсуждается ряд парадоксов
по сверхсветовому распространению, сверх-
световому туннелированию различных частиц
(электронов, фотонов), нулевому или даже от-
рицательному времени задержки (прохождения
простейших структур) и т. п. (см., например,

обзоры литературы в работах [4–8]). Все эти
парадоксы обусловлены подменой понятий, по-
скольку строгое нестационарное рассмотрение
однозначно отвечает на вопрос о невозможности
сверхсветовых движений энергии и импуль-
са. Учебная литература более консервативна
и рассматривает уже установившиеся понятия,
а в периодических изданиях некоторые авто-
ры пытаются выдать за сенсацию свои оши-
бочные результаты. Имеются многочисленные
публикации и по так называемому эффекту
Хартмана, а также по обобщенному эффек-
ту Хартмана в электродинамике (по поводу
парадокса Хартмана также см. работы [6–8]
и ссылки в них). В большом числе публика-
ций говорится о сверхсветовом туннелировании
электромагнитных волн, при этом рассматри-
вают туннелирование через одиночный слой,
слоистые структуры типа 1D фотонных кристал-
лов, воздушные зазоры между двумя призмами
при нарушении полного внутреннего отраже-
ния, через запредельные участки волноводов,
через фильтры и ряд других структур (см., на-
пример, [9–17] и приводимую там литературу).
Поскольку такие выводы контрастирует с теори-
ей Эйнштейна, выдвигаются утверждения, что
сверхсветовые движения (например, сверхсвето-
вая скорость максимума импульса) не нарушают
принцип причинности (например, в [14, 17]).
При этом высказываются даже утверждения, что
сигнал на выходе диссипативного фильтра мо-
жет появиться раньше, чем он попал на вход,
и это не нарушает принцип причинности (см. ра-
боту [17] и ее анализ в [18]). Все такие выводы
при тщательном рассмотрении не выдерживают
критики.

Сверхсветовые скорости существуют: фазо-
вая скорость (ФС), групповая скорость (ГС), ско-
рость перемещения «зайчика» или поляризации
при скользящем движении волн вдоль поверхно-
сти среды. Движения сверхсветовые и кажущие-
ся сверхсветовыми описаны в монографии [19],
где объяснено, почему они не связаны с пере-
носом энергии и информации и не нарушают
принцип причинности. Указанное разъяснял еще
Л. И. Мандельштам в своих лекциях. Любая
такая передача осуществляется созданием ВП,
который движется и детектируется при приеме.
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Под ВП мы понимаем нестационарную волну

E(r, t) =
∞∫
0

E(r,ω)exp(iωt − ik(ω) r) dω (1)

(r – радиус-вектор, k – волновой вектор), в среде
с дисперсией частота ω = Ω(k), ФС vp =

= kω/ |k|2 и ГС vg = ∇kΩ(ω). Функция Ω(k) –
действительная, однако в среде с дисперсией
вектор k = k′− ik′′ комплексный. ВП (1) записан
для электрического поля.Мнимая составляющая
ФС vp не вызывает вопросов: действительная
часть vp определяет фазовый набег, а мнимая
часть – потери (убывание амплитуды). Мнимая
ГС не имеет смысла. ГС имеет смысл как по-
лярный вектор, преобразующийся как радиус-
вектор, то есть как скорость материальной точ-
ки, только если диссипации нет: k′′ = 0. В этом
случае согласно теореме Леонтовича – Лайт-
хилла – Рытова [20] ГС характеризует скорость
энергии. В этом же случае ВП (1) движется как
целое с ГС [1], если последняя не имеет дис-
персии (ВП – узкий). Однако диссипация есть
всегда, и для всех законов дисперсии есть об-
ласти сверхсветовой ГС, если ее определить
как градиент по действительной части волно-
вого вектора: vg = ∇k′Ω(ω). Для одномерного
движения (в направлении z с единичным векто-
ром z0) групповая скорость vg = z0∂ω(k)/∂k, где
k = Re(kz). Впервые сверхсветовую ГС обнару-
жил Эренфест в 1910 г. [21, 22] для дисперсии
в неравновесной среде. Поскольку ГС дает в пер-
вом приближении описание движения узкого
ВП в области, где почти нет диссипации, это
привело к подмене понятия скорости энергии
на ГС, в том числе на случаи, когда ГС пре-
вышает скорость света c. Поэтому возникли
утверждения о сверхсветовом распространении
импульсов с ГС.

После открытия туннельного эффекта
в 1928 г. встал вопрос о времени туннелирова-
ния. Внутри барьера импульс частицы мнимый.
В квантовой яме с конечной шириной барьера
возможны метастабильные (комплексные) уров-
ни энергии En = E ′

n − iE ′′
n , и тогда можно ввести

время жизни уровня τn = 2h̄/E ′′
n и вероятность

полураспада 1/τn. В развитой в 1928 г. Фауле-
ром и Нордгеймом (ФН) теории туннелирования
рассматривались электроны с непрерывным
спектром энергий (от нуля до энергии Фер-
ми), набегающие на потенциальный барьер
на границе металла. Возник вопрос о времени
прохождения такого барьера, хотя и исполь-
зовалась стационарная теория. Эта проблема

впервые рассмотрена в 1932 г. в работе [23],
где было сделано утверждение о нулевом вре-
мени прохождения барьера ВП. Существенный
вклад в рассмотрение вопроса внес Вигнер [24],
определивший так называемое вигнеровское,
или фазовое время τW = dφ(T (ω))/dω. Здесь
φ((T (ω))) – фаза коэффициента передачи, по-
этому это время и называют фазовым (не путать
со временем движения фазы τp = L/vp). Обра-
тим внимание на то, что оно, как определение
ГС и группового времени задержки, основано
на стационарных процессах.

C 1960 г. возникли области новых пара-
доксов, связанных с туннелированием частиц
через потенциальные барьеры и туннелирова-
нием фотонов. Они связаны с публикациями
Смитта и Хартмана [25, 26]. Известен парадокс
Хартмана [6, 7, 26], основанный на введении
для ВП времени τW . Для бесконечного барье-
ра время туннелирования τW перестает зависеть
от его длины, то есть возникает утверждение
о бесконечной скорости туннелирования. После
указанных публикаций появилось много других,
где вводились разные времена туннелирования
(см. [6–8]). При этом стали рассматривать и тун-
нелирование фотонов через слой плазмы, через
зазор между двумя призмами, когда выполняется
полное внутреннее отражение, через запредель-
ный отрезок волновода, через запрещенную
зону фотонного кристалла. В большинстве та-
ких публикаций стали вводить сверхсветовые
и даже отрицательные времена прохождения
структур. Обзор подобных публикаций можно
найти в работах [4–8], Отметим ряд ученых,
внесших вклад в определение времен тунне-
лирования: МакКолл, Вигнер, Смитт, Хартман,
Буттикер, Ландауэр, Базь, Ольховский и др. На-
личие множества различных времен, ни одно
из которых правильно не описывает все про-
цессы прохождения и туннелирования волн,
вызывает неудовлетворенность и стимулирует
появление новых работ вплоть до настояще-
го времени. Несостоятельность вигнеровского
времени заключается уже в том, что оно мо-
жет быть отрицательным [16]. Все упомянутые
выше времена не основаны на строго неста-
ционарных процессах, использование которых
приводит к выводу, что все времена не могут
быть меньше, чем d/c, где d размер структуры
[3, 27, 28].

Волновые процессы можно классифициро-
вать на стационарные и нестационарные (вол-
новые пакеты). Так, Солнце излучает почти как
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абсолютно черное тело с известной средней
спектральной плотностью, причем так долго,
что процесс почти стационарный (не считая ма-
лых флуктуаций Солнечной активности). Имеет
место движение фотонов разных частот в потоке
излучения от Солнца. Дошедшие до ионосферы
фотоны низких радиочастот могут туннелиро-
вать. Здесь, как и в теории Фаулера – Нордгейма,
следует рассматривать поток частиц разных
энергий, а не прохождение отдельной частицы.
Взрыв сверхновой – процесс нестационарный.
Здесь также следует рассматривать движение
фотонов всех энергий, но в ВП. В стационар-
ном процессе вводить время не конструктивно,
поскольку сдвиг по времени ничего не меня-
ет. Скорость же ввести можно [8] как дви-
жение некой субстанции (например, энергии)
за какую-то разность времен. Однако такие вре-
мена вводят. В нестационарном процессе или
ВП обычно определяют огибающую импуль-
са. Другой синоним – мгновенная (зависящая
от момента времени t) амплитуда. Обычно
высокочастотные колебания (высокочастотное
заполнение импульса) нас не интересует, а ин-
тересует мгновенная амплитуда a(t). Именно
она обычно и несет информацию, а макси-
мальная энергия соответствует максимальной
амплитуде. Именно ее определяет амплитудный
детектор [29]. Он имеется в любом демодулято-
ре, например, в фазовом детекторе. Поэтому все
парадоксы сверхсветовых ВП связаны с некор-
ректным определением мгновенной амплитуды,
например, через ГС: a(z, t) =A0 exp(t − z/vg). Та-
кая волна движется как целое вдоль направления
z c ГС. Однако даже при пренебрежении дис-
сипацией такой ВП в диспергирующей среде
расплывается [30]. Правильное определение ам-
плитуды связано с введением аналитического
сигнала с помощью преобразование Гильбер-
та Ĥ и определения амплитуды комплексного
сигнала w = E + iĤ (E): для ВП (1) надо
определить сопряженный ВП Ĥ (E) и огиба-

ющую a(r, t) = |w|2 =
√
|E (r, t)|2+

[
ĤE (r, t)

]2.
Поскольку оператор Ĥ интегральный [30], та-
кое определение часто весьма сложное и редко
применяется. При других определениях a(r, t)
происходит подмена понятий, что и приводит
к парадоксам. Приведенное определение не дает
сверхсветовых движений.

ВП (1) определяется через спектральное
электрическое поле E. Из уравнений Максвелла
можно определить магнитное поле H. В изо-
тропной однородной диэлектрической среде оно

связано с (1) множителем
√

ε0ε(ω)/µ0 под ин-
тегралом. Также при задании диэлектрической
проницаемости (ДП) такой среды ε(ω) можно
определить дисперсию ДП k2 = k20ε(ω). Это про-
стейшее уравнение Френеля. В общем случае
пространственной дисперсии (ПД) оно имеет
вид определителя при тензорной ДП ε̂(ω,k) [31].
Далее для простоты мы не рассматриваем
ПД. Стационарное уравнениеШредингера (УШ)
и волновое уравнение Гельмгольца идентичны,
поэтому идентично описывается стационарное
прохождение (туннелирование) электронов и фо-
тонов. Для первых при энергии E в потенциале
V можно ввести волновой импеданс ρ = 1/k =
= h̄/

√
2me (E−V ), а для вторых соответственно

ρ = 1/
√

ε [8]. Имеет место соответствие ε =
= 1−V/E, т. е. при E≫V электрон движется
как фотон в вакууме (конечно, со скоростью
v =

√
2E/me < c), а при E < V электрон тун-

нелирует через барьер как фотон через слой
плазмы с ε < 0. Эта аналогия породила большой
поток публикаций по сверхсветовому туннели-
рованию. фотонов. Сразу отметим, что туннели-
руют не электроны и фотоны, а квазичастицы:
квазиэлектроны и квазифотоны, определяемые
коллективным взаимодействием многих частиц.
Для ВП (1) в работе [29] определена пропагатор-
ная функция Грина (ПФГ) распространения ВП
в однородной среде вдоль оси z:

g(z− z′, t − t ′) =

=
1
2π

∞∫
−∞

exp(iω(t − t ′)− ik (ω)(z− z′))dω.
(2)

Она определяет распространение ФП из од-
ной точки в другую, удовлетворяет принципу
причинности и сразу отвечает на вопрос, что
любое распространение ВП таково, что его мак-
симальная скорость не превышает c. Собственно
это и решает проблему. Надо построить ПФГ
для слоя с произвольной дисперсией и опре-
делить ПФГ на выходе. Некоторая проблема
заключается в том, что ВП от слоя отражается,
т. е. раздваивается. Внутри он имеет сложный
характер волн обоих направлений. Мы будем
рассматривать только прошедший ВП и для про-
стоты только электромагнитное туннелирование.
Все такие электродинамические задачи следу-
ет рассматривать как распространение ВП через
один или несколько слоев диэлектрика, причем
туннелированию соответствует отрицательная
реальная часть ε′ < 0 ДП слоя. Туннелирова-
ние также возможно через запрещенную зону
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1D фотонного кристалла, все слои которого
могут, в частности, состоять из прозрачных ди-
электриков с положительной ДП, но имеется
зона непропускания (bandgap). Поскольку выво-
ды о характере движения волн часто основывают
на стационарных подходах, решение нестацио-
нарной задачи о прохождении ВП через такой
слой диэлектрика актуально. Актуальность под-
тверждают и недавно опубликованные работы,
например, [15, 16].

Мы рассматриваем задачу дифракции одно-
мерного ВП со спектром U (ω) на слое диэлек-
трика 0 < z < d, описываемого спектральной
ДП ε(ω) = ε′ (ω)− iε′′ (ω) без пространственной
дисперсии (ПД). В численном примере туннели-
рования спектральную ДП берем для холодной
плазмы в виде

ε(ω) = εL −
ω2

p

ω2− iωcω
, (3)

или для действительной и мнимой ее частей

ε′ (ω) = εL −
ω2

p

ω2+ω2
c
,ε′′ (ω) =

ω2
pωc

ω(ω2+ω2
c)
.

(ωp – плазменная частота, ωc – частота столк-
новений). Для газообразной плазмы εL = 1.
Для металлов и полупроводников εL ∼ 1020
и не зависит от частоты вплоть до плазменной
частоты (ПЧ) ωp. В пренебрежении частотой
столкновений (ЧС) ωc туннелирование будет
при ω < ωp/

√
εL. Такое пренебрежение требу-

ет, чтобы спектр ВП был существенно выше
ЧC: ω ≫ ωc. Учет ЧС приводит к диссипатив-
ному туннелированию. В общем случае следует
рассматривать прохождение ВП через слой ди-
электрика. Дисперсия реальных диэлектриков
в широком диапазоне обычно весьма сложная.
Используя закон дисперсии Лоренца, ее можно
представить в виде:

ε(ω) =
1+ 2

3 ∑
n,m=1

ω2
pm

ω2
mn−ω2+iωcmnω

1− 1
3 ∑

n,m=1

ω2
pm

ω2
mn−ω2+iωcmnω

. (4)

Здесь мы использовали поляризуемость Лоренца
одиночного атома

αm =
e2

ε0me

1
ω2

mn −ω2+ iωωcmn

и формулу Лоренц-Лоренца. Если концентрации
атомов Nm сорта m (квадраты плазменных ча-
стот ω2

pm) малы, т. е. мала сумма по сравнению

с единицей, (4) можно разложить по малому па-
раметру:

ε(ω)≈1+ ∑
n,m=1

ω2
pm

ω2
mn −ω2+ iωcmnω

. (5)

Эта формула справедлива для очень разрежен-
ного газа осцилляторов с несколькими резо-
нансными частотами ωmn. Если имеются атомы
только одного сорта, то m = 1. Если имеет место
только одна резонансная частота, то n = 1. Ве-
личины ω2

pm характеризуют силы осцилляторов,
вычисляемых из решения квантовомеханиче-
ской задачи. Если ω = ωmn, в силу малой
ЧС будет ε(ωmn)≈−2 < 0. Формулу (5) в этом
случае применять нельзя, поскольку она полу-
чена в приближении малой суммы. В другом
резонансном случае, когда сумма в (2) велика
по сравнению с единицей, имеем:

ε(ω)≈−2+ 3

∑
n,m=1

ω2
pm

ω2
mn−ω2+iωcmnω

. (6)

Формула (6) справедлива только в окрестностях
резонансных частот. На резонансной частоте
ДП согласно (4) имеет малую мнимую часть:
ε(ωmn)≈−2+3iωcmnωmn/ω2

pm. Что касается фор-
мулы (5), то для нее выше резонанса при малых
потерях ДП ε′ может быть любой отрицательной
величиной, при этом ε′′ тем больше в этой обла-
сти, чем меньше потери. В реальных средах при
существенных потерях и малых силах осцилля-
торов ДП ε′ не переходит через ноль. Получить
среду с дисперсией Лоренца при отрицательной
ε′ достаточно проблематично. Тем не менее, рас-
смотрение сред с дисперсией (5) представляет
интерес [16]. Отметим, что (3) для области су-
щественно ниже резонансных частот получается
из (5), когда в этой области все резонансные
частоты равны нулю, т. е. лежат существенно вы-
ше, при этом

εL = 1+ ∑
n,m=1

ω2
pm

ω2
mn

.

Это оптическая часть ДП, определяемая поляри-
зацией кристалла, квадраты ПЧ ω2

pm определяют
концентрации атомов, а электронная восприим-
чивость

χe =−
ω2

p

ω2− iωcω
определяется ПЧ и ЧС для электронов проводи-
мости. Для них резонансная частота равна нулю,
поскольку они свободные и не связаны с атомами
(модель абсолютно неупругих диполей). Отме-
тим, что из (5) также можно получить в пределе
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закон дисперсии Дебая для абсолютно жестких
диполей с ориентационной поляризацией [32].

ВП (импульс) – это нестационарная волна.
В рамках нестационарной электродинамики ре-
акция поляризации P = D−ε0E или индукции D
на электрическое поле описывается как [33]:

D(r, t) = ε0
t∫

−∞

∫
V

ε̂(r,r′, t − t ′)E(r′, t ′)d3r′dt ′. (7)

Здесь тензорный оператор ε̂ (ядро) приведен
с учетом ПД. В этом случае пространствен-
ное интегрирование в (7) ведется по области,
отстоящей от точки r менее |r− r′| < c(t − t ′).
В однородной среде без ПД преобразование Фу-
рье для (7) дает D(ω) = ε0ε(ω)E(ω). В такой
среде ε̃(t) – скалярная функция. Для дисперсии
(5) имеем:

ε̃(t) = δ(t)+

+χ(t)∑
m,n

ω2
pm exp(−ωcnt/2)√

ω2
mn −ω2

cn/4
sin
(

t
√

ω2
mn −ω2

cn/4
)
.

(8)
Здесь χ(t) – функция Хэвисайда, обеспечива-
ющая принцип причинности: ε̃(t) = 0 при t <
0. Для газовой плазмы в (8) следует положить
ωmn = 0, т. е. считать заряды свободными (для
однокомпонентной плазмыm= 1,ωp1 =ωp). Для
среды со многими уровнями квантовых перехо-
дов следует учесть все частоты переходов, а для
твердотельной плазмы добавить в (8) и ее элек-
тронно-дырочную восприимчивость. Используя
(8), можно сформулировать интегро-дифферен-
циальное уравнение (ИДУ) для электрического
поля в пространственно-временной области при
дифракции ВП на однородном слое [27]. Для
неоднородной среды это также можно сделать,
считая ω2

pm функциями координат.
Далее рассмотрим спектральный подход,

не требующий решения ИДУ. Используем ВП в
виде поля падающей из вакуума плоской квази-
монохроматической волны:

Ex (z, t) = A(z, t)E0 sin(ω0 (t − z/c)) . (9)

Компонента магнитного поля Hy (z, t) =

=
√

ε0/µ0Ex (z, t), а форм-фактор (амплитудный
множитель) берем прямоугольным: A(z, t) =
= χ(t − z/c) − χ(t − τ− z/c). Здесь χ(t) –
функция Хэвисайда, равная единице при поло-
жительных временах и нулю при отрицательных.
Таким образом, пакет движется к слою слева,
и сигнал на границе слоя в точке z = 0 возника-
ет в момент t = 0. Для простоты длительность

ВП полагаем равной τ = d/c. В момент t = τ
сигнал в рассмотренной точке заканчивается.
В этот же момент он может появиться (в виде
ВП с высокочастотными компонентами спек-
тра) на выходе слоя. Очевидно, длительность
ВП можно взять любую. Под спектром ВП пони-
маем как обычно величину

U (ω) =
τ∫

0

Ex (0, t)exp(−iωt)dt.

В обозначениях Ω− = (ω−ω0)τ, Ω+ =
= (ω+ω0)τ, Ω0 = ω0τ, Ω = ωτ, a =
=E0τ [Ω+ cos(Ω−)−Ω− cos(Ω+)−2Ω0]/(2Ω+Ω−),
b = E0τ [Ω+ sin(Ω−)−Ω− sin(Ω+)]/(2Ω+Ω−),
имеем:

U (ω) = a(ω)− ib(ω) = |U (ω)|exp(iφU) . (10)

Здесь |U (ω)|=
√

a2+b2, φU =−arctan(b/a), ω0 –
центральная («несущая») частота спектра. Пре-
дельное при больших частотах значение спектра
(10) есть U∞ (ω) = 2iE0τsin(Ω0)exp(−iΩ)/Ω.
Используя функцию sinc(x) = sin(x)/x, соотно-
шение (10) можно записать по-другому:

U (ω) = iE0τ [exp(−iΩ+/2)sinc(Ω+/2)−
−exp(−iΩ−/2)sinc(Ω−/2)] .

(11)

При Ω0≫1 (длительность ВП много больше пе-
риода колебания T0 = 2π/ω0) основной вклад
в спектр дает область около несущей частоты,
а сам спектр узкий: ∆ω/ω0≪ 1.

Спектр прошедшего поля при дифракции
монохроматической волны определяется коэф-
фициентом прохождения T (ω), а отраженного –
коэффициентом отражения R(ω). Имеем [8]:

T (ω) =
[
cos
(
k0
√

εd
)
+

+i
(
ε1/2+ ε−1/2

)
sin
(
k0
√

εd
)
/2
]−1

,
(12)

1+R(ω)
1−R(ω)

=
1+ iε−1/2 tan

(
k0
√

εd
)

1+ iε1/2 tan
(
k0
√

εd
) . (13)

Здесь k0 = ω/c. Отметим, что замена k0
√

ε →
→ k =

√
2me (E −V )/h̄ соответствует задаче

прохождения электрона через прямоугольный
потенциальный барьер. При туннелировании k
мнимое. В прямоугольном волноводе диспер-

сия волны H10 имеет вид k = k0
√
1−π2/(k0a)

2,
Для запредельного участка (k0 ≪ π/a) име-

ем k = ik0
√

π2/(k0a)
2 1 ≈ iπ/(k0a2), и можно

определить эффективную ДП ε = −π2/(k0a)
2,

действительный коэффициент прохождения

T (ω)=[cos(πd/a)+(π/k0a− k0a/π)sin(πd/a)/2]−1
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и нулевое время Вигнера. В общем случае ДП яв-
ляется комплексной величиной, время Вигнера
τW мало.

Мы ищем поле ВП, прошедшего через слой
(в точке z = d), в виде:

Ex (d, t) =
1
2π

∞∫
−∞

T (ω)U (ω)exp(iωt)dω. (14)

Действительно, если слой отсутствует, то ε = 1
и T (ω) = exp(−ik0d). Подставляя в (14), получа-
ем Ex (d, t) = Ex (0, t −d/c). Если t < d/c, то сиг-
нал (14) отсутствует. При анализе интеграла (14)
следует учесть, что U (−ω) = U∗ (ω), T (−ω) =
= T ∗ (ω), поэтому значение (14) действительное.
Для оценки интеграла (14) в общем случае
для T (ω) и U(ω) вводим комплексные пред-
ставления: T (ω) = |T (ω)|exp(iφT (ω)), U (ω) =
= |U (ω)|exp(iφU (ω)). Вид выражения (8) таков,
что в нижней полуплоскости на полуокружно-
сти большого радиуса оно дает нулевое значение.
При больших частотах T (ω)→ exp(−ik0d), и то-
гда φT →−ωτ. Приω→ 0 имеем ε≈−iω2

p/(ωωc),
T (ω) ≈ 1/

[
1+ω2

pτ/(ωc)+ iωτ
]
, φT ≈ 0. Если

t < τ, то функцияexp(iω(t − τ)) также исчеза-
ет на такой полуокружности. Поэтому интеграл
(14) равен нулю при t < τ, поскольку контур
интегрирования можно замкнуть в нижней по-
луплоскости комплексной плоскости ω, где нет
полюсов. Действительно, у функцииU (ω) полю-
сов нет. Для полюсов T (ω) имеем:

ω = τ−1ε−1/2Arctan
(
2iε1/2/(ε+1)

)
. (15)

Если ДП действительная, полюса лежат в верх-
ней полуплоскости. Если ДП имеет малую отри-
цательную мнимую часть и большую по срав-
нению с ней положительную часть, то также
полюса лежат в верхней полуплоскости. Ес-
ли ДП имеет большую мнимую отрицательную
часть, плюса также лежат в верхней полуплос-
кости. В общем случае, когда ДП есть функция
частоты, принимаем:

ε = ε′− iε′′,ε1/2 = α− iβ,

где ε′′ > 0, α =
√(√

ε′2+ ε′′2+ ε′
)
/2 > 0, β =

=
√(√

ε′2+ ε′′2− ε′
)
/2 > 0. Поэтому

ω=τ−1
(α+iβ)
α2+β2

Arctan


β(ε′+1)−αε′′+
+i[α(ε′+1)+βε′′]

2
(ε′+1)2+ε′′2


 .

Аргумент арктангенса представим в виде z =
= x+ iy, y = 2[α(ε′+1)+βε′′]/[(ε′+1)2+ ε′′2]> 0.
Выражаем арктангенс через логарифм ([34],
формула 507.31):

Arctan(z) = arctan
(

2x
1− x2− y2

)
+

+
i
4

ln

(
(1+ y)2+ x2

(1− y)2+ x2

)
+2nπ,

x2+ y2 = 4(α2+β2)/
[
(ε′+1)2+ ε′′2

]
=

= 4
√

ε′2+ ε′′2/
[
(ε′+1)2+ ε′′2

]
,

x = 2 [β(ε′+1)−αε′′] .

Здесь арктангенс в правой части формулы берет-
ся в квадранте, определяемом знаком числителя
и знаменателя, а не в смысле главного значения
(он определяет положительный угол комплекс-
ного числа Z = 1 − x2 − y2 + 2ix). Видим, что
все полюса лежат в верхней полуплоскости.
Тот же результат получаем на основе формулы
507.32 [34].

Уравнение (15) разрешено относительно ча-
стоты, однако при частотной дисперсии ДП его
правая часть нелинейно от нее зависит. Поэто-
му определение полюсов требует итерационного
решения (15). Определив полюса и вычислив ин-
теграл (14) при t > d/c методом теории вычетов,
можно определить поле в рассматриваемой точ-
ке. Оно представляет собой бесконечный ряд,
сходимость которого невысокая. Это требует
численного определения большого числа полю-
сов. Проще непосредственно численно проинте-
грировать (12). Для этого мы преобразовываем
его к пределам 0 ⩽ ω < ∞:

Ex(d, t) =
1
π

∞∫
0

|T (ω)||U(ω)|cos(ωt +φT (ω)+

+φU(ω))dω.
(16)

Для вычисления (16) необходимо фазовые на-
беги определять в полном виде, который может
существенно превышать 2π, что неудобно. По-
этому запишем: T (ω) = κ(ω) + iϑ(ω). При
больших частотах κ(ω) = cos(ωτ), ϑ(ω) =
= −sin(ωτ), |T∞ (ω)| = 1, φT (ω) = −ωτ,
U∞ (ω) = 2E0τsin(ω0τ)exp(i(π/2−ωτ))/(ωτ),
|U∞ (ω)| = 2E0τsin(ω0τ)/(ωτ), φU = π/22ωτ,
a(ω) = |U∞ (ω)|cos(φU), b(ω) = |U∞ (ω)|sin(φU).
Вводя обозначение F (ω) = |U∞ (ω)|exp(i(π/22ωτ)),
получаем интеграл типа (16) от этой предельной
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функции:

E∞
x (d, t) = 2E0

π

∞∫
0
(ωτ)−1 sin(ωτ(t/τ−2))d (ωτ) =

= E0sgn(t/τ−2) .
(17)

Теперь интеграл (14) представим в виде

Ex(d, t) =
1
π

∞∫
0

{[a(ω)κ(ω)+b(ω)ϑ(ω)]cos(ωt)+

+[b(ω)κ(ω)−a(ω)ϑ(ω)]sin(ωt)}dω.
(18)

Интеграл усекаем, взяв максимальную частоту
ωmax = 80ω0. Отбрасывание остаточного чле-
на, как показали вычисления, дает погрешность
не более 0.1%. Это обусловлено тем, что подын-
тегральные функции убывают с частотой быст-
рее чем ω2. Для увеличения точности вычитаем
из подынтегрального значения (18) величину
F (ω), а к результату добавляем значение (17).
Это позволяет еще на два порядка повысить точ-
ность. Для интегрирования использован метод
Симпсона на 32001 точках.

На рисунке приведены результаты расчетов
поля на выходе из слоя при разных значениях
плазменной частоты. С ее увеличением увели-
чивается разность между скоростями движения
энергии спектральных компонент: скорость вы-
сокочастотных слабо, а низкочастотных сильно
уменьшается по сравнению со скоростью света
c. Образуется предвестник, движущийся почти
со скоростью света, импульс расширяется за счет
растягивания основной части, отставания ее от
предвестника и образования медленного хвоста.
Особенно сильны изменения формы при пере-
ходе плазменной частоты ωp через значение
несущей частотыω0. В целом амплитуда импуль-
са падает.

Даже при превышении величины плазмен-
ной частоты ωp значения несущей частоты ω0
всего на несколько процентов основная часть
импульса может расшириться в несколько раз.
Выражения в квадратных скобках в (18) при вы-
числениях обусловливают «гашение» значения
интеграла при t < τ полностью (с точностью
до погрешности вычислений), а при t > 2τ – ча-
стично. При этом образуется затухающий хвост
импульса, связанный с дисперсией. В приведен-
ных примерах хвост практически затухает при
t > 20τ. Если ωp ⩾ ω0, основная часть импуль-
са движется в несколько раз медленнее, чем
предвестник. Так, для импульса 6 (рис. 1, в)
эта скорость примерно в 4 раза меньше c. Если

ωp ≪ω0, то скорость движения энергии vE (ω0)
основной части ВП становится весьма малой
по сравнению со скоростью света c, а время
туннелирования экспоненциально большим от-
носительно величины k0 |ε|1/2 d/ω0 = τ |ε|1/2 [8,
27]. Определение скорости движения импульса
как целого целесообразно выполнять путем вы-
числения средней взвешенной по спектральной
плотности мощности скорости движения энер-
гии [7], то есть в виде:

v̄ =

∞∫
0

vE (ω) |U (ω)|2 dω/
∞∫
0

|U (ω)|2 dω. (19)

Скорость переноса энергии в плазме vE (ω)
приведена в [8]:

1vE (ω)=c

√
2
(
ε′+

√
ε′2+ε′′2

)
/
(
2−ε′+

√
ε′2+ε′′2

)
.

В слабо диссипативной плазме ε′′ ≪ |ε′| для
области туннелирования (ε′ < 0) имеем vE (ω)≈
≈ cε′′/(2 |ε′|+2ε′2+ ε′′2/2)≪ c. Для ω ≪ ωp по-
лучаем vE (ω)≈ cε′′/(2ε′2). Для ω > ωp скорость
переноса энергии vE (ω)≈ c

√
ε′ < c. В окрест-

ности плазменной частоты (ω = ωp) применять
разложения нельзя, и непосредственно получаем
vE (ω) = c

√
2ε′′/(2+ ε′′) < c. Интеграл в знаме-

нателе (17) в силу теоремы Винера–Хинчина–
Колмогорова имеет вид

∞∫
0

|U (ω)|2 dω = 2π
τ∫

0

E2
x (ω0t)dt =

= 2π
0∫

−d

E2
x (ω0 (t − z/c))dz =

= 2πε−10

0∫
−d

W (z)dz,

гдеW (z) = ε0E2
x (z) – плотность энергии ВП в ва-

кууме, то есть он (с точностью до множителя)
определяет энергию ВП на единицу попереч-
ной площади. Распространение такого ВП в
безграничной среде определяет пропагаторная
функция Грина (ФГ) [30]. В нашем случае вме-
сто |U (ω)|2 в (19) следует использовать вес
|T (ω)U (ω)|2. При этом формулу (14) также мож-
но записать с помощью такой ФГ:

Ex (d, t) =
∞∫

−∞

g(d, t − t ′)Ex (0, t ′)dt ′,

g(d, t) =
1
2π

∞∫
−∞

T (ω)exp(iωt)dω.
(20)
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а/а б/b

Рис. Электрическое поле Ex (В/м) при частотах ω0 =
= 6.283 и ω = 0.0001 МГц в зависимости от времени t,
мкс на выходе плазменного слоя d=3000 м при разных
плазменных частотах, МГц: ωp = 0 (кривая 0), ωp = 1
(1), ωp = 2 (2) (а); ωp = 3 (3), ωp = 4 (4), ωp = 5 (5) (б);

ωp = 6 (6), ωp = 7 (7) (в) (цвет онлайн)

Fig. Electric field Ex (V/m) with frequency ω0 = 6.283 and
ω = 0.0001 (MHz) as a function of time t (mcs) at the
output of the plasma layer d =3000 m at different plasma
frequencies (MHz): ωp = 0 (curve 0), ωp = 1 (1), ωp = 2 (2)
(a); ωp = 3 (3), ωp = 3 (4), ωp = 5 (5) (b); c: ωp = 6 (6),

ωp = 7 (7) (c) (color online)
в/c

ФГ (20) совпадает с соответствующей
ФГ из [30], если в формуле (10) положить(
ε1/2+ ε−1/2

)
/2 = 1. Этот множитель как раз

отвечает за возникновение отражений, связан-
ных с наличием границ. Таким образом, можно
определить ФГ (20) для многослойной или да-
же неоднородной структуры, если вычислить
ее коэффициент прохождения T (ω), напри-
мер, методом матриц передачи. Вычисление
импульса при этом сводится к интегрирова-
нию по времени, что удобно для ограниченных
во времени ВП. При рассмотрении импульса
с длительностью τ > d/c следует учесть, что
передаваемый спектр является мгновенным,
т. е. зависящим от времени. Он определяется

в точке z = 0 в момент t +d/c. Приведенные ин-
тегралы также можно вычислить приближенно,
например, методом стационарной фазы. Однако
такие результаты не совсем точно и адекватно
отражают процесс. Аналогично вычисляется
и отраженный импульс, который также при-
обретает хвост. Эти результаты не приводим.
Построить пространственный профиль ВП в
любой момент времени можно добавлением
в (18) множителя exp(−iω(z−d)/c) и вычис-
лением зависимости от z. Такой ВП ограничен
в пространстве, и его можно построить в виде
прошедшего и отраженного импульсов. Приро-
да хвостов заключается в сильном замедлении
низкочастотных компонент спектра и в частич-
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ных отражениях от границ, что сопровождается
затухающими колебаниями в области слоя.

Формально туннелирование ничем не от-
личается от дифракции и прохождения волны
через хорошо прозрачный слой. Отличие толь-
ко в более сильном ослаблении прошедшей
волны за счет отражений и в более сильном
замедлении [8, 27]. Сильное отражение без тун-
нелирования имеет место при большой ДП ε≫1.
Но в этом случае возможно и резонансное про-
хождение при k0d

√
ε = nπ. Полное прохождение

в этом случае и при резонансном туннелиро-
вании возможно только без диссипации. Для
двух и более слоев также возможно появление
зон резонансного туннелирования (резонансно-
го прохождения), а между ними возникновение
зон сильного резонансного отражения. В бес-
конечном 1D фотонном кристалле последним
соответствует мнимая постоянная распростране-
ния, точно так, как при туннелировании в плазме
с ε′ < 0. Для таких структур T (ω) определяется
методом матриц передачи, и задача вычисления
сигнала на выходе ничем не отличается от рас-
смотренной выше.

Рассмотренный подход применим к любым
ВП, например, звуковым, электрическим сигна-
лам в цепях и т. п. В длинном (узкополосном)
ВП модуляция и информация содержится в сред-
ней части импульса. Идеальное детектирование
сигнала – это взятие его модуля. Для получения
огибающей следует сгладить положительные
пульсации, т. е. пропустить сигнал через низко-
частотныйфильтр. Простейший такой цифровой
фильтр можно построить методом скользяще-
го среднего, который задерживает огибающую.
Любой детектор задерживает мгновенную ам-
плитуду. Кроме того, задерживается и сам ВП.
Современные коммерческие пакеты приклад-
ных программ легко позволяют моделировать
прохождение ВП через различные структуры,
например, фотонные кристаллы или запредель-
ные волноводы. Естественно, они приводят
к тем же результатам. Тем не менее, и для них
есть современные публикации и по сверхсвето-
вым движениям [35].

В работах [7, 8] высказано утверждение,
что сигнал на выходе слоя из диспергирую-
щей среды не может появиться раньше вре-
мени t = τ = d/c. Там оно было доказано
путем решения интегрального уравнения, а так-
же на основе рассмотрения скорости движения
энергии. В данной работе это утверждение дока-
зано спектральным методом для произвольной

диссипативной (ε′′ > 0) диспергирующей среды,
а также численно рассчитано туннелирования
для слоя газообразной плазмы. При туннелиро-
вании ВП сильно ослабляется, а его основная
часть задерживается по сравнению с условиями
без туннелирования. В нашем случае достаточ-
но узкого спектрального ВП распространению
соответствует ω0 > ωp с небольшой задержкой,
а туннелирование при ω0 < ωp сопровождает-
ся существенной задержкой (см. [27]). ВП с
широким спектром, захватывающим ωp, мо-
жет исказиться катастрофически, особенно если
имеет место селективное по частоте поглощение.
Мы использовали общие спектральные свойства
ДП ε(ω) заключающиеся в том, что ее полю-
са лежат в верхней полуплоскости комплекс-
ной плоскости частоты ω. Можно использовать
и другие законы дисперсии. В частности, для
дисперсии Лоренца при большой силе осцилля-
торов также возможны отрицательные значения
ε′ (ω) в узкой спектральной области аномальной
отрицательной дисперсии. Соотношения (12),
(13) есть формулы Френеля для слоя. Усло-
вия для полюсов T (ω) фактически выражают
принцип причинности. Для неоднородного слоя
вместо этих формул следует использовать ин-
тегральные уравнения [27], а для структуры
из нескольких слоев – матрицы передачи. Нали-
чие границ может приводить к весьма сильным
изменениям формы ВП по сравнению с рас-
пространением в однородных средах. В случае
неоднородных и нелинейных сред метод Фурье
неприменим, и необходимо решать ИДУ. От-
метим, что по туннелированию в плазме есть
работа [16], где рассматривается время Вигнера,
в том числе отрицательное.

Итак, хотя на протяжении почти ста лет в ли-
тературе идет дискуссия о временах и скоростях
туннелирования (квантового, электромагнитно-
го, звукового) и огромное количество работ
посвящено сверхсветовым движениям, в рабо-
те показано, что сверхсветовые движения частей
ВП невозможны. Только предвестник ВП в дис-
пергирующей среде движется с близкой к c
скоростью. Волновой фронт, максимум и другие
части импульса движутся с досветовой скоро-
стью. Обнаруженные в 1965 г. Н. Г. Басовым
сверхсветовые «движения» максимума в актив-
ной среде оказались не движениями, а неодно-
родными усилениями уже существующей в этих
областях волны [36]. В диспергирующей среде
импульс с резким фронтом не может распро-
страняться быстрее скорости света. В данной
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работе это показано и для конечной структуры –
слоя вещества. При этом мы не использовали
явно скорость движения энергии (как в [7, 8]),
а рассматривали сам сигнал. Скорость движения
предвестника при туннелировании такая же, как
и в средах без туннелирования. Это обусловлено
тем, что он образуется весьма высокими часто-
тами, для которых ДП уже не отрицательная и,
более того, близка к единице.
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