
Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Физика. 2025. Т. 25, вып. 2

НАУЧНЫЙ
ОТДЕЛ

РАДИОФИЗИКА,
ЭЛЕКТРОНИКА, АКУСТИКА

Известия Саратовского университета. Новая серия. Серия: Физика. 2025. Т. 25, вып. 2. С. 134–146
Izvestiya of Saratov University. Physics, 2025, vol. 25, iss. 2, pp. 134–146
https://fizika.sgu.ru https://doi.org/10.18500/1817-3020-2025-25-2-134-146, EDN: ZUYNTS

Научная статья
УДК 530.182

Ансамбли четырех дискретных
фазовых осцилляторов
А. П. Кузнецов, Ю. В. Седова✉

Саратовский филиал Института радиотехники и электроники им. В. А. Котельникова РАН,
Россия, 410019, г. Саратов, ул. Зеленая, д. 38

Кузнецов Александр Петрович, доктор физико-математических наук, профессор, ведущий науч-
ный сотрудник, apkuz@rambler.ru, https://orcid.org/0000-0001-5528-1979, AuthorID: 509
Седова Юлия Викторовна, кандидат физико-математических наук, старший научный сотрудник,
sedovayv@yandex.ru, https://orcid.org/0000-0001-7843-646X, AuthorID: 168897

Аннотация. Исследованы ансамбли из четырех дискретных фазовых осцилляторов. Рас-
смотрение проведено с использованием трехмерных отображений для моделирования
относительных фаз осцилляторов. Изучены и сопоставлены случаи связи осцилляторов в це-
почку, кольцо и звезду. Анализ проведен с помощью метода карт ляпуновских показателей,
выявляющего периодические режимы, квазипериодические режимы с разным числом несо-
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Abstract. Background and Objectives: Ensembles of four discrete phase oscillators are considered.
The aim of the research is to study and compare ensembles with different topologies of coupling:
chains, rings and stars.Materials and Methods:We carry out the analysis using three-dimensional
discrete maps for the relative phases of oscillators. We use the method of Lyapunov exponent
chart, which identifies periodic regimes, quasi-periodic regimes with a different number of
incommensurable frequencies and chaos. The various modes are illustrated using phase portraits.
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Введение

Изучение ансамблей нелинейных осцилля-
торов принадлежит к числу фундаментальных
проблем физики, электроники, биологии, химии
и других наук [1, 2]. Во многих случаях доста-
точно следить за динамикой фаз осцилляторов.
Одной из основных моделей такого типа является
модель Курамото, для которой каждый фазовый
осциллятор связан с каждым [1,3,4]:

ψ̇n = ωn +µ
N

∑
i=1

sin(ψi −ψn). (1)

Здесь ψn – фаза n-го осциллятора, ωn – его соб-
ственная частота, µ – величина связи. Этой моде-
ли посвящено огромное количество публикаций,
включая монографии и обзоры, описывающие
разные аспекты динамики.

В литературе обсуждается также дискрет-
ная версия этой модели, когда производные
по времени в системе (1) заменяются конечными
разностями:

ψn → ωn +ψn +µ
N

∑
i=1

sin(ψi −ψn). (2)

Удобство построенной таким способом модели
состоит в том, что анализ отображений суще-
ственно проще, чем дифференциальных урав-
нений. При этом динамика дискретной модели
наследует многие свойства потоковой системы-
прототипа, но оказывается даже богаче, чем у ис-
ходной системы. Это подтверждают различные
примеры систем, построенных путем дискретиза-
ции, – моделей нейронов, динамики популяций,
генных сетей, электронных генераторов и др.
Большое количество примеров и ссылок можно
найти в обзорной части [5].

В последнее время при исследовании сетей
внимание привлекают ансамбли из сравнительно
небольшого числа элементов в силу многооб-
разия возможных нелинейных феноменов [6–9].

Некоторые авторы называют такие системы «ми-
нимальными сетями» (minimal networks) [6, 8–9],
имея в виду минимальное количество элемен-
тов, необходимое для реализации тех или иных
эффектов коллективной динамики, например, хи-
мерных состояний (сhimera states) [8, 9]. Как
подчеркнуто в [6], по сравнению с большими
сетями минимальные сети более восприимчивы
к изменениям параметров связи и топологий сети.
В данной работе в этом контексте исследуются
сети из четырех дискретных осцилляторов.

Дискретная модель Курамото в виде се-
ти из четырех-пяти осцилляторов исследовалась
в [10–13]. Обсуждались такие вопросы, как
выявление в пространстве параметров различ-
ных типов динамики, разрушение инвариантных
торов с возникновением фазового хаоса, муль-
тистабильность и др. В [10, 11] для четырех
осцилляторов выявлены области периодических,
квазипериодических и хаотических режимов. Ис-
пользуется также построение дополнительного
сечения аттрактора. В этом сечении инвариант-
ная кривая (двухчастотный тор) представляется
некоторым циклом, так что оказывается воз-
можным визуализировать и классифицировать
эти режимы. Однако авторы выбирают опреде-
ленное, фиксированное соотношение между ча-
стотными расстройками осцилляторов. Поэтому
в поле зрения не попадают различные резонансы,
возможные в системе, а также трех- и четырех-
частотные квазипериодические режимы. В [12]
анализируется случай пяти осцилляторов для
произвольных расстроек; с помощью ляпунов-
ского анализа выявляются квазипериодические
режимы разной размерности. Демонстрируется
возможность иерархии резонансных квазипери-
одических режимов, возникающих на поверхно-
сти инвариантных торов большей размерности.
Обнаружена резонансная паутина Арнольда [14],
представляющая собой сеть пересекающихся
узких областей квазипериодической динамики
на основе колебаний с разным числом несоиз-
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меримых частот. Отметим, что большое число
дискретных осцилляторов (102 и 105) исследова-
но в [15]. Переход от непрерывной к дискретной
модели Курамото обсуждается в [16].

Рассматриваются и цепочки из дискретных
осцилляторов. Пионерскими работами для трех
осцилляторов можно назвать исследования отоб-
ражения Кима–Остлунда [17, 18]. В рамках
этой модели обсуждался широкий круг про-
блем, включая резонансную паутину Арнольда
(в [18] она называется «mode-locking web»),
бифуркационное устройство различных резонан-
сов, тороидальный хаос (toroidal chaos) и др.
Эта модель, однако, с физической точки зрения
имеет некоторую особенность: связь осциллято-
ров асимметрична и включает диссипативную
и активную (отталкивающую) компоненты. Со-
поставление дискретных моделей трех осцилля-
торов с учетом разных типов связи и моделью
Кима–Остлунда дано в [19].

В настоящем сообщении мы рассмотрим
систему из четырех дискретных фазовых ос-
цилляторов с разной, отличной от глобальной
связи «каждый с каждым», топологией связи.
В разд. 1 обсуждается цепочка осцилляторов.
В разд. 2 мы обсудим случай связи в виде кольца.
По аналогии в разд. 3 будет рассмотрена кон-
фигурация ансамбля осцилляторов типа звезда
(star network), когда один осциллятор распола-
гается в центре, а остальные – по переферии,
и которая также сейчас достаточно популярна [6,
20–22]. В центре нашего внимания будет выясне-
ние возможности квазипериодических колебаний
с разным числом несоизмеримых частот, а также
возможные основные резонансы в системе.

1. Цепочка четырех дискретных осцилляторов

Обратимся сначала к случаю цепочки из че-
тырех дискретных фазовых осцилляторов. Урав-
нения в этом случае имеют вид:

ψ1→ω1+ψ1+µsin(ψ2−ψ1),

ψ2→ω2+ψ2+µsin(ψ1−ψ2)+µsin(ψ3−ψ2),

ψ3→ω3+ψ3+µsin(ψ2−ψ3)+µsin(ψ4−ψ3),

ψ4→ω4+ψ4+µsin(ψ3−ψ4).

(3)

Здесь и далее в силу периодичности по фа-
зам все отображения берутся по (mod 2π). Введем
относительные фазы осцилляторов:

θ = ψ1−ψ2,φ = ψ2−ψ3,ϕ = ψ3−ψ4 (4)

для понижения размерности системы до трех:

θ → 2πw1+θ−2µsinθ+µsinφ,
φ → 2πw2+φ+µsinθ−2µsinφ+µsinϕ,
ϕ → 2πw3+ϕ+µsinφ−2µsinϕ.

(5)

Введем параметры wn – относительные чис-
ла вращения (n = 1, 2, 3), определяемые разно-
стью собственных частот осцилляторов:

(ω1−ω2) = 2πw1,

(ω2−ω3) = 2πw2, (ω3−ω4) = 2πw3.
(6)

Мы «сконструировали» фазовые уравнения,
в случае системы с непрерывным временем они
могут быть получены для цепочки осцилляторов
ван дер Поля методом медленно меняющихся ам-
плитуд в фазовом приближении [23, 24]. Заменяя,
по аналогии с переходом от (1) к (2) производные
по времени конечными разностями, можно прий-
ти к уравнениям (5).

Система (5) характеризуется четырьмя па-
раметрами: три числа вращения w1, w2, w3
и константа связи µ. Обратимся к устройству
плоскости параметров (w1, w2). Сначала рассмот-
рим случай малого третьего числа вращения
w3 = 0.01. На рис. 1 показана соответствующая
ляпуновская карта для величины связи µ = 0.3,
на которой разными цветами показаны различ-
ные типы режимов в соответствии с сигнатурой
спектра показателей Ляпунова (таблица).

Рис. 1. Ляпуновская карта цепочки осцилляторов (5),
w3 = 0.01, µ = 0.3. Стрелками отмечены основные резо-

нансы (цвет онлайн)
Fig. 1. Lyapunov exponent chart for the chain of
oscillators (5), w3 = 0.01, µ = 0.3. The arrows mark the

main resonances (color online)

Отметим, что при построении карт обраще-
ние в ноль показателя определяется с некоторой
точностью. Мы полагали ее равной ν = 0.001,
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Типы динамики системы и спектр показателей Ляпунова
Table. Types of system dynamics and the spectrum of Lyapunov exponents

Обозначение /
Designation

Тип режима / Mode type Показатели Ляпунова /
Lyapunov exponents

Р Равновесие или периодический / Equilibrium or periodic Λ1 < 0, Λ2 < 0, Λ3 < 0
2Т Двухчастотный / Two-frequency Λ1 = 0, Λ2 <0, Λ3 < 0
3Т Трехчастотный / Three-frequency Λ1 = 0, Λ2 = 0, Λ3 < 0
4Т Четырехчастотный / Four-frequency Λ1 = 0, Λ2 = 0, Λ3 = 0
С Хаос/Chaos Λ1 > 0,Λ2 < 0, Λ3 < 0

что в данном случае является достаточно под-
ходящим выбором, когда визуализируются даже
мелкие элементы структуры. Сильно уменьшать
параметр ν нецелесообразно, поскольку сами по-
казатели вычисляются приближенно.

В данном случае в силу малости w3 в со-
ответствии с (6) собственные частоты третьего
и четвертого осцилляторов ω3 и ω4 очень близ-
ки. Поэтому эти осцилляторы взаимно захвачены.
В результате устройство плоскости (w1, w2) близ-
ко к случаю трех осцилляторов [19]. На рис. 1
в центре можно видеть область устойчивой непо-
движной точки в форме параллелограмма, от-
вечающую полной синхронизации всех четырех
осцилляторов. Эта область лежит на пересечении
двух широких полос двухчастотной квазиперио-
дичности 2Т, центры которых отвечают линиям
w1 = 0 или w2 = 0. В соответствии с (6), это
отвечает резонансным условиям ω1 = ω2 или
ω2 = ω3. Для удобства эти резонансы показаны
стрелочками (см. рис. 1). В соответствии с ни-
ми, с учетом близости частот ω3 и ω4, внутри
вертикальной полосы взаимно захвачены попар-
но первый–второй и третий–четвертый осцил-
ляторы. Соответственно, внутри горизонталь-
ной полосы захвачены второй–третий–четвертый
осцилляторы. Вне этих полос располагается
область трехчастотной квазипериодичности 3Т.
В нее погружена система пересекающихся бо-
лее тонких полос двухчастотных режимов. Она
формирует структуру типа сети, известную как
резонансная паутина Арнольда [14]. Вершины
параллелограмма образуют точки коразмерности
два, вблизи которых наблюдается веерообразная
структура тонких языков двухчастотных режи-
мов. В [25, 26] для потоков подобные точки
получили название «saddle node fan» – седло-уз-
ловой веер.

Увеличим теперь третье число вращения
до значения w3 = 0.1. Пример такой ляпуновской
карты для µ = 0.2 представлен в центре рис. 2.
В этом случае картина близка к обсуждавшемуся

выше случаю, показанному на рис. 1, но с заме-
ной периодических режимов на двухчастотные,
а трехчастотных – на четырехчастотные. В цен-
тре карты на рис. 2, а опять находится область
в форме параллелограмма, но теперь ей отвечает
двухчастотный режим. Соответствующий фазо-
вый портрет в пространстве (θ, φ, ϕ) для этой
области дан на рис. 2, б. Он представляет со-
бой отрезок инвариантной линии, причем фазы
θ и φ осциллируют около равновесных значе-
ний, а фаза ϕ «бежит» в интервале 0 < ϕ < 2π.
В соответствии с определением относительных
фаз (4) это означает, что первый–второй–третий
осцилляторы взаимно захвачены, а четвертый
по отношению к ним находится в режиме биений.
Периодические режимы в данном случае отсут-
ствуют – малая связь не может синхронизовать
четвертый осциллятор с остальными. Отметим,
что на карте рис. 2, а возникают области хаоса,
которые лежат в окрестности точек коразмерно-
сти два – вершин параллелограмма, и которых
не было на рис. 1.

При переходе от рис. 1 к рис. 2, а на смену
двухчастотным режимам, лежащим в окрест-
ности значений w1 = 0 и w2 = 0, приходят
полосы трехчастотных режимов. В свою очередь,
в них встроены узкие «поперечные» резонанс-
ные полосы двухчастотной квазипериодичности.
Рис. 2, в, г, д, иллюстрируют вид фазовых порт-
ретов в таких резонансных областях, а также
их эволюцию при переходе от одного резонанса
к другому. Они представляют собой инвариант-
ные кривые разного вида. Эти кривые могут
отвечать разному числу точек пересечения гра-
ней куба со стороной 2π. Например, случай (в),
в отличие от (б), отвечает двум пересечениям
верхней грани.

На рис. 2, а отмечены также области четы-
рехчастотной квазипериодичности 4Т, со встро-
енной сетью узких пересекающихся полос ре-
зонансных трехчастотных режимов. В увели-
ченном виде подобная область представлена
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Рис. 2. Карта ляпуновских показателей (а) и фазовые портреты в областях двухчастотной квазипериодичности цепочки
осцилляторов для значений w1 = 0.01, w3 = 0.1, µ = 0.2: w2 = 0.013 (б), w2 = 0.054 (в), w2 = 0.087 (г), w2 = 0.163 (д)

(цвет онлайн)
Fig. 2. Lyapunov exponent сhart (а) and phase portraits in the regions of two-frequency quasi-periodicity (b, c, d, e) for the

chain of oscillators; w3 = 0.1, µ= 0.2: w2 = 0.013 (b), w2 = 0.054 (c), w2 = 0.087 (d), w2 = 0.163 (e) (color online)

на рис. 3, а. Таким образом, возникает ре-
зонансная паутина Арнольда, но уже на базе
четырехчастотных режимов.

Примеры портретов трехчастотных режи-
мов для той же величины связи µ = 0.2 даны
по периферии рис. 3. Теперь это некоторые
инвариантные поверхности. На рис. 3, е представ-
лен один из «базовых» трехчастотных режимов
внутри полосы w1 ≈ 0. В этом случае первый
и второй осцилляторы взаимно захвачены, так
что их относительная фаза θ слабо колеблет-
ся около некоторого равновесного значения. Две
другие фазы φ и ϕ пробегают весь интервал
[0; 2π].

Остальные портреты (б–з) на рис. 3 от-
носятся к трехчастотным нитям резонансной
паутины. Соответствующие инвариантные по-
верхности могут быть разной формы и состоять
из нескольких компонент. Рис. 3 иллюстрирует
их многообразие. Отметим, что эти поверхности
пересекают грани куба по некоторым кривым,
дающим их сечение Пуанкаре. Например, для
рис. 3, б такое сечение аттрактора плоскостью

ϕ = 2π дает одну, а для рис. 3, д – две инвариант-
ные кривые.

Кроме основных, в системе возможны вто-
ричные резонансы. На карте рис. 3, а одним
из самых выраженных таких трехчастотных ре-
жимов является диагональ w2 = w1. Подставляя
это соотношение в выражение для чисел враще-
ния (6), получаем соответствующее резонансное
условие ω1 + ω3 = 2ω2, и в этом случае соб-
ственная частота второго осциллятора совпадает
со средней частотой соседних первого и тре-
тьего. Из соответствующего фазового портрета
на рис. 3, б видно, что аттрактором в этом случае
является однокомпонентная (с учетом свойства
периодичности) поверхность, но при этом все
три фазы (θ, φ, ϕ) «пробегают» весь интервал
[0; 2π], в отличие от основного резонанса ω1 =
= ω2 на рис. 3, е, когда одна из относительных
фаз θ осциллирует.

Когда ω2 + ω4 = 2ω3, наблюдается доста-
точно сильный аналогичный резонанс второго,
третьего и четвертого осцилляторов. С учетом (6)
получаем соответствующее резонансное условие
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w2 = w3. Данная линия также хорошо просматри-
вается на рис. 3, а, как одна из самых широких
горизонтальных полос. Соответствующий порт-
рет приведен на рис. 3, г. Для него все три
относительные фазы пробегают весь интервал
[0; 2π].

Увеличим теперь связь до значения µ = 0.25
и перейдем к рис. 4, а. Отмечаем появление, хо-
тя и узкой, области полной синхронизации Р –
большая связь позволяет захватить все осцилля-
торы. «Нити» резонансной паутины становятся
шире, и внутри них теперь могут наблюдаться

встроенные островки хаоса. Увеличиваются и по-
лосы двухчастотных режимов. При еще большей
связи µ = 0.45 на рис. 4, б возникает картина,
отчасти похожая на рис. 1. Можно видеть боль-
шую область полной синхронизации в форме
параллелограмма, лежащую на пересечении двух
полос двухчастотных режимов, и систему паути-
ны режимов этого типа. Но теперь она встроена
в хаотическую область. Таким образом, паути-
на может возникать также и на базе хаоса, когда
более высокоразмерные квазипериодические ре-
жимы разрушены.

Рис. 3. Фрагмент ляпуновской карты (а) и фазовые портреты трехчастотных режимов для w3 = 0.1, µ = 0.2 (рис. б–з):
w1 = 0.23, w2 = 0.22 (б); w1 = 0.23; w2 = 0.165 (в); w1 = 0.23, w2 = 0.1 (г); w1 = 0.27, w2 = 0.136 (д); w1 = 0.058, w2 = 0.18
(е); w1 = 0.12, w2 = 0.205 (ж), w1 = 0.13, w2 = 0.163 (з); w1 = 0.23, w2 = 0.295 (и). Стрелками на карте отмечены области,

соответствующие выполнению условий двух вторичных резонансов (цвет онлайн)
Fig. 3. Fragment of the Lyapunov exponent chart (а) and phase portraits of three-frequency regimes for w3 = 0.1, µ= 0.2 (Fig.
b – i) and w1 = 0.23, w2 = 0.22 (b); w1 = 0.23; w2 = 0.165 (c); w1 = 0.23, w2 = 0.1 (d); w1 = 0.27, w2 = 0.136 (e); w1 = 0.058,
w2 = 0.18 ( f ); w1 = 0.12, w2 = 0.205 (g), w1 = 0.13, w2 = 0.163 (h); w1 = 0.23, w2 = 0.295 (i). The arrows on the chart indicate

the regions corresponding to the conditions of two secondary resonances (color online)
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Рис. 4. Ляпуновские карты цепочки осцилляторов для w3 = 0.1 и µ= 0.25 (а), µ= 0.45 (б) (цвет онлайн)
Fig. 4. Lyapunov exponent charts for the chain of oscillators for w3 = 0.1; µ= 0.25 (а), µ= 0.45 (b) (color online)

2. Кольцо из четырех дискретных осцилляторов

Выберем теперь топологию связи в виде
кольца. В этом случае каждый осциллятор связан
с двумя соседями, так что для фаз можно запи-
сать:

ψ1→ω1+ψ1+µsin(ψ2−ψ1)+µsin(ψ4−ψ1),

ψ2→ω2+ψ2+µsin(ψ1−ψ2)+µsin(ψ3−ψ2),

ψ3→ω3+ψ3+µsin(ψ2−ψ3)+µsin(ψ4−ψ3),

ψ4→ω4+ψ4+µsin(ψ3−ψ4)+µsin(ψ1−ψ4).

(7)

Вводя относительные фазы в соответствии
с (4), получаем:

θ→2πw1+θ−2µsinθ−µsin(θ+φ+ϕ)+µsinφ,
φ→2πw2+φ−2µsinφ+µsinθ+µsinϕ,
ϕ→2πw3+ϕ−2µsinϕ+µsinφ−µsin(θ+φ+ϕ).

(8)
Как и для цепочки, начнем обсуждение

со случая малых частотных расстроек третьего
и четвертого осцилляторовw3. На рис. 5 показана
ляпуновская карта при w3 = 0.01 для величи-
ны связи µ = 0.15. В силу малости w3 третий
и четвертый осцилляторы взаимно захвачены,
и картина оказывается аналогичной случаю трех
осцилляторов. Область полной синхронизации
теперь имеет форму овала и лежит на пересече-
нии уже трех резонансных полос двухчастотных
режимов. Условия этих резонансов в кольце

соответствуют его топологии и указаны на ри-
сунке. Данная структура погружена в область
трехчастотной квазипериодичности. Для потоко-
вой системы аналогичное описание для кольца
из трех фазовых осцилляторов можно найти
в [26].

Рис. 5. Ляпуновская карта для кольца осцилляторов (8),
w3 = 0.01, µ= 0.15 (цвет онлайн)

Fig. 5. Lyapunov exponent chart for the ring of oscillators (8),
w3 = 0.01, µ= 0.15 (color online)

Увеличим теперь расстройку четвертого ос-
циллятора до значенияw3 = 0.1 при той же связи
µ = 0.15. На рис. 6, а показана соответствующая
ляпуновская карта. Можно видеть, что трехча-
стотные режимы сменились на четырехчастот-
ные, а полосы двухчастотных – на трехчастотные.
При этом полная синхронизация в окрестности
точки w1 = w2 = 0 не наблюдается. Вместо нее
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Рис. 6. Ляпуновская карта кольца из осцилляторов для w3 = 0.1, µ = 0.15 (а), линии и точки резонансных условий (9)
и (11) (б) (цвет онлайн)

Fig. 6. Lyapunov exponent chart for the ring of oscillators, w3 = 0.1, µ= 0.15 (а); lines and points of resonance conditions (9)
and (11) (b) (color online)

возникают двухчастотные режимы, представлен-
ные тремя близко расположенными островами.
Чтобы пояснить характер динамики в этом слу-
чае, обсудим подробнее основные резонансы
в кольцевой системе.

В соответствии с конфигурацией связи в ви-
де кольца их три, когда совпадают собственные
частоты первого – второго, второго – третьего
и первого – четвертого осцилляторов, так что
при точном резонансе ω1 = ω2, ω2 = ω3 и ω1 =
= ω4. Подобный резонанс третьего и четвертого
осцилляторов невозможен, поскольку мы рас-
сматриваем случай конечной их расстройки w3.
В соответствии с (6) получаем три резонансных
условия:

w1 = 0,

w2 = 0,

w2 =−w1−w3.

(9)

Первые два из них совпадают со случаем цепоч-
ки и отвечают горизонтальной и вертикальной
полосам трехчастотных режимов на рис. 6, а.
Третье резонансное условие является новым,
в соответствии с ним на рис. 6, а наблюдает-
ся полоса трехчастотных режимов в окрестности
линии w2 = −w1 −w3. Для удобства восприятия
на рис. 6, б показаны линии (9) и приведены со-
ответствующие резонансные условия. Отметим,

что в силу периодичности системы по фазам
и числам вращения линия резонанса ω1 = ω4

на рис. 6, б состоит из двух, продолжающих друг
друга ветвей. На рисунке они отмечены стрелоч-
ками.

Фазовые портреты аттракторов для основ-
ных трехчастотных полос показаны на рис. 7.
Внутри вертикальной полосы относительная фа-
за первого и второго осцилляторов θ колеблется
около некоторого равновесного значения, что
отвечает режиму, когда частично захвачены пер-
вый и второй осцилляторы. На втором портрете
для горизонтальной полосы осциллирует отно-
сительная фаза φ, что отвечает трехчастотному
режиму с захватом второго–третьего осциллято-
ров. Портрет, отвечающий резонансу ω1 = ω4,
показан на рис. 7, в. Чтобы проиллюстрировать
данный резонанс, портрет построен в координа-
тах (θ + φ + ϕ, φ, ϕ), поскольку в соответствии
с (4)

ψ1−ψ4 = θ+φ+ϕ. (10)

Можно видеть, что эта переменная осциллирует
вблизи равновесного значения, что говорит о за-
хвате первого и четвертого осцилляторов.

Проведем сопоставление с предыдущими
рисунками. Линии на рис. 6, b пересекаются
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Рис. 7. Фазовые портреты «базовых» трехчастотных режимов для кольца (w3 = 0.1, µ= 0.15): w1 = 0.005, w2 = 0.3 (а),
w1 = 0.15, w2= – 0.015 (б), w1=– 0.3, w2 = 0.2 (в)

Fig. 7. Phase portraits of the «base» three-frequency regimes for the ring (w3 = 0.1, µ = 0.15.): w1 = 0.005, w2 = 0.3 (а),
w1 = 0.15, w2= – 0.015 (b), w1=– 0.3, w2 = 0.2 (c)

в трех точках, в которых выполняются одновре-
менно по два резонансных условия:

точка 1: ω1 = ω2 = ω3,

точка 2: ω1 = ω4,ω2 = ω3,

точка 3: ω1 = ω2 = ω4.

(11)

На ляпуновской карте рис. 6, а в окрестности
каждой из таких точек возникают острова двух-
частотных режимов. На схематическом рис. 6,
b резонансные точки (11) выделены квадрати-
ками, как и двухчастотные режимы на картах.
Фазовые портреты в каждом из этих островов
приведены на рис. 8. Портрет в окрестности
точки 1 иллюстрирует колебания относительных
фаз θ и φ, что в соответствии с (4) отвечает
захвату первого, второго и третьего осциллято-
ров. Для идентификации режима в окрестности
точки 2 использована переменная, отвечающая

разностям фаз ψ1 − ψ4 = θ + φ + ϕ. По ее по-
ведению и поведению фазы φ заключаем, что
попарно захвачены первый-четвертый и второй-
третий осцилляторы. Для точки 3 используем пе-
ременные θ, ψ2 − ψ4 = φ + ϕ и ϕ. Тогда можно
видеть двухчастотный режим захвата первого-
второго-четвертого осцилляторов.

Для рис. 6, а указанные острова двухчастот-
ных режимов расположены близко друг к другу
в силу малости параметра w3 = 0.1. Увеличим
теперь его значение до w3 = 0.3. Такая карта по-
казана на рис. 9, а. В этом случае в соответствии
с (9) линия резонанса ω1 = ω4 (точнее, ее два
«куска») существенно опускается вниз, а линии
двух других резонансов не меняются, как пока-
зано на схематическом рис. 9, б. В соответствии
с этим можно видеть заметное смещение поло-
сы третьего резонанса вниз. В результате три
основных острова двухчастотных режимов ока-

Рис. 8. Фазовые портреты основных двухчастотных режимов для кольца (w3 = 0.1, µ = 0.15): w1 = 0.005, w2 = 0.0 (а),
w1= – 0.1, w2= 0.005 (б), w1 = 0.005, w2= – 0.1 (в)

Fig. 8. Phase portraits of the base two-frequency regimes for the ring (w3 = 0.1, µ= 0.15): w1 = 0.005, w2 = 0.0 (а), w1= – 0.1,
w2= 0.005 (b), w1 = 0.005, w2= – 0.1 (c)
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Рис. 9. Ляпуновская карта кольца из осцилляторов для w3 = 0.3, µ = 0.15 (а) линии и точки резонансных условий (9)
и (11) (б) (цвет онлайн)

Fig.9. Lyapunov exponent chart for the ring of oscillators, w3 = 0.3, µ= 0.15 (а), lines and points of resonance conditions (9),
(11) (b) (color online)

зываются сильно разнесенными. При этом они,
как и в случае цепочки, имеют форму паралле-
лограммов, что обусловлено заметной частотной
отстройкой четвертого осциллятора.

Обсудим теперь влияние величины связи µ.
Сначала вернемся к случаю небольшой расстрой-

ки w3 = 0.1. Ляпуновская карта для µ = 0.25
показана на рис. 10, а. По сравнению с рис. 6, а
увеличение связи привело к объединению двух-
частотных островов, хотя их структура отчасти
просматривается. На их фоне возникла также
область полной синхронизации – увеличение

Рис. 10. Ляпуновские карты кольца из осцилляторов для µ= 0.25: w3 = 0.1 (а), w3 = 0.3 (б) (цвет онлайн)
Fig.10. Lyapunov exponent charts for the ring of oscillators for µ= 0.25: w3 = 0.1 (а), w3 = 0.3 (b) (color online)
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связи сделало возможным захват всех четырех ос-
цилляторов. Отмечаем также расширение полос
трехчастотных режимов и встроенных в них об-
ластей двухчастотных.

Сравнивая со случаем цепочки, заключа-
ем, что для кольца связь оказывается более
«сильной», чем для цепочки. Это проявляется
в появлении большой области полной синхро-
низации всех четырех осцилляторов, а также
выраженном разрушении резонансной паутины
на безе четырехчастотного режима с образовани-
ем хаоса. Причина состоит в том, что для цепочки
два осциллятора имеют двух соседей, а два дру-
гих – только одного. Для кольца все осцилляторы
имеют по два соседа.

На рис. 10, б для той же связи показан слу-
чай большой расстройки w3 = 0.3. Увеличение
расстройки снова приводит к появлению трех
характерных двухчастотных островов. Из-за уве-
личения связи их размер и размер резонансных
полос больше, чем на рис. 9, а. Кроме того,
увеличение расстройки отчасти подавляет хаос
в области резонансной паутины.

3. Звезда из четырех дискретных осцилляторов

Обратимся теперь к связи типа звезда. В этом
случае центральный осциллятор связан с тре-
мя периферийными, а они только с ним. Будем
считать, что в центре находится четвертый осцил-
лятор. Тогда можно записать следующее отобра-
жение для фаз:

ψ1 → ω1+ψ+
1 µsin(ψ4−ψ1),

ψ2 → ω2+ψ2+µsin(ψ4−ψ2),

ψ3 → ω3+ψ3+µsin(ψ4−ψ3),

ψ4 → ω4+ψ4+µsin(ψ1−ψ4)+

+µsin(ψ2−ψ4)+µsin(ψ3−ψ4).

(12)

Вводя относительные фазы в соответствии с (4),
получаем:

θ → 2πw1+θ−µsin(θ+φ+ϕ)+µsin(φ+ϕ),
φ → 2πw2+φ−µsin(φ+ϕ)+µsinϕ,
ϕ → 2πw3+ϕ−2µsinϕ−µsin(θ+φ+ϕ)−

−µsin(φ+ϕ).
(13)

В случае очень малой расстройки w3 эта си-
стема редуцируется к случаю цепочки из трех
осцилляторов. Это очевидно из геометрии связи,
когда третий и четвертый осцилляторы захваче-
ны. Поэтому сразу обсудим случай конечных w3.

Резонансные условия для звезды имеют вид (ис-
ключается, как и выше, случай ω3 = ω4):

ω1 = ω4, ω2 = ω4. (14)

Используя соотношения (6), получаем резо-
нансные условия для чисел вращения:

w2 =−w1−w3, w2 =−w3. (15)

Эти линии на плоскости (w1., w2.) пересекаются
в точке

w1 = 0, w2 =−w3. (16)

Соответствующая ляпуновская карта для
w3 = 0.1 и µ = 0.15 показана на рис. 11, а.
Сравнивая ее со случаем цепочки на рис. 2, а,
заключаем, что эти два случая качественно близ-
ки. Основное отличие состоит в конфигурации
основных резонансов – для звезды они дают-
ся линиями (15) и точкой (16). В то же время
есть и отличия в структуре резонансной паутины.
Так по сравнению со случаем цепочки исчезает
обсуждавшийся в разделе 1 резонанс ω1 +ω3 =
= 2ω2, для которого w2 = w1. Причина состоит
в том, что для звезды первые три осциллятора
не являются соседями. Также можно отметить
несколько более развитые области хаоса вблизи
вершин параллелограмма, отвечающего основно-
му двухчастотному режиму.

На рис. 11, б показана карта для звезды
для несколько большего значения связи µ = 0.25.
Сравнение со случаем цепочки говорит о более
сильном влиянии связи для звезды – резонансная
паутина сильно разрушена и хаос более выражен.
За счет более сильной связи на рис. 11, б так-
же появляется область полной синхронизации –
в форме треугольника. Отмечаем также появле-
ние двух не очень широких двухчастотных полос
в окрестности линий w2 = 0 w2 =−w1. Они отве-
чают резонансам ω2 = ω3 = ω4 и ω1 = ω2 = ω4.
Они возникают на границах трехчастотных по-
лос за счет их расширения и захвата еще одного
осциллятора. Таким образом, внутри двухчастот-
ных полос будут захвачены по два периферийных
(второй – третий или первый – второй) и цен-
тральный осциллятор.

Заключение
Дискретные отображения оказываются удоб-

ным объектом для исследования ансамблей фа-
зовых осцилляторов. Метод карт ляпуновских
показателей, дополненный построениемфазовых
портретов, позволяет выявить периодические,
двух-, трех- и четырехчастотные квазиперио-
дические режимы, а также области хаоса для
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Рис. 11. Ляпуновские карты звезды из осцилляторов для w3 = 0.1: µ= 0.15 (а), µ= 0.25 (б) (цвет онлайн)
Fig.11. Lyapunov exponent charts for the star of oscillators, w3 = 0.1: µ= 0.15 (а), µ= 0.25 (b) (color online)

четырех фазовых осцилляторов. Для таких ан-
самблей устройство пространства параметров
относительных частотных расстроек для случа-
ев связи типа цепочки, кольца и звезды имеют
свои особенности. Они обусловлены различием
условий основных резонансов в системах с раз-
ной топологией связи. При этом можно выделить
резонансы как для пар, так и для троек син-
хронизированных осцилляторов, чему отвечают
разные типы трехчастотных и двухчастотных
колебаний. Наблюдается резонансная паутина
Арнольда на базе четырехчастотных колебаний.
Для нее характерны резонансы более высокого
порядка, например, когда собственная частота од-
ного из осцилляторов равна средней для двух
ближайших соседей. При сильной связи возмож-
но появление резонансной паутины на базе хаоса.
Воздействие связи по сравнению со случаями це-
почки для кольца и звезды оказывается более
выраженным, что обусловлено увеличением ко-
личества связей в двух последних случаях.
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