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Аннотация. Рассматривается классическая задача наилучшего при-

ближения непрерывной функции полиномом по чебышевской системе

функций. Известно, что решение задачи характеризуется альтернан-

сом. Кроме того, имеет место линейная функция роста отклонения

целевой функции коэффициентов полинома от ее минимального значе-

ния относительно отклонения вектора коэффициентов от оптимально-

го. C помощью средств выпуклого анализа получена формула точного

коэффициента этого линейного роста. В отличие от полученных ра-

нее, она выражена в конструктивной для реализации форме через

значения функций чебышевской системы в точках, реализующих

альтернанс.
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Abstract. The classical problem of the best approximation of a continuous function by a polynomial over a

Chebyshev system of functions is considered. It is known that the solution of the problem is characterized

by alternance. In addition, there is a linear growth function of the deviation of the target function of

the coefficients of the polynomial from its minimum value with respect to the deviation of the vector of

coefficients from the optimal one. In this article, the formula for the exact coefficient of this linear growth

function is obtained by means of convex analysis. In contrast to those obtained earlier, it is expressed in

a form constructive for realization through the values of the Chebyshev system functions at the points

realizing alternance.
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Введение

В работе [1] получен результат, количественно характеризующий единственность элемента
наилучшего приближения в общей задаче равномерного на компакте приближения непрерыв-
ной функции конечномерным чебышевским подпространством. Для его формулировки примем
обозначения.

Пусть T — компакт, C(T )— пространство непрерывных на T вещественных функций с
нормой ‖f‖C = max

t∈T
|f(t)|. Напомним, что подпространство Ψ ⊂ C(T ) называется чебышев-

ским, если для любой функции f ∈ C(T ) существует и единствен элемент наилучшего
приближения ψ* ∈ Ψ, т. е. на котором ‖f − ψ*‖C = min

ψ∈Ψ
‖f − ψ‖.

Интересующий нас результат можно выразить в следующем виде. Пусть Ψ ⊂ C(T )—
конечномерное чебышевское подпространство. Тогда для любой функции f ∈ C(T ) элемент
наилучшего приближения ψ* ∈ Ψ является единственным, причем существует такая константа
k > 0, зависящая от f и Ψ, что

‖f − ψ‖C − ‖f − ψ*‖C > k‖ψ − ψ*‖C , ∀ ψ ∈ Ψ. (1)

Это свойство стали называть сильной единственностью решения. А наибольшую константу
k = k(f), для которой выполняется (1), называют константой сильной единственности,
соответствующей функции f . Для произвольного конечномерного чебышевского пространства
Ψ и f ∈ C(T ) ∖Ψ получена формула [2,3]

k(f) = min
ψ∈Ψ

‖ψ‖C=1

max
t∈H(f)

σf (t)ψ(t), (2)

где H(f) = {t ∈ T : |f(t)− ψ*(t)| = ‖f − ψ*‖C}, σf (t) = sign (f(t)− ψ*(t)).

Математика 5
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Однако, как отмечалось и подробно анализировалось в [4], этот эффект сильной един-
ственности элемента наилучшего приближения в неявном виде уже присутствовал в статье
Н. Г. Чеботарева [5] (см. также [6]), опубликованной на 20 лет ранее [1]. Обратимся к ней.

В ней рассматривается минимаксная задача

Φ(A) = max
x∈X

f(x,A) → inf
A∈D

, (3)

где X — компакт в R
k, D— область в R

n, а функция f(x,A) имеет непрерывные частные
производные до второго порядка включительно по компонентам вектора A на X×D. Основным
результатом [5] являлось достаточное условие локального по направлениям строгого минимума
функции Φ(A) в точке A0, т. е. когда неравенство Φ(A) > Φ(A0) выполняется на пересечении
прямой, проходящей через точку A0, с некоторой ее окрестностью. Автор [4] указывает на то,
что используя это достаточное условие Н. Г. Чеботарева можно:

1) доказать существование β > 0 и ε > 0 таких, что

Φ(A) > Φ(A0) + β‖A−A0‖, ∀ A ∈ D, ‖A−A0‖ < ε, (4)

где ‖ · ‖— евклидова норма на R
n;

2) доказать, что при дополнительном предположении выпуклости функционала Φ(A) на
R
n и D = R

n имеет место

Φ(A) > Φ(A0) + λ‖A−A0‖, ∀ A ∈ R
n, (5)

где

λ = inf
‖g‖=1

max
x∈R(A0)

⟨f ′A(x,A0), g⟩ > 0, (6)

R(A) = {x ∈ X : f(x,A) = Φ(A)},

а f ′A(x,A)— градиент функции f(x,A) по A;
3) интерпретируя задачу из [1] как задачу вида (3), получить оценку (1), (2).
Отметим также, что сам Н. Г. Чеботарев демонстрировал выполняемость своего доста-

точного условия на примере задачи приближения непрерывной функции алгебраическими
полиномами заданной степени.

Тем не менее формально неравенства вида (1), (4) или (5) в работе Н. Г. Чеботарева
отсутствуют.

В настоящей статье мы рассматриваем задачу о равномерном на компакте наилучшем
приближении непрерывной функции обобщенным полиномом по заданной чебышевской
системе функций. С помощью средств выпуклого анализа дадим строгое доказательство
сильной единственности элемента наилучшего приближения в форме (5) с получением точной
константы сильной единственности. Она будет выражена в конструктивной для реализации
формуле через значения функций, образующих чебышевскую систему, в точках реализации
альтернанса.

1. Вспомогательный факт

В основе получения искомого коэффициента скорости роста лежит излагаемый ниже
вспомогательный факт.

Примем следующие обозначения: {ϕi(·)}i=0,n — система непрерывных на отрезке [a, b]
функций; {tj}j=0,n+1 — система точек (узлов) на R, 0n = (0, 0, · · · , 0) ∈ R

n; ‖ · ‖— евклидова
норма; ⟨·, ·⟩— скалярное произведение; B(0n, r) = {x ∈ R

n : ‖x‖ 6 r}— замкнутый шар

радиуса r с центром в 0n; A = (a0, a1, . . . , an) ∈ R
n+1; Pn(A, t) =

n
∑

i=0
aiϕi(t)— обобщенный

6 Научный отдел
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полином по системе {ϕi(·)}i=0,n; coG— выпуклая оболочка множества G;

D =













−ϕ0(t0) ϕ0(t1) . . . (−1)n+1ϕ0(tn+1)
−ϕ1(t0) ϕ1(t1) . . . (−1)n+1ϕ1(tn+1)
. . . . . . . . . . . .

−ϕn(t0) ϕn(t1) . . . (−1)n+1ϕn(tn+1)
1 1 . . . 1













.

Лемма. Если {ϕi(·)}i=0,n чебышевская система функций на отрезке [a, b] и
{ti}i=0,n+1 ⊂ [a, b], причем t0 < t1 < t2 < · · · < tn+1, то:

1) матрица D невырождена и обратная к ней матрица C = (ci,j)i,j=1,n+2 имеет

последний столбец с положительными элементами ck,n+2 > 0, k = 1, n+ 2;
2) выполняется включение

B(0n+1, δ0) ⊂ co{(−1)j(ϕ0(tj), . . . , ϕn(tj)) : j = 0, n+ 1}, (7)

где
δ0 = min

k=1,n+2

ck,n+2
√

n+1
∑

j=1
c2k,j

. (8)

Доказательство. 1. Раскладывая определитель матрицы D по элементам последней стро-
ки, мы получаем n+ 2 слагаемых одного знака знака, поскольку {ϕi(·)}i=0,n — чебышевская
система [7, гл. 1, § 1].

2. Теперь покажем, что

0n+1 ∈ co{(−1)j(ϕ0(tj), . . . , ϕn(tj)) : j = 0, n+ 1}. (9)

Предположим противное. Тогда, по теореме отделимости (см., например, [8]), существует
вектор A ∈ R

n+1, A ̸= 0n+1, для которого

⟨A, v⟩ < 0, ∀ v ∈ co{(−1)j(ϕ0(tj), . . . , ϕn(tj)) : j = 0, n+ 1}.

Следовательно, и

⟨A, (−1)j(ϕ0(tj), . . . , ϕn(tj))⟩ = (−1)jPn(A, tj) < 0, j = 0, n+ 1.

Таким образом, полином Pn(A, t) последовательно n + 1 раз меняет знак и n + 1 раз
принимает нулевые значения на [t0, tn+1] ⊂ [a, b]. Это противоречит тому, что {ϕi(·)}i=0,n
чебышевская система.

3. Теперь покажем, что все элементы последнего столбца матрицы C = D−1 положительны.
Из (9), в соответствии с определением выпуклой оболочки, следует существование набора

чисел {αj}j=0,n+1 : αj > 0, для которого



















n+1
∑

j=0
αj(−1)j(ϕ0(tj), . . . , ϕn(tj)) = 0n+1,

n+1
∑

j=0
αj = 1.

(10)

Как и в [9, гл. 6, § 8, п. 2], покажем, что все αj > 0. Предположим, например, что αn+1 = 0.
Тогда, с одной стороны, из (10) вытекает

n+1
∑

j=0

αj(−1)j⟨A, (ϕ0(tj), . . . , ϕn(tj))⟩ =
n+1
∑

j=0

αj(−1)jPn(A, tj) = 0 (11)

для любого вектора коэффициентов A ∈ R
n+1.
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С другой стороны, поскольку {ϕi(·)}i=0,n — чебышевская система, то в линейной по A

системе уравнений
Pn(A, tj) = yj , j = 0, n,

определитель отличен от нуля [10, гл. 1, § 2, теорема 1], и относительно A система имеет
единственное решение. Тогда возьмем в качестве yj = αj(−1)j , j = 0, n и подставим в (11).

Получим
n+1
∑

j=0
α2
j = 0, что противоречит (10).

Итак, мы доказали, что решение системы (10)

α = (α0, α1, . . . , αn+1) > 0n+2. (12)

Но система (10) может быть записана в виде

Dα =

(

0n+1

1

)

. (13)

Поэтому, учитывая невырожденность матрицы D, из (12), (13) получаем

α = C

(

0n+1

1

)

= {c1,n+2, c2,n+2, . . . , cn+2,n+2}′ > 0n+2.

4. Рассмотрим уравнение

Dα =

(

δb

1

)

, (14)

где b = (b1, b2, . . . , bn+1) ∈ B(0n+1, 1). Его решение можно записать в виде α(δ) = (α0(δ),
α1(δ), . . . , αn+1(δ)) :

αk(δ) = δ

n+1
∑

j=1

ck+1,jbj + ck+1,n+2, k = 0, n+ 1.

Отсюда, учитывая

min
b∈B(0n+1,1)

n+1
∑

j=1

ck+1,jbj = −





n+1
∑

j=1

c2k+1,j





1

2

,

следует α(δ) > 0n+2 при δ ∈ (0, δ0]. Это и означает (ср. (10) и (13)), что любой элемент из
B(0n+1, δ0) представим в виде выпуклой комбинации элементов множества {(−1)j(ϕ0(tj), . . . ,
ϕn(tj)) : j = 0, n+ 1}, т.е. включение (7) тем самым доказано. �

Замечание 1. Из доказательства, по сути, следует, что определенное формулой (8)
значение δ0 есть радиус наибольшего евклидова шара с центром в 0n+1, вложенного в
многогранник M = co{(−1)j(ϕ0(tj), . . . , ϕn(tj)) : j = 0, n+ 1}.

2. Основной результат

Пусть f(t)— непрерывная на множестве T ⊂ R функция, |T | > n + 2. Рассматриваем
задачу

Φ(A) ≡ max
t∈T

|f(t)− Pn(A, t)| → min
A∈Rn+1

(15)

равномерного на T приближения функции f(t) обобщенным полиномом. Далее считаем, что
{ϕi(·)}i=0,n чебышевская на T система функций.
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Теорема 1. Пусть на векторе коэффициентов A* функция Φ(A) достигает минимума
на R

n+1, и при этом альтернанс реализуется на системе точек {tj}j=0,n+1 ⊂ T : t0 <
< t1 < . . . < tn+1:

Φ(A*) = |f(tj)− Pn(A
*, tj)|, j = 0, n+ 1,

f(tj)− Pn(A
*, tj) = Pn(A

*, tj+1)− f(tj+1), j = 0, n,

и, кроме того, [t0, tn+1] ⊂ T . Тогда для любого A ∈ R
n+1 выполняется неравенство

Φ(A)− Φ(A*) > δ0‖A−A*‖, (16)

где δ0 > 0 определяется формулой (8).

Доказательство. Используя известный факт из субдифференциального исчисления для
выпуклых функций (см. [8, гл. 2, § 3, теорема 3.14]), формулу субдифференциала выпуклой
на R

n+1 функции Φ(A) можно записать в форме

∂Φ(A) = co{ξ(t)(φ0(t), . . . , φn(t)) : t ∈ R(A)}. (17)

Здесь R(A) = {t ∈ T : Φ(A) = |f(t)− Pn(A, t)|}, а функция ξ(·) определена на R(A) так:

ξ(t) =

{

1, если Φ(A) = Pn(A, t)− f(t),

−1, если Φ(A) = f(t)− Pn(A, t).

Поскольку по условию точки {tj}j=0,n+1 реализуют альтернанс для вектора коэффициентов
A*, то

{tj}j=0,n+1 ⊂ R(A*), ξ(tj) = −ξ(tj+1), j = 0, n.

Это, учитывая (17) и считая для определенности ξ(t0) = 1, означает

co{(−1)j(ϕ0(tj), . . . , ϕn(tj)) : j = 0, n+ 1} ⊂ ∂Φ(A*).

Отсюда, используя лемму, получаем

B(0n+1, δ0) ⊂ ∂Φ(A*). (18)

В соответствии с определением субдифференциала (см. [8, гл. 2]) выполняется неравенство

Φ(A)− Φ(A*) > ⟨v,A−A*⟩, ∀ v ∈ ∂Φ(A*), A ∈ R
n+1. (19)

Теперь, используя (18) и подставляя в (19) в качестве

v = δ0
A−A*

‖A−A*‖ ∈ B(0n+1, δ0),

получаем оценку (16) роста функции Φ(A) в зависимости от отклонения A от A*. �

Замечание 2. Оценка (16) является точной в том смысле, что заменить в ней δ0 на
некоторое большее значение нельзя.

Действительно, как уже отмечалось (замечание 1), шар B(0n+1, δ0) является наибольшим
из шаров с центром в 0n+1 вложенных в многогранник M = co{(−1)j(ϕ0(tj), . . . , ϕn(tj)) :
j = 0, n+ 1}. Если R(A*) = {tj}j=0,n+1, то ∂Φ(A*) = M . Пусть v0 — точка касания этого
шара с гранью этого многогранника, а значит, δ0 = ‖v0‖. Из этого следует (см. [8, гл. 2, § 3,
теорема 3.5])

Φ′(A*, v0) ≡ lim
α↓0

Φ(A* + αv0)− Φ(A*)
α

= max
v∈∂F (A*)

⟨v, v0⟩ = ‖v0‖2. (20)
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С другой стороны, если предположить, что существует δ1 > δ0, для которого

Φ(A)− Φ(A*) > δ1‖A−A*‖, ∀ A ∈ R
n+1,

то для A = A* + αv0 имеем

Φ(A* + αv0)− Φ(A*) > αδ1‖v0‖.

Отсюда следует Φ′(A*, v0) > δ1‖v0‖, что противоречит (20).
Кроме того, неравенство (16) говорит об «остром» минимуме функции Φ(·) в точке A*

(см. [11]).

Замечание 3. Одна из эквивалентных форм записи достаточного условия локального
решения задачи (3) у Н. Г. Чеботарева выглядит как принадлежность нуля внутренности
выпуклой оболочки градиентов функции f(x,A) по A для x ∈ R(A). Ввиду вышеизложенного
лемма отвечает на вопрос: с какой именно по размеру окрестности нуль содержится в этой
выпуклой оболочке для задачи (15).

Замечание 4. Для применения численных методов решения к задаче (15) интерес пред-
ставляет следующее.

Следствие. Пусть выполняются условия теоремы 1. Тогда справедлива следующая
оценка для производной функции Φ(A) по направлению наискорейшего спуска в любой
точке A ∈ R

n+1, A ̸= A*,
min

g∈Rn+1

‖g‖=1

Φ′(A, g) 6 −δ0.

Доказательство. В силу выпуклости Φ(A) имеем

Φ((1− α)A+ αA*) 6 (1− α)Φ(A) + αΦ(A*), ∀ α ∈ [0, 1].

Перепишем неравенство в форме

Φ(A+ α(A* −A))− Φ(A) 6 α(Φ(A*)− Φ(A)).

Отсюда, используя неравенство (16), получаем Φ′(A, g) 6 −δ0 для g =
A* −A

‖A* −A‖ . �

3. Сравнение оценок

3.1. Очевидно, задача (15) является частным случаем задачи (3). Приведем сравнение
коэффициентов λ из (6) и δ0 из (16) (см. (8)).

Поскольку градиент f ′A(x,A
*) в задаче (3) для задачи (15) при замене x на t и для

t ∈ R(A*) примет вид f ′A(t, A
*) = ξ(t)(ϕ0(t), . . . , ϕn(t)), то, учитывая (17), имеем

max
t∈R(A*)

⟨f ′A(t, A*), g⟩ = max
v∈co{f ′

A
(t,A*):t∈R(A*)}

⟨v, g⟩ = max
v∈∂Φ(A*)

⟨v, g⟩.

Следовательно, для задачи (15) формула (6) коэффициента λ принимает вид

λ = inf
‖g‖=1

max
v∈∂Φ(A*)

⟨v, g⟩. (21)

В [12, гл. 1, § 6] фактически доказано, что если δ > 0 и D— некоторый выпуклый компакт
из R

n+1, то эквивалентны соотношения

B(0n+1, δ) ⊂ D, (22)

max
v∈D

⟨v, g⟩ > δ, ∀ g ∈ R
n+1 : ‖g‖ = 1. (23)

10 Научный отдел



С. И. Дудов, М. А. Осипцев. Об одном следствии чебышевского альтернанса

Как следует из леммы, для системы точек {tj}j=0,n+1 ⊂ T , на которой реализуется
альтернанс, выполняется

{tj}j=0,n+1 ⊂ R(A*),

B(0n+1, δ0) ⊂ co{ξ(t)(ϕ0(t), . . . , ϕn(t)) : t ∈ {tj}j=0,n+1} ⊂ ∂Φ(A*).

Отсюда, учитывая (21), эквивалентность соотношений (22) и (23), получаем λ > δ0.
Равенство λ = δ0, очевидно, будет выполняться, если R(A*) = {tj}j=0,n+1.

3.2. Проведем сравнение оценок линейного роста приращения целевой функции (1) и
(16) на следующем примере. Пусть f(t) = t2 — приближаемая функция на T = [−1, 1],
n = 1, {ϕ0(t) = 1, ϕ1(t) = t}— чебышевская на T система функций, P1(A, t) = a0 + a1t,
A = (a0, a1) ⊂ R

2. Рассматриваем задачу

Φ(A) ≡ max
t∈[−1,1]

|t2 − a0 − a1t| → min
A∈R2

.

1. Нетрудно убедиться, что оптимальным является вектор коэффициентов A* = (0.5, 0),
т.е. a*0 = 0.5, a*1 = 0. При этом R(A*) = {t0, t1, t2}, где t0 = −1, t1 = 0, t2 = 1. Для
f(t, A) = |t2−a0−a1t| получаем f ′A(t0, A

*) = (−1, 1), f ′A(t1, A
*) = (1, 0), f ′A(t2, A

*) = (−1,−1),
и тогда ∂Φ(A*) = co{(−1, 1), (1, 0), (−1,−1)}. Следовательно, максимальный радиус круга,
содержащегося в ∂Φ(A*) и с центром в 02, равен 1√

5
. Таким образом, δ0 =

1√
5
.

2. Теперь найдем k(f) по формуле (2).
Нтерудно видеть, что

{A : max
t∈[−1,1]

|a0 + a1t| = 1} = {(a0, a1) : a0 ∈ [−1, 1], a1 = −1 + |a0| или a1 = 1− |a0|}.

Тогда, учитывая σf (ti) = (−1)i+1, i = 0, 1, 2, получаем

k(f) = min
a0∈[−1,1]

max
i=0,1,2

{(−1)i+1(a0 + (|a0| − 1)ti), (−1)i+1(a0 + (1− |a0|)ti)} =

= min
a0∈[−1,1]

max{a0, 1− a0 − |a0|,−1− a0 + |a0|} =
1

3
.

3. Таким образом, в соответствии с (2) и (16) имеем

Φ(A)− Φ(A*) >
1

3
max
t∈[−1,1]

|a0 −
1

2
+ a1t| ≡ f1(A), (24)

Φ(A)− Φ(A*) >
1√
5
((a0 −

1

2
)2 + a21)

1

2 ≡ f2(A). (25)

Для сравнения f1(A) и f2(A) рассмотрим некоторые варианты.
Вариант 1. Для A1(α) = (0.5, α), α > 0 имеем

f1(A1(α)) =
α

3
< f2(A1(α)) =

α√
5
,

Φ(A1(α))− Φ(A*) = max
t∈[−1,1]

|t2 − 0.5− αt| − 0.5 = α при α ∈ [0, 2].

Вариант 2. Для A2(α) = (0.5 + α, α), α > 0 получаем

f1(A2(α)) =
1

3
max
t∈[−1,1]

|α+ αt| = 2

3
α, f2(A2(α)) =

√

2

5
α.

При этом для α ∈ [0, 2]

Φ(A2(α))−Φ(A*) = max
t∈[−1,1]

|t2− 0.5−α−αt| − 0.5 = max{|2α− 0.5|, |α+
α2

4
+0.5|}− 0.5 > α.

Математика 11



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2025. Т. 25, вып. 1

Таким образом, при α ∈ [0, 2] теперь f1(A2(α)) > f2(A2(α)), а неравенства (24) и (25)
выполняются так же строго, как и в первом варианте.

Вариант 3. Для A3(α) = (0.5 + α, 2α) имеем

f1(A3(α)) =
1

3
max
t∈[−1,1]

|α+ 2αt| = α, f2(A3(α)) =
1√
5
(α2 + 4α2)

1

2 = α.

При этом для α ∈ [0, 1]

Φ(A3(α))− Φ(A*) = max
t∈[−1,1]

|t2 − 0.5− α− 2αt| − 0.5 = max
t=−1,1,α

|t2 − 0.5− α− 2αt| − 0.5 =

= max{|0.5 + α|, |0.5− 3α|, |0.5 + α+ α2|} − 0.5.

Итак, в этом случае f1(A3(α)) = f2(A3(α)) = α и при α ∈ [0, 16 ] Φ(A3(α))− Φ(A*) = α+ α2,
т.е. оценки (24) и (25) становятся точными при малом α > 0.

4. Об оценке снизу коэффициента роста

Для применения численных методов решения и оценки скорости их сходимости полезно
располагать оценкой снизу для δ0. Эта оценка будет зависеть как от используемой чебы-
шевской системы функций {ϕi(·)}i=0,n, так и от системы узлов, на которой реализуется
альтернанс. При получении этой оценки можно иметь в виду следующие обстоятельства.
Обозначим через

D({ϕi(·)}i=0,n, {tj}j=0,n) =





ϕ0(t0) . . . ϕ0(tn)
. . . . . . . . .

ϕn(t0) . . . ϕn(tn)



 .

В [10, гл. 1, § 2, следствие теоремы 1] доказан следующий факт.

Предложение 1. Если система функций {ϕi(·)}i=0,n является чебышевской на [a, b] и
{tj}j=0,n — система различных точек из [a, b], расстояние между которыми не меньше
некоторого ∆ > 0, то

|D({ϕi(·)}i=0,n, {tj}j=0,n)| > r(∆) > 0,

где r(∆) не зависит от системы точек {tj}j=0,n из [a, b].

Из этого предложения, считая T ⊂ [a, b], следует оценка для элементов последнего столбца
матрицы C = D−1.

ck,n+2 =
|D({ϕi(·)}i=0,n, {tj}j=0,n+1 ∖ tk−1)|

|D| >
r(∆)

|D| . (26)

Для оценки знаменателя в формуле (8) имеем

n+1
∑

j=1

c2k,j =

n+1
∑

j=1
D2
jk

|D|2 , (27)

где Djk — алгебраическое дополнение элемента dk,j матрицы D. Эти дополнения ограничены
на [a, b], в силу непрерывности функций образующих чебышевскую систему. Используя
специфику этих функций, можно получить независимую от {tj}j=0,n ⊂ [a, b] оценку

n+1
∑

j=1

D2
jk 6M2. (28)
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Таким образом, из (27), (28) имеем

δ0 >
r(∆)

M
.

Приведем примеры реализации формулы (8) для «классической» чебышевской системы:
1) n = 1, {ϕi(·)}i=0,1 = {1, t}, на системе узлов {t0, t1, t2}

δ0 = min







t2 − t1
√

4 + (t1 + t2)
2
, 1,

t1 − t0
√

4 + (t0 + t1)
2







;

2) n = 2, {ϕi(·)}i=0,1,2 = {1, t, t2}, на системе узлов {t0, t1, t2, t3}

δ0 = min







(t2 − t1) (t3 − t1) (t3 − t2)
√

4 (t1 − t3)
2 + 4

(

t21 − t23
)2

+ (t1 − t3)
2 (t2 (t3 − t2) + t1 (t2 + t3))

2
,

(t2 − t0) (t3 − t0) (t3 − t2)
√

4 (t0 − t2)
2 + 4

(

t20 − t22
)2

+
(

t2t3 (t3 − t2) + t20 (t2 + t3)− t0
(

t22 + t23
))2

,

(t1 − t0) (t3 − t1) (t3 − t0)
√

4 (t1 − t3)
2 + 4

(

t21 − t23
)2

+ (t1 − t3)
2 (−t20 + t1t3 + t0 (t1 + t3)

)2
,

(t1 − t0) (t2 − t0) (t2 − t1)
√

4 (t0 − t2) 2 + 4
(

t20 − t22
)2

+ (t0 − t2)
2 (t1 (−t1 + t2) + t0 (t1 + t2))

2







.

В заключение отметим, что альтернанс (в некотором обобщенном виде) имеет место в
задачах по полиномиальным оценкам и приближении сегментных функций (см. [13–16]), где
также могут быть получены оценки роста целевой функции, подобные оценке (16).
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Аннотация. Группа называется хопфовой, если она не изоморфна никакой своей собственной фактор-

группе, или любой ее эпиморфизм на себя является изоморфизмом, т. е. автоморфизмом. Это свойство

было впервые доказано швейцарским математиком Х. Хопфом для фундаментальных групп римановых

поверхностей. Результаты настоящей работы концентрируются вокруг проблемы исследования общих

свойств хопфовых абелевых групп и описания хопфовых групп в некоторых классах абелевых групп.

Среди вопросов, связанных с хопфовыми абелевыми группами, важное место занимает вопрос об

изучении свойства хопфовости в таком специфическом классе абелевых групп, как аддитивные группы

колец. Аддитивные группы колец — одна из линий, связывающих теорию абелевых групп с теорией

колец. По методам исследования и характеру результатов это новое направление, возникшее в сере-

дине прошлого века, традиционно относят к теории абелевых групп. При рассмотрении аддитивных

групп конкретных классов колец возникают интересные примеры хопфовых абелевых групп. В работе

изучается свойство хопфовости в аддитивных группах E-колец (называющихся также E-группами) и

артиновых колец. Доказывается, что аддитивная группа E-кольца является хопфовой, а также дается

полное описание строения хопфовых аддитивных групп артиновых колец.

Ключевые слова: абелева группа, хопфова группа, аддитивная группа кольца, E-кольцо, артиново

кольцо
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Abstract. A group is called Hopfian if it is not isomorphic to any of its proper factor groups, or,

equivalently, any of its epimorphisms on itself is an isomorphism, i.e., an automorphism. This property

was first proved by the Swiss mathematician H. Hopf for fundamental groups of Riemann surfaces. The
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results of the present paper concentrate around the problem of investigating general properties of Hopfian

abelian groups and describing Hopfian groups in certain classes of abelian groups. Among the questions

relating to Hopfian abelian groups, the study of the hopficity property in such a specific class of abelian

groups as additive groups of rings occupies an important place. Additive groups of rings are one of the

directions of research connecting the theory of abelian groups with the theory of rings. With regards to

the methods of investigation and the nature of the results, this newly emerged direction, which appeared in

the middle of the last century, is traditionally referred to the theory of abelian groups. When considering

additive groups of particular classes of rings, some interesting examples of Hopfian abelian groups arise.

The paper studies the hopficity in additive groups of E-rings (also called E-groups) and artinian rings. The

work, in particular, proves that the additive group of an E-ring is Hopfian, and also gives a full description

of how Hopfian additive groups of artinian rings are structured.

Keywords: abelian group, Hopfian group, additive group of ring, E-ring, artinian ring
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Введение

Вопрос о существовании групп с конечным числом образующих, изоморфных какой-нибудь
своей собственной факторгруппе, поставленный швейцарским математиком Хайнцем Хопфом
в 1932 г., носит ныне название проблемы Хопфа [1]. Чуть позже группы, удовлетворяющие
противоположному условию (т. е. не изоморфные никакой собственной факторгруппе) стали
называться хопфовыми. Прошедшие девяносто лет породили множество связанных с про-
блемой Хопфа вопросов и распространили ее на прочие известные алгебраические системы.
Нельзя не отметить, что арсенал последних в настоящее время постоянно расширяется: иные
зарождаются в самой алгебре, а некоторые появляются в других разделах математики, напри-
мер, в связи с потребностями геометрии, математической логики, дискретной математики.
Часто новые типы алгебраических систем приходят из физики, химии, криптографии.

На наш взгляд, именно актуальные проблемы криптографии побуждают сейчас специ-
алистов задумываться над конструированием новых алгебраических систем с заданными
свойствами, на основе которых будут разработаны криптосистемы для постквантовой крип-
тографии. Так, в декабре 2022 г. группа китайских ученых нашла способ [2] взломать
2048-битный ключ криптосистемы RSA, используя квантовый компьютер всего с 372 кубита-
ми. Это обстоятельство дает мощный толчок к ускорению алгебраических исследований в
области постквантовой криптографии: крайне необходимо, чтобы таковая была построена и
уверенно получала развитие к моменту квантового взлома. Поэтому изучение алгебраических
систем, их свойств и отображений в настоящее время приобретает значительную важность.

Хопфовость представляет собой довольно экзотическое свойство алгебраической системы,
которое в определенном смысле приближает ее к конечной. Следуя Курошу [1] и Гретцеру [3],
можно сказать, что хопфовость является некоторым обобщением конечности. Исследования,
посвященные хопфовым алгебраическим системам и другим, граничным с хопфовостью,
свойствам алгебраических систем, весьма многочисленны и содержательны. Однако, хопфовы
абелевы группы представлены в обозримой литературе слабо. Изучением таких групп занима-
лись Баумслаг [4–6], Корнер [7], Ирвин и Такаши [8,9], Голдсмит и Гонг [10–13], Паолини и
Шелах [14].

Настоящая работа продолжает исследования автора по хопфовым абелевым группам
[15,16]. Все обозначения и терминология в тексте работы стандартны и согласуются с [17,18].
Всюду далее слово «группа» означает аддитивно записанную абелеву группу. Буква p обозна-
чает простое число. Используем символ Q*

p для обозначения кольца целых p-адических чисел
и Jp — для группы целых p-адических чисел, являющейся аддитивной группой кольца Q*

p.
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1. Основные определения и вспомогательные результаты

Определение 1. Группа называется хопфовой, если она не изоморфна никакой своей
собственной факторгруппе.

Помимо такого определения, введенного самим Хопфом для групп (не обязательно абеле-
вых), в ряде случаев удобнее пользоваться эквивалентным определением.

Определение 2. Группа называется хопфовой, если любой ее эпиморфизм на себя явля-
ется автоморфизмом.

Теорема 1. Если A = A1 ⊕ A2 и группа A является хопфовой, то группы A1 и A2

также хопфовы.

Доказательство. Пусть A = A1 ⊕ A2 и A— хопфова группа. Предположим противное:
пусть группа A1, например, не хопфова. Следовательно, существует эпиморфизм α1 : A1 → A1,
у которого Kerα1 6= 0. Зададим эпиморфизм α : A → A, полагая α(a) = α1(a1) + idA2

(a2) для
любого a = a1 + a2, где a1 ∈ A1, a2 ∈ A2. Имеем: α(a) = α(a1 + a2) = α1(a1) + idA2

(a2) =
= α1(a1)+a2. Очевидно, α— эпиморфизм, однако Kerα = Kerα1 6= 0. Получили противоречие
с хопфовостью группы A, а значит, группы A1 и A2 хопфовы. �

Несложно показать, что теорема 1 обобщается на случай, когда количество прямых
слагаемых в разложении группы A более 2 и даже бесконечно.

Следствие 1. Пусть Ai — семейство групп, i ∈ I, где I — произвольное индексное
множество, и пусть группа A =

⊕

i∈I

Ai является хопфовой. Тогда все группы Ai также

хопфовы.

Как неожиданно показал Корнер [7], утверждение, обратное к теореме 1, в общем случае
неверно. На вопрос о том, допускает ли обращение эта теорема при каких-то ограничениях
на прямые слагаемые, отвечает

Теорема 2. Если A = A1 ⊕A2, где группы A1 и A2 являются хопфовыми, и по крайней
мере одна из них вполне характеристична в группе A, то группа A также хопфова.

Доказательство. Пусть для определенности прямое слагаемое A1 вполне характеристично
в группе A. Рассмотрим некоторый эпиморфизм α : A → A. Его можно представить в виде

матрицы α =
( α11 α12

0 α22

)

, где α11 ∈ E(A1), α22 ∈ E(A2) и α12 ∈ Hom(A2, A1). Вначале

докажем, что эндоморфизм α22 : A2 → A2 является автоморфизмом. Возьмем произвольный
элемент a2 ∈ A2. Поскольку α— эпиморфизм, то в группе A существует такой элемент
b = b1 + b2, где b1 ∈ A1 и b2 ∈ A2, что α(b) = a2. Действие эндоморфизма α на элементе

b запишется в виде умножения матрицы
( α11 α12

0 α22

)

на матрицу-столбец
( b1

b2

)

. Итак,

α(b) =
( α11 α12

0 α22

)( b1
b2

)

=
( α11(b1) + α12(b2)

α22(b2)

)

. Вместе с тем α(b) =
( 0

a2

)

, откуда

α22(b2) = a2. Поэтому α22 — эпиморфизм, а так как группа A2 хопфова, то α22 — автоморфизм.
Осталось показать, что отображение α11 тоже является автоморфизмом. Произвольно

выберем элемент a1 ∈ A1. Сюръективность эндоморфизма α гарантирует существование
в группе A такого элемента c = c1 + c2, где c1 ∈ A1 и c2 ∈ A2, что α(c) = a1. Имеем:

α(c) =
( α11 α12

0 α22

)( c1
c2

)

=
( α11(c1) + α12(c2)

α22(c2)

)

. Учитывая, что α(c) =
( a1

0

)

, получаем

α11(c1) + α12(c2) = a1 и α22(c2) = 0. Другими словами, c2 ∈ Kerα22, однако эндоморфизм
α22 биективен, поэтому c2 = 0. Получаем: α11(c1) = a1, откуда α11 — эпиморфизм. Группа A1

хопфова, следовательно, α11 — автоморфизм группы A1. Поэтому матрица α =
( α11 α12

0 α22

)

обратима, а это значит, что α— автоморфизм, что доказывает хопфовость группы A. �
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Свойство вполне характеристичности позволяет дать необходимое и достаточное условие
хопфовости прямой суммы любого числа групп.

Теорема 3. Пусть Ai — семейство групп, i ∈ I, где I — произвольное индексное множе-
ство, A =

⊕

i∈I

Ai, причем все группы Ai вполне характеристичны в A. Тогда хопфовость

группы A эквивалентна хопфовости каждого прямого слагаемого Ai.

Доказательство. Необходимость вытекает напрямую из следствия 1. Докажем теперь до-
статочность. Пусть все группы Ai являются хопфовыми и α— некоторый эпиморфизм группы
A. Ограничения αi : Ai → Ai этого эпиморфизма на прямых слагаемых — тоже эпиморфизмы,
но в силу хопфовости групп Ai — еще и автоморфизмы, поэтому α— автоморфизм. �

Нам понадобится следующий простой факт.

Теорема 4. Если группа без кручения имеет конечный ранг, то она хопфова.

Доказательство. Пусть группа A без кручения имеет конечный ранг, а B — некоторая
подгруппа группы A. Тогда имеет место равенство: rk0(A) = rk0(B)+ rk0(A/B) [17, разд. 3.4,
упражнение 3]. Если A ∼= A/B, то факторгруппа A/B тоже является группой без кручения,
откуда rk(A) = rk(B) + rk(A/B). С другой стороны, rk(A) = rk(A/B), поэтому rk(B) = 0.
Тогда B = 0, что доказывает хопфовость группы A. �

Докажем теперь две леммы, позволяющие построить достаточно обширный класс примеров
нехопфовых групп.

Лемма 1. Прямая сумма бесконечного числа копий произвольной ненулевой группы
является нехопфовой группой.

Доказательство. Пусть сначала число копий некоторой группы в прямом разложении

счетно. Запишем прямое разложение в виде A =
∞
⊕

i=1

Ai, где все прямые слагаемые Ai изоморф-

ны некоторой группе G. Построим эпиморфизм α : A → A, не являющийся автоморфизмом.
Пусть он отображает A1 в 0, а каждое прямое слагаемое Ai, где i > 2, изоморфно отображает
на прямое слагаемое Ai−1. Ясно, что Kerα 6= 0 и α— не автоморфизм, следовательно, группа
A нехопфова.

Пусть теперь A =
⊕

i∈M

Ai, где индексное множество M несчетно, а P — некоторое счетное

подмножество множества M . Введем обозначения N = M \ P , B =
⊕

i∈P

Ai, C =
⊕

k∈N

Ak и

запишем группу A в виде прямой суммы «счетной» и «несчетной» компонент: A = B ⊕ C.
Если допустить, что группа A является хопфовой, то по теореме 1 группа B также будет
хопфовой, но, как только что было доказано, это невозможно. �

Лемма 2. Квазициклическая группа Z(p∞) нехопфова.

Доказательство. Построим какой-нибудь эпиморфизм α квазициклической группы на
себя, не являющийся автоморфизмом. Пусть, например, он действует как умножение на
число p. Ясно, что Kerα 6= 0, значит, α— не инъективен и группа Z(p∞) нехопфова. �

Дадим в следующей теореме полное описание строения хопфовых делимых групп. Это
становится возможным сделать, поскольку строение делимых групп хорошо известно, и
вообще, теория делимых групп настолько удовлетворительна, насколько это может быть при
современном состоянии алгебры.

Теорема 5. Делимая группа хопфова, если и только если она представляет собой
прямую сумму конечного числа копий рациональной группы.
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Доказательство. Для всякой делимой группы D имеет место разложение D =
⊕

p

Tp ⊕ E,

где Tp — прямая сумма групп Z(p∞), а E — прямая сумма групп Q [17, разд. 4.3, теорема 3.1].
Если группа D хопфова, то, применяя следствие 1, утверждаем хопфовость групп Tp и E. По
лемме 2 имеем Tp = 0, поэтому D = E. Используя лемму 1, получаем, что E — прямая сумма
конечного числа копий рациональной группы.

Обратное утверждение следует из теоремы 4. �

Ответим теперь на вопрос о том, когда произвольная прямая сумма циклических групп
является хопфовой группой.

Теорема 6. Прямая сумма A =
⊕

i∈M

Api ⊕ A0 циклических групп, где M — некоторое

индексное множество, Api — прямая сумма циклических pi-групп, A0 — прямая сумма
циклических групп бесконечного порядка, хопфова тогда и только тогда, когда все
группы Api конечны, а группа A0 имеет конечный ранг.

Доказательство. Из хопфовости группы A и следствия 1 вытекает хопфовость всех
групп Api и A0. Отсюда по лемме 1 A0 — свободная группа конечного ранга. Покажем,
что все группы Api конечны. Если это не так, то в группе Api можно выделить прямое
слагаемое B, являющееся прямой суммой счетного числа циклических pi-групп. Такая группа
B нехопфова. В самом деле, запишем B = B1 ⊕B2 ⊕ . . ., где все Bi — циклические группы
с неубывающими при возрастании значений индекса i порядками. Построим какой-нибудь
эпиморфизм β : B → B с ненулевым ядром. Пусть β отображает B1 в 0, а каждое прямое
слагаемое Bi отображает на прямое слагаемое Bi−1, i > 2. Ясно, что Kerβ 6= 0 и группа B
нехопфова, что невозможно, так как группа Api хопфова.

Обратно, пусть все группы Api конечны, а группа A0 имеет конечный ранг. Обозна-
чим C =

⊕

i∈M

Api и запишем A = C ⊕ A0. Группа C является периодической, поэтому

Hom(C,A0) = 0, другими словами, подгруппа C вполне характеристична в группе A. Следо-
вательно,

E(A) ∼=

(

E(C) Hom(A0, C)
0 E(A0)

)

.

Из теорем 1 и 2 следует, что хопфовость группы A эквивалентна хопфовости прямых
слагаемых C и A0, которая, в свою очередь, получается из теорем 3 и 4. Таким образом, A—
хопфова группа. �

2. Хопфовость аддитивных групп Е-колец и артиновых колец

Изучение аддитивных групп колец — сравнительно новое направление исследований,
возникшее в середине прошлого века внутри теории абелевых групп. В настоящее время это
направление получило значительный прогресс в своем развитии, что связано, прежде всего,
с тем, что аддитивная группа кольца, даже если она устроена достаточно несложно, может
дать определенную важную информацию о самом кольце. Вопросы о связях структуры кольца
и структуры его аддитивной группы тесно переплетаются с теорией колец эндоморфизмов
абелевых групп как содержательно, так и методологически. Органично дополняющие друг
друга работы Фукса [17, гл. 18] и Фейгельштока [19] на сегодняшний день наиболее полно
отражают современное состояние исследований по аддитивным группам колец.

Аддитивные группы некоторых конкретных классов колец служат интересными примерами
хопфовых абелевых групп. Здесь мы рассмотрим аддитивные группы E-колец и артиновых
колец, обладающих свойством хопфовости, а именно покажем, что аддитивная группа про-
извольного E-кольца хопфова, и охарактеризуем хопфовы аддитивные группы артиновых
колец.

Хорошо известно, что E-кольца были введены Шульцем [20] в 1973 г. Однако нельзя
утверждать, что таковые не появлялись в более ранних работах (разумеется, без употребления
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термина, предложенного Шульцем). Так, например, еще Коши на заре XIX в. знал, что
кольца 〈Z,+, ·〉 и 〈Q,+, ·〉 являются E-кольцами. Этот факт учитывался им при изучении
функций действительного переменного, являющихся решениями функционального уравнения
f(x+ y) = f(x)+ f(y), ныне носящего название «уравнение Коши». Знаменитый французский
математик доказал даже, что над полем действительных чисел любое непрерывное решение
уравнения Коши имеет вид f(x) = f(1) · x.

Базовые факты и классические результаты о E-кольцах изложены в [17, разд. 18.6; 18,
§ 6; 21]. Рассмотрим некоторые из них.

Определение 3. Ассоциативное кольцо с единицей R называется E-кольцом, если
HomZ(R,R) = HomR(R,R).

Отметим следующий важный критерий E-кольца. Кольцо R является E-кольцом тогда и
только тогда, когда произвольный эндоморфизм α аддитивной группы кольца R совпадает с
умножением слева кольца R на элемент α(1).

В самом деле, если R—E-кольцо и α ∈ HomZ(R, R), то для любого элемента r кольца
R имеем α(r) = α(1R · r) = α(1R) · r. Обратно, если α(r) = α(1R) · r, то для любого s ∈ R
α(rs) = α(1R)(rs) =

(

α(1R)r
)

s = α(r)s.
Другими словами, если R есть E-кольцо, то канонический (естественный) гомоморфизм

кольца R в кольцо эндоморфизмов его аддитивной группы E(R+), отображающий элемент
x ∈ R в эндоморфизм левого умножения на x, является изоморфизмом. Иначе, для E-кольца
R имеет место канонический изоморфизм R ∼= E(R+).

Аддитивные группы E-колец получили название E-групп. Группа A является E-группой,
если и только если A ∼= EndA и кольцо эндоморфизмов E(A) коммутативное [22]. Для
E-групп сформулируем достаточно простой, но вместе с тем исчерпывающий результат.

Теорема 7. Любая E-группа хопфова.

Доказательство. Пусть R—E-кольцо. Ввиду сказанного выше произвольный эндомор-
физм f ∈ E(R+) совпадает с умножением слева кольца R на элемент f(1R). Таким об-
разом, имеет место канонический изоморфизм Φ: E(R+) → R, где Φ(f) = f(1R). Пусть
β : R+ → R+ — произвольный эпиморфизм. Если доказать, что элемент β(1R) обратим в
кольце R, то это будет означать, что отображение β обратимо в кольце E(R+), т. е. β — авто-
морфизм. Предположим, напротив, что для каждого элемента r кольца R имеем β(1R) ·r 6= 1R.
Учитывая, что R—E-кольцо, получаем β(1R) · r = β(r), и β(r) 6= 1R для каждого элемента
r ∈ R. Следовательно, для элемента 1R ∈ R+ в аддитивной группе R+ не найдется ни одного
прообраза при отображении β. Противоречие с тем, что отображение β сюръективно. Поэтому
элемент β(1) обратим в кольце R, а β — автоморфизм. �

Ниже построим пример, в какой-то степени иллюстрирующий теорему 7, а сейчас запишем
такой известный факт [18, § 3, пример 3.5].

Лемма 3. Кольцо эндоморфизмов группы Jp целых p-адических чисел естественным
образом изоморфно кольцу Q*

p целых p-адических чисел.

Доказательство. Пусть δ — некоторое целое p-адическое число. Умножение кольца Q*
p

на число δ определяет эндоморфизм группы Jp. Обозначим этот эндоморфизм через τ(δ).
Если ε— какое-то другое p-адическое число, то δ · 1 6= ε · 1, т. е. различные p-адические числа
дают различные эндоморфизмы группы Jp. Получаем вложение кольца Q*

p в кольцо E(Jp),
т. е. регулярное представление кольца Q*

p.
Если α— какой-нибудь эндоморфизм группы Jp, то α совпадает с умножением коль-

ца Q*
p на элемент δ = α(1). Действительно, из α(1) = τ(δ)(1) выводим (α − τ(δ))(1) = 0 и

(α−τ(δ))(x) = 0 для любого целого рационального числа x. Следовательно, ядро Ker (α−τ(δ))
содержит подгруппу Z группы Jp, порожденную элементом 1. Легко проверить, что фактор-
группа Jp/Z делима, а сама группа Jp редуцирована. Поэтому Jp/Ker (α− τ(δ)) = 0, откуда
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α = τ(δ), т. е. α представляет собой умножение кольца Q*
p на число δ. Значит, имеющееся

вложение кольца Q*
p в кольцо E(Jp) является изоморфизмом колец. �

Из леммы 3 следует, что кольцо Q*
p является E-кольцом, а группа Jp целых p-адических

чисел хопфова. С другой стороны, этот факт вытекает также из [15, теорема 3].
В завершение охарактеризуем хопфовы аддитивные группы артиновых колец. Напом-

ним, что кольцо R называется артиновым слева (справа), если любая последовательность
I1 ⊇ I2 ⊇ . . . левых (соответственно, правых) идеалов, где Im 6= In при m 6= n, конечна. Гово-
рят также, что R— кольцо с условием обрыва убывающих цепей левых (соответственно,
правых) идеалов. Отметим, что существование единицы в артиновом кольце в общем случае
не предполагается.

Теорема 8. Аддитивная группа A некоторого артинова кольца является хопфовой
тогда и только тогда, когда она имеет вид A = D ⊕ T, где D — прямая сумма конечного
числа копий рациональной группы, а T — конечная группа.

Доказательство. Аддитивная группа любого артинова кольца имеет вид A = D⊕C⊕A1⊕
⊕A2 ⊕ . . .⊕Ak, где D — делимая группа без кручения, C — периодическая делимая группа, а
все группы Ai — суть прямые суммы циклических групп одного и того же порядка, равного
степени простого числа [17, разд. 18.4, теорема 4.4]. В силу следствия 1 из хопфовости
группы A вытекает хопфовость прямых слагаемых D, C и всех Ai. Далее, по теореме 5
группа D есть прямая сумма конечного числа копий группы Q, а C = 0. Применяя теорему 6,
получаем, что все группы Ai конечны.

Обратно, поскольку группа D не имеет кручения, а T — периодическая группа, можно
записать Hom(T, D) = 0, а это значит, что подгруппа T вполне характеристична в группе A.
Из хопфовости групп D, T и теоремы 2 следует хопфовость группы A. �

Заключение

В алгебре хорошо известно, что свойства эндоморфизмов алгебраической системы во
многом определяют свойства самой этой системы. Поэтому изучение алгебраических систем,
эндоморфизмы которых удовлетворяют каким-то конкретным условиям, представляет большой
интерес. Одним из таких условий является свойство хопфовости. Изначально затрагивающее
только группы, оно получило распространение на абелевы группы, кольца, модули, упоря-
доченные алгебраические системы, топологические пространства, решетки и другие типы
алгебраических систем.

Результаты настоящей работы группируются вокруг вопросов изучения свойства хопфово-
сти в аддитивных группах отдельных классов колец. Получено весьма удовлетворительное
описание хопфовых аддитивных групп E-колец и артиновых колец, что обусловлено хорошо
известными строением и свойствами аддитивных групп таких колец. В целом же проблема
описания хопфовых аддитивных групп колец нова, и еще очень многое необходимо наработать,
чтобы сделать ее достаточно прозрачной. К названной проблеме примыкают и другие, не менее
интересные. Так, например, заслуживают внимания хопфовы сепарабельные и векторные
абелевы группы, абелевы группы, обладающие хопфовыми кольцами эндоморфизмов, хопфовы
абелевы группы как модули над своими кольцами эндоморфизмов и т. д.
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Abstract. One of the properties of a periodic function on the real axis is that it is completely determined
by its values on the period. This fact admits the following nontrivial multidimensional generalization: if a
function f ∈ C∞(Rn) (n > 2) with zero integrals over all spheres (or balls) of fixed radius r is zero in
some ball of radius r, then f is zero in Rn. The condition of infinite smoothness of the function f in this
statement cannot be relaxed. In this paper, we study a similar phenomenon for solutions of convolution
equations related to the generalized Bessel shift operator. First, we consider the case when the convolution
factor in the equation is an indicator of a segment symmetric with respect to zero. It is shown that
the solutions to such an equation are determined by their values on the specified segment. Further, a
generalization of this property for the general Bessel convolution equation is given. The results obtained
are analogues of the well-known uniqueness theorems for mean periodic functions belonging to F. John,
Yu.I. Lyubich and A.F. Leontiev.
Keywords: generalized translation, convolution equations, Bessel functions, spherical transform, Titchmarsh
convolution theorem
Acknowledgements: The study was conducted on the topic of the state task (registration number:
124012400352-6).
For citation: Krasnoschekikh G. V., Volchkov Vit. V. A uniqueness theorem for mean periodic functions on
the Bessel –Kingmann hypergroup. Izvestiya of Saratov University. Mathematics. Mechanics. Informatics,
2025, vol. 25, iss. 1, pp. 24–33. https://doi.org/10.18500/1816-9791-2025-25-1-24-33, EDN: CEYQRP
This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution 4.0 International
License (CC-BY 4.0)

Научная статья
УДК 517.44

Теорема единственности для периодических в среднем функций
на гипергруппе Бесселя–Кингмана

Г. В. Краснощеких , Вит. В. Волчков

Донецкий государственный университет, Россия, 283001, г. Донецк, ул. Университетская, д. 24

Краснощеких Глеб Витальевич, аспирант кафедры математического анализа и дифференциальных уравнений,

wolverimred@mail.ru, https://orcid.org/0009-0005-2783-4333

Волчков Виталий Владимирович, заведующий кафедрой математического анализа и дифференциальных урав-

нений, volna936@gmail.com, https://orcid.org/0000-0003-4274-0034, SPIN: 4478-1677, AuthorID: 505219

c○ Krasnoschekikh G. V., Volchkov Vit. V., 2025



G. V. Krasnoschekikh, Vit. V. Volchkov. A uniqueness theorem for mean periodic functions on the Bessel – Kingmann hypergroup

Аннотация. Одно из свойств периодической функции на вещественной оси состоит в том, что она
полностью определяется своими значениями на периоде. Этот факт допускает следующее нетривиальное
обобщение на многомерный случай: если функция f ∈ C∞(Rn) (n > 2) с нулевыми интегралами по
всем сферам (или шарам) фиксированного радиуса r равна нулю в некотором шаре радиуса r, то f
является нулевой на Rn. Условие бесконечной гладкости функции f в этом утверждении ослабить
нельзя. В данной работе изучается подобное явление для решений уравнений свертки, связанных
с оператором обобщенного сдвига Бесселя. Сначала рассматривается случай, когда свертывателем
уравнения является индикатор отрезка, симметричного относительно нуля. Показано, что решения
такого уравнения определяется своими значениями на указанном отрезке. Далее приводится обобщение
этого свойства для общего уравнения свертки Бесселя. Полученные результаты являются аналогами
известных теорем единственности для периодических в среднем функций, принадлежащих Ф. Йону,
Ю. И. Любичу и А. Ф. Леонтьеву.
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Introduction

The well-known uniqueness theorem of F. John (see [1, Chap. 6; 2]) states that if a function
f ∈ C∞(Rn) (n > 2) with zero integrals over all spheres (or balls) of fixed radius r is zero in
some ball of radius r, then f is zero in Rn. The condition of infinite smoothness of the function f
in this statement cannot be relaxed (see [1, Chap. 6] for n = 2, 3 and [3, Theorems 14.7 and 14.9]
for the general case).

The theorem of F. John has been further developed and refined in different directions. In
particular, spectral analogues of F. John’s theorem were established [3, Theorem 14.1], its
generalizations and refinements were studied for the twisted spherical means [4], for weighted
spherical means on a sphere [5], on symmetric spaces and the Heisenberg group [3, Chap. 15–17],
and for solutions of convolution equations [6, Theorem 1; 7,8; 9, Theorem 8; 10, Chap. 5; 11–13].

In addition to their independent interest, the results obtained turned out to be important due
to their applications in extreme problems of integral geometry, the theory of lacunary series, the
support problem, the theory of harmonic functions as well as in the study of various classes
of mean periodic functions and their generalizations (see [14]). Furthermore, it was found that
F. John’s theorem and its analogues have deep connections with microlocal analysis, which is
widely used in research on partial differential equations [15,16].

Various issues of analysis and differential equations related to the generalized translation
operator were studied by J. Delsart, B. M. Levitan, K. Trimèche, I. A. Kipriyanov, S. M. Sitnik,
S. S. Platonov, etc. (see [17–21] and the bibliography in these works). In [22], a study of the
injectivity of the spherical mean operator on the Chébli-Trimèche hypergroups was initiated and
a local two-radii theorem was proved. In this paper, we obtain an analogue of John’s uniqueness
theorem for mean periodic functions on the Bessel –Kingmann hypergroup, which is a model
representative of the above-mentioned class of hypergroups.

In addition to self-interest, the study of spherical means and their generalizations on
hypergroups is important due to the following circumstances. The fact is that various properties
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of mean periodic functions on multidimensional spaces allowed us to obtain earlier applications
to other issues of analysis only for a certain discrete set of parameters depending on the
dimension of the space, the multiplicity of root subspaces of the Lie algebra of the isometry
group, etc. Establishing the appropriate results on hypergroups will make it possible to remove
this restriction.

It should be noted that general information on the theory of hypergroups and hypercomplex
systems is contained in the review by G. L. Litvinov [23] and the monograph by Yu. M. Berezansky
and A. A. Kalyuzhny [24]. Our attention to the study of mean periodic functions on hypergroups
was attracted by A. A. Kalyuzhny during the reports of the second author at the seminar
of Yu. M. Berezansky and M. L. Gorbachuk (Institute of Mathematics, Kiev, 2009, 2010).
The authors thank A. A. Kalyuzhny and the seminar participants for their interest and useful
discussions.

1. Statement of the main result

Let H be an arbitrary set, and let Φ be a linear space of complex-valued functions defined
on H. Suppose that each element x ∈ H is associated with a linear operator Rx in Φ, and for
any fixed y ∈ H the function ψ(x) = Rxϕ(y) is contained in Φ for all ϕ ∈ Φ. A set H is called a
hypergroup if the following conditions (see [23, Sect. 2; 24, Chap. 1, Sect. 2]) are satisfied:

1) for any elements x, y ∈ H the relation

RxLy = LyRx

is valid, where
Lyϕ(x) = Rxϕ(y), ϕ ∈ Φ;

2) there exists an element e ∈ H such that Re = I (I is the identity operator).
In this case, it is said that the operators Rx form a family of generalized translation

operators.
The Bessel –Kingmann hypergroup corresponds to the case when H = R+ = [0,+∞),

Φ = C([0,+∞)) and Rx = Tα
x , where α > −1/2,

Tα
x f(y) =

Γ(α+ 1)√
πΓ(α+ 1

2)

π∫

0

f(
√
x2 + y2 − 2xy cos θ)(sin θ)2αdθ, x, y > 0. (1)

It is convenient to assume that f is extended on R to an even function and

Tα
x f(y) = Tα

|x|f(|y|), x, y ∈ R.

We denote by L1,loc
\,α (IR) the space of even locally summable functions with respect to the

measure |x|2α+1dx on the interval IR = (−R,R), 0 < R 6 +∞. In this paper, we study an
equation of the form

r∫

0

Tα
y f(x)x

2α+1dx = 0, y ∈ IR−r (0 < r < R), (2)

where f ∈ L1,loc
\,α (IR). The main result of this paper is the following uniqueness theorem for

solutions of equation (2).

Theorem 1. Let 0 < r < R 6 +∞. Suppose that a function f ∈ L1,loc
\,α (IR) satisfies condition

(2) and f = 0 on Ir. Then f = 0 on IR.

Thus, the solutions of equation (2) of class L1,loc
\,α (IR) are completely determined by their

values on the interval Ir. Similar results in Rn and other multidimensional spaces (see [3,
Chaps. 14–17; 14, Part 2, Chaps. 1–3]) require additional conditions on the smoothness of the
function f in the neighborhood of its null set. Note also that the size of the null set Ir in Theorem
1 cannot be reduced in general (see [14, Part 2, Sect. 1.2, Theorem 1.2]).
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2. Auxiliary assertions

Throughout the following, we assume that α is a fixed number from the interval (−1/2,+∞).
As usual, the symbols N and Z+ denote the sets of natural and non-negative integers respectively.

Let 0 < r < R 6 +∞, Ir = [−r, r]. If f, g ∈ L1,loc
\,α (IR) and supp g ⊂ Ir (supp g is the support

of the function g), then the Bessel (Hankel) convolution

(f ? g)(y) =

r∫

0

(Tα
y f)(x)g(x)x

2α+1dx, y ∈ IR−r (3)

is defined, which belongs to the class L1,loc
\,α (IR−r). In particular, if g = χr is the indicator of the

segment Ir, then

(f ? χr)(y) =

r∫

0

(Tα
y f)(x)x

2α+1dx, y ∈ IR−r.

Thus, to study equation (2) it is convenient to introduce the classes

Vr(IR) = {f ∈ L1,loc
\,α (IR) : f ? χr = 0 on IR−r},

V m
r (IR) = Vr(IR) ∩ Cm

\ (IR), m ∈ Z+ ∪ {∞},

where Cm
\ (IR) is the space of even m times continuously differentiable functions on IR.

The convolution (3) naturally extends to even distributions f , g at least one of which has
a compact support. The main properties of this convolution are contained in [18, Chap. 6; 21,
Sect. 2; 22, Sect. 2]. For example, the operator f → f ? g commutes with the Bessel differential
operator, i.e.

Lα(f ? g) = (Lαf) ? g = f ? (Lαg), (4)

where Lα acts on a function h ∈ C2
\ (IR) as follows:

(Lαh)(x) = h′′(x) +
2α+ 1

x
h′(x) =

1

x2α+1

d

dx

(
x2α+1h′(x)

)
. (5)

Let Jν be the Bessel function of the first kind of order ν,

Iν(z) =
Jν(z)

zν
, z ∈ C,

ϕλ(x) = 2αΓ(α+ 1)Iα(λx), x ∈ R, λ ∈ C.

The function ϕλ is an eigenfunction of operators (5) and (1):

Lαϕλ = −λ2ϕλ, Tα
x ϕλ(y) = ϕλ(x)ϕλ(y) (6)

(see [18, Chap. 6; 21, Sect. 2; 22, Sect. 2]). Using the Poisson integral representation for Jν , it
is easy to obtain the relation

ϕλ(x) =

x∫

0

cos(λy)K(x, y)dy, x > 0, (7)

K(x, y) =
2Γ(α+ 1)√
πΓ(α+ 1

2)

(x2 − y2)α−
1

2

x2α
, 0 6 y < x,
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and the following estimate

∣∣∣∣∣

(
d

dx

)m

ϕλ(x)

∣∣∣∣∣6
Γ(α+ 1)Γ(m+1

2 )√
πΓ(α+ m

2 + 1)
|λ|me|x|| Imλ|, x ∈ R, λ ∈ C, m ∈ Z+. (8)

The spherical transform (the Bessel transform) of a compactly supported function f ∈ L1,loc
\,α (R)

is defined by

f̃(λ) =

∞∫

0

f(x)ϕλ(x)x
2α+1dx, λ ∈ C.

In this case, it follows from (3) and (6) that

ϕλ ? f = f̃(λ)ϕλ, λ ∈ C. (9)

Moreover, for compactly supported functions f , g ∈ L1,loc
\,α (R), we have an analogue of the Borel

formula
f̃ ? g(λ) = f̃(λ)g̃(λ) (10)

(see [21, Sect. 2; 22, Sect. 2]).
Let Cm

\,c(R) be the space of even m times continuously differentiable functions on R with
compact supports. For f ∈ C\,c(R), we set

r(f) = inf{r > 0 : suppf ⊂ Ir}.

Denote by [x] and {x} the integer and fractional parts of the number x ∈ R respectively.

Lemma 1. Assume that f ∈ Cm
\,c(R) for some m ∈ Z+, and let D = d

dx be the differentiation

operator. Then

f̃(λ) =
(−1)[

m

2
]

λ2
[
m+1

2

]
∞∫

0

(
D2{m

2
}ϕλ

)
(x)
(
D2{m

2
}L

[m
2
]

α f
)
(x)x2α+1dx. (11)

In particular,

|f̃(λ)| 6 cer(f)| Imλ|

(1 + |λ|)m , λ ∈ C, (12)

where the constant c > 0 does not depend on λ.

Proof. For m = 0, relation (11) coincides with the definition of a spherical transform. Hence,
by integrating in parts using (5), (6) and induction, we obtain

f̃(λ) =
(−1)

m

2

λ2
[
m+1

2

]
∞∫

0

ϕλ(x)
(
L

m

2
α f
)
(x)x2α+1dx, if m ∈ 2Z+,

and

f̃(λ) =
(−1)[

m

2
]

λm+1

∞∫

0

ϕ′
λ(x)

(
L

m−1

2
α f

)′
(x)x2α+1dx, if m ∈ 2Z+ + 1.

These two equations are equivalent to the relation (11). The estimate (12) follows from (11)
and (8). �
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Lemma 2. Assume that f ∈ Cm
\,c(R) for some integer m > 2α+ 2, and let

γα =
1

(
2αΓ(α+ 1)

)2 .

Then

f(x) = γα

∞∫

0

f̃(λ)ϕλ(x)λ
2α+1dλ, x ∈ R, (13)

where the integral in (13) converges uniformly on R.

Proof. Under the condition f ∈ C∞
\,c(R), the required formula is proved in [25, Theorem 2.3].

In the general case, we put

g(x) = γα

∞∫

0

f̃(λ)ϕλ(x)λ
2α+1dλ. (14)

It can be seen from (12) and (8) that the integral in (14) converges uniformly on R and g ∈ C\(R).
By virtue of (9), for any function h ∈ C∞

\,c(R) we have

(g ? h)(x) = γα

∞∫

0

f̃(λ)h̃(λ)ϕλ(x)λ
2α+1dλ.

On the other hand, since f ? h ∈ C∞
\,c(R), then

(f ? h)(x) = γα

∞∫

0

f̃ ? h(λ)ϕλ(x)λ
2α+1dλ = γα

∞∫

0

f̃(λ)h̃(λ)ϕλ(x)λ
2α+1dλ

(see [25, Theorem 2.3] and (10)). From the last two relations and the arbitrariness of the function
h, we conclude that f = g. �

The following statement is the well-known Titchmarsh theorem of supports (see, for
example, [14, Part 1, Sect. 3.2]).

Lemma 3. Assume that f1, f2 ∈ L1(0, 1), and let

t∫

0

f1(x)f2(t− x)dx = 0

for almost all t ∈ (0, 1). Then supp f1 ⊂ [a, 1] and supp f2 ⊂ [b, 1] for some a, b ∈ [0, 1] such that

a+ b > 1.

Lemma 4. Assume that lr < R 6 (l+1)r for some l ∈ N, and let m > 2α+2. If f ∈ V m
r (IR)

and f = 0 on Ilr, then f = 0 on IR.

Proof. For any ε ∈ (0, R− lr), we consider a function ηε ∈ C∞
\ (R) such that ηε = 1 on IR−ε

and ηε = 0 on R ∖ IR− ε

2
. We set

F =

{
ηεf on IR

0 on R ∖ IR.
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Then F ∈ Cm
\,c(R), and F = 0 on Ilr. In view of Lemmas 1 and 2,

sup
λ∈R

∣∣F̃ (λ)
∣∣(1 + |λ|)m < +∞

and

F (x) = γα

∞∫

0

F̃ (λ)ϕλ(x)λ
2α+1dλ, x ∈ R. (15)

We define the function h ∈ C\(R) by relation

h(x) =

∞∫

0

F̃ (λ)λ2α+1 cos(λx)dλ. (16)

Using (15), (7) and Fubini’s theorem, we obtain

F (x) = γα

x∫

0

h(y)K(x, y)dy, x > 0. (17)

Since F = 0 on Ilr, then
h = 0 on Ilr (18)

(see Lemma 3). Next, it follows from the definition of the function F and the hypothesis that

F ? χr = 0 on IR−r−ε.

Taking (15), (9), and (7) into account, we can write the convolution F ? χr as

(F ? χr)(x) = γα

x∫

0

( ∞∫

0

χ̃r(λ)F̃ (λ)λ
2α+1 cos(λy)dλ

)
K(x, y)dy, x > 0.

Therefore, Lemma 3 and the equality

χ̃r(λ) =

r∫

0

ϕλ(x)x
2α+1dx

imply the relation

r∫

0

( ∞∫

0

F̃ (λ)λ2α+1ϕλ(t) cos(λy)dλ

)
t2α+1dt = 0, y ∈ IR−r−ε. (19)

The inner integral in (19) is transformed as follows (see (7) and (16)):

∞∫

0

F̃ (λ)λ2α+1ϕλ(t) cos(λy)dλ =

∞∫

0

F̃ (λ)λ2α+1 cos(λy)

( t∫

0

cos(λz)K(t, z)dz

)
dλ =

=
1

2

t∫

0

( ∞∫

0

F̃ (λ)λ2α+1
(
cos(λ(y + z)) + cos(λ(y − z))

)
dλ

)
K(t, z)dz =

=
1

2

t∫

0

(
h(y + z) + h(y − z)

)
K(t, z)dz.
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Now from (19) and (18) we have

r∫

0

( t∫

0

h(y + z)K(t, z)dz

)
t2α+1dt = 0, 0 6 y < R− r − ε.

After changing the integration order, we arrive at the relation

y+r∫

y

h(u)H(u− y)du = 0, (l − 1)r < y < R− r − ε,

where

H(ξ) =

r∫

ξ

K(t, ξ)t2α+1dt, 0 < ξ < r.

Hence and from (18) we find

t∫

0

h(v + lr)H(r − t+ v)dv = 0, 0 < t < R− lr − ε.

This relation, Lemma 3 and equality (18) show that h = 0 on (0, R − ε). Therefore, F = 0 on
(0, R− ε) (see (17)). To complete the proof, it remains to use the evenness of the function f and
the arbitrariness of ε ∈ (0, R− lr). �

Corollary 1. Let 0 < r < R 6 +∞, and assume that f ∈ V m
r (IR) for some m > 2α+ 2. If

f = 0 on Ir, then f = 0 on IR.

Proof. For r < R 6 2r, the statement is obtained from Lemma 4 for l = 1. Suppose that it
is valid for R 6 kr with some k > 2, and let kr < R 6 (k + 1)r. By the hypothesis, f ∈ V m

r (Ikr)
and f = 0 on Ir. By the induction assumption, we conclude that f = 0 on Ikr. Then, owing to
Lemma 4, f = 0 on IR. �

3. Proof of Theorem 1

We put
f1 = f,

fq+1(x) =

|x|∫

0

1

t2α+1

( t∫

0

y2α+1fq(y)dy

)
dt, x ∈ IR, q ∈ N.

It is clear that all functions fq are equal to zero on Ir. In addition,

fq ∈ C2q−3(IR) for q > 2, (20)

and
Lα(fq+1) = fq, q ∈ N (21)

in the space of even distributions on IR (see (5)). In particular,

f = Lq−1
α (fq), q ∈ N.

We claim that fq ∈ Vr(IR) for any q > 1. For q = 1, this follows from the hypothesis of the
theorem and the definition of the function f1. Suppose that fk ∈ Vr(IR) for some k ∈ N. Then
(see (4) and (21))

Lα(fk+1 ? χr) = (Lαfk+1) ? χr = fk ? χr = 0 on IR−r.
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Hence, it can be seen that
fk+1 ? χr = const on IR−r.

Since

(fk+1 ? χr)(0) =

r∫

0

fk+1(x)x
2α+1dx = 0,

we have fk+1 ? χr = 0 on IR−r. So, fq ∈ Vr(IR) and fq = 0 on Ir for any q ∈ N. Now, bearing
(20) in mind and using Corollary 1, we conclude that fq = 0 on IR for q > α + 5

2 . Therefore,

f = Lq−1
α (fq) = 0 on IR. Thus, Theorem 1 is proved. �

Conclusion

The proof of Theorem 1 shows that the following more general result can be obtained by
completely similar reasoning.

Theorem 2. Let g be a nonzero function with a compact support of class L1,loc
\,α (R), and

let R ∈ (r(g),+∞]. Assume that f ∈ L1,loc
\,α (IR), f ? g = 0 on IR−r(g) and f = 0 on Ir(g). Then

f = 0 on IR.

Various analogs of Theorem 2 for the usual convolution on the real axis are due to
Yu. I. Lyubich [6, Theorem 1], A. F. Leontiev [10, Chap. 5], V. V. Volchkov [3, Chap. 13] and
D. A. Zaraisky [13].
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Аннотация. Теория автоматов — один из разделов математической кибернетики, изучающий преобразо-

ватели информации, возникающие во многих прикладных задачах. Основная цель теории автоматов —

разработка методов, с помощью которых можно описывать и анализировать динамическое поведение

дискретных систем. В зависимости от исследуемых задач рассматриваются автоматы, у которых

множество состояний и множество выходных сигналов наделены дополнительной математической

структурой, согласованной с функциями переходов и выходов автомата. Мы исследуем автоматы

над графами и называем их графовыми автоматами. Универсальный графовый автомат Atm(G,H)

является универсально притягивающим объектом в категории таких автоматов. Полугруппа входных

сигналов такого автомата имеет вид S(G,H) = End G × Hom(G,H). Её можно рассматривать как

производную алгебраическую систему математического объекта Atm(G,H), содержащую полезную

информацию об исходном автомате. Известно, что свойства полугруппы взаимосвязаны со свойствами

алгебраической структуры автомата. Следовательно, можно изучать универсальные графовые авто-

маты, исследуя их полугруппы входных сигналов. Ранее авторы доказали, что широкий класс таких

автоматов определяется (с точностью до изоморфизма) своими полугруппами входных сигналов. В

данной работе исследуется связь изоморфизмов универсальных графовых автоматов с изоморфизмами

их компонент — полугрупп входных сигналов и графов состояний и выходных сигналов.
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Introduction

One of the main topics of modern algebra is an investigation of mathematical objects by
studying derived algebraic systems associated with these objects. Various algebraic systems are
considered the initial mathematical objects, and the automorphism groups, the endomorphism
semigroups, the lattices of subsystems of algebraic systems, and others are considered as the
derived algebraic systems. For the automorphism groups of algebraic systems, the endomorphism
semigroups of graphs, the endomorphism rings of modules, and other derived algebraic systems,
these questions were very successfully investigated by B. I. Plotkin [1], A. G. Pinus [2, 3],
L. M. Gluskin [4,5], Yu. M. Vazhenin [6,7], A. V. Mikhalev [8], and other algebraists.

It is also of interest to study structured automata in the categories [9], that is automata,
in which the sets of states and output signals are equipped with mathematical structures from
a category K, and transition and output functions are morphisms of this category. A set of
input signals is usually equipped with an associative operation, which makes it an object of the
semigroup category. The study of such automata belongs to the direction described above: in this
case, the initial object is an automaton, and the derived system is the semigroup of its input
signals, which are considered transformations of the set of the automaton states.

In this paper, we consider automata over the graph category Gr, which is called graphic
automata. As follows from [9], in the category of graphic automata with a graph of states G1

and a graph of output signals G2, there is the universal attracting object Atm(G1, G2), which is
called universal graphic automaton over the graphs G1, G2. The semigroup of input signals of
such automaton S = End G1 ×Hom(G1, G2) is regarded as the derived algebraic system of the
automaton Atm(G1, G2). In the paper [10], authors investigated the problem of definability of
such automata by their input signal semigroups: it is shown that the universal graphic automata
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over many reflexive graphs are completely determined (up to isomorphism and graph duality) by
their semigroups of input signals. In this article, for such automata, we consider the structure
of their isomorphisms and groups of automorphisms. Theorem 2 shows a connection between
isomorphisms of universal graphic automata and isomorphisms of the automaton components —
the graph of states, the graph of output signals, and the input signal semigroup. For universal
graphic automata over quasi-acyclic graphs of states and antisymmetric graphs of output signals,
in Theorem 3, we obtain the isomorphism structure description of the input signal semigroups of
automata, and in Theorem 4, we obtain the structure description of the automorphism group of
automata.

1. Basic notions

We assume that the reader is familiar with basic notions of the semigroup theory [11], the
automata theory [9], and the graph theory [12]. Let us briefly unify the basic notations used in
this work.

From now on, by a graph, we mean a directed graph. For a graph G = (X, ρ), an edge
(x, y) ∈ ρ is called proper if (y, x) /∈ ρ. A graph is called quasi-acyclic if each of its proper edges
does not belong to any cycle. Acyclic graphs, quasi-order graphs, and many others are examples
of quasi-acyclic graphs. A quasi-acyclic graph will be called trivial if it has no proper edges, and
nontrivial otherwise. For a graph G = (X, ρ) the graph G̃ = (X, ρ−1) is called the dual graph
of G.

In what follows, under connectivity components of a graph, we keep in mind weak connectivity
components. A graph is called connected if it has only one connectivity component.

An anti-isomorphism of a graph G1 = (X1, ρ1) onto a graph G2 = (X2, ρ2) is an isomorphism
of the graph G1 onto the graph G̃2 dual to G2. An anti-automorphism of a graph G = (X, ρ) is
an isomorphism of the graph G onto its dual graph G̃.

A semigroup automaton is an algebraic system A = (X1, S,X2, ?, ◇) consisting of a set of
states X1, an input signal semigroup (S, ·), a set of output signals X2, a transition function
? : X1 × S → X1, and an output function ◇ : X1 × S → X2, satisfying

x ? (s1 · s2) = (x ? s1) ? s2,

x ◇ (s1 · s2) = (x ? s1) ◇ s2

for every x ∈ X1, s1, s2 ∈ S.
A semigroup automaton A = (X1, S,X2, ?, ◇) is called graphic if its set of states X1 and

set of output signals X2 are equipped with structures of graphs G1 = (X1, ρ1), G2 = (X2, ρ2)
such that for every input signal s ∈ S a transition function δs = x ? s (x ∈ X1) is an
endomorphism of G1 and an output function λs = x ◇ s (x ∈ X1) is a homomorphism of
G1 in G2. In this case, we denote the automaton by A = (G1, S,G2, ?, ◇). For any graphs
G1 = (X1, ρ1), G2 = (X2, ρ2) the graphic automaton Atm(G1, G2) = (G1, S,G2, ?, ◇) with the
input signal semigroup S = End G1 ×Hom(G1, G2), consisting of pairs s = (ϕ, ψ), ϕ ∈ End G1,
ψ ∈ Hom(G1, G2), and functions x ? s = ϕ(x), x ◇ s = ψ(x) (x ∈ X1), is the universally
attracting object in the category of graphic automata, that is why it is called universal graphic
automaton [9].

A mapping cx : X → {x} is called a constant mapping of a set X to an element x. For
mappings f : X → Y , g : Y → Z a composition is defined by the formula (f · g)(x) = g(f(x)) for
x ∈ X. For mappings f : X → Y , g : X → Y a direct product f × g : X ×X → Y × Y is defined
by the formula (f × g)(u, v) = (f(u), g(v)). For any transformation ϕ of a set X, it is true that
(f × g)(ϕ) = f−1ϕg. We denote f × f = f2.

An isomorphism of a graphic automaton A1 = (G1, S1, G
′
1, ?1, ◇1), where G1 = (X1, ρ1),

G′
1 = (X ′

1, ρ
′
1), onto a graphic automaton A2 = (G2, S2, G

′
2, ?2, ◇2), where G2 = (X2, ρ2),

G′
2 = (X ′

2, ρ
′
2), is an ordered triple γ = (f, h, g), consisting of isomorphisms f : G1 → G2,
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h : S1 → S2, g : G′
1 → G′

2 such that for any x ∈ X1, s, t ∈ S1 the following conditions hold:

h(s · t) = h(s) · h(t),

f(x ?1 s) = f(x) ?2 h(s),

g(x ◇1 s) = f(x) ◇2 h(s).

An isomorphism of an automaton A = (G,S,G′, ?, ◇) onto itself is called an automorphism of the
automaton A. The set of all automorphisms of A with the composition forms the automorphism
group Aut A of the automaton A.

2. Preparatory phase

To solve the main issue, we use some auxiliary results obtained in [10].

Lemma 1. Let G1 = (X1, ρ1), G2 = (X2, ρ2) be reflexive graphs. Then the following
statements are true for the semigroup S = End G1 ×Hom(G1, G2):

1) an element s ∈ S is a right zero of the semigroup S if and only if there exist a ∈ X1,
b ∈ X2 such that s = (ca, cb);

2) an element s ∈ S is a left identity of the semigroup S if and only if s = (ΔX , ψ) for some
ψ ∈ Hom(G1, G2).

For graphs G1, G2, we denote by Z(G1, G2) the set of all right zeros of the semigroup
S = End G1×Hom(G1, G2), by U(G1, G2)— the set of all left identities of the semigroup S. It is
clear that the set Z(G1, G2) is defined in the semigroup S by the predicate M(x) = (∀y)(y ·x = x)
of the semigroup theory, and the set U(G1, G2) is defined in the semigroup S by the predicate
N(x) = (∀y)(x · y = y) of the semigroup theory.

Lemma 2. Let G1 = (X1, ρ1), G2 = (X2, ρ2) be reflexive graphs. Then the formula of the
semigroup theory

E(x, y) =M(x) ∧M(y) ∧ (∀e)(N(e) =⇒ x · e = y · e)

defines a binary relation ε on the semigroup S = End G1×Hom(G1, G2), such that the following
statements hold:

1) ε is an equivalence on the set Z(G1, G2) such that for any elements s1, s2 ∈ Z(G1, G2)
the condition s1 ≡ε s2 is valid if and only if s1 = (ca, cu), s2 = (ca, cv) for some a ∈ X1,
u, v ∈ X2;

2) for any right zero s = (ca, cb) of the semigroup S, the equivalence class ε(s) = {(ca, cu)|
u ∈ X2}.

By analogy with Lemma 1 in [13], we can obtain the following result.

Lemma 3. Let G = (X, ρ), H = (Y, σ) be reflexive graphs, v ∈ X, (x, y) ∈ σ. A mapping
f : X → Y defined for u ∈ X by the formula

f(u) =

{

y, if there is a path from v to u,

x, otherwise,

is an homomorphism of G1 in G2.

3. Main results

The following result describes the relationship between isomorphisms of the input signal
semigroup of a universal graphic automaton and isomorphisms of its graph of states and its graph
of output signals.
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Theorem 1. Let Gi = (Xi, ρi), G
′
i = (X ′

i, ρ
′
i) be reflexive graphs (i = 1, 2), the graph G1 has

an edge that does not belong to any cycle, and let Atm(G1, G
′
1), Atm(G2, G

′
2) be the universal

graphic automata with the input signal semigroups Si = End Gi × Hom(Gi, G
′
i) (i = 1, 2),

h : S1 → S2 is an isomorphism of the semigroup S1 onto the semigroup S2. Then there exist
isomorphisms f , ga (a ∈ X1) of graphs G1, G

′
1 onto graphs G2, G

′
2 respectively or onto their

dual graphs G̃2, G̃′
2 respectively, such that for any pair (ϕ, ψ) ∈ S1 the equality

h(ϕ, ψ) = (f2(ϕ), ψϕ) (1)

holds, where ψϕ(f(a)) = gϕ(a)(ψ(a)) for all a ∈ X1.

Proof. Consider reflexive graphs Gi = (Xi, ρi), G
′
i = (X ′

i, ρ
′
i) (i = 1, 2), such that the graph

G1 has an edge that does not belong to any cycle, and an isomorphism h of the semigroup
S1 = End G1 ×Hom(G1, G

′
1) onto the semigroup S2 = End G2 ×Hom(G2, G

′
2).

It is common knowledge that every semigroup isomorphism preserves the satisfiability
of formulas of the elementary semigroup theory. Hence, the isomorphism h preserves the
satisfiability of the formulas M(x), N(x), E(x, y). Therefore, the isomorphism h maps the set
of all right zeros Z(G1, G

′
1) of the semigroup S1 onto the set of all right zeros Z(G2, G

′
2) of

the semigroup S2, the set of all left identities U(G1, G
′
1) of the semigroup S1 onto the set of all

left identities U(G2, G
′
2) of the semigroup S2. According to Lemma 2, the Cartesian product h2

maps the equivalence ε1 = ε(G1,G
′

1
) (defined in the semigroup S1 by the formula E(x, y)) onto

the equivalence ε2 = ε(G2,G
′

2
) (defined in the semigroup S2 by the formula E(x, y)).

According to item 1 of Lemma 1, for any a ∈ X1, b ∈ X ′
1, there are elements d ∈ X2,

e ∈ X ′
2 such that h(ca, cb) = (cd, ce). The isomorphism h maps the equivalence class ε1(ca, cb)

to the equivalence class ε2(cd, ce). Therefore, formulas f(a) = d, ga(b) = e define mappings
f : X1 → X2, ga : X ′

1 → X ′
2 (a ∈ X1) such that

h(ca, cb) = (cf(a), cga(b)).

It is easy to see that mappings f : G1 → G2, ga : G′
1 → G′

2 (a ∈ X1) are bijections.
Let (ϕ, ψ) ∈ S1, a ∈ X1 and ϕ(a) = d, ψ(a) = e. Then

(ca, cb) · (ϕ, ψ) = (caϕ, caψ) = (cϕ(a), cψ(a)) = (cd, ce).

Since h is an isomorphism of S1 onto S2, the equality

h(ca, cb) · h(ϕ, ψ) = h(cd, ce)

holds. We denote h(ϕ, ψ) = (ϕ′, ψ′). According to the construction of mappings f : X1 → X2,
ga : X

′
1 → X ′

2 (a ∈ X1), we obtain

h(ca, cb) = (cf(a), cga(b)), h(cd, ce) = (cf(d), cgd(e)).

Then

(cf(a), cga(b)) · (ϕ
′, ψ′) = (cf(d), cgd(e)),

(cf(a)ϕ
′, cf(a)ψ

′) = (cf(d), cgd(e)),

(cϕ′(f(a)), cψ′(f(a))) = (cf(d), cgd(e)),

and, hence, ϕ′(f(a)) = f(d) = f(ϕ(a)), ψ′(f(a)) = gd(e) = gϕ(a)(ψ(a)). Therefore,

ϕ′ = {(f(a), f(ϕ(a)))|a ∈ X1} = f2(ϕ),

ψ′ = {(f(a), gϕ(a)(ψ(a)))|a ∈ X1} = ψϕ,
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where ψϕ(f(a)) = gϕ(a)(ψ(a)) for all a ∈ X1.
Hence, for any pair (ϕ, ψ) ∈ S1, the equality (1) holds.
It is easy to verify that the Cartesian product f2 : End G1 → End G2 is a bijection. Moreover,

for any ϕ1, ϕ2 ∈ End G1 the following equalities holds:

f2(ϕ1ϕ2) = f−1ϕ1ϕ2f = f−1ϕ1ΔX1
ϕ2f = f−1ϕ1ff

−1ϕ2f = f2(ϕ1)f
2(ϕ2).

It follows that f2 is an isomorphism of End G1 onto End G2. According to theorem condition,
the graph G1 has an edge (u0, v0) ∈ ρ1 that does not belong to any cycle. On the strength of
Yu. M. Vazhenin’s result [7], the mapping f is an isomorphism or an anti-isomorphism of the
graph G1 = (X1, ρ1) onto the graph G2 = (X2, ρ2).

Suppose that f is an isomorphism of the graph G1 onto the graph G2. It is necessary to prove
that, for any a ∈ X1, the mapping ga is an isomorphism of the graph G′

1 onto the graph G′
2.

Let (x0, y0) ∈ ρ′1 holds for some x0, y0 ∈ X ′
1. The mapping ψ : G1 → G′

1, defined for u ∈ X1

by the formula

ψ(u) =

{

y0, if there exists a path from v0 to u,

x0, otherwise,

is a homomorphism of the graph G1 into the graph G′
1 due to Lemma 3, and ψ2(u0, v0) = (x0, y0).

It means (ca, ψ) ∈ S1, and from (1) it follows that h(ca, ψ) = (cf(a), ψ
ca), ψca ∈ Hom(G2, G

′
2).

On the other hand, ψca(f(x)) = gca(x)(ψ(x)) = ga(ψ(x)). Then for x = u0 we get ψca(f(u0)) =
= ga(ψ(u0)) = ga(x0), and for x = v0 we get ψca(f(v0)) = ga(ψ(v0)) = ga(y0). Hence ψca maps
(f(u0), f(v0)) into (ga(x0), ga(y0)). Since (f(u0), f(v0)) ∈ ρ2 and ψca is a homomorphism of the
graph G2 into the graph G′

2, then (ga(x0), ga(y0)) ∈ ρ′2. Thus, ga ∈ Hom(G′
1, G

′
2).

Conversely, let the condition (x′0, y
′
0) ∈ ρ′2 hold for some x′0, y

′
0 ∈ X ′

2. Then from Lemma 3 it
follows that for some homomorphism ψ1 ∈ Hom(G2, G

′
2) the equation ψ1(f(u0), f(v0)) = (x′0, y

′
0)

holds. Hence (cf(a), ψ1) ∈ S2, and there exists such pair (ϕ, ψ) ∈ S1 that h(ϕ, ψ) = (cf(a), ψ1).

Thus, due to the equation (1), we have that cf(a) = f2(ϕ) = f−1ϕf , ψ1 = ψϕ. Then

ϕ = (ff−1)ϕ(ff−1) = fcf(a)f
−1 = f(f−1caf)f

−1 = (ff−1)ca(ff
−1) = ca.

As a result we get

x′0 = ψ1(f(u0)) = ψca(f(u0)) = ga(ψ(u0)), ψ(u0) = g−1
a (x′0),

y′0 = ψ1(f(v0)) = ψca(f(v0)) = ga(ψ(v0)), ψ(v0) = g−1
a (y′0)

and (g−1
a (x′0), g

−1
a (y′0)) ∈ ρ′1, therefore g−1

a ∈ Hom(G′
2, G

′
1). By this means ga (a ∈ X1) is a

family of isomorphisms of the graph G′
1 onto the graph G′

2.
Analogously if f is an isomorphism of the graph G1 onto the graph G̃2, then all mappings ga

(a ∈ X1) are isomorphisms of the graph G′
1 onto the graph G̃′

2, because in this case the condition
(u0, v0) ∈ ρ1 is equivalent to (f(v0), f(u0)) ∈ ρ2, the condition (x0, y0) ∈ ρ′1 is equivalent to
(ga(y0), ga(x0)) ∈ ρ′2. �

The following result shows the connection between isomorphisms of universal graphic
automata and their components.

Theorem 2. Let Gi = (Xi, ρi), G
′
i = (X ′

i, ρ
′
i) be graphs (i = 1, 2) and f be an isomorphism

of G1 onto G2, g be an isomorphism of G′
1 onto G′

2. The ordered triple of mappings γ = (f, h, g)
is an isomorphism of the universal graphic automaton A1 = Atm(G1, G

′
1) with the input signal

semigroup S1 = End G1×Hom(G1, G
′
1) onto the universal graphic automaton A2 = Atm(G2, G

′
2)

with the input signal semigroup S2 = End G2 × Hom(G2, G
′
2) if and only if the mapping

h : S1 → S2 is defined for any (ϕ, ψ) ∈ S1 by the formula h(ϕ, ψ) = (f2(ϕ), (f × g)(ψ)).
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Proof. Necessity. Let γ = (f, h, g) be an isomorphism of the automaton A1 onto A2. Then
for any x ∈ X1, s = (ϕ1, ψ1) ∈ S1 the following conditions hold:

f(x ?1 s) = f(x) ?2 h(s), g(x ◇1 s) = f(x) ◇2 h(s).

Then for the image h(s) = (ϕ2, ψ2) ∈ S2 for all x ∈ X1 it follows

f(ϕ1(x)) = ϕ2(f(x)), g(ψ1(x)) = ψ2(f(x)).

Hence, ϕ1f = fϕ2, ψ1g = fψ2, and it follows ϕ2 = f−1ϕ1f = f2(ϕ1), ψ2 = f−1ψ1g = (f×g)(ψ1).
Therefore, h(ϕ1, ψ1) = (f2(ϕ1), (f × g)(ψ1)).

Sufficiency. Let isomorphisms f of G1 onto G2 and g of G′
1 onto G′

2 define a mapping
h : S1 → S2 by the formula h(ϕ, ψ) = (f2(ϕ), (f × g)(ψ)) for all (ϕ, ψ) ∈ S1. Let (ϕ, ψ) ∈ S1. By
the definition ϕ ∈ End G1, ψ ∈ Hom(G1, G

′
1), hence f2(ϕ) = f−1ϕf ∈ End G2, (f × g)(ψ) =

= f−1ψg ∈ Hom(G2, G
′
2). It follows that h(ϕ, ψ) ∈ S2.

It is easy to verify that h : S1 → S2 is a bijective mapping. Extra to this, for any s1 = (ϕ1, ψ1),
s2 = (ϕ2, ψ2) from S1 the following equalities hold:

h(s1 · s2) = (f2(ϕ1ϕ2), (f × g)(ϕ1ψ2)) = (f−1ϕ1ϕ2f, f
−1ϕ1ψ2g) =

= (f−1ϕ1ff
−1ϕ2f, f

−1ϕ1ff
−1ψ2g) = (f2(ϕ1)f

2(ϕ2), f
2(ϕ1)(f × g)(ψ2)) =

= (f2(ϕ1), (f × g)(ψ1)) · (f
2(ϕ2), (f × g)(ψ2)) = h(s1) · h(s2).

Thus, h is an isomorphism of S1 onto S2.
Let x ∈ X1, (ϕ, ψ) ∈ S1. The following equalities hold:

f(x) ?2 h(s) = f(x) ?2 (f
2(ϕ), (f × g)(ψ)) = f2(ϕ)(f(x)) =

= (f−1ϕf)(f(x)) = f(ϕ(f−1(f(x)))) = f(ϕ(x)) = f(x ?1 s),

f(x) ◇2 h(s) = f(x) ◇2 (f
2(ϕ), (f × g)(ψ)) = ((f × g)(ψ))(f(x)) =

= (f−1ψg)(f(x)) = g(ψ(f−1(f(x)))) = g(ψ(x)) = g(x ◇1 s).

Therefore, the ordered triple γ = (f, h, g) is an isomorphism of the automaton A1 onto the
automaton A2. �

Theorem 2 implies that for automata A1 = Atm(G1, G
′
1), A2 = Atm(G2, G

′
2) any isomorphism

γ = (f, h, g) of A1 onto A2 is completely determined by a pair of isomorphisms of state graphs and
output signal graphs. On the other hand, the set of isomorphisms of semigroups of input signals
of such automata is much larger than the set of isomorphisms of automata. It is demonstrated by
the following example.

Let G = (X, ρ) be a graph with connectivity components X1, X2, . . . , Xn, . . . and G′ = (Z,6).
For any n ∈ N, we define a transformation gn of the graph G′ in such a manner: gn(z) = z + n
(z ∈ Z). All transformations gn are automorphisms of the graph G′. Consider a universal graphic
automaton Atm(G,G′) with the semigroup of input signals S = End G×Hom(G,G′). For any
pair (ϕ, ψ) ∈ S, we set h(ϕ, ψ) = (ϕ, ψϕ), where ψϕ(a) = gn(ψ(a)) for all a ∈ X, satisfying the
condition ϕ(a) ∈ Xn. It is clear that the mapping h is an automorphism of the semigroup S, but
it cannot be the second component of any automorphism of the automaton Atm(G,G′).

The following example shows that for universal graphic automata not all isomorphisms of the

1 2 1 4

2

3
G

H

Figure. Graphs G and H

state graphs and families of isomorphisms
of the output signal graphs define
isomorphisms of the semigroups of input
signals.

Let G = (XG, ρG), H = (XH , ρH) be
reflexive graphs pictured in the Figure
(loops are not shown), Atm(G,H) is a
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universal graphic automaton with the semigroup of input signals S = EndG × Hom(G,H).
Consider the following two automorphisms of the graph H: g1 = ΔH — the identity automorphism

of the graph H, g2 =

(

1 2 3 4
1 3 2 4

)

. For each (ϕ, ψ) ∈ S, we set h(ϕ, ψ) = (ϕ, ψϕ), where

ψϕ(x) = gϕ(x)(ψ(x)) for all x ∈ XG. Then, for the identity endomorphism ϕ = ΔG and for the
constant mapping ψ of the set XG to the vertex 2 of the graph H, the condition (ϕ, ψ) ∈ S holds,
but h(ϕ, ψ) /∈ S because

h(ϕ, ψ) =

(

ΔG,

(

1 2
gϕ(1)(ψ(1)) gϕ(2)(ψ(2))

))

=

(

ΔG,

(

1 2
g1(2) g2(2)

))

=

(

ΔG,

(

1 2
2 3

))

and
(

1 2
2 3

)

/∈ Hom(G,H).

Therefore, h /∈ Aut S, i.e. the identity automorphism ΔH of the graph H and the family of
automorphisms g1, g2 of the graph H do not define an automorphism of the automaton Atm(G,H).

The following result describes the structure of isomorphisms of the semigroups of input
signals of universal graphic automata.

Theorem 3. Let G1 = (X1, ρ1), G
′
1 = (X ′

1, ρ
′
1), G2 = (X2, ρ2), G

′
2 = (X ′

2, ρ
′
2) be reflexive

graphs, besides G′
1 is an antisymmetric graph, G1 is a nontrivial quasi-acyclic graph with

connectivity components {X1i}, i ∈ I, and let Atm(G1, G
′
1), Atm(G2, G

′
2) be the universal

graphic automata with the semigroups of input signals S1 = End G1 × Hom(G1, G
′
1) and

S2 = End G2×Hom(G2, G
′
2) correspondingly. Then a mapping h : S1 → S2 is an isomorphism of

the semigroup S1 onto the semigroup S2 if and only if for some isomorphism (anti-isomorphism)
f : G1 → G2 and some family of isomorphisms (anti-isomorphisms) gi : G

′
1 → G′

2, i ∈ I, for all
(ϕ, ψ) ∈ S1 the mapping h is defined by the formula

h(ϕ, ψ) = (f2(ϕ), ψϕ), (2)

where ψϕ(f(a)) = gi(ψ(a)) for any a ∈ X1, such that the condition ϕ(a) ∈ X1i is satisfied for
some i ∈ I.

Proof. Necessity. Let h : S1 → S2 be an isomorphism of S1 onto S2. By Theorem 1 the
isomorphism h inspires bijections f : G1 → G2, ga : G′

1 → G′
2 (a ∈ X1) by the formulas:

f(a) = b⇐⇒ (∃y ∈ X ′
1, z ∈ X ′

2) h(ca, cy) = (cb, cz) (a ∈ X1, b ∈ X2),

ga(y) = z ⇐⇒ h(ca, cy) = (cf(a), cz) (y ∈ X ′
1, z ∈ X ′

2).

According to the construction of the bijections f, ga (a ∈ X1), we have

h(ca, cx) = (cf(a), cga(x)), h
−1(cf(a), cy) = (ca, cg−1

a
(x)). (3)

By Theorem 1 for any pair of mappings (ϕ, ψ) ∈ S1 equation (2) holds, the mapping f
is an isomorphism (or an anti-isomorphism) of G1 onto G2, the family of mappings ga are
isomorphisms (or anti-isomorphisms) of G′

1 onto G′
2 for all a ∈ X1.

We now show that, for adjacent vertices a, b of the graph G1, isomorphisms ga, gb are
equal. For definiteness, let (a, b) ∈ ρ1 and let f be an isomorphism of G1 onto G2. If the edge
(a, b) ∈ ρ1 is proper, then by Lemma 1 [13], there exists an endomorphism ϕ1 ∈ End G1 such
that ϕ1(X1) = {a, b}, ϕ1(a) = a, ϕ1(b) = b. If the edge (a, b) ∈ ρ1 has an opposite edge, then
consider the transformation ϕ2 : G1 → G1, which is defined for all u ∈ X1 by the formula

ϕ2(u) =

{

a, u = a,

b, u ̸= a.
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Obviously ϕ2 ∈ End G1. Therefore, in any case, there is an endomorphism ϕ ∈ End G1 such that
ϕ(X1) = {a, b}, ϕ(a) = a, ϕ(b) = b. Then for all x ∈ X ′

1 we get

h(ϕ, cx) = (f2(ϕ), cϕx) =

(

f2(ϕ),

(

. . . f(a) . . . f(b) . . .

. . . ga(x) . . . gb(x) . . .

))

∈ S2.

Since (a, b) ∈ ρ1 and f is an isomorphism of G1 onto G2, then (f(a), f(b)) ∈ ρ2, and since
cϕx ∈ Hom(G2, G

′
2), then (ga(x), gb(x)) ∈ ρ′2. Similarly, using formulas (3), it is possible to show

that, for f(a), f(b) ∈ X2 and any y ∈ X ′
2, the condition (g−1

a (y), g−1
b (y)) ∈ ρ′1 holds. Then, for

isomorphisms ga, gb of the graph G′
1 onto the graph G′

2 and for any x ∈ X ′
1, we get

(ga(x), gb(x)) ∈ ρ′2 =⇒ (g−1
b (ga(x)), g

−1
b (gb(x)) ∈ ρ′1 ⇐⇒ (g−1

b (ga(x)), x) ∈ ρ′1,

(g−1
a (ga(x)), g

−1
b (ga(x))) ∈ ρ′1 ⇐⇒ (x, g−1

b (ga(x))) ∈ ρ′1.

Since the graph G′
1 is antisymmetric, then g−1

b (ga(x)) = x, hence ga · g
−1
b = ΔX′

1
, i.e. ga = gb.

Sufficiency. Let for an isomorphism f : G1 → G2 and a family of isomorphisms gi : G′
1 → G′

2
(i ∈ I) a mapping h : S1 → S2 is defined by the formula

h(ϕ, ψ) = (f2(ϕ), ψϕ),

where ψϕ(f(a)) = gi(ψ(a)) for all a ∈ X1 such that the condition ϕ(a) ∈ X1i is satisfied for
some i ∈ I.

Let’s check that h(ϕ, ψ) ∈ S2 for any (ϕ, ψ) ∈ S1. In Theorem 1 it was shown that f2 is an
isomorphism of End G1 onto End G2, hence f2(ϕ) ∈ End G2.

Let (u2, v2) ∈ ρ2, u1 = f−1(u2), v1 = f−1(v2). Since f is an isomorphism of G1 onto
G2, then (u1, v1) ∈ ρ1, and since ϕ ∈ End G1, then (ϕ(u1), ϕ(v1)) ∈ ρ1 and ϕ(u1), ϕ(v1)
belong to some connectivity component X1i of the graph G1. Since ψ ∈ Hom(G1, G

′
1), we

get (ψ(u1), ψ(v1)) ∈ ρ′1. Then for the isomorphism gi of the graph G′
1 onto the graph G′

2 we
obtain that (gi(ψ(u1)), gi(ψ(v1))) ∈ ρ′2 and, consequently, (ψϕ(u2), ψϕ(v2)) ∈ ρ′2. This implies
ψϕ ∈ Hom(G2, G

′
2) and h(ϕ, ψ) ∈ S2.

Let us verify that the mapping h is a bijection. Let us show that the mapping h is
injective: let (ϕ1, ψ1), (ϕ2, ψ2) ∈ S1, (ϕ1, ψ1) ̸= (ϕ2, ψ2). If ϕ1 ̸= ϕ2 then f2(ϕ1) ̸= f2(ϕ2),
hence h(ϕ1, ψ1) ̸= h(ϕ2, ψ2). If ϕ1 = ϕ2, then ψ1 ̸= ψ2, that is, there exists an element a ∈ X1

such that ψ1(a) ̸= ψ2(a). Suppose the element a belongs to a connectivity component X1i of
the graph G1. Then gi(ψ1(a)) ̸= gi(ψ2(a)) and hence ψϕ1 (f(a)) ̸= ψϕ2 (f(a)), i.e. ψϕ1 ̸= ψϕ2 . Thus
h(ϕ1, ψ1) ̸= h(ϕ2, ψ2) and h is injective.

Let us show that the mapping h is surjective: let (ϕ2, ψ2) ∈ S2. We define mappings

ϕ1 =
−1

f2 (ϕ2), ψ1(a) = g−1
i (ψ2(f(a))) for all a ∈ X1 such that ϕ1(a) ∈ X1i (for some i ∈ I). In

Theorem 1, it was shown that ϕ1 ∈ End G1. Let us show that ψ1 ∈ Hom(G1, G
′
1). Let (a, b) ∈ ρ1,

then (ϕ1(a), ϕ1(b)) ∈ ρ1, and elements ϕ1(a), ϕ1(b) belong to the same connectivity component
X1i of the graph G1. As a result, we get the equalities

ψ1(a) = g−1
i (ψ2(f(a))), ψ1(b) = g−1

i (ψ2(f(b))).

Since f is an isomorphism of G1 onto G2, it follows that (f(a), f(b)) ∈ ρ2. Moreover,
ψ2 ∈ Hom(G2, G

′
2) implies (ψ2(f(a)), ψ2(f(b))) ∈ ρ′2 and from the fact that gi is an isomorphism

of G′
1 onto G′

2 it follows that

(g−1
i (ψ2(f(a))), g

−1
i (ψ2(f(b)))) ∈ ρ′1,

i.e. (ψ1(a), ψ1(b)) ∈ ρ′1. Thus (ϕ1, ψ1) ∈ S1, h(ϕ1, ψ1) ∈ S2. Hence, h is surjective and, as a
result, bijective.

Let us verify that the mapping h is consistent with the operations of semigroups S1 and S2.
Let (ϕ1, ψ1), (ϕ2, ψ2) ∈ S1. By definition, we have (ϕ1, ψ1) · (ϕ2, ψ2) = ϕ1ϕ2, ϕ1ψ2). Then

h((ϕ1, ψ1) · (ϕ2, ψ2)) = h(ϕ1ϕ2, ϕ1ψ2) = (f2(ϕ1ϕ2), (ϕ1ψ2)
ϕ1ϕ2),
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h(ϕ1, ψ1) · h(ϕ2, ψ2) = (f2(ϕ1), ψ
ϕ1

1 ) · (f2(ϕ2), ψ
ϕ2

2 ) = (f2(ϕ1)f
2(ϕ2), f

2(ϕ1)ψ
ϕ2

2 ).

Hence f2(ϕ1ϕ2) = f2(ϕ1)f
2(ϕ2).

Consider arbitrary vertex a ∈ X1 of the graph G1. We denote ϕ1(a) = b, ϕ2(b) = c, ψ2(b) = d.
Then

(ϕ1ϕ2)(a) = ϕ2(ϕ1(a)) = ϕ2(b) = c, (ϕ1ψ2)(a) = ψ2(ϕ1(a)) = ψ2(b) = d.

As a result, we get

(ϕ1ψ2)
ϕ1ϕ2(f(a)) = gϕ1ϕ2(a)((ϕ1ψ2)(a)) = gc(d),

f2(ϕ1)ψ
ϕ2

2 (f(a)) = ψϕ2

2 (f2(ϕ1)(a)) = ψϕ2

2 (f(ϕ1(a))) = ψϕ2

2 (f(b)) = gϕ2(b)(ψ2(b)) = gc(d).

Therefore, right sides are equal and the equality

h((ϕ1, ψ1) · (ϕ2, ψ2)) = h(ϕ1ϕ2, ϕ1ψ2)

holds. Hence, the mapping h is compatible with operations of the semigroups S1, S2 and h is an
isomorphism of S1 onto S2.

Similarly, one can show that the mapping h : S1 → S2 is an isomorphism if it is defined by
an anti-isomorphism f of the graph G1 onto the graph G2 and a family of isomorphisms gi of the
graph G′

1 onto the graph G′
2, (i ∈ I). �

The results obtained describe the structure of isomorphisms of the universal graphic automata
over quasi-acyclic state graphs and antisymmetric output signal graphs and also establish the
relationship between isomorphisms of such automata and isomorphisms of their components (the
state graphs, the output signal graphs, the input signal semigroups).

Let G, G′ be graphs and Atm(G,G′) be the universal graphic automaton over graphs G, G′.
The obtained results on the structure of isomorphisms of the universal graphic automata allow us
to study the relationship between the automorphism groups of the automaton Atm(G,G′) and the
automorphism groups of its components. We denote by Ant G the set of all anti-automorphisms
of the graph G, by (Aut G)I — the set of families {gi}i∈I of automorphisms of the graph G.

Theorem 4. Let G = (X, ρ) be a nontrivial quasi-acyclic reflexive graph with connectivity
components {Xi} (i ∈ I), G′ = (X ′, ρ′) be an antisymmetric reflexive graph, and let A =
= Atm(G,G′) be the universal graphic automaton with the input signal semigroup S = End G×
×Hom(G,G′). Then for the automorphism group Aut A of the automaton A, the automorphism
groups Aut G, Aut G′ of graphs G, G′ and the automorphism group Aut S of the input signal
semigroup S, the following conditions hold:

1) Aut A ∼= (Aut G×Aut G′) ∪ (Ant G×Ant G′);
2) the automorphism group Aut S is isomorphic to the algebra with the basic set P = (Aut G×

× (Aut G′)I) ∪ (Ant G× (Ant G′)I) and the binary operation ·, which is defined by the
formula

(f, {gi}i∈I) · (f
′, {g′i}i∈I) =

(

f · f ′, {gi · g
′
f̃(i)

}i∈I

)

, (4)

where f, f ′ are automorphisms (anti-automorphisms) of the graph G, {gi}i∈I , {g
′
i}i∈I are

families of automorphisms (anti-automorphisms) of the graph G′ and f̃ is a permutation
of the set of indices I induced by the automorphism (anti-automorphism) f .

Proof. The proof of part 1) of the current theorem follows directly from Theorem 2.
Any automorphism (anti-automorphism) f of the graph G = (X, ρ) defines a permutation f̃ of

the set of indices I by the formula f̃(i) = j, where for any x ∈ Xi, i ∈ I the condition f(x) ∈ Xj

is satisfied for some j ∈ I.
According to Theorem 3, every automorphism h of the semigroup S is determined by an

automorphism (anti-automorphism) f of the graph G and a family of automorphisms (anti-
automorphisms) {gi}i∈I of the graph G′ so that for all (ϕ, ψ) ∈ S the formula

h(ϕ, ψ) =
(

f2(ϕ), ψϕ
)
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holds, where ψϕ(f(a)) = gi(ψ(a)) for all a ∈ X such that the condition ϕ(a) ∈ Xi is satisfied for
some i ∈ I. This implies that the formula Γ(h) = (f, {gi}i∈I) (h ∈ Aut S) defines the bijection
Γ : Aut S → P . Let us show that for all h1, h2 ∈ Aut S the condition Γ(h1 · h2) = Γ(h1) · Γ(h2)
is satisfied. Let Γ(h1) = (f1, {g

1
i }i∈I), Γ(h2) = (f2, {g

2
i }i∈I), where f1, f2 ∈ Aut G (or Ant G),

{g1i }i∈I , {g
2
i }i∈I ∈ (Aut G′)I (or (Ant G′)I). By the definition of the binary operation · in the

algebra P the following equalities hold:

Γ(h1) · Γ(h2) =
(

f1, {g
1
i }i∈I

)

·
(

f2, {g
2
i }i∈I

)

=
(

f1 · f2, {g
1
i · g

2
f̃1(i)

}i∈I

)

.

Let us denote h1 · h2 = h, f1 · f2 = f and g1i · g
2
f̃1(i)

= gi for every i ∈ I. Let (ϕ1, ψ1) ∈ S and

h1(ϕ1, ψ1) = (ϕ2, ψ2). On the other hand, by Theorem 3 we have h1(ϕ1, ψ1) =
(

f21 (ϕ1), ψ
ϕ1

1

)

,

where ψϕ1

1 (a) = g1i
(

ψ1

(

f−1
1 (a)

))

for any a ∈ X such that the condition ϕ1

(

f−1
1 (a)

)

∈ Xi

holds for some i ∈ I. Hence ϕ2 = f21 (ϕ1), ψ2 = ψϕ1

1 . Similarly, for (ϕ2, ψ2) ∈ S we
get h2(ϕ2, ψ2) =

(

f22 (ϕ2), ψ
ϕ2

2

)

, where ψϕ2

2 (a) = g2i
(

ψ2

(

f−1
2 (a)

))

for any a ∈ X such that

ϕ2

(

f−1
2 (a)

)

∈ Xi holds for some i ∈ I.
As a result, we get

f22 (ϕ2) = f22
(

f21 (ϕ1)
)

= (f1f2)
2(ϕ1) = f2(ϕ1).

In addition, for every a ∈ X we get

ϕ2

(

f−1
2 (a)

)

=
(

f21 (ϕ1)
) (

f−1
2 (a)

)

=
(

f−1
1 ϕ1f1

) (

f−1
2 (a)

)

=

=
(

f−1
2 f−1

1 ϕ1f1
)

(a) =
(

(f1f2)
−1 ϕ1f1

)

(a) = f1

(

ϕ1

(

(f1f2)
−1 (a)

))

= f1
(

ϕ1

(

f−1(a)
))

and

ψ2

(

f−1
2 (a)

)

= ψϕ1

1

(

f−1
2 (a)

)

= g1i
(

ψ1

(

f−1
1

(

f−1
2 (a)

)))

=

= g1i
((

f−1
2 f−1

1 ψ1

)

(a)
)

= g1i

((

(f1f2)
−1 ψ1

)

(a)
)

= g1i
((

f−1ψ1

)

(a)
)

= g1i
(

ψ1

(

f−1(a)
))

,

where the index i ∈ I is such that

ϕ1

(

f−1
1

(

f−1
2 (a)

))

=
(

f−1
2 f−1

1 ϕ1

)

(a) =
(

(f1f2)
−1 ϕ1

)

(a) =
(

f−1ϕ1

)

(a) = ϕ1

(

f−1(a)
)

∈ Xi.

Consequently,

h (ϕ1, ψ1) = (h1h2) (ϕ1, ψ1) = h2 (h1 (ϕ1, ψ1)) = h2 (ϕ2, ψ2) =
(

f22 (ϕ2), ψ
ϕ2

2

)

=
(

f2 (ϕ1) , ψ
ϕ2

2

)

,

where for every a ∈ X equations hold

ψϕ2

2 (a) = g2
f̃1(i)

(

ψ2

(

f−1
2 (a)

))

= g2
f̃1(i)

(

g1i
(

ψ1

(

f−1(a)
)))

=

=
(

g1i g
2
f̃1(i)

)

(

ψ1

(

f−1(a)
))

= gi
(

ψ1

(

f−1(a)
))

,

since the vertex ϕ1

(

f−1(a)
)

belongs to the connectivity component Xi, the vertex ϕ2

(

f−1
2 (a)

)

=

= f1
(

ϕ1

(

f−1(a)
))

belongs to the connectivity component X
f̃(i) and g1i g

2
f̃1(i)

= gi.

It is easy to see that f = f1f2 is an automorphism (anti-automorphism) of the graph G, for
each index i ∈ I the mapping gi is an automorphism (anti-automorphism) of the graph G′. Hence
Γ(h1 · h2) = (f, {gi}i∈I), where f = f1f2, gi = g1i g

2
f̃1(i)

for all i ∈ I. It follows that

Γ(h1) · Γ(h2) =
(

f1f2, {g
1
i g

2
f̃1(i)

}i∈I

)

= Γ(h1 · h2)

and the mapping Γ : Aut S → P is an isomorphism. �
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Corollary 1. Let G = (X, ρ) be a nontrivial quasi-acyclic reflexive graph, G′ = (X ′, ρ′) be
an antisymmetric reflexive graph, and let A = Atm(G,G′) be the universal graphic automaton
with the input signal semigroup S = End G × Hom(G,G′). Then the automorphism group
Aut S of the input signal semigroup S is isomorphic to a subgroup of the union of the wreath
products [14] of the groups

(

(G′,Aut G′) ≀ (G,Aut G)
)

∪
(

(G′,Ant G′) ≀ (G,Ant G)
)

, (5)

which consists of ordered pairs (ψ, ϕ), where ϕ ∈ Aut G and ψ ∈ (Aut G′)G or ϕ ∈ Ant G and

ψ ∈ (Ant G′)G, ψ(a) = ψ(b) for all adjacent vertexes a, b ∈ X of the graph G.

Corollary 2. Let G = (X, ρ) be a nontrivial quasi-acyclic reflexive connected graph,
G′ = (X ′, ρ′) be an antisymmetric reflexive graph, and let A = Atm(G,G′) be a universal
graphic automaton with the input signal semigroup S = End G × Hom(G,G′). Then, the
automorphism group Aut S of the input signal semigroup S is isomorphic to the group
(Aut G×Aut G′) ∪ (Ant G×Ant G′).
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1. Постановка задачи и вспомогательные утверждения

Пусть T+ — односвязная область на плоскости комплексного переменного z = x + iy,
лежащая внутри единичного круга U+

1 = {z : |z| < 1}. Будем считать, что границей области
T+ служит простая замкнутая кривая Ляпунова L. В области T+ рассматривается следующее
дифференциальное уравнение:

∂2W

∂z∂z̄
−

n(n+ 1)

(1− zz̄)2
W = 0, (1)

где ∂
∂z

= 1
2

(

∂
∂x

− i ∂
∂y

)

, ∂
∂z̄

= 1
2

(

∂
∂x

+ i ∂
∂y

)

, n— некоторое неотрицательное целое число,

W (z) = U(x, y) + iV (x, y)— неизвестная функция.
В работах [1, 2] было установлено, что всякое регулярное решение уравнения (1) в

области T+ представляется в виде

W (z) =
n
∑

k=0

Bn
k

(

z̄

1− zz̄

)n−k
dkϕ+(z)

dzk
+

n
∑

k=0

Bn
k

(

z̄

1− zz̄

)n−k
dkf+(z)

dzk
, (2)

где Bn
k = (2n−k)!

k!(n−k)! , а ϕ+(z), f+(z)— аналитические в области T+ функции.

Так как при n = 0 решения уравнения (1) являются гармоническими функциями в области
T+, то, следуя [3–5], в дальнейшем в случае n > 1 решения дифференциального уравнения (1)
в области T+ ⊂ U+

! будем называть обобщенными гармоническими функциями порядка n в
области T+, а функции ϕ+(z) и f+(z), входящие в правую часть представления (2), назовем
соответственно первой и второй аналитическими компонентами обобщенной гармонической
функции W (z). Класс всех обобщенных гармонических функций порядка n в области T+

будем обозначать символом Gn(T
+), а через Gn(T

+) ∩H(m)(L) обозначим класс обобщен-
ных гармонических функций порядка n в области T+, для которых в представлении (2)
аналитические компоненты ϕ+(z), f+(z) ∈ A(T+) ∩H(m)(L), т. е. ϕ+(z), f+(z) непрерывно (в
смысле Гельдера) продолжаются на контур L вместе со своими производными до порядка m

включительно.
Рассматривается следующая краевая задача: требуется найти все обобщенные гармони-

ческие функции W (z) порядка n (n > 1) в области T+, принадлежащие классу Gn(T
+) ∩

∩H(n+1)(L) и удовлетворяющие на L условию

a(t)
∂W (t)

∂x
+ b(t)

∂W (t)

∂y
+ c(t)W (t) = q(t), t ∈ L, (3)

где a(t), b(t), c(t) и q(t)— заданные на контуре L комплекснозначные функции из класса
H(L) (т. е. удовлетворяющие на L условию Гельдера).

Следуя [6, c. 80], сформулированную выше задачу будем называть краевой задачей
Пуанкаре для обобщенных гармонических функций порядка n или, короче, задачей GPn, а
соответствующую GPn однородную задачу (q(t) ≡ 0)— задачей GP 0

n .
В работах [3–5] были построены явные решения задачи GP1 в круге T+

r = {z : |z| < r},
0 < r < 1, при следующих предположениях относительно коэффициентов a(t), b(t), c(t)
краевого условия (3):

1) a(t) ≡ b(t) ≡ 0, c(t) ≡ 1;
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2) a(t) = 1
2(t+

r2

t
), b(t) = 1

2i(t−
r2

t
), c(t) ≡ 0;

3) a(t) = 1
2(t+

r2

t
), b(t) = 1

2i(t−
r2

t
), c(t) ≡ −1.

Настоящая статья в основном посвящена построению общего конструктивного метода
решения задачи GPn в случае, когда n = 1, T+ = T+

r = {z : |z| < r}, 0 < r < 1, а
a(t), b(t), c(t)— произвольные функции, удовлетворяющие на Lr условию Гельдера, где
Lr = {t : |t| = r}— граница круга T+

r . Но прежде чем изложить метод решения задачи
GPn, установим одно интегральное представление для кусочно-аналитических функций
комплексного переменного.

Применяя лемму 2.1 из монографии [7] к аналитическим функциям f+(z) = d2ϕ+(z)
dz

и f−(z) = d2ϕ−(z)
dz

, где ϕ+(z)— функция, аналитическая в T+
r и непрерывная в замкнутой

области T+
r ∪Lr, а функция ϕ−(z)— аналитическая в T−

r = {z : |z| > r}∪{∞} и непрерывная
в T−

r ∪ Lr, несложно доказать следующее утверждение (см. также [8, c. 372; 9]).

Теорема 1. Пусть G*(t)— заданная на Lr функция, принадлежащая классу H(Lr),
причем G*(t) ̸= 0, а χ* = IndG*(t) =

1
2π [ArgG*(t)]Lr

— индекс Коши функции G*(t) вдоль

окружности Lr. Тогда:

1) если χ* < 0, то имеют место представления

ϕ+(z) =
1

2πi
·

∫

Lr

µ(τ) · (τ − z) ln
(

1−
z

τ

)

dτ + ϕ+(0), (4)

ϕ−(z) =
1

2πi
·

∫

Lr

µ(τ)

τ2G*(t)
·
[

(τ − z) ln
(

1−
τ

z

)

− τ
]

dτ + ϕ−(∞), (5)

где µ(τ)— комплекснозначная функция, удовлетворяющая на Lr условию Гельдера и

определяемая по заданным ϕ+(z) и ϕ−(z) с точностью до выражения, линейно зависящего

от |χ*| произвольных комплексных постоянных;

2) если же χ* > 0, то имеют место представления

ϕ+(z) =
1

2πi
·

∫

Lr

µ(τ) · (τ − z) ln
(

1−
z

τ

)

dτ +

χ*+1
∑

k=0

αkz
k, (6)

ϕ−(z) =
1

2πi
·

∫

Lr

µ(τ)

τ2G*(t)
·
[

(τ − z) ln
(

1−
τ

z

)

− τ
]

dτ + ϕ−(∞), (7)

где µ(τ)— комплекснозначная функция, удовлетворяющая на Lr условию Гельдера, а

αk (k = 0, 1, ..., χ* + 1)— комплексные постоянные, вполне определяемые по заданным

функциям ϕ+(z) и ϕ−(z). Здесь под ln(1− z
τ
) понимается ветвь, исчезающая при z = 0, а

под ln(1− τ
z
)— ветвь, исчезающая при z = ∞.

2. Метод решения задачи GP1 в круге T+
r = {z : |z| < r}, 0 < r < 1 в случае,

когда a(t), b(t), c(t) ∈ H(Lr)

Пусть выполняется условие

[a(t)]2 + [b(t)]2 ̸= 0, t ∈ Lr. (8)

В силу (2) при n = 1 и T+ = T+
r = {z : |z| < r} всякая обобщенная гармоническая

функция W (z) из класса G1(T
+
r ) ∩H(2)(Lr) задается так:

W (z) =
dϕ+(z)

dz
+

2z̄

1− zz̄
ϕ+(z) +

df+(z)

dz
+

2z̄

1− zz̄
f+(z), z ∈ T+, (9)

где ϕ+(z), f+(z)— аналитические в круге T+
r функции, принадлежащие классу A(T+

r ) ∩
∩H(2)(Lr).

48 Научный отдел



К. М. Расулов, Т. Р. Нагорная. Об одном методе решения задачи Пуанкаре

С учетом (9) и соотношений ∂
∂x

= ∂
∂z

+ ∂
∂z̄

, ∂
∂y

= i
(

∂
∂z

− ∂
∂z̄

)

краевое условие (3) при n = 1
можно записать в виде

a(t)

{

d2ϕ+(t)

dt2
+

2t̄

1− tt̄

dϕ+(t)

dt
+

2(t̄)2 + 2

(1− tt̄)2
ϕ+(t)

}

+

+a(t)

{

d2f+(t)

dt2
+

2t̄

1− tt̄

df+(t)

dt
+

2(t̄)2 + 2

(1− tt̄)2
f+(t)

}

+

+ib(t)

{

d2ϕ+(t)

dt2
+

2t̄

1− tt̄

dϕ+(t)

dt
+

2(t̄)2 − 2

(1− tt̄)2
ϕ+(t)

}

−

−ib(t)

{

d2f+(t)

dt2
+

2t̄

1− tt̄

df+(t)

dt
+

2(t̄)2 − 2

(1− tt̄)2
f+(t)

}

+

+c(t)

{

dϕ+(t)

dt
+

2t̄

1− tt̄
ϕ+(t) +

df+(t)

dt
+

2t̄

1− tt̄
f+(t)

}

= q(t), t ∈ Lr. (10)

Далее, с учетом (8), разделив обе части (10) на [a(t) + ib(t)], получаем

d2ϕ+(t)

dt2
+

(

2t̄

1− tt̄
+

c(t)

[a(t) + ib(t)]

)

dϕ+(t)

dt
+

+
2(t̄)2[a(t) + ib(t)] + 2[a(t)− ib(t)] + 2t̄(1− tt̄)c(t)

[a(t) + ib(t)](1− tt̄)2
ϕ+(t) +

+
[a(t)− ib(t)]

[a(t) + ib(t)]

d2f+(t)

dt2
+

(

[a(t)− ib(t)]

[a(t) + ib(t)]

2t

1− tt̄
+

c(t)

[a(t) + ib(t)]

)

df+(t)

dt
+

+
2t2[a(t)− ib(t)] + 2[a(t) + ib(t)] + 2t(1− tt̄)c(t)

[a(t) + ib(t)](1− tt̄)2
f+(t) =

q(t)

[a(t) + ib(t)]
, t ∈ Lr. (11)

Теперь, построив аналитическую в области T−
r = C̄ ∖(T+

r ∪Lr) функцию ϕ−(z) по формуле

ϕ−(z) = f+

(

r2

z

)

, z ∈ T−
r , (12)

и учитывая (см., например, [8, c. 290]), что на окружности Lr = {t : |t| = r} выполняются
следующие условия «симметрии»:

d2f+(t)

dt2
=

t4

r4
d2ϕ−(t)

dt2
+

2t3

r4
dϕ−(t)

dt
,

df+(t)

dt
= −

t2

r2
dϕ−(t)

dt
, f+(t) = ϕ−(t), t ∈ Lr,

равенство (11) можно переписать в виде

d2ϕ+(t)

dt2
+A1(t)

dϕ+(t)

dt
+A0(t)ϕ

+(t)−

−G(t)
d2ϕ−(t)

dt2
−G1(t)

dϕ−(t)

dt
−G0(t)ϕ

−(t) = Q(t), t ∈ Lr, (13)

где

A1(t) =
2t̄

1− tt̄
+

c(t)

a(t) + ib(t)
, A0(t) =

2(t̄)2[a(t) + ib(t)] + 2[a(t)− ib(t)] + 2t̄(1− tt̄)c(t)

[a(t) + ib(t)](1− tt̄)2
,

G(t) = −
[a(t)− ib(t)]

[a(t) + ib(t)]

t4

r4
, G1(t) = −

{

[a(t)− ib(t)]

[a(t) + ib(t)]

(

2t3

r4
−

2t3

(1− tt̄)r2

)

−
t2

r2
c(t)

[a(t) + ib(t)]
,

}

,

G0(t) = −
2t2[a(t)− ib(t)] + 2[a(t) + ib(t)] + 2t(1− tt̄)c(t)

[a(t) + ib(t)](1− tt̄)2
, Q(t) =

q(t)

a(t) + ib(t)
, t ∈ Lr.
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Легко заметить, что при выполнении условия (8) будем иметь

G(t) = −
[a(t)− ib(t)]

[a(t) + ib(t)]

t4

r4
̸= 0, t ∈ Lr, (14)

причем G(t) ∈ H(Lr). В силу (14) равенство (13) представляет собой краевое условие
хорошо известной невырожденной дифференциальной задачи типа Римана относительно
ограниченной на бесконечности кусочно-аналитической функции ϕ(z) = {ϕ+(z), ϕ−(z)} (см.,
например, [8, c. 365] или [7, c. 142]).

Предположим, что задача типа Римана (13) разрешима и уже найдены ее решения ϕ+(z)
и ϕ−(z). Тогда на основании (12) находим аналитическую в круге T+

r функцию f+(z) по
формуле

f+(z) = ϕ−

(

r2

z

)

, z ∈ T+
r .

Подставляя значения найденных аналитических в T+
r функций ϕ+(z) и f+(z) в правую часть

равенства (9), получаем решение исходной задачи GP1.
Из приведенных выше рассуждений вытекает справедливость следующего утверждения.

Теорема 2. Пусть T+
r = {z : |z| < r}, 0 < r < 1 и выполняется условие (8). Тогда реше-

ние краевой задачи GP1 сводится к решению невырожденной дифференциальной задачи

Римана (13) относительно ограниченной на бесконечности кусочно-аналитической функ-

ции ϕ(z) = {ϕ+(z), ϕ−(z)}. Для разрешимости краевой задачи GP1 в круге T+
r необходимо

и достаточно, чтобы была разрешимой дифференциальная задача Римана (13).

В заключение получим условия разрешимости задачи GP1 и установим ее нетеровость
при выполнении условия (8).

В силу (14) имеем: χ = IndG(t) = 2m+4, где m = Ind[a(t)−ib(t)]. Введем в рассмотрение
функцию G*(t) = G(t) · t−2. Тогда χ* = IndG*(t) = χ− 2.

В дальнейшем число χ = IndG(t) будем называть индексом задачи типа Римана (13), а
число χ* = IndG*(t)— приведенным индексом этой задачи.

С учетом теоремы 1 при χ* = IndG*(t) < 0 (т. е. при χ < 2) решение краевой задачи (13)

будем искать в виде (4) и (5). Подставляя в равенство (13) вместо dkϕ+(t)
dtk

и dkϕ−(t)
dtk

(k = 0, 1, 2)
граничные значения аналитических функций (4), (5) и их производных, получаем следующее
интегральное уравнение Фредгольма второго рода:

(Kµ)(t) ≡ µ(t) +

∫

Lr

K(t, τ)µ(τ)dτ = Q1(t), t ∈ Lr, (15)

где

K(t, τ) =
1

2πi

(

G(τ)−G(t)

G(τ)

)

1

τ − t
+K1(t, τ), Q1(t) = Q(t)− ϕ+(0)A0(t) + ϕ−(∞)G0(t),

a K1(t, τ)— фредгольмово ядро (т. е. K1(t, τ) ∈ H*(Lr×Lr)), которое вполне определенным об-

разом выражается через коэффициенты краевого условия (13). Но так как 1
2πi

(

G(τ)−G(t)
G(τ)

)

1
τ−t

∈

∈ H*(Lr × Lr) (см., например, [7, с. 29]), то ядро K(t, τ) ∈ H*(Lr × Lr).
Таким образом, при χ < 2 решение краевой задачи GP1, по сути, сводится к решению

интегрального уравнения Фредгольма (15).
Из теории интегральных уравнений Фредгольма второго рода известно (см., например,

[8, c. 175]), что для разрешимости неоднородного уравнения (15) (а значит, и задачи GP1 в
случае χ < 2) необходимо и достаточно выполнение следующих условий:

∫

Lr

Q1(t)ωk(t)dτ = 0, k = 1, 2, ..., ν, (16)
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где ω1(t), ω2(t), ..., ων(t)— полная система линейно независимых над полем C решений одно-
родного уравнения, союзного с уравнением

(Kµ)(t) = 0. (17)

При выполнении условий (16) общее решение неоднородного уравнения (15) задается форму-
лой

µ(t) = Q1(t) +

∫

Lr

R(t, τ)Q1(τ)dτ +

ν
∑

k=1

βkωk(t), (18)

где R(t, τ)— обобщенная резольвента ядра K(t, τ), а
∑ν

k=1 βkωk(t)— общее решение однород-
ного уравнения (17), т. е. β1, β2, ...βν — произвольные комплексные постоянные.

Подставляя в правые части (4) и (5) вместо µ(t) ее значение из (18), получаем решение
исходной задачи GP1 в случае χ < 2.

Пусть теперь индекс χ > 2. В этом случае решения задачи GP1 будем искать в виде (6)

и (7). Подставляя в равенство (13) вместо dkϕ+(t)
dtk

и dkϕ−(t)
dtk

(k = 0, 1, 2) граничные значения
аналитических функций (6), (7) и их производных, получаем следующее интегральное
уравнение Фредгольма второго рода:

(Kµ)(t) ≡ µ(t) +

∫

Lr

K(t, τ)µ(τ)dτ = Q2(t), t ∈ Lr, (19)

где ядро K(t, τ) такое же, как в (15),

Q2(t) = Q(t)−A0(t)

χ*+1
∑

k=0

αkt
k −A1(t)

χ*+1
∑

k=1

kαkt
k−1 −

χ*+1
∑

k=2

kαkt
k + ϕ−(∞)G0(t). (20)

Итак, в случае χ > 2 исходная краевая задача GP1 эквивалентна интегральному уравнению
Фредгольма (19).

Замечание. Здесь важно отметить, что так как в выражение для функции Q2(t), задавае-
мой формулой (20), линейно входят χ* + 1 = χ− 1 произвольных комплексных постоянных
αk (k = 0, 1, ..., χ* + 1), некоторые из условий разрешимости вида (16) для неоднородного
уравнения Фредгольма (19) можно удовлетворять за счет определенного выбора значений
этих постоянных.

С учетом данного замечания при χ > 2 условия разрешимости задачи GP1 можно записать
так:

∫

Lr

Q2(t)ω̃k(t)dτ = 0, k = 1, 2, ..., ν − s, (21)

где ω̃1(t), ω̃2(t), ..., ω̃ν−s(t)— некоторые линейно независимые над полем C решения однород-
ного уравнения, союзного с уравнением (17), причем 0 6 s 6 min(ν, χ− 1).

Резюмируя изложенное выше, получаем следующий результат.

Теорема 3. Пусть выполняется условие (8). Если χ = IndG(t) < 2, то для разреши-

мости краевой задачи GP1 в круге T+
r необходимо и достаточно, чтобы выполнялись

условия (16). Если же χ = IndG(t) > 2, то для разрешимости краевой задачи GP1 в круге

T+
r необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия (21).

Поскольку число p условий разрешимости неоднородного уравнения Фредгольма второго
рода (вида (15) или вида (19)) является конечным и число l линейно независимых над
полем C решений однородного уравнения, союзного с уравнением (17), также является
конечным, то из теорем 2 и 3 вытекает, что при выполнении условия (8) краевая задача GP1

будет нетеровой.
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Введение

Полугрупповым многообразием V называем произвольное (возможно, и тривиальное)
множество полугрупп, замкнутое относительно операций взятия подполугрупп, прямого про-
изведения и гомоморфных образов. Для системы полугрупповых тождеств Σ условимся через
varΣ обозначать многообразие полугрупп, определяемое этой системой. Попутно напомним,
что графом Кэли полугруппы S относительно множества образующих её элементов X назы-
ваем конечный ориентированный мультиграф Cay(S,X), состоящий из множества вершин
S и множества помеченных дуг — всевозможных троек (a, x, b), где a, b ∈ S, x ∈ X и ax = b.
Таким образом, для каждого элемента из S граф Кэли имеет соответствующую вершину, и
для всех элементов a ∈ S, x ∈ X имеются дуги от a до ax, помеченные элементом x. При
изучении вопросов планарности графов Кэли полугрупп удобен переход к основе анализи-
руемого графа. Основа графа Кэли полугруппы S относительно множества образующих её
элементов X обозначается SCay(S,X) и получается из исходного графа Cay(S,X) путём
удаления петель, меток, потери направленности дуг и замены кратных рёбер одним ребром,
соединяющим те же вершины. Таким образом, естественно называть граф Кэли планарным
тогда и только тогда, когда его основа является обыкновенным планарным графом. Пусть
Fk(V)— свободная полугруппа ранга k данного многообразия V. Наибольшее количество
образующих k, относительно которых Fk(V) допускает планарный граф Кэли, характеризует
ранг планарности rπ(V) данного многообразия. Более точно, если существует такое нату-
ральное число r, что все V-свободные полугруппы Fk(V) ранга k 6 r допускают планарные
графы Кэли (относительно множеств их свободных образующих), а V-свободная полугруппа
Fr+1(V) ранга r + 1 уже не допускает планарный граф Кэли, то рангом планарности много-
образия V называется это число r = rπ(V). Если для многообразия V такого натурального
числа не существует, то говорят, что многообразие V имеет бесконечный ранг планарности,
и пишут rπ(V) = ∞. При этом удобно считать ранг планарности тривиального многообразия
равным нулю. В ряде ключевых случаев ранг планарности оказывается бесконечным, поэтому
вызывает особый интерес задача описания полугрупповых многообразий бесконечного ранга
планарности, являющаяся продолжением поставленной Л. М. Мартыновым в 2015 г. про-
блематики, связанной с описанием рангов планарности многообразий полугрупп1. Частично
удается приблизится к решению этой задачи путём приведения серий конкретных примеров,
однако полного описания ещё не получено.

Стоит отметить, что очень мало операций над графами наследует свойство планарности,
таким образом, «почти нет» планарных графов [1]. Тем не менее к нетривиальному описанию
многообразий бесконечного ранга планарности возможно приблизиться методом исключения,
если отсеивать серию за серией многообразия полугрупп конечного ранга планарности. В
основной теореме настоящей заметки представим новую такую серию. Для получения этой
серии оказалось интересным изучение полугрупповых многообразий, у которых планарные ос-
новы графов Кэли свободных полугрупп данного ранга являются произведением основ графов
Кэли свободных полугрупп некоторых многообразий полугрупп того же ранга. Напомним,
что произведением графов [2, с. 20] для любой пары обыкновенных графов G = (V G,EG) и
H = (V H,EH) называется граф

G×H = (V G× V H, {((u1, u2), (v1, v2)) | (u1 = v1 ∈ V G ∧ {u2, v2} ∈ EH)∨

∨(u2 = v2 ∈ V H ∧ {u1, v1} ∈ EG)}).

В общем случае такое произведение планарных графов не всегда приводит к планарному
графу.

1Новые проблемы алгебры и логики. Юбилейное 900-е заседание семинара: Омский алгебраический семинар,
12 ноября 2015. http://www.mathnet.ru/php/seminars.phtml?presentid=12900 (дата обращения: 19.10.2023)
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Основной результат

Рассмотрим Vn = var{(xy)n+1 ≈ xy; (xyx)n ≈ xn;xxyx ≈ xyxx;xynz ≈ xtnz}, — серию
многообразий, которые играют важную роль при изучении вопроса нётеровости по уравнениям
в теории полугрупп, так как известно [3], что полугрупповое многообразие V полностью
состоит из полугрупп нётеровых по уравнениям, если существует n > 1 такое, что V
удовлетворяет следующим тождествам: (xy)n+1 ≈ xy, (xyx)n ≈ xn, xxyx ≈ xyxx, xynz ≈ xtnz.
В структуре полугрупп из таких многообразий нет ничего сложного. Их идеал разложимых
элементов Red(S) = {s | ∃a, b : s = ab} является прямоугольной связкой абелевых групп,
ранги планарности многообразий которых известны по серии работ [4,5].

Соответственно, изучение вопроса планарности графа Кэли полугруппы S ∈ Vn может
сводиться к изучению планарности графа Кэли для подполугруппы Red(S). Следовательно,
ранги планарности многообразий данной серии конечны. В следующей теореме вычислим
конкретные значения рангов планарности многообразий этой серии, не прибегая к сведению в
Red(S).

Теорема 1. Пусть Vn = var{(x1x2)
n+1 ≈ x1x2; (x1x2x1)

n ≈ xn1 ; x1x1x2x1 ≈ x1x2x1x1;
x1 (x

n
2 )x3 ≈ x1 (x

n
4 )x3}. Тогда, для n = 1 ранг планарности многообразия Vn равен 4, для

n = 2 равен 2, а для n > 2 равен 1.

Доказательство. При n = 1 многообразие Vn является многообразием прямоугольных
связок, ранг планарности которого rπ (V1) = 4 известен из [6]. Интересно, что для многообра-
зия V1 оказалось

SCay(Fk(V1), {x1, ..., xk}) = SCay(Fk(var{xy ≈ x}),

{l1, ..., lk})× SCay(Fk(var{xy ≈ y}), {r1, ..., rk}),

а это большая редкость. Плоская укладка основы графа Кэли свободной 2-порожденной
полугруппы многообразия V2 представлена на рис. 1, а 3-порожденная свободная полу-
группа данного многообразия содержит изображенный на рис. 2 граф в качестве подграфа,
следовательно, она не является планарной и rπ (V2) = 2.

Рис. 1. Плоская укладка графа SCay(F2(V2), {x, y})
Fig. 1. Flat graph stacking SCay(F2(V2), {x, y})

Рис. 2. Подграф графа SCay(F3(V2),
{x, y, z}), гомеоморфный графу K3,3

Fig. 2. A subgraph of the graph
SCay(F3(V2), {x, y, z}), homeomorphic

to graph K3,3

При n > 2 плоская укладка основы графа Кэли однопорожденной свободной полугруппы
многообразия Vn очевидно совпадает с плоской укладкой графа SCay(F1(var{x

n+2=x2}),{x}).
Для большего числа образующих основа графа Кэли свободной полугруппы такого многооб-
разия содержит гомеоморфный графу K3,3 подграф, изображенный на рис. 3. Таким образом,
rπ (Vn) = 1 при n > 2. Что и требовалось доказать. �
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Рис. 3. Подграф графа SCay (F2 (Vn) , {x, y})
при n > 3, гомеоморфный графу K3,3

Fig. 3. Subgraph of graph
SCay (F2 (Vn) , {x, y}) for n > 3,

homeomorphic to graph K3,3

Заметим, что если есть полугруппа S и двусторонний идеал K полугруппы S, то возникает
естественный вопрос, когда фактор-полугруппа S/K будет планарной? Понятно, что если
K = {0}, то S/K планарна тогда и только тогда, когда S планарна. А если K = Red(S), то
полугруппа S/K планарна всегда [6].
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Аннотация. Рассматривается парадоксальный механизм П. Л. Че-

бышёва. Этот механизм может быть представлен как объединение

лямбда-механизма и двойного маятника, свободные вершины которых

соединены шарнирно. Одно из звеньев двойного маятника обычно

заменяется массивным диском. Среди известных механизмов П. Л. Че-

бышёва только в парадоксальном механизме возникают особые точки

конфигурационного пространства, или точки ветвления. В соответ-

ствующих конфигурациях механизма стержни двойного маятника

становятся параллельными или антипараллельными. Механизм может

продолжить движение из особых точек двумя различными способами,

которые отличаются направлением вращения диска. В одном случае

при полном обороте ведущего звена диск делает два полных оборота,

а в другом случае — четыре полных оборота. Траектория свободной

вершины лямбда-механизма в парадоксальном механизме находится

между двумя концентрическими окружностями и поочередно каса-

ется каждой окружности в трех точках. В статье рассматривается

обобщение для случая, когда количество последовательных точек

касания с двумя окружностями является произвольным четным чис-

лом. Доказывается, что в этом случае возможно получить любое

заданное количество оборотов диска за один оборот ведущего зве-

на механизма. Для парадоксального механизма записаны основные

уравнения динамики, получено выражение для момента сил инерции

диска. Сравнивается работа внешнего момента, который приложен к

ведущему звену механизма, и работа сил инерции диска.

Ключевые слова: механизмы Чебышёва, парадоксальный механизм,

шарнирный механизм, особая точка, голономная связь, множители
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Abstract. The paradoxical mechanism of P. L. Chebyshev is the main issue of this article. The paradoxical

mechanism could be considered as the union of the lambda-mechanism and a double pendulumthe free

vertices of which are hingedly connected. One of the pendulum rods is usually replaced by a massive disk.

Among all known mechanisms of P. L. Chebyshev, singular points of the configuration space or branching

points arise only in the paradoxical mechanism. In particular configurations of the paradoxical mechanism

the rods of the double pendulum become parallel. In this case, the mechanism could continue the motion

from the singular points in two different ways. There are two types of smooth motion of the paradoxical

mechanism, which differ by the direction of the disk rotation. In the first case, with a full circle of the

drive link, the disk makes two full circles. In the second case, it makes four full circles. The trajectory of

the free vertex of the lambda-mechanism in the paradoxical mechanism is located between two concentric

circles and alternately touches each circle at three points. In addition, the curve that is located between

two concentric circles and touches each circle in an arbitrary number of points is considered in the article.

It is proved that it is possible to obtain any given number of disk revolutions in one revolution of the

mechanism-driving link. The basic equations of dynamics are written down for the paradoxical mechanism.

The expression for the moment of inertia forces of the disk is written down. The work of the external

moment, which is applied to the leading link of the mechanism, and the work of the disk inertia forces are

compared.

Keywords: Chebyshev’s mechanisms, paradoxical mechanism, hinge mechanism, singular point, holonomic

constraint, Lagrange multipliers
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Введение

В работах П. Л. Чебышёва по теории механизмов рассматривается специальный механизм
для преобразования вращательного движения в движение по заданной кривой, который
получил название «лямбда-механизм». Вероятно, такое название возникло из-за того, что в
некоторых положениях этот шарнирный механизм становится похожим на греческую букву
«λ». Лямбда-механизм является плоским шарнирным механизмом с одной степенью свободы,
который состоит из трех связанных стержней. У механизма есть три параметра, которые
однозначно определяют его геометрию. В зависимости от отношений параметров возможно
получить различные формы кривых, которые описывает свободная вершина лямбда-механизма.

Для решения задач о синтезе шарнирных механизмов с остановками, механизмов для двух
качаний коромысла за один оборот кривошипа, механизмов передачи вращательного движения
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Чебышёвым используются свойства кривых, которые описываются лямбда-механизмом [1,2].
Например, для механизма с двумя качаниями за один оборот применяется вспомогательный
лямбда-механизм, который описывает кривую типа «восьмерки». Среди известных меха-
низмов П. Л. Чебышёва только в «парадоксальном» механизме возникают особые точки
конфигурационного пространства, или точки ветвления. Этот «парадоксальный» механизм
является основным объектом исследования в данной статье. Далее кавычки в названии
«парадоксальный механизм» опускаются.

На интернет-ресурсе [3] есть цифровые модели механизмов П. Л. Чебышёва. Некоторые
оригинальные модели П. Л. Чебышёва находятся в музее истории Санкт-Петербургского госу-
дарственного университета. Фотографии, описания и истории некоторых моделей механизмов
есть в [4].

Для описания движения парадоксального механизма применяются уравнения Лагранжа
второго рода, которые подробно описываются в [5,6]. В динамике парадоксального механизма
за один оборот ведущего звена ведомый диск (маховик) совершает два или четыре полных
оборота. Соответственно, при этом получается кратное увеличение скорости на самом диске
в сравнении со скоростью вращения ведущего звена. Поэтому интерес также представляет
сравнение работы, которую совершает ведущее звено под действием (постоянного) внешнего
момента, и работы, которую совершает момент сил инерции диска. Для определения работы
маховика применяется понятие момента сил инерции, которое рассматривается в [7,8] с точки
зрения теории механизмов.

Конфигурационное пространство парадоксального механизма имеет геометрические особые
точки, через которые проходит не одна, а две возможные траектории движения системы.
Особенности конфигурационного пространства возникают из-за зависимых (не)голономных
связей, наложенных на систему. В литературе проблема динамики для систем с геомет-
рическими особенностями является мало исследованной. Перестройки конфигурационного
пространства и бифуркации положений равновесия для особенностей голономных связей
исследуются в [9]. Движение механической системы с особенностями неголономных связей
анализируется в [10]. В статье [11] исследуется механизм с особенностями конфигурацион-
ного пространства, сингулярный маятник. Аналогичный маятник есть и в парадоксальном
механизме. В работе [12] рассматриваются свойства векторных полей на конфигурационном
пространстве с особенностью с помощью методов дифференциальной геометрии.

Статья имеет следующую структуру. В разделе 1 кратко сформулированы результаты
П. Л. Чебышёва по парадоксальному механизму. В разделе 2 обобщаются свойства кривой,
которая описывается свободной вершиной лямбда-механизма в парадоксальном механизме. В
разделе 3 находится момент сил инерции диска (маховика). Статья является продолжением
статьи автора [13], в которой более подробно рассматриваются построения, связанные с
кинематикой и динамикой парадоксального механизма.

В данной работе рассматриваются два новых вопроса, связанных с парадоксальным
механизмом и его обобщениями. Первым вопросом является общее количество оборотов
ведомого звена (обобщенного) парадоксального механизма. В парадоксальном механизме
ведомое звено (или маховик) делает два или четыре полных оборота за один виток ведущего
звена. Рассматривается обобщение парадоксального механизма, в котором ведомое звено
совершает произвольное заданное число оборотов. Вторым вопросом является изучение
момента сил инерции маховика для некоторых типов движения парадоксального механизма.
Рассматриваются два случая: вращение ведущего звена с постоянной угловой скоростью и
действие постоянного момента на ведущее звено.

1. Движения парадоксального механизма

Приведем кратко общую конструкцию парадоксального механизма П. Л. Чебышёва, следуя
работам [1,2]. Парадоксальный механизм состоит из двух частей: лямбда-механизма OABMC

и двойного маятника MDO1. Вершины O, C и O1 неподвижны. Звено OA длины r вращается
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вокруг вершины O. Расстояние CO равно d. Длины отрезков AB, BM и CB равны 1
(параметр масштаба). Длина звена AM равна 2, вершина B является серединой отрезка
AM . Передвижение звена AM ограничено звеном CB. Параметры r, d и CO1 подбираются
таким образом, чтобы траектория точки M была заключена между двумя концентрическими
окружностями ω1 и ω2 с центром в точке O1 и радиусами R1 > R2. Кривая Υ, которую
описывает точка M , последовательно касается каждой окружности ω1 и ω2 в трех точках.
Длины стержней DO1 и DM подбираются по условиям на сумму и разность длин стержней:
DO1 +DM = R1 и DM −DO1 = R2. Точка O1 находится на прямой, ортогональной прямой
CO. Общая схема парадоксального механизма показана на рис. 1.

Рис. 1. Общая схема парадоксального механизма П. Л. Чебышё-
ва. Показана траектория вершины M , которая находится между
двумя концентрическими окружностями с центрами в точке O1

Fig. 1. General scheme of the paradoxical mechanism of
P. L. Chebyshev. The trajectory of the vertex M which is
located between two concentric circles with centers in point O1 is

highlighted

Решение Чебышёва позволяет определить параметры r, d и CO1 парадоксального меха-
низма, для которых вершина M описывает кривую, наименее отклоняющуюся от некоторой
окружности ω с центром в точке O1 и радиуса R. Аналитические выражения для параметров
механизма формулируются в терминах вспомогательного угла ψ. Приведем конечные формулы
из [1]:

r =
2 sinψ · sin 2ψ ·

√
2 cos 2ψ

sin 3ψ
, d =

sin 2ψ

sin 3ψ
, CO1 =

2 cos2 ψ

sin 3ψ
. (1)

Полученная кривая, заметаемая точкой M , три раза касается окружности радиуса R1 с
центром в точке O1 и три раза касается окружности радиуса R2 с центром в точке O1. Точки
касания окружностей чередуются. Для радиусов R1 и R2 получаются выражения [1]:

R1 +R2

2
=

2 cosψ sin 2ψ
√
2 cos 2ψ

sin 3ψ
,

R1 −R2

2
=

2 cos 2ψ

sin 3ψ
. (2)

По результатам сравнения с длинами стержней в сборнике трудов [2], оригинальный парадок-
сальный механизм был построен для значения параметра ψ ≈ 43.669∘. При вычислениях для
угла ψ = 43.669∘ по формулам (1) и (2) получаются следующие значения параметров:

r = 0.5571409122, d = 1.323723763, CO1 = 1.386699116,

R1 = 0.7067373020, R2 = 0.4605558024. (3)
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Углы α поворота звена OA, при которых достигается минимальное или максимальное
расстояние MO1, получаются при анализе функции MO1:

α1 = 0.000∘, α2 = 63.491∘, α3 = 130.281∘,

α4 = 180.000∘, α5 = 229.718∘, α6 = 296.510∘, α7 = 360.000∘. (4)

Введем вспомогательную функцию знака, которая меняется с +1 на −1 при прохождении
значений α через точки αi из списка (4):

sign (α) =







+1, если α1 < α и α < α2,

−1, если α2 < α и α < α3,

+1, если α3 < α и α < α4,

−1, если α4 < α и α < α5,

+1, если α5 < α и α < α6,

−1, если α6 < α и α < α7,

0, если α = αi, i = 1, . . . , 7.

Функция sign (α) позволяет описывать движение стержня DO1 в парадоксальном механизме
при движении DO1 в одну сторону. В этом случае маятник MDO1 движется симметрично
относительно подвижной прямой MO1 при прохождении через углы αi из набора (4).

Параметризация парадоксального механизма рассматривалась автором в статье [13].
Приведем здесь только конечные формулы. Введем систему координат в плоскости движения
парадоксального механизма. Начало координат совпадает с точкой C, ось Cx направлена по
вектору CO, ось Cy ортогональна оси Cx (см. рис. 1). Координаты вершин A, B и M можно
параметризовать углом α следующим образом. Положение вершины A явно определяется
углом α. Положение вершины B определяется из равнобедренного треугольника ABC. Для
этого сначала находится середина H отрезка CA. Далее из точки H выходит отрезок с длиной,
равной высоте AH треугольника ABC. Для параметризации также вводится середина K

отрезка DM . В результате получается следующая параметризация лямбда-механизма:

xA = d+ r cosα, yA = r sinα, CA =
√

r2 + d2 + 2rd cosα, h =

√

1− (CA(α))2

4
;

xB =

(

0 + xA(α)

2

)

− h(α) ·
(

yA(α)− 0

CA(α)

)

, yB =

(

0 + yA(α)

2

)

+ h(α) ·
(

xA(α)− 0

CA(α)

)

,

xM = xA(α) + 2(xB(α)− xA(α)), yM = yA(α) + 2(yB(α)− yA(α)),

vB =
√

(x′B(α))
2 + (y′B(α))

2, MO1 =
√

(xM (α)− xO1
)2 + (yM (α)− yO1

)2,

xK =
xM (α) + xD(α)

2
, yK =

yM (α) + yD(α)

2
, vK =

√

(x′K(α))2 + (y′K(α))2. (5)

Значения xO1
= 0 и yO1

= CO1. Полученные зависимости координат вершин B и M в (5)
являются гладкими, если h ̸= 0, т. е. треугольник ABC является невырожденным. Это условие
выполняется для параметров (3). Углы поворота стержней CB и AM :

c1 = arctan (yB(α), xB(α)) , c2 = arctan (yB(α)− yA(α), xB(α)− xA(α)) .

В функции arctan(y, x) угол находится с учетом октанта точки (x, y).
Угол поворота w оси O1M отсчитывается в следующей неподвижной системе отсчета:

ось X ′ совпадает с лучом O1C, ось Y ′ параллельна оси Cx. Эта система координат введена
по аналогии с системой координат двойного математического маятника (см. рис. 1). Угол θ1
измеряет отклонение стержня DO1 от прямой MO1, угол θ2 равен углу MDO1. Величина
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углов θ1 и θ2 определяется по теореме косинусов в треугольнике MDO1. Также введем углы
ξ и η, которые равны углам отклонения стержней DO1 и DM от оси X ′ = O1C. Углы ξ и η

являются стандартными параметрами для описания положения двойного маятника MDO1.
Зададим знаки углов θ1 и θ2, для которых получается гладкое движение вершины D

парадоксального механизма:

θ1 = sign (α) · arccos
(

(MO1(α))
2 +DO2

1
−MD2

2MO1(α) ·DO1

)

,

θ2 = sign (α) · arccos
(

DO2
1
+MD2 − (MO1(α))

2

2MD ·DO1

)

,

w = arctan(xM (α),−(yM (α)− CO1)). (6)

Выражение для угла w в (6) получается при переходе из системы координат Cxy в систему
O1x

′y′. Углы ξ и η задаются в зависимости от гладкой ветви движения парадоксального
механизма [13]:

ξ1 = w(α) + θ1(α), η1 = ξ1 + π + θ2(α),

ξ2 = w(α)− θ1(α), η2 = ξ2 + π − θ2(α). (7)

Положительный знак перед углами θ1 и θ2 в (7) соответствует типу движения, при котором
точка D вращается против часовой стрелки при полном обороте рукоятки OA против часовой
стрелки. Отрицательный знак соответствует вращению вершины D по часовой стрелке. За
счет смены знака при прохождении через «сложенное» и «раскрытое» положение маятника
MDO1 при углах α = αi из списка (4) полученное движение (7) является гладким. Без
смены знаков при α = αi вершина D имеет разрывную скорость движения. Это следует
из теории движения сингулярного маятника, которая подробнее рассматривается в [11]. В
парадоксальном механизме двузвенник MDO1 является сингулярным маятником. Кратко
сформулируем теорему о свойстве конфигурационного пространства.

Теорема 1. Рассматривается двойной маятник MDO1, вершина M движется по

заданной гладкой кривой Υ. Координаты вершины M являются гладкими функциями

некоторого параметра α. Пусть при значении параметра α = α* выполняются следующие

условия:

MO1(α*) = DM ±DO1,
d

dα
MO1(α*) = 0,

d2

dα2
MO1(α*) ̸= 0.

Первое условие соответствует особой точке конфигурационного пространства. Тогда в

окрестности точки, которая соответствует α*, конфигурационное пространство пред-

ставляется как объединение двух гладких кривых, которые пересекаются под ненулевым

углом. При гладком движении углы θ1 и θ2 должны менять знак при прохождении особой

точки α*.

В особых конфигурациях функция MO1(α) имеет нулевую первую производную, так
как расстояние MO1 достигает минимума или максимума. Прямым вычислением можно
проверить, что функция MO1(α) имеет ненулевую вторую производную [13]. Следовательно,
по теореме 1 кривые (ξ1, η1) и (ξ2, η2) являются гладкими, а геометрическая особенность
может быть представлена как две пересекающиеся кривые.

Теперь запишем уравнения движения парадоксального механизма под действием сил
инерции или приложенного внешнего момента MΣ, который действует на ведущее звено. В
статье автора [13] было показано, что кинетическая энергия парадоксального механизма
может быть представлена как сумма двух приведенных моментов:

T (α, α̇) =
1

2
JΣ(α)(α̇)

2 =
1

2
(Jλ(α) + Jp(α)) (α̇)

2. (8)
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Приведенный момент Jλ в (8) для лямбда-механизма:

Jλ(α) = IOA + ICB(c
′
1(α))

2 +mAM (vB(α))
2 + IAM (c′2(α))

2.

Приведенный момент Jp в (8) для двойного маятника MDO1:

Jp(α) = IDO1
(ξ′(α))2 + IDM (η′(α))2 +mDM (vK(α))2.

Уравнение движения при действии момента MΣ, который приложен к ведущей рукоятке OA,
получается применением уравнений Лагранжа второго рода:

α̈ =
MΣ(α)

JΣ(α)
−

1

2

J ′
Σ
(α)

JΣ(α)
(α̇)2. (9)

В модели парадоксального механизма из [2] стержень DO1 заменяется на массивный диск. В
результате получается дополнительный момент, который должен обеспечивать вращение звена
DO1 в одну сторону. Для модели динамики парадоксального механизма с диском достаточно
заменить момент инерции стержня DO1 на момент инерции диска в выражении для Jp в (8).

Замечание 1. При численном моделировании движения парадоксального механизма
по формулам (9) необходима повышенная точность в десятичных знаках для параметров
механизма. Округление до третей цифры после запятой у длин стержней (3) приводит к
заметным скачкам кинетической энергии. При использовании шести знаков после запятой
результаты получаются более «гладкими».

2. Особые точки и количество вращений

Рассмотрим более общий случай, когда вершина M маятника MDO1 движется по некото-
рой гладкой кривой Υ. Кривая Υ может отличаться от множества точек, которое заметает
вершина лямбда-механизма. При этом считается, что кривая Υ как множество точек диффео-
морфна окружности на плоскости, поэтому возможно говорить об одном обороте точки M по
кривой Υ.

Предполагается, что положение точки M на кривой Υ гладко параметризуется углом w

отклонения луча MO1 от некоторой фиксированной прямой (в парадоксальном механизме
от прямой O1C). Пусть кривая Υ заключена между двумя концентрическими окружностями
ω1 и ω2 с центром в точке O1 и радиусами r1 > r2. Предположим также, что кривая Υ
касается окружности ω1 в точках αi, i = 1, . . . , n и касается окружности ω2 в точках βi,
i = 1, . . . , n, причем порядок касания чередуется: α1 = 0, β1, α2, β2, . . . , αn−1, βn−1, αn = 2π.
Длины стержней DO1 и MD подобраны так, что сумма длин DO1 +MD равна радиусу r1
большей окружности, а разность длин MD −DO1 равна радиусу r2 меньшей окружности.
Предполагается, что MD > DO1.

В точках αi стержни DO1 и MD становятся параллельными (маятник MDO1 «раскры-
тый»), а в точках βi стержни DO1 и MD становятся антипараллельными (маятник MDO1

«сложенный»). Общая схема показана на рис. 2. Точками M1,M2,M3 и D1, D2, D3 показа-
ны три положения маятника для двух максимальных расстояний (точки M1 и M3) и для
минимального расстояния (точка M2). Значения ∆1 и ∆2 показывают угол, на который
поворачивается звено DiO1.

Рассмотрим, сколько оборотов сделает звено DO1 при движении точки M по кривой Υ.
Как будет показано далее, дополнительное количество оборотов звена DO1 связано с наличием
особых точек, в которых стержни DO1 и MD становятся (анти)параллельными. Также общее
число оборотов зависит от направления вращения звена DO1.

Предложение 1. Если стержни DO1 и DM не становятся параллельными или ан-

типараллельными при движении 0 6 w 6 2π, то за один оборот точки M по кривой Υ
стержень DO1 делает один оборот.
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Рис. 2. Перемещение звена DO1 при обороте точки M и DO1 в
одну сторону

Fig.. 2. Motion of the rod DO1 with full circle of vertexes M and
DO1 in similar direction

Доказательство. Так как стержни DO1 и DM не могут стать параллельными или
антипараллеьными, то угол θ1 заключен в интервале 0 < θ1 < π или в интервале −π < θ1 < 0.
Угол поворота стержня DO1 равен w + θ1(w). Тогда сумма w + θ1(w) не может стать равной
0, 4π или −2π. При движении вершины M по кривой Υ угол w меняется от 0 до 2π. Так
как стержень DO1 возвращается в начальное положение, делая целое число оборотов, то
сумма w + θ1(w) может быть равной только 2π. Следовательно, возможен только один оборот
вершины D. �

Предложение 2. Пусть выполнены следующие условия: DO1+DM = r1, DM−DO1 = r2
и стержень DO1 всегда вращается в ту же сторону, в которую движется точка M .

Предположим, что стержни DO1 и DM последовательно становятся параллельными и

антипараллельными 2n раз. Тогда за один оборот точки M по кривой Υ стержень DO1

суммарно делает n+ 1 оборот.

Доказательство. Будем считать, что движение вершины M идет по часовой стрелке.
Такое движение будет у парадоксального механизма при движении по кривой (ξ2, η2). Рас-
смотрим, на какой угол должен повернуться стержень DO1 при переходе от значения ξ = α1

(максимальное расстояние MO1) к значению ξ = β1 (минимальное расстояние MO1). При
повороте в точки M и стержня DO1 в одну сторону стержень DO1 должен повернуться
на угол β1 − α1 + π (см. рис. 2). При переходе от угла ξ = β1 к углу ξ = α2 (максималь-
ное расстояние MO1) стержень DO1 должен повернуться на угол α2 − β1 + π. Продолжая
аналогично, получаем суммарное приращение ∆ угла поворота DO1:

∆ = (β1 − α1 + π) + (α2 − β1 + π) + . . .+ (αn − βn−1 + π) = 2πn+ (αn − α1) = 2π(n+ 1).

Значит, суммарно будет n+ 1 полный оборот стержня DO1. �

Предложение 3. Пусть выполнены следующие условия: DO1+DM = r1, DM−DO1 = r2
и стержень DO1 всегда вращается в сторону, противоположную движению точки M .

Предположим, что стержни DO1 и DM последовательно становятся параллельными и
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антипараллельными 2n раз. Тогда за один оборот точки M по кривой Υ стержень DO1

суммарно делает n− 1 оборот.

Доказательство. Будем считать, что движение вершины M идет по часовой стрелке,
а стержень DO1 движется против часовой стрелки. Рассмотрим, на какой угол должен
повернуться стержень DO1 при переходе от значения ξ = α1 (максимальное расстояние MO1)
к значению ξ = β1 (минимальное расстояние MO1). При повороте точки M и стержня DO1 в
разные стороны стержень DO1 должен повернуться на угол −π + (β1 − α1). Действительно,
для поворота по часовой стрелке стержень DO1 должен повернуться на угол π + β1 − α1.
Тогда при повороте против часовой стрелки, с учетом знака, получаем поворот на угол

−(2π − (π + β1 − α1)) = −π + (β1 − α1).

При переходе от угла ξ = β1 к углу ξ = α2 (максимальное расстояние MO1) стержень DO1

должен повернуться на угол −π + (α2 − β1). Продолжая аналогично, получаем суммарное
приращение ∆ угла поворота DO1:

∆ = −π+ (β1 −α1)− π+ (α2 − β1) + . . .− π+ (αn − βn−1) = −2πn+ (αn −α1) = −2π(n− 1).

Значит, суммарно будет n− 1 полный оборот стержня DO1. �

Вернемся к парадоксальному механизму П. Л. Чебышёва. В парадоксальном механиз-
ме [1,2] параметры лямбда-механизма OABCM и положение точки O1 подобраны так, что
расстояние MO1 ровно 3 раза достигает максимального значения и ровно 3 раза достигает
минимального значения. Минимальные и максимальные значения расстояния MO1 чередуют-
ся. В модели механизма на сайте [3] показано, что при вращении ведущего звена возможно
два варианта для суммарного числа оборотов ведомого маховика: 4 оборота или 2 оборота.

Замечание 2. Выводы в предложениях 2 и 3 согласуются с движением парадоксального
механизма. В этом механизме есть n = 3 пар минимумов и максимумов функции MO1. Когда
точки M и D движутся в одну сторону, то стержень DO1 делает n+ 1 = 4 оборота. Когда
точки M и D движутся в разные стороны, то получается n− 1 = 2 полных оборота.

3. Работа сил инерции на диске

В этом разделе рассматривается соотношение работы момента внешних сил MΣ, прило-
женного к рукоятке OA, к работе момента сил инерции M1, приложенного к звену (или
диску) DO1 парадоксального механизма. Анализируются два варианта движения. В первом
случае момент MΣ подбирается так, что угол α имеет постоянную скорость. Как следствие,
α̈ = 0. Во втором варианте считается, что момент MΣ является постоянным. В общем случае
функции MΣ, ξ, JΣ являются функциями угла α. Момент инерции J1 диска DO1 является
константой.

Замечание 3. В лямбда-механизме OABCM положение вершин A, B и M зависит только
от угла α поворота звена OA относительно луча CO (см. рис. 1). Угол w описывает поворот
точки M относительно луча O1C. За один оборот звена OA вершина M делает один полный
оборот вокруг точки O1. Следовательно, за один поворот звена OA угол w меняется от 0 до
2π. За один оборот угол w получает приращение в 2π радиан. Тогда для k оборотов

w(α+ 2πk) = w(α) + 2πk.

При дифференцировании получаем, что скорость изменения угла

w′(α+ 2πk) = w′(α) + 0 = w′(α)

является периодической функцией с периодом 2π.
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В двойном маятнике MDO1 угол ξ (см. рис. 1) делает 2 или 4 оборота при изменении
угла α от 0 до 2π, т. е.

ξ(α+ 2πk) = ξ(α) + 2πkm

для некоторого целого m (в зависимости от направления вращения диска). Следовательно,
скорость изменения угла

ξ′(α+ 2πk) = ξ′(α) + 0 = ξ′(α)

будет 2π-периодической функцией.
Также рассмотрим приращения ∆kw и ∆kξ функций w и ξ, которые получаются за k

полных оборотов угла α. Выражения для приращений углов

∆kw = w(α+ 2πk)− w(α) = 2πk, ∆kξ = ξ(α+ 2πk)− ξ(α) = 2πkm

линейно зависят от числа полных оборотов k. Следовательно, функции w и ξ можно предста-
вить как суммы линейных и периодических функций:

w(α) = α+ (w(α)− α)
︸ ︷︷ ︸

2π-периодическая

, ξ(α) = mα+ (ξ(α)−mα)
︸ ︷︷ ︸

2π-периодическая

.

Полученное представление в виде суммы линейной и периодической функции также доказы-
вает, что функции w и ξ имеют периодические производные.

Периодичность производных функции η(α) доказывается аналогично периодичности про-
изводных функции ξ(α).

Замечание 4. Приведенный момент парадоксального механизма JΣ зависит от при-
веденного момента Jλ лямбда-механизма и приведенного момента Jp двойного маятника.
Линейные и угловые скорости звеньев лямбда-механизма и двойного маятника являются
2π-периодическими функциями угла α по замечанию 3. Следовательно, приведенный момент
JΣ также является периодической функцией: JΣ(α+ 2πk) = JΣ(α).

Замечание 5. Динамически углы w и ξ получают приращения на целое число оборотов
при полном обороте угла α. При этом геометрически для значений угла α = 0 и α = 2π
лямбда-механизм OABCM находится в одной и той же конфигурации. Двойной маятник
MDO1 также возвращается в начальное положение при изменении угла α от 0 до 2π радиан.
При этом звено O1D делает 2 или 4 полных оборота. Геометрическая периодичность движения
звеньев парадоксального механизма с периодом 2π наглядно показана в анимации 3D-модели
механизма на сайте Механизмы П. Л. Чебышева https://tcheb.ru/.

Работа момента MΣ за один оборот рукоятки OA:

Ain =

∫
2π

0

MΣ dα. (10)

Работа момента сил инерции M1 (за один оборот ведущего звена), который приложен к диску
DO1, можно привести к следующему виду с учетом dξ = ξ′dα:

Aout =

∫
2π

0

M1 dξ =

∫
2π

0

M1 ξ
′ dα. (11)

Кинетическая энергия T1 звена (или диска) DO1:

T1 =
1

2
J1(ξ̇)

2.

При движении парадоксального механизма под действием внешнего момента MΣ на ведущем
звене OA диск DO1 движется по инерции. На каждый малую часть диска массой dm на
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расстоянии h от неподвижной вершины O1 действует сила инерции F(ξ, ξ̇, ξ̈, h), которая
вызвана ускорением a этой массы. Мгновенная работа силы инерции ADisk является суммой
работ всех сил инерции F. Обозначим как ds мгновенный вектор перемещения массы dm.
После упрощений получаем:

ds = h(− sin(ξ), cos(ξ)) dξ,

F = a dm = h(− cos(ξ)(ξ̇)2 − sin(ξ) ξ̈,− sin(ξ)(ξ̇)2 + cos(ξ) ξ̈) dm,

ADisk =

∫

Disk

Fds = ξ̈ dξ

(∫

Disk

h2dm

)

= J1ξ̈ dξ.

Тогда можно положить, что момент M1 «сил инерции диска» определяется выражением

M1 = J1ξ̈. (12)

Аналогичные определения момента сил инерции приведены в литературе. Например, в [7]
и [8] применяется уравновешивающий момент M ′

1
= −J1ξ̈ для движения диска по инерции.

Скорость и ускорения угла ξ выражаются через производные угла α:

ξ̇ = ξ′α̇, ξ̈ = ξ′′(α̇)2 + ξ′α̈.

При подстановке α̈ из уравнения (9) в формулу (12) получается

M1 = J1

((

ξ′′ −
1

2
ξ′
J ′
Σ

JΣ

)

(α̇)2 + ξ′
MΣ

JΣ

)

. (13)

Квадрат скорости (α̇)2 находится по уравнению изменения кинетической энергии всего
парадоксального механизма под действием внешнего момента MΣ от начального угла α = α0

до угла α:

JΣ(α)(α̇)
2 − JΣ(α0)(α̇0)

2 = 2

∫ α

α0

MΣdα. (14)

Предложение 4. Если вращение звена OA происходит с постоянной угловой скоро-

стью, то работа момента M1 за один оборот звена OA равна 0.

Доказательство. При постоянной угловой скорости звена OA получаем α̇ = α̇0 и α̈ = 0.
Тогда выражение (12) для момента M1 упрощается:

M1 = J1ξ
′′(α)(α̇)2 = J1ξ

′′(α)(α̇0)
2.

Функция ξ′(α) является 2π-периодической по замечанию 3. Тогда выполняется соотношение

Aout = J1

∫
2π

0

ξ′′ · (α̇0)
2(ξ′dα) = (α̇0)

2J1

∫
2π

0

ξ′ξ′′dα = (α̇0)
2J1

(

(ξ′)2

2

)
∣
∣
∣

2π

0

= 0.

Значит, при постоянной скорости вращения звена OA работа сил инерции за один оборот
ведущего звена равна нулю. �

Предложение 5. Если вращение происходит под действием постоянного момента

MΣ(α) =MΣ, то работа момента сил инерции M1 зависит от отношения J1 и JΣ при

значении α = 0.

Доказательство. По замечанию 4 приведенный момент JΣ является 2π-периодическим,
т. е. JΣ(2π) = JΣ(0). Тогда при постоянном моменте MΣ из выражения (14) получаем

JΣ(2π)(α̇2π)
2 − JΣ(0)(α̇0)

2 = JΣ(0) · ((α̇2π)
2 − (α̇0)

2) = 4πMΣ. (15)
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После подстановки (14) и (13) в (11) получаем выражение для работы Aout момента M1 за
один оборот звена OA:

Aout = J1

∫
2π

0

((

ξ′′ −
1

2
ξ′
J ′
Σ

JΣ

)(

2
∫ α

0
MΣdα+ JΣ(0)(α̇0)

2

JΣ

)

+ ξ′
MΣ

JΣ

)

ξ′dα.

Величину работы Aout проще найти через изменение кинетической энергии диска. С учетом
2π-периодичности функции ξ′(α) по замечанию 3 получаем

2

∫
2π

0

M1dξ = J1(ξ̇2π)
2 − J1(ξ̇0)

2 = J1(ξ
′(0))2 · ((α̇2π)

2 − (α̇0)
2). (16)

Выразим (α̇2π)
2 − (α̇0)

2 из уравнения (15) и подставим в (16). Тогда

Aout =

∫
2π

0

M1dξ = 2πMΣ(ξ
′(0))2

(

J1

JΣ(0)

)

.

Отношение работ Aout и Ain = 2πMΣ:

k =
Aout

Ain

=
J1(ξ

′(0))2

JΣ(0)
=

J1(ξ
′(0))2

J1(ξ′(0))2 + . . .
< 1

зависит от соотношения J1 и JΣ(0). �

Заключение

В данной работе исследовались свойства движения ведомого маховика (диска) в пара-
доксальном механизме П. Л. Чебышёва. Количество оборотов, которые совершит диск за
один оборот ведущего звена, зависит от свойств конфигурационного пространства. Если в
конфигурационном пространстве нет геометрических особенностей, то диск делает только
один полный оборот. При наличии особенностей диск может совершить более одного полного
оборота. Геометрически особым положениям механизма соответствуют конфигурации, в кото-
рых стержни двойного маятника в парадоксальном механизме становятся параллельными или
антипараллельными. При наличии особых точек диск может всегда двигаться в одну сторону:
только по часовой или только против часовой стрелки. Без особых точек диск периодически
меняет направление движения на противоположное.

В парадоксальном механизме ведомый диск может сделать два или четыре полных оборота
за один оборот ведущей рукоятки. Количество оборотов зависит от начального направления
вращения диска. В общем случае показано, что механизмы типа парадоксального могут
совершать любое заданное количество оборотов. Также изучен коэффициент передачи между
работой, совершаемой внешним моментом, и работой сил инерции на диске.
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Аннотация. Работа посвящена исследованию высокоскоростного обтекания удлиненного тела в водной

среде на различных глубинах в режиме суперкавитации. Целью исследования является изучение состо-

яния окружающей среды в окрестности тела, погруженного в воду, и возможного влияния возмущений

среды на движение в воде группы метаемых тел. При моделировании обтекания применялась матема-

тическая модель сжимаемой среды на основе уравнений Навье –Стокса. Учитывались двухфазность,

турбулентность и процесс фазового перехода с использованием моделей Смеси, k − ε и полной модели

кавитации Сингхала. В работе рассматривались удлиненные конические ударники с различными диа-

метрами кавитатора и обтекаемые потоком жидкости с различной скоростью. Численные результаты

приводились в сравнении с экспериментальными результатами, полученными при метании ударников

на гидробаллистической трассе на базе Научно-исследовательского института прикладной математики

и механики Томского государственного университета. В результате численного моделирования было

показано, что предложенная математическая модель позволяет точно предсказывать геометрическую

форму и размеры каверны. Численные результаты также хорошо согласуются с полуэмпирической

аппроксимационной формулой для формы каверны. Расчеты показывают, что в окрестности тела

формируется ударно-волновая картина течения и возмущения потока распространяются на достаточное

удаление от тела. На прямом уступе с переднего торца тела — кавитатора — происходит срыв потока, а

за скачком уплотнения происходит резкое понижение давления до значений давления насыщенного

пара. Геометрические размеры каверны зависят от скорости и окружающего давления: чем больше

скорость потока, тем больше размеры каверны. Из расчетов следует, что при повышении давления

среды, в случае имитации глубоководного метания при одних и тех же условиях для скорости,

происходит уменьшение объема каверны и сокращение области распространения возмущений среды,

что может положительно сказываться на кучности метания группы тел в воде.
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Abstract. The work is devoted to the study of the high-speed flow around an elongated body in water

at various depths in the supercavitation regime. The aim of the research is to study the state of the

environment around a submerged body and the possible influence of environmental disturbances on the

movement of a group of bodies. The mathematical model of a compressible medium was used based

on the Navier – Stokes equations. Two-phase, turbulence and phase transition were taken into account

using the Mixture model, k − ε equations and Singhal full cavitation model, respectively. In the work,

elongated conical bodies with different cavitator diameters and streamlined by a fluid flow at different

speeds were considered. The numerical results were compared with the experimental results obtained by

launching bodies on a hydroballistic track at the RIAMM TSU. Numerical simulation results showed

that the proposed mathematical model can accurately predict the geometric shape and dimensions of the

cavity. The numerical results are also in good agreement with the semi-empirical approximation for the

cavity shape. Flow calculations show that a shock-wave flow pattern is formed near the body and flow

disturbances propagate to a sufficient distance. On a cavitator at the front end of the body the flow is

stalled and there is a sharp decrease of pressure to the values of saturated vapor pressure behind the

shock wave. The dimensions of the cavity depend on the speed and ambient pressure — a greater flow rate

leads to an increase in the size of the cavity. From calculations it follows that in the case of simulating

deep-water launching under the same conditions of speed, following the medium pressure increase the

volume of the cavity and the area of a disturbances propagation in the medium decreases, which can

positively affect the accuracy of moving a group of bodies in a water.
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Введение

На сегодняшний день существуют четкие представления о развитии кавитационных тече-
ний для малых скоростей применительно к различным подводным аппаратам [1]. На основе
экспериментальных работ по исследованию явления кавитации выработаны инженерные под-
ходы к определению основных характеристик каверн и их влиянию на движущиеся под водой
тела [2–4]. Развитие численного моделирования [5] позволило расширить представления о
явлении кавитации и получить новые знания о физических процессах, происходящих при
движении тел в воде.

Большая часть исследовательских работ о суперкавитирующем движении тел в воде
сводится к рассмотрению единичных тел. В работах [6–10] рассматриваются задачи о
движении в воде или входе в воду одиночных тел под разными углами атаки на дозвуковых и
сверхзвуковых скоростях [10] при различных числах кавитации с переменной плотностью
среды [9]. Рассматриваются как оперенные тела большой массы, так и инертные тела. В то
же время остро стоит необходимость рассматривать группу тел, движущихся относительно
недалеко друг от друга [11]. Поэтому особый интерес представляет работа [12], посвященная
суперкавитирующему обтеканию двух тел, которые движутся последовательно друг за другом.
В работе представлены результаты зависимости коэффициента сопротивления от числа
кавитации и расстояния тел друг от друга. Таким образом, можно сделать вывод, что работ,
которые исследуют групповое движение тел, недостаточно, а большая часть из них посвящена
процессу численных исследований и сводится к оценке поведения тела в воде и процессу
формирования каверны.

В данной работе проведено численное исследование суперкавитирующего движения оди-
ночного тела. Подробно представлены результаты моделирования процессов гидро- и газоди-
намики в результате движения с последующим образованием каверны. Приведены результаты
состояния окружающей среды в условиях нахождения движущегося тела на различных
глубинах. Представлены оценки области влияния движущегося тела в суперкавитирующем
режиме, которое необходимо учитывать в случае группового метания тел.

1. Физическо-математическая постановка задачи

Rc

85 мм

3
.5

м
м

Рис. 1. Форма и геометрические размеры тела
Fig. 1. Shape and geometric size of the body

Рассматривается процесс обтекания
конического тела (рис. 1) слоем воды
с фиксированной скоростью потока V .
При обтекании за прямым уступом те-
ла — кавитатором, происходит срыв по-
тока и образование скачка уплотнения
с резким падением давления за скач-
ком. В области пониженного давления
развивается процесс фазового перехода

с образованием кавитационного пузыря. С течением времени каверна полностью охватывает
тело и обтекание переходит в режим суперкавитации. Анализ литературы показал, что про-
цессы гидродинамики при обтекании тела в водной среде в условиях суперкавитации хорошо
моделируются с помощью осредненных по Рейнольдсу уравнений Навье –Стокса [9,13,14].
Система уравнений гидродинамики на основе законов сохранения для многофазной среды
включает в себя уравнение неразрывности [15], уравнение движения, уравнение энергии
и замыкается уравнениями турбулентности k − ε [16] и уравнением кавитации. Система
принимает вид:

∂

∂t
(ρm) +∇ (ρm~vm) = 0, (1)

∂

∂t
(ρm~vm) +∇ (ρm~vm~vm) = −∇p+∇

[

µm

(

∇~vm +∇~vTm
)]

+ ~F +∇

(

n
∑

k=1

αkρk~vdr,k~vdr,k

)

, (2)
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∂

∂t

n
∑

k=1

αkρkEk +∇

n
∑

k=1

(αk~vk (ρkEk + p)) = ∇ [keff∇T ] , (3)

∂

∂t
(αkρk) +∇ (αkρk~vm) = −∇ (αkρk~vdr,k) +

n
∑

q=1

(ṁqk − ṁkq) , (4)

∂k

∂t
+ ū

∂ε

∂xi
=

∂

∂xi

[(

Ck

k2

ε
+ γ

)

∂k

∂xi

]

+ P − ε, (5)

∂ε

∂t
+ ū

∂ε

∂xi
=

∂

∂xi

[(

Cε
k2

ε
+ γ

)

∂ε

∂xk

]

+ Cε1
ε

k
P − Cε2

ε2

k
, (6)

где ρm — плотность смеси, ~vm — скорость смеси, ∇— оператор Лапласа в осесимметричной
системе координат, p— давление, µm — вязкость смеси, αk — объемная концентрация k-й
фазы, ρk — плотность k-й фазы, ~vdr,k — скорость дрейфа k-й фазы, Ek — энергия k-й фазы,
keff — эффективная теплопроводность, T — температура, ṁqk — массоперенос из q-й фазы в
k-ю фазу.

Процесс кавитации моделировался с использованием уравнения полной кавитационной
модели Сингхала [5]:

∂

∂t
(ρfv) +∇ (ρfv~vv) = ∇ (Γ∇fv) +Re −Rc, (7)

где fv — концентрация пара, Γ— коэффициент диффузии, Re и Rc — источниковые члены,
определеющие скорости испарения и конденсации, соответственно.

Система уравнений (1)–(7) замыкается при помощи уравнений общеизвестного уравнения
состояния идеального газа для газообразной фазы и уравнения Тейта для сжимаемости воды.

Задача решалась в осесимметричной постановке. В начальный момент времени задаются
распределения газодинамических параметров: давление P0, температура T0, скорость набега-
ющего потока V0. Граница Γ1 (рис. 2) является осью симметрии. На границе Γ2 задаются

G3

G3 G2

G1

U, м/с
G4

Рис. 2. Схема расчетной области и расстановки
граничных условий

Fig. 2. Computational domain and boundary condition

условия скорости потока V = const. На
границах Γ3 расчетной области задаются
мягкие граничные условия. На стенках
метаемого тела, границы Γ4 соблюдаются
условия прилипания.

Решение системы уравнений (1)–(7) с
уравнениями состояния для газообразной
и жидкой фаз основано на применении
метода контрольных объемов [14]. Для
проведения математического моделирования использовался программный продукт ANSYS
FLUENT. Интегрирование дифференциальных уравнений по времени и пространству проводи-
лось с использованием неявной разностной схемы первого порядка точности, а дискретизация
градиентов — по формуле Грина –Гаусса.

2. Верификация методики расчета

Тесты на сеточную сходимость проводились для оценки необходимой и достаточной
размерности сетки для проведения численного моделирования. Оригинальный шаг расчетной
сетки в части расчетной области, где по результатам полуэмпирической аппроксимации [2]
формируется каверна, составлял 0.5мм, в окрестности метаемого тела составил 0.25мм.
Сгущение проводилось кратно двум за один этап, таким образом, минимальный шаг сетки
в окрестности метаемого тела составил 0.03125мм. На рис. 3 представлено изображение
конечной расчетной сетки, дающее представление об этапах сгущения. Результаты тестов
на сеточную сходимость отображены в табл. 1. На рис. 4 представлена форма каверны в
зависимости от размерности расчетной сетки. Из табл. 1 видно, что когда шаг сетки составляет
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0.0625мм, погрешность в оценке сил и радиуса каверны становятся минимальными. Данный
шаг сетки и был выбран для проведения расчетов.

Рис. 3. Cгущения расчетной сетки в окрестности
метаемого тела

Fig. 3. Computational grid around the body Рис. 4. Сравнение геометрической формы каверны в
зависимости от размерности расчетной сетки

Fig. 4. Comparison of the cavity geometric shape
depending on the computational grid

Таблица 1 / Table 1

Результаты сходимости расчетной сетки
Convergence results of the calculated grid

Расчетная сетка Размер ячейки,
мм

Коэффициент
сопротивления, Cf

Rc/Rn Ошибка
Cf , %

Ошибка
Rc/Rn, %

Х1 0.25000 2.8729 6.73 – –
Х2 0.12500 1.2748 4.86 55.63 27.79
Х3 0.06250 1.1767 5.02 7.70 3.41
Х4 0.03125 1.1348 5.19 3.56 3.48

Валидация математической модели и расчетной методики проводилась в сравнении с
результатами эксперимента для движения суперкавитирующего тела в воде и результатами,
полученными с использованием эмпирической аппроксимации для формы суперкаверны за
дисковым кавитатором [2]:

R̄2 = 3.659 + 0.847(x̄− 2)− 0.236σ(x̄− 2)2, x̄ > 2, (8)

где R̄ = Rc/Rn, x̄ = x/Rn, Rc — радиус каверны в точке x, Rn — радиус кавитатора, x—
координата сечения каверны (x = 0— положение кавитатора), σ = 2Δp/(ρV 2).

В табл. 2 представлены результаты экспериментов для конического ударника (см. рис. 1)
при давлении на глубине 0.25м и результаты аппроксимации [2]. В табл. 2 указаны: радиус

Таблица 2 / Table 2

Данные экспериментов, на основании которых
проводилась валидация расчетной методики

Experimental data on which the calculation method was
validated

Эксперимент Rn, мм V , м/с H, м Rc/Rn

Эксперимент № 1 1.0725 356 0.25 8.09
Эксперимент № 2 1.1450 269 0.25 9.76

кавитатора Rn, скорость обтекания
V и глубина H, которая определяет-
ся путем задания противодавления
в окружающей области, Rc/Rn — от-
ношение радиуса миделя каверны к
радиусу кавитатора.

На рис. 5 представлено сравне-
ние результатов численного модели-
рования с экспериментом для скоро-
сти натекания потока V = 356м/с

(см. табл. 2). Форма каверны, полученная численно при значении коэффициента объем-
ной доли α = 0.5 (рис. 5, б) качественно совпадает с формой каверны, полученной на
гидробаллистической трассе в НИИ ПММ ТГУ. Контурная карта давления, полученная
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численно (рис. 5, в) показывает, что тело создает кавитатором скачки уплотнения различной
интенсивности, которые достигают в окрестности кавитатора 80 атм и более. Составляющие
аксиальной и радиальной скоростей (рис. 5, г, д) для представленного случая показывают
границы распространение возмущения среды в окрестности обтекаемого тела.

a / a б / b

в / c г / d д / e

Рис. 5. Сравнение эксперимента № 1 с численным моделированием на глубине 0.25 м: а — эксперимент;
б — моделируемая форма каверны; в — изолинии распределения давления в области метаемого тела;
г — изолинии распределения аксиальной скорости; д — изолинии распределения радиальной скорости

(цвет онлайн)
Fig. 5. Comparison of experiment No. 1 with numerical simulation at a depth of 0.25m: a is experiment;
b is the simulated shape of the cavity; c is isolines of pressure distribution in the area of the projectile
body; d is isolines of axial velocity distribution; e is isolines of radial velocity distribution (color online)

На рис. 6 представлено сравнение результатов численного моделирования с экспериментом
для скорости натекания потока V = 269м/с (см. табл. 2). Форма каверны также хорошо
предсказывается численными расчетами в сравнении с экспериментом (рис. 6, а, б). Данные
контурных карт давления и составляющих скорости (рис. 6, в, г, д) говорят о меньшей
интенсивности распространения ударной волны и возмущений потока.

a / a б / b

в / c г / d д / e

Рис. 6. Сравнение эксперимента № 2 с численным моделированием на глубине 0.25 м: а — эксперимент;
б — моделируемая форма каверны; в — изолинии распределения давления в области метаемого тела;
г — изолинии распределения аксиальной скорости; д — изолинии распределения радиальной скорости

(цвет онлайн)
Fig. 6. Comparison of experiment No. 2 with numerical simulation at a depth of 0.25m: a is experiment;
b is the simulated shape of the cavity; c is isolines of pressure distribution in the area of the projectile
body; d is isolines of axial velocity distribution; e is isolines of radial velocity distribution (color online)
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Рис. 7. Сравнение радиуса сфор-
мированной каверны вдоль оси Ox

для представленных расчетных слу-
чаев: 1 — численное моделирование;
2 — экспериментальные данные; 3 —

формула [2]
Fig. 7. Comparison of the cavity
radius along the Ox axis for the
presented calculations: 1 — numerical
simulation; 2 — experimental data;

3 — equation [2]

На рис. 7 приводится сравнение отношения Rc/Rn

полученное в эксперименте, при численном моделирова-
нии и с использованием аппроксимации [2]. Для двух
рассмотренных случаев скорости набегающего потока
полуэмпирическая аппроксимация [2] и представленная
в данной работе математическая модель (1)–(7) позволя-
ют с высокой точностью предсказывать форму каверны,
полученную в эксперименте.

3. Результаты исследований

Гидробаллистическая трасса, на базе которой прово-
дится метание суперкавитирующих тел, не имеет воз-
можности имитировать глубоководный пуск, а полуэмпи-
рическая аппроксимация [2] позволяет оценивать только
длину и радиус каверны, учитывая радиус кавитатора
и состояние среды. На основании предложенной мате-
матической модели были проведены расчеты обтекания
тела со скоростями набегающего потока V1 = 356м/с и
V2 = 269м/c для глубины погружения 100м. Глубина
погружения задается давлением в окружающей области.
Для глубины 100 м величина давления составляет 10
атм.

На рис. 8 представлен график изменения отноше-
ния Rc/Rn, полученный при математическом модели-

ровании, в сравнении с данными по аппроксимационной формуле [2]. Видно, что на ис-
следуемой глубине погружения в 100м объем каверны для обоих скоростей существен-
но уменьшился по сравнению обтеканием у поверхности воды. Уменьшились и длина,

Рис. 8. Сравнение радиуса сформи-
рованной каверны вдоль оси Ox для
представленных расчетных случаев
на глубине 100м: 1 — численное мо-

делирование; 2 — формула [2]
Fig. 8. Comparison of the cavity
radius along the Ox axis for the
presented calculations at a depth of
100m: 1 — numerical simulation; 2—

formula [2]

и радиус каверны. Причем для скорости V2 длина кавер-
ны такова, что закрывается в непосредственной близости
от тыльной стороны тела. Аппроксимационная формула
из [2], в данном случае, предсказывает большую длину
и больший радиус каверны, при этом разница в опре-
делении радиуса каверны значительно меньше, нежели
при определении длины.

На рис. 9 представлено сравнение контуров давления
для обтекания тела на глубине 100м для исследуемых
скоростей. Помимо уменьшения интенсивности распро-
странения ударной волны в связи с уменьшением скоро-
сти следует отметить тот факт, что закрытие каверны,
а в случае скорости V2 = 269м/c это явление зафикси-
ровано, происходит со значениями давлений, близкими
к давлениям на кавитаторе. Непосредственно над кавер-
ной образуется область «разряжения» среды, затрагивая
практически всю длину каверны.

На рис. 10 представлены аксиальные и радиальные
составляющие скорости. В потоке жидкости аксиальные
скорости формируют область ускорения перед кавитато-
ром. Данная область меньше по размеру в сравнении с
условиями низкого противодавления и такая динамика
характерна для обеих рассматриваемых скоростей об-
текания. Важно обратить внимание на то, что в точке
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a / a б / b

Рис. 9. Сравнение распределения давления, полученного при математическом моделировании,
в окрестности тела на глубине 100 м для скоростей 356 м/с (а ) и 269 м/с (б)

Fig. 9. Comparison of the pressure distribution obtained by mathematical modeling in the vicinity
of a body at a depth of 100 m for velocities of 356 m/s (a) and 269 m/s (b)

захлопывания каверны (рис. 10, б) аксиальная скорость показывает всплеск значений, образуя
большую область скачка скорости на расстоянии 20Rn от тела, что может быть вызвано
возросшими давлениями в области закрытия каверны (рис. 9, б). Данные по распределению
радиальных составляющих скорости также подтверждают наличие возмущений в области
схлопывания каверны, причем их интенсивность при скорости 269м/с практически аналогична
возмущениям на кавитаторе. В случае большей скорости 356м/с интенсивность заметных
возмущений гораздо ниже и, очевидно, зависит как от скорости потока, так и от давления
окружающей среды.

a / a б / b

в / c г / d

Рис. 10. Сравнение распределения составляющих Vx и Vy скорости среды на глубине 100 м,
полученное при математическом моделировании для скоростей тела 356м/с (а, в) и 269м/с (б, г)
Fig. 10. Comparison of the Vx and Vy velocity component distribution at a depth of 100 m, obtained

by mathematical modeling for velocities 356 m/s (a, c), and 269 m/s (b, d)

Учитывая полученные данные по распределению радиальных составляющих скорости
можно сделать вывод о том, что при групповом метании двух тел у поверхности воды
летящее следом тело будет попадать в область интенсивных радиальных скоростей впереди
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идущего тела (Vy > 5м/с) при расстоянии между телами менее 20Rc (при V = 269м/с) и
менее 25Rc (при V = 356м/с). При увеличении глубины погружения для рассматриваемых
случаев это расстояние уменьшится до 16Rc (при V = 269м/с) и до 20Rc (при V = 356м/с).
Следует отметить, что зона распространения радиальной скорости от кавитатора нелинейна
вдоль каверны и имеет возмущения в области схлопывания каверны. Таким образом, важное
значение будут иметь степень отставания одного тела от другого и расстояние между телами.

Существенное влияние на движущиеся в воде тела при групповом метании может оказать
и фронт ударной волны, создаваемый кавитатором, поскольку отстающее метаемое тело
будет проходить через скачок уплотнения, созданный впереди идущим телом. В данном
случае ударные волны будут взаимодействовать друг с другом. В таком случае необходимо
проводить отдельную оценку интерференции ударных волн в условиях плотной среды и их
силы воздействия на движущиеся в потоке тела.

Выводы

В работе реализована математическая модель обтекания тела в режиме суперкавитации
на дозвуковых и трансзвуковых скоростях. Результаты математического моделирования
приведены в сравнении с экспериментальными данными и хорошо согласуются с результатами,
полученными полуэмперической аппроксимацией для определения геометрического размера
каверны.

В рамках осесимметричной постановки для одиночного тела проведены численные ис-
следования его обтекания на глубинах 100м и у поверхности воды. Сравнение численного
результата с результатами, полученными полуэмперической аппроксимацией, также хорошо
согласуются между собой.

Реализованная математическая модель позволяет расширить возможности аналитических
и экспериментальных оценок гидро- и газодинамических процессов, происходящих в окружа-
ющей среде в окрестности метаемого тела. На основании этих результатов можно проводить
оценки о возможности метания тел на различных глубинах и с различными скоростями,
оценивать возможное взаимовлияние тел при их групповом метании.
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Асимптотическая теория нестационарных упругих волн в оболочках
вращения при ударных торцевых воздействиях изгибающего типа
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Аннотация. Работа посвящена завершению построения асимптотической схемы расчленения нестаци-

онарного напряжённо-деформированного состояния тонкостенных оболочек вращения при ударных

торцевых нагрузках изгибающего типа на составляющие с различными показателями изменяемости

по пространственным координатам и динамичности по времени. Используются разработанные ранее

асимптотически приближённые уравнения таких составляющих, как изгибная составляющая по теории

Кирхгофа–Лява, высокочастотная антисимметричная коротковолновая составляющая и антисиммет-

ричный гиперболический погранслой в окрестности фронта волны расширения. Доказана полнота

описания нестационарных волн с помощью указанных компонент. Для этого выделены в фазовой

плоскости области согласования соседних составляющих. Найдены асимптотические оценки границ

этих областей согласования и доказано совпадение там асимптотик разрешающих уравнений.

Ключевые слова: асимптотическая теория, изгибная составляющая теории Кирхгофа –Лява, высоко-

частотное коротковолновое приближение, гиперболический погранслой, оболочка вращения, фронт

волны расширения
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Asymptotic theory of the transient waves in shells of revolution
at shock edge loading of the bending type
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Abstract. The present work is devoted to completing the construction of the nonstationary stress-stain

state asymptotic theory of shells of revolution at shock edge bending loading. There components with

different values of the variability and dynamicity indices are used. This asymptotic model applies such

components as the bending component of the Kirchoff –Love shell theory, the antisymmetric high-frequency
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short-wave component and the antisymmetric hyperbolic boundary layer in the vicinity of the dilatation

wave front. The existence of the overlap regions is indicative of the exact statement of the boundary value

problems for all the components and of the validity of the introduced separation scheme.
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Введение

В работах [1,2] были заложены основы асимптотической теории нестационарного напря-
жённо-деформированного состояния (НДС) тонких оболочек. При этом использовались
результаты численных расчётов соответствующих процессов в пластинах и цилиндрических
оболочках [3]. Асимптотический анализ основывался на применении аппарата построения
асимптотической теории тонких оболочек, разработанного для статических задач в [4].

В работе [3] приведена классификация торцевых граничных условий, приводящих к
трём принципиально различным видам нестационарного НДС тонких оболочек. Выделены
воздействие вида LT (продольное, тангенциального типа), LM (продольное, изгибающего
типа) и NW (нормального типа).

Ударные торцевые воздействия приводят к сложному взаимодействию элементарных волн,
порождаемых как торцевой, так и лицевыми поверхностями. Растущее со временем количество
переотражённых от лицевых поверхностей элементарных волн не позволяет строить НДС
как их наложение, поэтому необходимо использовать теоретический подход учёта сразу
суммарных величин компонент НДС.

Полное описание нестационарного волнового процесса в тонких пластинах и оболочках
невозможно выполнить с помощью двумерных теорий: они не могут описать решение в
прифронтовых зонах волн расширения и сдвига, а также определяют ложные фронты, которые
с точки зрения трёхмерной теории являются квазифронтами. Также можно отметить, что
в рассматриваемых нестационарных задачах НДС существенно неоднородно по простран-
ственным координатам в различных участках фазовой плоскости. Следовательно, показатели
изменяемости НДС по пространственным координатам и показатель динамичности по вре-
мени имеют там различные значения, и необходимо выделять в фазовой плоскости области
с однородными значениями этих показателей. В каждой области однородности изменяемо-
сти НДС возможно построение соответствующей асимптотической теории. Полнота выбора
составляющих НДС во всей фазовой плоскости может быть определена доказательством
наличия областей согласования соседних асимптотик.

Такая концепция асимптотической модели полностью соответствует принципу Сен-Венана
в динамике тонкостенных конструкций, изложенному в работах [5,6].

В работах [7,8] на примере цилиндрической оболочки представлена окончательная редак-
ция схемы расчленения нестационарного НДС на составляющие с различными показателями
изменяемости и динамичности.

Настоящая работа является завершающей в плане построения асимптотической теории,
описывающей распространение упругих волн в оболочках на примере оболочек вращения
произвольной формы, при торцевых ударных воздействиях вида LM. Требуется доказать, что
следующие компоненты: квазистатический погранслой типа Сен-Венана, моментная составля-
ющая по теории Кирхгофа –Лява (динамический простой краевой эффект), высокочастотная
антисимметричная составляющая и гиперболический погранслой в окрестности фронта волны
расширения, полностью описывают искомое НДС. Для указанных составляющих использу-
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ются приближённые теории, полученные методом асимптотического интегрирования точных
трёхмерных уравнений теории упругости.

Уравнения для моментной составляющей получены были в работе [9], уравнения высоко-
частотной коротковолновой составляющей — в [2], а уравнения гиперболического погранслоя
с учётом изменения геометрии переднего фронта волны в процессе её распространения — в
работе [10].

Полнота описания нестационарных процессов с помощью указанных компонент доказыва-
ется асимптотическим анализом разрешающих уравнений в областях согласования на предмет
их совпадения с некоторой асимптотической погрешностью.

1. Постановка задачи

Рассмотрим оболочку вращения, представленную на рис. 1, где система координат (α, θ, z)
отнесена к срединной поверхности. Здесь α— длина дуги вдоль образующей, θ — угол в
окружном направлении, z — координата внешней нормали срединной поверхности.

Рис. 1. Оболочка вращения
Fig. 1. Shell of revolution

Рассматриваем осесимметричный случай
НДС оболочки. Пусть граничные условия ви-
да LM (когда на торце отличен от нуля только
изгибающий момент) задаются в виде

σ11 = Iz H(t), v3 = 0, α = 0, (1)

где I — амплитуда, σij (i, j = 1, 3)— напряже-
ния, vi (i = 1, 3)— перемещения, t— время,
H(t)— функция Хевисайда. Рассматриваем
начальный промежуток времени, когда перед-

ний фронт волны проходит расстояние, соизмеримое с характерным значением радиусов
кривизны оболочки и не достигает её второго торца.

Зададим однородные начальные условия:

vi =
∂vi
∂t

= 0 (i = 1, 3), t = 0. (2)

Уравнения теории упругости для рассматриваемых оболочек подробно описаны в моногра-
фиях [1,2].

2. Схема расчленения нестационарного НДС оболочек вращения при ударных
воздействиях изгибающего типа

В работах [3,12–14] проведено сопоставление численных результатов, полученных для
пластин и цилиндрических оболочек при решении конкретных волновых задач на базе точных
трёхмерных уравнений теории упругости и приближённых двумерных уравнений теорий
Кирхгофа–Лява и Тимошенко. Проведённое численное сопоставление результатов расчёта
вместе с анализом волновых свойств решений точной трёхмерной и приближённых двумерных
волновых теорий дали основу для разработки схемы расчленения нестационарного НДС в
фазовой плоскости на составляющие с различными показателями изменяемости. Во введении
было указано, что в работах [7,8] такая схема изложена на примере цилиндрической оболочки
и мы распространяем её на общий случай оболочек вращения.

На рис. 2 изображена схема решения для изгибающего момента в некоторый момент време-
ни t = t0 (рассматривается осесимметричный случай НДС по трёхмерной теории упругости).
Области R1–R4 на этом рисунке представляют области применимости приближённых теорий.
Характерные свойства рассматриваемого нестационарного НДС, определяющие применение
этих теорий, следующие:

– основной разрыв решения при воздействии вида LM переносится фронтом волны расши-
рения со скоростью c1 =

√

(1− ν)E/(1 + ν)(1− 2ν)ρ, где E — модуль Юнга, ν — коэффициент
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Рис. 2. Схема расчленения нестационарного
НДС в оболочке вращения

Fig. 2. Scheme of dissection of non-stationary
stress-strain state in a shell of revolution

Пуассона, а ρ— плотность материала обо-
лочки;

– в малой окрестности фронта волны рас-
ширения R1 имеет место антисимметричный
гиперболический погранслой;

– за прифронтовой зоной R1 образуется
зона малоамплитудных осцилляций R2, опи-
сываемая высокочастотной коротковолновой
составляющей;

– в зоне R3 решение определяется момент-
ной составляющей теории Кирхгофа–Лява
(динамическим простым краевым эффектом);

– в малой зоне R4 имеет место квазиста-
тический погранслой типа Сен-Венана.

В настоящей работе представлен анализ
асимптотического совпадения соседних со-
ставляющих в областях согласования B1, B2:

B1 — область согласования высокочастотного коротковолнового приближения и антисим-
метричного гиперболического погранслоя;

B2 — область согласования моментной составляющей теории Кирхгофа –Лява и высокоча-
стотного коротковолнового приближения.

Исследование асимптотического совпадения составляющих в областях согласования и
оценка границ этих областей выполнены в следующих разделах асимптотическим анализом
разрешающих уравнений в этих областях.

3. Область согласования изгибной составляющей теории Кирхгофа–Лява
и высокочастотного коротковолнового приближения

В работе [1] было введено понятие динамического погранслоя, включающего в себя в
рассматриваемом случае LM-воздействия такие составляющие, как высокочастотное коротко-
волновое приближение и гиперболический погранслой, т. е. составляющие с показателями
изменяемости и динамичности, большими или равными единице. Там же рассматривалось
согласование этого динамического погранслоя с изгибной составляющей теории Кирхгофа–
Лява. Путём сравнения асимптотик решений для этих составляющих, полученных методом
интегрального преобразования Лапласа, экспоненциального представления решений в про-
странстве изображений и метода перевала при обращении изображений, было установлено
следующим асимптотическим неравенством:

ε1/2 ≪ ξ0 ≪ ε1/4 (3)

расположение искомой области согласования. Здесь ξ0 = α/R, R— характерное значение
радиусов кривизны, ε— малый параметр: ε = h/R, h— полутолщина оболочки.

Отметим, что при выделении антисимметричного высокочастотного коротковолнового
приближения область его согласования с изгибной составляющей рассматривалась на примере
цилиндрической оболочки в работах [2,8]. Здесь расположение области согласования также
исследовалось на базе сравнения асимптотик решения, что также привело к оценке её границ
в форме (3).

В настоящем разделе мы анализируем существование и границы расположения искомых
составляющих в самом общем случае. Рассматриваем произвольную форму оболочек вращения
и проводим асимптотические оценки разрешающих уравнений. Начнём с анализа поведения
уравнений изгибной составляющей при выходе из основной области её применимости.

Уравнения изгибной составляющей были получены автором в работах [9,15] с показате-
лями изменяемости по продольной координате и динамичности, связанными соотношением
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q = (1 + a)/2. В рассматриваемом осесимметричном случае показатели изменяемости и
динамичности принимают следующие значения: q = 1/2, a = 0. Уравнения высокочастотных
коротковолновых колебаний получены в работах [1, 2, 15] с показателями изменяемости
и динамичности q = a = 1. Следовательно, в рассматриваемой области согласования, как
переходной зоне, показатель изменяемости должен быть больше 1/2 и менее 1.

Для записи уравнений изгибной составляющей введём безразмерные переменные

ξ = ε−1/2ξ0, ξ0 = α/R, τ0 = c3t/R, c3 =
√

E/ρ(1− ν2) (4)

и безразмерные усилия T *
i , моменты G*

i , перерезывающие силы N*
i и перемещения u*, w*:

u = hε−1/2u*, w = hε−1w*, Ti =
2Eh

1− ν2
εT *

i ,

Gi =
2Eh2

1− ν2
G*

i , Ni =
2Eh

1− ν2
ε1/2N*

i ,

(5)

где величины со звёздочками имеют один и тот же асимптотический порядок (звёздочки
в дальнейшем будем опускать); через c3 обозначена скорость распространения продольной
волны по двумерной теории. Тогда разрешающие уравнения в перемещениях будут иметь
следующий вид:

∂2u

∂ξ2
−

( 1

R1
+

ν

R2

)∂w

∂ξ
+ ε1/2

B′

B

∂u

∂ξ
= 0,

1

3

∂4w

∂ξ4
+

∂2w

∂τ20
+

( 1

R2
1

+
2ν

R1R2
+

1

R2
2

)

w −
( 1

R1
+

ν

R2

)∂u

∂ξ
+ ε1/2

2B′

3B

∂3w

∂ξ3
= 0,

(6)

где Ri — главные радиусы кривизны срединной поверхности, B — расстояние от оси вращения
до срединной поверхности. Уравнения состояния записываются следующим образом:

T1 =
∂u

∂ξ
−
( 1

R1
+

ν

R2

)

w + ε1/2
νB′

B
u,

T2 = ν
∂u

∂ξ
−
( ν

R1
+

1

R2

)

w + ε1/2
B′

B
,

G1 = −1

3

(∂2w

∂ξ2
+ ε1/2

νB′

B

∂w

∂ξ

)

, G2 = −1

3

(

ν
∂2w

∂ξ2
+ ε1/2

B′

B

∂w

∂ξ

)

.

(7)

В приграничной переходной зоне, рассматриваемой как область согласования с соседней
высокочастотной коротковолновой составляющей, показатель изменяемости больше 1/2. Соот-
ветственно, введём новые переменные ξ*, τ*, отвечающие увеличенным значениям показателей
изменяемости и динамичности:

ξ* = ε−rξ, τ* = ε−2rτ0, r > 0. (8)

Введём также показатель уменьшенной интенсивности продольного перемещения

u = εru*. (9)

Формулы (8) определяют новые значения показателей изменяемости и динамичности
решения для изгибной составляющей в предполагаемой области согласования: q = 1/2 + r,
a = 2r.

Перейдём в уравнениях (6) к новым переменным ξ*, τ* и перемещению u*:

∂2u*
∂ξ2*

−
( 1

R1
+

ν

R2

) ∂w

∂ξ*
+ ε1/2+rB

′

B

∂u*
∂ξ

= 0,

1

3

∂4w

∂ξ4*
+

∂2w

∂τ2*
+ ε4r

( 1

R2
1

+
2ν

R1R2
+

1

R2
2

)

w − ε4r
( 1

R1
+

ν

R2

)∂u*
∂ξ*

+ ε1/2+r 2B
′

3B

∂3w

∂ξ3*
= 0.

(10)
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Отметим, что во втором уравнении (10) с асимптотической погрешностью O(ε4r) можно
пренебречь членами, содержащими радиусы кривизны. Отметим также, что при r > 1/6
указанными членами можно пренебречь по сравнению со слагаемыми, содержащими функцию
B и её производную. Тогда интегрирование (10) сводится к интегрированию следующего
разрешающего уравнения:

1

3

∂4w

∂ξ4*
+

∂2w

∂τ2*
+ ε1/2+r 2B

′

3B

∂3w

∂ξ3*
= 0. (11)

Таким образом, уравнение (11) описывает изгибную составляющую в области, где значение
показателя изменяемости q увеличивается, т.е. при ξ0 ≫ ε1/2.

Перейдём к построению асимптотически оптимальных уравнений для антисимметричного
высокочастотного коротковолнового приближения в предполагаемой области согласования.
Введём для рассматриваемой области показатели изменяемости и динамичности, аналогичные
предшествующему случаю изгибной составляющей:

q =
1

2
+ r, a = 2r (0 < r < 1/2). (12)

В соответствии с (12) перейдём в разрешающих уравнениях высокочастотного коротковолно-
вого приближения [1,2] к безразмерным переменным с учётом изменяемости и динамичности

α = Rε1/2+rξ*, z = Rεζ, t = Rε2rτ*/c2 (13)

и зададим асимптотические величины компонент напряжений и перемещений в виде

v1 = Rεv*1, v3 = Rε1/2+rv*3,

σ11 = Eε1/2−rσ*
11, σ31 = Eε1−2rσ*

31, σ33 = Eε3/2−3rσ*
33,

(14)

где величины со звёздочками обладают одним и тем же асимптотическим порядком. Пре-
небрегая в разрешающих уравнениях рассматриваемой составляющей величинами порядка
O(ε1−2r), приходим к следующей системе:

∂σ*
31

∂ζ
+

∂σ*
11

∂ξ*
+ ε1/2+rB

′

B
(σ*

11 − σ*
22) = 0,

∂σ*
33

∂ζ
+

∂σ*
31

∂ξ*
+ ε1/2+rB

′

B
σ*
31 −

1

2(1 + ν)

∂v*3
∂τ2*

= 0,

σ*
11 =

1

1− ν2

(∂v*1
∂ξ*

+ ε1/2+rν
B′

B

)

,

∂v*3
∂ζ

= 0,
∂v*1
∂ζ

+
∂v*3
∂ξ*

= 0.

(15)

Уравнения (15) определяют следующую зависимость компонент НДС от нормальной коорди-
наты ζ:

v*1 = ζv
(1)
1 , v*3 = ζv

(0)
3 , σ*

11 = ζσ
(1)
11 ,

σ*
31 = σ

(0)
31 + ζ2σ

(2)
31 , σ*

33 = ζσ
(1)
33 + ζ3σ

(2)
33 ,

(16)

которая показывает выполнение геометрических гипотез Кирхгофа –Лява относительно неиз-
менности длины нормального элемента к срединной поверхности и его перпендикулярности к
ней.

Поскольку рассматриваются однородные граничные условия на лицевых поверхностях

σ*
31 = σ*

33 = 0, ζ = ±1, (17)

Механика 85



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2025. Т. 25, вып. 1

то зависимости для составляющих разложения компонент НДС по нормальной координате из
(16) примут следующий вид:

v
(1)
1 = −∂v

(0)
3

∂ξ*
,

σ
(1)
11 =

1

1− ν2

(∂v
(1)
1

∂ξ*
+ ε1/2+rν

B′

B
v
(1)
1

)

,

σ
(0)
31 = −σ

(2)
31 ,

σ
(2)
31 = −1

2

[∂σ
(1)
11

∂ξ*
+ ε1/2+rB

′

B
(σ

(1)
11 − σ

(2)
22 )

]

,

σ
(1)
33 = −∂σ

(0)
31

∂ξ*
− ε1/2+rB

′

B
σ
(0)
31 +

1

2(1 + ν)

∂2v
(0)
3

∂τ2*
,

σ
(3)
33 = −1

3

(∂σ
(2)
31

∂ξ*
+ ε1/2+rB

′

B
σ
(2)
31

)

.

(18)

Система (18) определяет следующее разрешающее уравнение относительно прогиба v
(0)
3 :

1

3

∂4v
(0)
3

∂ξ4*
− 1− ν

2

∂v
(0)
3

∂τ2*
+ ε1/2+r 2B

′

3B

∂3v
(0)
3

∂ξ3*
= 0. (19)

Поскольку c22/c
2
3 = (1− ν)/2, временная переменная τ

(1)
* из (8) и временная переменная τ

(2)
*

из (13) связаны соотношением

τ
(2)
* =

√

1− ν

2
τ
(1)
* , (20)

то уравнения (11) и (19) совпадают в области изменения показателя q

1

2
< q < 1. (21)

Это соответствует границам области согласования изгибной составляющей Кирхгофа –Лява и
антисимметричной высокочастотной коротковолновой составляющей, определяемой следую-
щим асимптотическим неравенством:

ε1/2 ≪ ξ0 ≪ 1. (22)

Данный вывод, основанный на сравнении асимптотик разрешающих уравнений, уточняет
оценку (3).

4. Область согласования высокочастотного коротковолнового приближения
и антисимметричного гиперболического погранслоя

В работе [15] область согласования высокочастотного коротковолнового приближения
рассматривалась на примере оболочек вращения нулевой гауссовой кривизны. Поскольку
показатели изменяемости высокочастотной коротковолновой составляющей имеют значения
q = a = 1, а показатели изменяемости гиперболического погранслоя имеют значения q = a = 2,
то в [15] было показано, что для того узкого класса оболочек показатели изменяемости
увеличиваются от значений единица на расстоянии O(ε) от фронта до значений двух на
расстоянии от фронта O(ε2). Прифронтовая область O(ε2) и является при этом областью
применимости гиперболического погранслоя. Таким образом, область согласования и была
выделена как область такого увеличения значений показателей изменяемости и динамичности.

Рассмотрим поведение уравнений высокочастотной коротковолновой составляющей для
нашего общего случая оболочек вращения. Поскольку, как показано в [10], фронтовая
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поверхность формируется повёрнутыми нормалями к срединной поверхности, то приведённая
ранее схема расположения области согласования рассматриваемых составляющих уже не
имеет место. Проанализируем асимптотику разрешающих уравнений этой составляющей в
окрестности фронта волны расширения.

В работе [10] построено асимптотическое представление геометрии переднего фронта
волны расширения в произвольной оболочке вращения: в рамках погрешности O(ε2) он может
быть задан повёрнутой нормалью к срединной поверхности по формуле

α = α0

[

1− ε
ζ

ξ0
F (ξ0) +O(ε2)

]

, F (ξ0) =

∫ ξ0

0

dξ0
R*

1

, (23)

где R*
1 = R1/R, α0 = c1t0, t0 — текущий момент времени. При этом длину отрезка z0F на

повёрнутой нормали можно задать следующей формулой:

z0F = z
√

1 + F 2(ξ0). (24)

В соответствии с (24) и вводим новую координату zF = z
√

1 + F 2(ξ0), которая при α = c1t
отсчитывается вдоль повёрнутой нормали, совпадающей с передним фронтом волны.

Выпишем сначала разрешающие уравнения искомой составляющей относительно переме-
щений и уравнения состояния в исходной системе координат (α, z) [1,2]:

æ−2∂
2v1
∂α2

+
∂2v1
∂z2

− 1

c22

∂2v1
∂t2

+æ−2B
′

B

∂v1
∂α

+
1

1− 2ν

∂2v3
∂α∂z

= 0,

1

1− 2ν

∂2v1
∂α∂z

+
∂2v3
∂α2

+æ−2∂
2v3
∂z2

− 1

c22

∂2v3
∂t2

+
1

1− 2ν

B′

B

∂v1
∂z

+
B′

B

∂v3
∂α

= 0,

(25)

σ11 =
E

1 + ν

(

k2
∂v1
∂α

+ k1
∂v3
∂z

+ k1
B′

B
v1

)

,

σ33 =
E

1 + ν

(

k1
∂v1
∂α

+ k2
∂v3
∂z

+ k1
B′

B
v1

)

,

σ13 =
E

2(1 + ν)

(∂v1
∂z

+
∂v3
∂α

)

,

(26)

где k1 = ν/(1− 2ν), k2 = (1− ν)/(1− 2ν).
Перейдём в разрешающих уравнениях высокочастотной коротковолновой составляющей

(25)–(26) к новой системе координат (α, zF ), связанной непосредственно с передним фронтом
волны расширения:

æ−2∂
2v1
∂α2

+ (1 + F 2)
∂2v1
∂z2F

− 1

c22

∂2v1
∂t2

+

√
1 + F 2

1− 2ν

∂2v3
∂α∂zF

+

+
zFF

R1

[ 2æ−2

√
1 + F 2

∂2v1
∂α∂zF

+
1

1− 2ν

∂2v3
∂z2F

]

+æ−2B
′

B

∂v1
∂α

= 0,

√
1 + F 2

1− 2ν

∂2v1
∂α∂zF

+
∂2v3
∂α2

+æ−2(1 + F 2)
∂2v3
∂z2F

− 1

c22

∂2v3
∂t2

+

+
zF

R1

√
1 + F 2

[ 1

1− 2ν

∂2v1
∂z2F

+
2√

1 + F 2

∂2v3
∂α∂zF

]

+
B′

√
1 + F 2

(1− 2ν)B

∂v1
∂zF

+
B′

B

∂v3
∂α

= 0,

(27)

σ11 =
E

1 + ν

(

k2
∂v1
∂α

+ k1
√

1 + F 2
∂v3
∂zF

)

,

σ33 =
E

1 + ν

(

k1
∂v1
∂α

+ k2
√

1 + F 2
∂v3
∂zF

)

,

σ13 =
E

2(1 + ν)

(

√

1 + F 2
∂v1
∂zF

+
∂v3
∂α

)

.

(28)
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При выводе уравнений гиперболического погранслоя в оболочках вращения произвольной
формы в работе [10] переход к координатам (α, zF ) был произведён в исходных трёхмерных
уравнениях теории упругости. При этом были выделены симметричный и антисимметричный
его типы по введённой координате zF . Для рассматриваемого антисимметричного типа с
асимптотической погрешностью O(ε) компоненты НДС v1, σ11, σ22, σ33 по координате zF
нечётны, а v3, σ13 — чётны. Такой анализ помог перед процедурой асимптотического интегри-
рования трёхмерных уравнений упростить их и получить такую форму, которая полностью
совпадает с уравнениями высокочастотной коротковолновой составляющей в координатах
(α, zF ), представленными выражениями (27)–(28). Следовательно, уравнения высокочастотной
коротковолновой составляющей полностью описывают НДС в узкой прифронтовой области
в окрестности фронта волны (23) и уравнения гиперболического погранслоя согласно [10]
представляются следующим образом:

∂2v1
∂α2

+ (1 + F 2)
∂2v1
∂z2F

− 1

c21

∂2v1
∂t2

+
2zF

R1

√
1 + F 2

∂2v1
∂α∂zF

+
B′

B

∂v1
∂α

= 0,

σ11 =
E

2(1 + ν)æ2

∂v1
∂α

,

σ33 =
Eν

(1− 2ν)(1 + ν)

∂v1
∂α

,

σ13 =
E

1 + ν

√

1 + F 2
∂v1
∂zF

.

(29)

Таким образом, мы получим, что уравнения высокочастотной коротковолновой составля-
ющей (25)–(26) являются общими с точки зрения описания также и в узкой прифронтовой
области переднего фронта волны расширения. Это является вполне естественным, поскольку
эти уравнения строились для НДС с показателями изменяемости и динамичности, равными
единице и выше.

Областью применимости уравнений гиперболического погранслоя (29) является область в
окрестности фронта, которая в прифронтовых координатах ξ0 = α/R, ζF = zF /h, τ0 = c1t/R
определяется асимптотическим неравенством

τ0 − ξ0 = O(ε2), |ζF | 6
√

1 + F 2(ξ0). (30)

В исходных координатах (α, z, t) область (30) входит в область τ0− ξ0 = O(ε), а границу этой
области можно считать областью согласования гиперболического погранслоя и высокочастот-
ной коротковолновой составляющей.

Вывод

Проведённое в представленной работе исследование позволило завершить для случая
ударных торцевых воздействий вида LM построение полной асимптотической теории нестаци-
онарных волновых процессов в оболочках вращения произвольной формы. Доказана полнота
представления нестационарного НДС четырьмя составляющими: изгибной составляющей
теории Кирхгофа –Лява, антисимметричной высокочастотной коротковолновой составляющей,
антисимметричным гиперболическим погранслоем и квазистатическим погранслоем типа Сен-
Венана. Определены асимптотически границы областей согласования соседних составляющих.
Следует также отметить, что приведённая концепция расчленения нестационарного НДС
полностью соответствует принципу Сен-Венана в динамике тонкостенных конструкций.
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Аннотация. Результаты одноосных механических испытаний кожи лица (лба) in vitro были сопо-

ставлены с линейной, билинейной и нелинейной экспоненциальной, а также пятью гиперупругими

моделями. Результаты показали, что деформационные свойства тканей наилучшим образом описы-

ваются экспоненциальной функцией. В рамках феноменологической модели определены параметры

упругого дифференциального модуля (минимальные, средние и максимальные значения). Рассмотрены

линейная и билинейная упругие модели и определены численные значения параметров моделей. Для

изучения гиперупругих свойств кожи были использованы неогуковская, Муни–Ривлина, Огдена,

Веронда –Вестманн и полиномиальная модели. С целью поиска наиболее совершенных алгоритмов

расчеты производились в системе компьютерной алгебры Mathcad 15.0 и многоцелевом программном

пакете Ansys 2022 R2. Определены параметры моделей и теснота корреляционной связи между экспо-

ненциальной кривой и расчетными данными, коэффициент корреляции использовался как критерий

соответствия моделей. Наибольшую корреляцию с данными феноменологической модели продемон-

стрировала полиномиальная модель и модель Огдена, наименьшую — неогуковская. Значения модулей

Юнга и других упругих и гиперупругих характеристик тканей сравнивались для изучения факторов,

влияющих на механическое поведение кожи лица человека, и могут быть использованы при расчетах

в конечно-элементном анализе и разработке замещающих материалов для пластических операций.
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Abstract. The results of uniaxial mechanical tests of the facial (forehead) skin in vitro were compared

with linear, bilinear and non-linear exponential, as well as five hyperelastic models. The results showed

that the deformation properties of tissues are best described by the exponential function. Linear and

bilinear elastic models are considered and the numerical values of the model parameters are determined.

To study the hyperelastic properties of the skin, neohookean, Mooney–Rivlin, Ogden, polynomial and

Veronda –Westmann phenomenological models were used. In order to find the most advanced algorithms

for calculating the parameters of hyperelastic models, calculations were performed in the Mathcad 15

computer algebra system and the Ansys 2022 R2 multi-purpose software package. The parameters of

the models and the closeness of the correlation between the exponential curve and the calculated data

were determined, the correlation coefficient was used as a criterion for the correspondence of the models.

The polynomial model and the Ogden model demonstrated the highest correlation with the experimental

values, and the neohookean one demonstrated the lowest correlation. The values of Young’s moduli and

other elastic and hyperelastic characteristics of tissues were compared to study the factors affecting the

mechanical behavior of human facial skin, and can be used in calculations in finite element analysis and in

the development of replacement materials for plastic surgery.
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Введение

Данные по механическим свойствам кожи лица человека весьма вариабельны. Это доста-
точно сильно затрудняет их интерпретацию врачами хирургами при подготовке к пластическим
операциям, инженерами, создающими замещающие материалы для косметологии, и просто ис-
следователями, занимающимися вопросами биомеханики тканей органов и разрабатывающими
модели конечных элементов. Тем более эти данные весьма немногочисленны.

T. Yamaguchi в 1960 г. первым сообщил о механических свойствах кожи лба человека [1].
По его данным, разрушающее растягивающее усилие на единицу ширины образцов составляет
в среднем 0.9 кгс/мм, предел прочности (Ultimate Tensile Strength, UTS) 0.46 кгс/мм2,
предельное удлинение 54% у взрослых, 1.0 кгс/мм, 0.51 кгс/мм2 и 70% у обследованных
в возрасте 10–49 лет соответственно. Для кожи щек эти данные составили 1.1 кгс/мм,
0.56 кгс/мм2, 70% и 1.3 кгс/мм, 0.62 кгс/мм2 и 70% соответственно. Для кожи шеи, в
свою очередь, 1.6 кгс/мм, 1.19 кгс/мм2, 93% и 2.2 кгс/мм, 1.32 кгс/мм2, 120%. Результаты
этих исследований также содержатся в энциклопедическом труде H. Yamada «Strength of
Biological Materials» [2]. Однако данные по упругим свойствам кожи лица в этих сообщениях
отсутствуют. Также нет сведений о том, каким образом были получены результаты.
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В [3] эти показатели (4.6 МПа, 54%) были использованы для сравнения со своими
оригинальными результатами, полученными динамическим методом корреляции изображений
(Image Correlation Method). Авторы на площади 0.1мм×0.1 мм и в разрешении 1536×1024
на частоте 1000 Гц наблюдали с помощью цифровой видеокамеры за плоской деформацией
образца кожи лба мужчины, умершего в возрасте 85 лет. При этом ими были получены
следующие результаты: предел прочности 3.5±1.5 МПа, полная деформация Грина –Лагранжа
9.5± 1.9% и локальная — 24.0± 5.3%. Деформации анализировали с помощью симметричного
тензора Грина –Лагранжа:

εij =
1

2





∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

+
∑

j

∂ui
∂xi

∂uj
∂xj



 ,

где u— вектор, описывающий смещение точки тела, его координаты — разность между коор-
динатами близких точек до и после деформации.

В обзорной публикации [4] со ссылкой на [3] были приведены следующие прочностные
параметры кожи лба и рук, полученные при растяжении образцов со скоростью 55 с−1: предел
прочности 5.7–12.6 МПа, максимальная относительная деформация до разрушения 1.27–1.59.
Однако при изучении сообщения [3] такие данные обнаружены не были.

Заслуживают внимания исследования стоматологов в 2015 г. [5], занимающихся косме-
тологией кожи лица и влиянием на ее эластичные свойства высоко- и низкомолекулярных
комплексов гиалуроновой кислоты. Модуль Юнга кожи лица, измеренный методом ультра-
звуковой эхографии до, через один и три месяца после процедур, составил справа 9.0± 0.7,
7.9± 0.9, 7.0± 0.5 МПа (M ± SEM) и слева 9.8± 0.9, 7.8± 0.7, 6.45± 0.7 МПа (p < 0.01),
т.е. эластичность кожи после процедур статистически значимо повысилась. Очевидно, это
первые опубликованные исследования упругих свойств кожи лица в биомеханике.

В [6] методом динамического анализа изучали реологические свойства кожи лица (щек)
женщин в возрасте 18–40, 40–60 и 60–80 лет. Кожа была получена в качестве хирургических
отходов после операций по подтяжке лица. Наблюдали значительное снижение жесткости
(модуля упругости накопления G′) кожи лица с возрастом от 3.3 до 2.4 кПа, что авторы связа-
ли с ее прогрессирующей деградацией при старении. Определяли также угол δ механических
потерь — важную характеристику вязко-упругих материалов.

Реологические вязко-упругие свойства кожи бедра и живота мужчин и женщин в возрасте
49–85 лет и «длительный модуль упругости E* экспериментального графика растяжения-
релаксации» изучали в [7]. В этих исследованиях использовали трехпараметрическую модель
Кельвина вязко-упругого тела, а модуль Юнга E* показал значения 2.5–4.2 МПа. Авторы
отмечали, что полученные результаты могут быть использованы для расчета напряженно-
деформированного состояния кожи при хирургических операциях.

Модуль Юнга кожи лба был рассчитан в [8]. По этим данным он составил 0.33±0.04 МПа
(M±SD) при толщине образцов 1.4± 0.05 мм. Авторы выполняли сравнение механических
свойств (упругих и релаксационных) различных участков кожи для реконструкции ушной
раковины и носа. Исследовали образцы кожи размером 10×50мм десяти мужчин в возрасте
77–94 года, европеоидов без каких-либо заболеваний кожи, с ориентацией продольной оси об-
разцов параллельно линиям Лангера. Подкожный жир удалялся с образцов, оставляли только
эпидермис и дерму. Толщина образцов кожи лба, измеренная электронным штангенциркулем,
составляла 1.4±0.05 мм. Упругий модуль и скорость релаксации авторы рассчитывали на ос-
новании ранее опубликованной методики [9]. Исследователи сообщили данные: модуль Юнга
кожи шеи, прилегающей к нижней челюсти — 1.28±0.06 МПа, кожи под височно-теменной
областью — 0.65±0.05 МПа и кожи заушного сосцевидного отростка — 0.86±0.05 МПа. По
порядку величины приведенные данные оказались намного ниже литературных значений для
кожи различных отделов тела человека [10] и поэтому нами в расчетах были использованы
в качестве начального модуля Юнга. Действительно, модуль Юнга мягких биологических
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тканей человека и животных является анизотропным, дифференциальным и инкрементальным
(увеличивающимся с деформацией). Мы останавливались на этом аспекте в [11]. В начальной
стадии деформирования тканей «участвует» только эластиновая матрица с низким модулем
упругости, именно она является несущим элементом, а гораздо более «жесткие» коллагеновые
волокна еще волнисты и лишь при некотором ε = εcr «включаются» в процесс деформиро-
вания, что сопровождается возрастанием полного модуля Юнга и снижением податливости
материала. Таким образом, характер переплетения коллагеновых волокон, их переориентирова-
ние и вовлечение соседних структур параллельно друг другу делает возможным значительное
растяжение кожи.

Несмотря на ряд интересных результатов, полученных разными авторами, ни в одном
из исследований упругих характеристик кожи лица не предпринято попыток построения
механической феноменологической модели данной анатомической области тела человека.

Исследованию гиперупругих свойств кожи человека и животных посвящено весьма
много работ, в том числе обзор [4] и группа оригинальных статей [12–20]. Из иерархии
гиперупругих моделей чаще всего использовалась модель Огдена [4,12–14], а также Муни–
Ривлина [4,13,15], Веронда –Вестманн [16,17], полиномиальная [4,14], неогуковская [4,13],
редко — Гассера –Огдена –Хольцапфеля (GOH) [4,18]. Содержанием большинства работ была
подгонка (“fitting”) параметров модели с целью получения наибольшего соответствия опытных
и модельных данных. Часть авторов использовали полученные результаты для проведения
нелинейного конечно-элементного анализа [4, 20, 21] и др. Однако гиперупругие характе-
ристики кожи лица не изучались. Можно отметить исследования [19], в которых авторы
построили конечно-элементную модель, которая имитировала экспериментальные деформации
с погрешностью от 11 до 23%. Кожа лица добровольцев с помощью микророботизированного
устройства демонстрировала нелинейную, анизотропную и вязкоупругую реакцию силы на
перемещение и была представлена функцией энергии деформации Огдена и квазилинейным
вязкоупругим законом (QLV).

Цель работы — yа основании существующих литературных данных изучить зависимость
упругих модулей кожи лица от деформации в рамках различных (линейной, билинейной и
экспоненциальной) моделей; cравнить существующие гиперупругие модели механического
поведения кожи лица для случая одноосного растяжения и определить параметры этих
моделей.

Методы исследования

Определение и исследование параметров упругих и гиперупругих моделей производили
в системе компьютерной алгебры Mathcad 15.0 и многоцелевом программном комплексе
Ansys 2022 R2, признанных во всем мире универсальных средствах решения широкого класса
задач математической физики и механики. В пакете Mathcad оперировали со встроенными
функциями linfit, genfit, при расчете силы корреляции моделей — функцией corr, при
стыковке векторов численных данных билинейной модели – функцией stack.

В комплексе Ansys применяли модуль Static Structural – Physical Properties –
Hyperelastic. При вводе данных использовали инженерные (условные) напряжения и
деформации, а не истинные (Коши) как это рекомендовано в [22] для ряда версий Ansys.
Соответствие модельных и экспериментальных данных в пакете Ansys 2022 R2 оценивали
с помощью функции Error Norm for Fit в позиции Absolute error. Как известно,
пункт меню Error Norm for Fit позволяет использовать различные нормы при расчете
точности аппроксимаций. Если возникают большие деформации, лучше применять абсолют-
ную погрешность, поскольку в этом случае большие значения деформации имеют больший
вес [23]. Отметим также, что гиперупругая модель Веронда –Вестманн в состав версии Ansys
2022 R2 не входит, поэтому компьютерный расчет материальных констант этой модели и ее
адекватности опытным данным осуществлялся только в системе Mathcad 15.0.
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Результаты и обсуждения

Экспоненциальная, линейная и билинейная модели

Экспоненциальная модель

Параметры экспоненциальной модели кожи лица (лба) рассчитывали на основе зависимо-
сти

σ(ε) = a(exp(b · ε)− 1), (1)

которая успешно применялась при изучении влияния вязкоупругости на болевые ощущения ко-
жи в рамках квазилинейной модели вязкоупругости (quasi-linear viscoelasticity, QLV) [24]. На
правомерность такой аппроксимации указывают также имеющиеся многочисленные сведения
об экспоненциальном характере J-зависимости деформация–напряжение для большинства
мягких биологических тканей [2,25,26]. Материальные константы a и b определялись путем
решения системы уравнений

{

σmax = a(exp(b · εmax)− 1),

E(0) = ab,
(2)

опираясь на литературные данные: σmax = 4.6 МПа, εmax = 0.54 [1,2], E(0) = 0.33 МПа [8]. В
результате были получены следующие значения параметров модели: a = 0.037 МПа, b = 8.953.
Модуль Юнга кожи, таким образом, определялся соотношением E = 0.33 · exp(8.953ε) и
являлся дифференциальным и инкрементальным (возрастающим с деформацией). Его значения
составили:

– минимальное —Emin = E(0) = 0.33 (МПа);

– среднее —Emed(ε) =
1

εmax−εmin

εmax
∫

0

E(ε) dε = 8.52 (МПа);

– максимальное —Emax = E(εmax) = 41.51 (МПа);
– c отношением Emax/Emin = 125.80.

Линейная модель

Для определения параметров линейной модели кожи применяли функцию genfit

Mathcad 15.0. Модуль Юнга линейной модели составил 4.26 МПа, что соответствует ин-
тервалу значений Emin–Emax экспоненциальной модели и меньше Emed(ε) в два (2.00) раза.

Рис. 1. Модели кожи лица: 1 — экспоненци-
альная; 2 — линейная; 3 — билинейная. Метка
εcr = 0.43 соответствует смене механизмов де-

формирования кожи
Fig. 1. Facial skin models: 1 — exponential;
2 — linear; 3 — bilinear. The εcr = 0.43 label
corresponds to a change in the mechanisms of

skin deformation

Среднее квадратичное отклонение линейной
модели от экспоненциальной в исследуемом
интервале деформаций при шаге 4.01 соста-
вило 0.74, коэффициент корреляции между
моделями 0.8613. Отметим, что угловой ко-
эффициент линии тренда экспоненциальной
модели равен 4.25 МПа при коэффициенте
детерминации R2 = 0.62 (данные Microsoft
Office Excel 2016), что подтверждает резуль-
таты, полученные в Mathcad.

Билинейная модель

Параметры двухпараметрической били-
нейной модели кожи были заимствованы
из экспоненциальной с помощью формул:
E1 = Emin и E2 = Emax. В результате бы-
ли получены значения E1 = 0.33 МПа и
E2 = 41.51 МПа соответственно.

На диаграмме σ-ε (рис. 1) билинейная
модель представлена касательными, прове-
денными к линии регрессии с координатами
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ε = 0 и ε = εmax. При вычислении корреляции билинейной зависимости с экспонен-
циальной кривой, чтобы составить из двух матриц одну, применяли функцию Mathcad
stack(A, B, C, ...). Отметим, что точка пересечения касательных εcr соответствует
моменту «переключения» режима деформирования биологических тканей с «эластинового» на
«эластин-коллагеновый» и тесно связана с особенностями механизма деформации. В результа-
те расчетов выявлено значение εcr = 0.43 (43%). Это значение весьма неплохо согласуется с
предсказанным X. Markenscoff и I. Yannas [27], которые использовали простую модель сети
коллагеновых волокон в дерме для расчета уровня деформации, при котором жесткость кожи
резко увеличивается. Коллагеновая сеть была смоделирована как состоящая из небольших
прямых волокон единичной длины, прикрепленных друг к другу. Угол в точках крепления
рассматривался как случайная величина, распределенная с равной вероятностью от 0 до 180∘.
Они прогнозировали, что все волокна выпрямляются при деформации ε = 57%, что неплохо
соответствует нашей оценке, предъявленной выше.

Согласно [4] данные билинейной модели кожи составили в зависимости от анатомического
расположения образцов (абдоминальная область, предплечье, отделы спины), метода испыта-
ния, толщины образцов и их ориентации относительно линий Лангера: E1 = 0.41− 1.95 МПа,
E2 = 0.187− 82.81 МПа, εcr = 3.8− 21%.

Гиперупругие модели

В организме человека большинство мягких тканей считаются гиперупругими. В этом
случае закон Гука не может применяться, а взаимосвязь между напряжениями σ и дефор-
мациями ε, λ (λ = ε+ 1) задается с помощью потенциала энергии деформации W . Многие
гиперупругие модели используются для оценки механического поведения мягких тканей, и
не всегда этот выбор является обоснованным. В связи с этим выбор адекватных численных
моделей и определяющих соотношений для гиперупругих материалов до сих пор является
актуальной задачей в биомеханике [28].

Неогуковская модель

В отличие от линейно-упругих материалов, кривая «напряжение – деформация» неогуков-
ского материала не является линейной. На начальном этапе деформирования соотношение
σ–λ линейно, но в какой-то момент кривая выходит на плато. Это самая простая гиперэла-
стичная модель, в которой используется постоянный модуль сдвига. Ее удобно использовать
на начальном этапе, поскольку она требует минимального количества констант. Устанавли-

Рис. 2. Модели кожи лица: 1 — экспоненциаль-
ная; 2 — неогуковская

Fig. 2. Facial skin models: 1 — exponential; 2 —
neohookean

вающие уравнения неогуковской модели:

W =
µ

2
(I1 − 3), σ = 2µ

(

λ2
−

1

λ

)

, (3)

где I1 — первый инвариант тензора дефор-
маций, µ— единственный параметр модели,
λ = ε+ 1.

Кривая неогуковской модели кожи ли-
ца (лба), рассчитанная на основе численных
данных, полученных с помощью формулы
(1), представлена на рис. 2. Среднее квадра-
тичное отклонение неогуковской кривой от
экспоненциальной составило 0.817 (здесь и
далее при шаге относительной деформации
0.01), коэффициент корреляции – 0.82. Па-
раметр µ модели 0.92 МПа (табл. 1), что
весьма сильно разнится с прогнозируемым
значением E(0)/3 ≈ 0.11 МПа. Что касается
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различий в значениях µ ровно в два раза в программах Mathcad и Ansys, они, на наш взгляд,
обусловлены разными обозначениями этого параметра в программах.

Таблица 1 / Table 1

Параметры гиперупругих моделей (Mathcad 15.0 и Ansys 2022 R2)
Parameters of hyperelastic models (Mathcad 15.0 and Ansys 2022 R2)

Гиперупругая Метод µ, α C10, C1, C01, C2, C20, C3, C02, C11,
модель; параметры расчета МПа МПа МПа МПа МПа МПа

Неогуковская; Mathcad 0.921
µ Ansys 1.8416

Муни–Ривлина; Mathcad 6.861 −8.227

C10, C01 Ansys 6.8611 −8.2274

Огдена; Mathcad 0.016 13.006
µ, α Ansys 0.0153 14.184

Полиномиальная; Mathcad −6.864 7.179 64.902 114.227 −167.760

C10, C01, C20, C02, C11 Ansys −6.8639 7.1794 64.9017 114.227 −167.765

Веронда –Вестманн; Mathcad 16.008 -0.818 14.474
C1, C2, C3 Ansys – – –

Модель Муни–Ривлина
Закон Муни–Ривлина является наиболее употребительным при моделировании гипер-

упругих материалов. В двухпараметрической модели Муни–Ривлина второго порядка при
одноосном растяжении зависимость напряжения от деформации гиперупругих тел описывается
функцией [29]

σ = 2

(

C10 −
C01

λ

)(

λ−
1

λ2

)

= 2C10

(

λ−
1

λ2

)

+ 2C01

(

1−
1

λ3

)

, (4)

где σ — инженерное (условное) напряжение, а две материальные константы C10 и C01 имеют
размерность напряжений и определяют функцию плотности энергии деформированного
материала как линейную комбинацию двух инвариантов левого тензора деформации Коши–
Грина:

W = C10(I1 − 3) + C01(I2 − 3), (5)

I1 и I2 — первый и второй инварианты тензора, равные

I1 = λ2
1 + λ2

2 + λ2
3; I2 =

1

λ2
2

+
1

λ2
1

+
1

λ2
3

,

Рис. 3. Модели кожи лица: 1 — экспоненциаль-
ная; 2 — модель Муни–Ривлина

Fig. 3. Facial skin models: 1 — exponential; 2 —
Mooney –Rivlin model

а значения λi = εi + 1 (i = 1, 2, 3) — главные
компоненты, εi — главные относительные де-
формации. Поскольку биологические ткани
предполагаются несжимаемыми I3 = 1. Если
C01 = 0, модель эквивалентна неогуковской
модели. При малых деформациях вклад C01

ничтожен, и можно показать, что C10 связан
с модулем Юнга соотношением E = 6C10.
Модель была предложена М. Муни в 1940 г.
и выражена в терминах инвариантов Р. Рив-
лином в 1948 г. Параметры модели Муни–
Ривлина для кожи лица (лба) составили
C10 = 6.861 МПа, C01 = −8.227 МПа (см.
табл. 1). Деформационная кривая кожи ли-
ца, рассчитанная в модели Муни–Ривлина,
отображена на рис. 3. Среднее квадратичное
отклонение модельной от экспоненциальной
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кривой составило 0.378, коэффициент корреляции — 0.951 (табл. 2). Как видно, среднее
квадратичное отклонение для модели Муни–Ривлина существенно ниже, а коэффициент
корреляции существенно выше, чем у неогуковской модели.

Таблица 2 / Table 2

Статистические параметры соответствия гиперупругих моделей (Mathcad 15.0 / Ansys 2022 R2)
Statistical parameters of compliance of hyperelastic models (Mathcad 15.0 / Ansys 2022 R2)

Параметр Неогуковская Муни–Ривлина Огдена Полиномиальная Веронда –
Вестманн

SD/AE* 0.817/36.069 0.378/7.717 0.019/0.013 0.011/0.006 0.159/–
r** 0.82 0.951 0.9999 1 0.9915

Примечание. * SD/AE — стандартное отклонение (standard deviation, Mathcad)/абсолютная
погрешность (absolute error, Ansys); ** r — коэффициент корреляции. SD и r рассчитывались
по отношению к нелинейной экспоненциальной модели при шаге деформации 0.01.

На рис. 3 также проявился известный недостаток модели: неустойчивость, которая мо-
жет иметь место в интервале малых деформаций (при росте нагрузки деформация имеет
противоположный знак). В результате модель не подходит для описания малых деформаций
материала. Действительно, C10 + C01 < 0 и C01 < 0, что противоречит критериям устойчи-
вости материала в двухпараметрической модели Муни–Ривлина C10 + C01 > 0 и C01 > 0,
которые следуют из условия ∂2σij/∂ε

2
ij > 0 [30]. В Ansys параметры модели Муни–Ривлина

оказались равны C10 = 6.8611 МПа, C01 = −8.2274 МПа (см. табл. 1). Очевидно отсутствие
расхождений в результатах расчетов параметров модели в Mathcad и Ansys, вероятно, оба
приложения используют один и тот же алгоритм расчетов. Отметим, что переход в Ansys на
ввод истинных (Коши) напряжений и деформаций [11,22] не дал положительных результатов.
Были зафиксированы очень значительные расхождения в значениях материальных констант,
подсчитанных приложениями.

Модель Огдена
В рамках гиперупругой модели Огдена формула для упругого потенциала при одноосной

деформации

W =

n
∑

p=1

µp

αp

(λαp − 3), (6)

что дает

σ =

n
∑

p=1

µp(λ
αp − λ− 1

2
αp), (7)

Рис. 4. Модели кожи лица: 1 — экспоненциаль-
ная; 2 — модель Огдена

Fig. 4. Facial skin models: 1 — exponential; 2 —
Ogden model

где µp и αp — материальные константы, n—
порядок модели. Это феноменологическая мо-
дель, основанная на главных относительных
удлинениях в большей степени, чем на инва-
риантах деформаций [31].

По отношению к экспоненциальной кри-
вой среднее квадратичное отклонение со-
ставило 0.337, коэффициент корреляции —
0.9837, параметры модели µ = 0.016 МПа,
α = 13.006 (см. табл. 1) и сильно зависели
от начального приближения. Кривую σ–λ, со-
ответствующую модели Огдена кожи лица,
можно видеть на рис. 4. В Ansys показате-
ли составили µ = 0.0153 МПа, α = 14.184
(см. табл. 1). Для сравнения по данным ис-
следований кожи человека [32], были по-
лучены следующие численные результаты:
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µ = 0.11 МПа, α = 9; по данным [33], для свиной кожи в зависимости от скорости компрес-
сии образцов при испытаниях 0.004− 4000 с−1 µ = 0.4− 7.5 МПа, α = 12; по данным [34],
при скорости нагружения растяжением 0.005− 3500 с−1 µ = 3− 370 кПа, α = 7− 11.

Согласно авторам [19], исследовавшим кривые сила – перемещение кожи лица in vivo,
параметры примененной для интерпретации данных константы модели Огдена второго порядка
были определены как µ1 = 49.8 кПа, µ2 = 0.0003 кПа, α1 = 2.10, α2 = 35.24.

Отклонения результатов расчетов параметров модели Огдена в Ansys по отношению к
таковым в Mathcad составили −4.37% для µ и 9.05% для α.

Полиномиальная модель
В полиномиальной пятипараметрической модели второго порядка соответствующие уста-

навливающие выражения имеют вид [35,36]

W =
n
∑

i=0,j=0

Cij(I1 − 3)i · (I2 − 3)j , (8)

где i = 0, 1, 2; I1 и I2 — инварианты левого тензора деформации Коши–Грина; C00 = 0 и

σ = 2(λ− λ−2)[C10 + C01λ
−1 + 2C10

(

λ2 + 2λ−1
− 3

)

+

+2λ−1C02

(

2λ+ λ−2
− 3

)

+ C11

(

λ− 1− λ−1 + λ−2
)

] =

= 2C10

(

λ−
1

λ2
+ 2C01(1−

1

λ3

)

+ 4C20

(

λ3
− 3λ+ 1 +

3

λ2
−

2

λ3

)

+

+4C02

(

2λ3
− 3−

1

λ2
+

3

λ3
−

1

λ5

)

+ 6C11

(

λ2
− λ− 1 +

1

λ2
+

1

λ3
−

1

λ4

)

. (9)

Полиномиальная модель — это наиболее общий вариант записи потенциала энергии дефор-
мации. Она лежит в основе других известных моделей [28]. Среднее квадратичное отклонение
от нелинейного экспоненциального представления σ–λ составило 0.011, коэффициент кор-
реляции — 1, параметры модели C10 = −6.864, C01 = 7.179, C20 = 64.902, C02 = 114.227,
C11 = −167.76 МПа и хорошо описывают весь диапазон деформаций растяжения (рис. 5).

Рис. 5. Модели кожи лица: 1 — экспоненциаль-
ная; 2 — полиномиальная

Fig. 5. Facial skin models: 1 — exponential; 2 —
polynomial

Таким образом, модель в данном случае
правильно характеризуют поведение матери-
ала для малых и больших деформаций. Па-
раметры полиномиальной модели, рассчитан-
ные в Ansys, существенно не отличались
от полученных в Mathcad и были равны
C10 = −6.8639, C01 = 7.1794, C20 = 64.9017,
C02 = 114.227, C11 = −167.765 МПа (см.
табл. 1).

Мы сравнили модельные кривые для по-
линомиальной модели, полученные в про-
граммах Mathcad 15.0 и Ansys 2022 R2. В по-
следней использовали режим не Absolute
error, как обычно, а Normalized error.
В исследованном интервале деформаций кри-
вые практически идентичны (SD = 0.058,
r = 0.9994), а отсутствие сходства в данных
связано, вероятно, с различными итерацион-
ными процедурами, применяемыми приложениями в процессе расчета параметров моделей. На
наш взгляд, это замечание будет полезно исследователям параметров гиперупругих моделей
материалов при их расчетах. Также отметим, что по своей природе функция Mathcad linfit
сильно зависит от исходного приближения. При наличии локальных минимумов это может
приводить к нестабильным результатам.
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Для примера отметим, что Lapeer R. et al. на основании опытов на растяжение кожи в
конечно-элементном моделировании в целях пластической хирургии (паховой герниопластики)
использовали данные: C1 = 10860, C2 = 150.2, C3 = 762.5, C4 = 2256, C5 = 354.5 кПа
для пятипараметрической полиномиальной модели и образцов кожи с изначальным распо-
ложением параллельно линиям Лангера. Также они использовали редуцированные трех- и
четырехпараметрические полиномиальные модели, а также шестипараметрическую и модель
Огдена [37].

Модель Веронда–Вестманн

Модель Веронда –Вестманн (Veronda –Westmann, V-W) задается соотношениями [38]

W = C1[e
C2(I1−3)

− 1]−
C1C2

2
(I2 − 3),

σ = 2C1C2e
C2(λ2+2λ−1−3)(λ− λ−2) + 2C3(1− λ−3).

Рис. 6. Модели кожи лица: 1 — экспоненциаль-
ная; 2 — модель Веронда –Вестманн

Fig. 6. Facial skin models: 1 — Exponential; 2 —
Veronda –Westmann model

Данная модель нечасто применяется при
анализе материалов с механическими нели-
нейными свойствами (например, отсутству-
ет среди гиперупругих моделей, входящих в
пакет Ansys 2022 R2), но на рис. 6 видно,
что удовлетворительно коррелирует с рас-
четными данными экспоненциальной моде-
ли, полученными в Mathcad. Среднее квад-
ратичное отклонение составило 0.159, ко-
эффициент корреляции — 0.9915, параметры
модели равны C1 = 16.008, C2 = −0.818,
C3 = 14.474 МПа. Обращает на себя внима-
ние участок модельной нестабильности мате-
риала на участке деформации, соответству-
ющем λ = 1.1− 1.2.

Отметим, что в [16] при анализе механи-
ческих свойств кожи спины человека приме-

няли другую форму записи истинных одноосных напряжений в модели Веронда –Вестманн:

σ = 2

(

λ2
−

1

λ

)

C1C2

(

eC2(I1−3)
−

1

2λ

)

и получили значения параметров модели C1 = 13.1− 35, C2 = 0.26− 0.33 МПа в зависимости
от анатомического расположения и ориентации образцов относительно линий Лангера.

Сравним статистические показатели примененных моделей (см. табл. 2).
Видно, что наиболее близки к нелинейной экспоненциальной модели, рассмотренной

вначале и наиболее часто применяемой при анализе механического поведения мягких биоло-
гических тканей, полиномиальная модель (SD = 0.11, r = 1) и модель Огдена (SD = 0.019,
r = 0.9999), наименее близка к экспоненциальной модели неогуковская модель (SD = 0.817,
r = 0.82). Таким образом, наиболее точно описывает механическое поведение кожи лица
(лоб) человека полиномиальная и модель Огдена, наименее точно — неогуковская. Эти выводы
подтверждаются графиками на рис. 2, 4 и 5, а также результатами, полученными в Ansys (см.
табл. 2).

Выводы

1. Механическое поведение кожи лица характеризуется экспоненциальной функцией
σ(ε) = a(exp(b · ε)− 1), свойственной мягким биологическим тканям (a = 0.037 МПа,
b = 8.953).
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2. Дифференциальный модуль Юнга кожи лица описывается функцией E = ab · exp(b · ε) и
является инкрементальным, т.е. растущим по мере деформирования. Проанализированы
линейная (r = 0.861) и билинейная с двумя модулями (r = 0.931) модели и определены
параметры моделей и их корреляция с экспоненциальной зависимостью.

3. В линейной модели величина упругого модуля кожи лица равна E = 4.26 МПа, в
билинейной модели E1 = 0.33 и E2 = 41.51 МПа, соответственно. Величина деформации,
при которой происходит смена механизма деформирования кожи лица с эластинового
на коллагеновый, — 0.43.

4. При исследовании гиперупругих свойств кожи лица применены феноменологические
модели: неогуковская, Муни–Ривлина, Огдена, полиномиальная и Веронда –Вестманн.
Для описания механического поведения кожной ткани лучше всего подходят гипер-
упругие модели на основе пятипараметрической полиномиальной модели и модели
Огдена (r = 1 и r = 0.9999 соответственно). Наиболее точно описывают весь диапазон
деформаций растяжения полиномиальная гиперупругая модель.

5. Некоторые расхождения в результатах расчетов параметров гиперупругих моделей
Огдена в пакетах Mathcad и Ansys могут стать предметом отдельного изучения.

6. В клинической медицине знания о механических свойствах кожи лица могут быть полез-
ны для осуществления успешной кожной пластики, которую применяют при обширных
дефектах кожных покровов, обусловленных, в частности, ожогами, для закрытия гра-
нулирующих ран, при скальпированных ранениях, после иссечения деформирующих
рубцов, новообразований, при пластических челюстно-лицевых операциях, в криминали-
стике, анимации и т. д.
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mechanistic view on the aging human skin through ex vivo layer-by-layer analysis of mechanics
and microstructure of facial and mammary dermis. Scientific Reports, 2022, vol. 12, art. 849.
https://doi.org/10.1038/s41598-022-04767-1

7. Fedorov A. E., Samartsev V. A., Kirillova T. A. On mechanical properties of human skin. Russian
Journal of Biomechanics, 2006, vol. 10, iss. 2, pp. 29–42 (in Russian). EDN: JWTICT

8. Griffin M. F., Leung B. C., Premakumar Y., Szarko M., Butler P. E. Comparison of the mechanical
properties of different skin sites for auricular and nasal reconstruction. Journal of Otolaryngology –
Head & Neck Surgery, 2017, vol. 46, art. 33. https://doi.org/10.1186/s40463-017-0210-6

9. Wood J. M., Soldin M., Shaw T. J., Szarko М. The biomechanical and histological sequelae of
common skin banking methods. Journal of Biomechanics, 2014, vol. 47, iss. 5, pp. 1215–1219.
https://doi.org/10.1016/j.jbiomech.2013.12.034

10. Annaidh A. N., Bruyère K., Destrade M., Gilchrist M. D., Otténio M. Characterizing the anisotropic
mechanical properties of excised human skin. Journal of the Mechanical Behavior of Biomedical
Materials, 2012, vol. 5, iss. 1, pp. 139–148. https://doi.org/10.1016/j.jmbbm.2011.08.016

11. Muslov S. A., Pertsov S. S., Arutyunov S. D. Fiziko-mekhanicheskiye svoystva biologicheskikh
tkaney [Physical and mechanical properties of biological tissues]. Moscow, Practiсheskaya Meditsina,
2023. 456 p. (in Russian). EDN: MNOSIQ

12. Manan N. F. A., Ramli M. H. M., Patar M. N. A. A., Holt C., Evans S., Chizari M. Determining
hyperelastic parameters of human skin using 2D finite element modelling and simulation. 2012 IEEE
Symposium on Humanities, Science and Engineering Research. Kuala Lumpur, Malaysia, 2012,
pp. 805–809. https://doi.org/10.1109/shuser.2012.6268996

13. Othman N. L. A., Isa K. M., Manssor N. A. S. Hyperelastic models of sheep skin under uniaxial
tensile test. Proceedings of Mechanical Engineering Research Day, 2022, vol. 2022, pp. 242–243.

14. Gasson P., Lapeer R. Fitting hyperelastic material models to stress-strain data from an in-vitro
experiment on human skin. Proceedings of the Internation Conference on Polymers and Moulds

Механика 103



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2025. Т. 25, вып. 1

Innovations (PMI) 17–18 September 2009. Ghent, Belgium, 2009, pp. 127–133.
15. Azizzati S., Mahmud J. Skin prestretch evaluation adapting Mooney–Rivlin model. Journal of

Medical and Bioengineering, 2015, vol. 4, iss. 1, pp. 31–35. https://doi.org/10.12720/jomb.4.1.31-35
16. Chanda A. Biomechanical modeling of human skin tissue surrogates. Biomimetics, 2018, vol. 3,

iss. 3, art. 18. https://doi.org/10.3390/biomimetics3030018
17. Groves R. B., Coulman S. A., Birchall J. C., Evans S. L. An anisotropic, hyperelastic model for skin:

Experimental measurements, finite element modelling and identification of parameters for human
and murine skin. Journal of the Mechanical Behavior of Biomedical Materials, 2013, vol. 18,
pp. 167–180. https://doi.org/10.1016/j.jmbbm.2012.10.021

18. Li W., Luo X. Y. An invariant-based damage model for human and animal skins. Annals
of Biomedical Engineering, 2016, vol. 44, iss. 10, pp. 3109–3122. https://doi.org/10.1007/
s10439-016-1603-9

19. Flynn C., Taberner A. J., Nielsen P. M. F., Fels S. Simulating the three-dimensional deformation
of in vivo facial skin. Journal of the Mechanical Behavior of Biomedical Materials, 2013, vol. 28,
pp. 484–494. https://doi.org/10.1016/j.jmbbm.2013.03.004

20. Flynn C., Taberner A., Nielsen P. Mechanical characterisation of in vivo human skin using
a 3D forcesensitive micro-robot and finite element analysis. Biomechanics and Modeling in
Mechanobiology, 2011, vol. 10, pp. 27–38. https://doi.org/10.1007/s10237-010-0216-8

21. Lapeer R. J., Gasson P. D., Karri V. A. Hyperelastic finite-element model of human skin for
interactive realtime surgical simulation. IEEE Transactions on Biomedical Engineering, 2011,
vol. 58, iss. 4, pp. 1013–1022. https://doi.org/10.1109/tbme.2009.2038364

22. Browell R., Lin G. The power of nonlinear materials capabilities. Part 1 of 2 on modeling materials
with nonlinear characteristics // ANSYS Solutions, 2000, vol. 2, iss. 1. Available at: https:
//studizba.com/show/1050594-1-ray-browell-the-power-of-nonlinear.html (accessed Seprtember 05,
2023).

23. Bruyaka V. A. (ed.). Inzhenernyy analiz v Ansys Workbench [Engineering analysis in Ansys
Workbench]: tutorial. Part 1. Samara : Samara State Technical University Publ., 2010. 271 p. (in
Russian). EDN: QMHFYZ

24. Liu F., Li C., Liu S., Genin G. M., Huang G., Lu T. J., Xu F. Effect of viscoelasticity on skin
pain sensation. Theoretical and Applied Mechanics Letters, 2015, vol. 5, iss. 6, pp. 222–226.
https://doi.org/10.1016/j.taml.2015.11.002

25. Fung Y. C. Biomechanics: Mechanical properties of living tissues. 2nd ed. New York, NY, Springer,
1993. 586 p. https://doi.org/10.1007/978-1-4757-2257-4

26. Lyamets L. L. Application of exponential polynomials for structural biomechanical analysis of the
vascular wall. Mathematical Morphology: Electronic Mathematical and Medical-Biological Journal,
1997, vol. 2, iss. 1, pp. 71–82 (in Russian). EDN: ADBYXD

27. Markenscoff X., Yannas I. On the stress-strain relation for skin. Journal of Biomechanics, 1979,
vol. 12, pp. 127–129. https://doi.org/10.1016/0021-9290(79)90151-9

28. Shmurak M. I., Kuchumov A. G., Voronova N. O. Hyperelastic models analysis for description
of soft human tissues behavior. Master’s Journal, 2017, iss. 1, pp. 230–243 (in Russian). EDN:
YUOPFB

29. Melly S. K., Liu L., Liu Y., Leng J. A review on material models for isotropic hyperelasticity.
International Journal of Mechanical System Dynamics, 2021, vol. 1, pp. 71–88. https://doi.org/10.
1002/msd2.12013

30. Kumar N., Rao V. Hyperelastic Mooney –Rivlin Model: Determination and physical interpretation
of material constants. MIT International Journal of Mechanical Engineering, 2016, vol. 6, iss. 1,
pp. 43–46.

31. Ogden R. W. Large deformation isotropic elasticity — on the correlation of theory and experiment
for incompressible rubberlike solids. Proceedings of the Royal Society of London. Series A.
Mathematical and Physical Sciences, 1972, vol. 326, iss. 1567, pp. 565–584. https://doi.org/10.
1098/rspa.1972.0026

32. Shergold O. A., Fleck N. A. Mechanisms of deep penetration of soft solids, with application to the
injection and wounding of skin. Proceedings of the Royal Society of London. Series A. Mathematical
and Physical Sciences, 2004, vol. 460, iss. 2050, pp. 3037–3058. https://doi.org/10.1098/rspa.2004.
1315

33. Shergold O. A., Fleck N. A., Radford D. The uniaxial stress versus strain response of pig skin and
silicone rubber at low and high strain rates. International Journal of Impact Engineering, 2006,
vol. 32, iss 9, pp. 1384–1402. https://doi.org/10.1016/j.ijimpeng.2004.11.010

104 Научный отдел



С. А. Муслов и др. Расчет параметров упругих и гиперупругих моделей кожи лица

34. Lim J., Hong J., Chen W. W., Weerasooriya T. Mechanical response of pig skin under dynamic
tensile loading. International Journal of Impact Engineering, 2011, vol. 38, iss. 2–3, pp. 130–135.
https://doi.org/10.1016/j.ijimpeng.2010.09.003

35. Rackl M. Curve fitting for Ogden, Yeoh and polynomial models. ScilabTEC 2015, 7th International
Scilab Users Conference. Paris, France, 21st and 22nd May 2015. 18 p.

36. Calvo-Gallego J. L., Martinez-Reina J., Dominguez J. A polynomial hyperelastic model for the
mixture of fat and glandular tissue in female breast. International Journal for Numerical Methods
in Biomedical Engineering, 2015, vol. 31, iss. 9, art. e02723. https://doi.org/10.1002/cnm.2723

37. Lapeer R., Gasson P., Karri V. Simulating plastic surgery: From human skin tensile tests, through
hyperelastic finite element models to real-time haptics. Progress in Biophysics and Molecular
Biology, 2010, vol. 103, iss. 2–3, pp. 208–216. https://doi.org/10.1016/j.pbiomolbio.2010.09.013

38. Veronda D., Westmann R. Mechanical characterizations of skin-finite deformations. Journal of
Biomechanics, 1970, vol. 3, iss. 1, pp. 111–124. https://doi.org/10.1016/0021-9290(70)90055-2

Поступила в редакцию / Received 05.10.2023
Принята к публикации / Accepted 04.12.2023
Опубликована / Published 28.02.2025

Механика 105



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2025. Т. 25, вып. 1

Научный
отдел

ИНФОРМАТИКА
Известия Саратовского университета. Новая серия. Серия: Математика.

Механика. Информатика. 2025. Т. 25, вып. 1. С. 106–115

Izvestiya of Saratov University. Mathematics. Mechanics. Informatics, 2025,

vol. 25, iss. 1, pp. 106–115

https://mmi.sgu.ru

https://doi.org/10.18500/1816-9791-2025-25-1-106-115

EDN: TLQGGD

Научная статья

УДК 001.891.573

Мультиагентное моделирование эвакуации
из помещений с учетом столкновений агентов

В. О. Гамаюнова1, А. С. Богомолов1,2,3 ,

В. А. Кушников1,2, В. А. Иващенко2

1Саратовский национальный исследовательский государственный универси-
тет имени Н. Г. Чернышевского, Россия, 410012, г. Саратов, ул. Астраханская,
д. 83
2Федеральный исследовательский центр «Саратовский научный центр Рос-
сийской академии наук», Россия, 410028, г. Саратов, ул. Рабочая, д. 24
3Федеральное государственное бюджетное научное учреждение «Институт
прикладной математики и механики», Россия, 283048, ДНР, г. Донецк,
ул. Розы Люксембург, д. 74

Гамаюнова Виктория Олеговна, магистрант кафедры математической

кибернетики и компьютерных наук, 29vikagamaiunova@gmail.com, https:

//orcid.org/0009-0006-8367-9742

Богомолов Алексей Сергеевич, доктор технических наук, 1профессор ка-

федры математической кибернетики и компьютерных наук; 2ведущий на-

учный сотрудник лаборатории системных проблем управления и автома-

тизации в машиностроении Института проблем точной механики и управ-

ления; 3ведущий научный сотрудник отдела теории управляющих систем,

bogomolov@iptmuran.ru, https://orcid.org/0000-0002-6972-3181, SPIN: 3689-

2420, AuthorID: 109940

Кушников Вадим Алексеевич, доктор технических наук, 1профессор

кафедры математической кибернетики и компьютерных наук; 2главный

научный сотрудник лаборатории комплексных научных исследований,

kushnikoff@yandex.ru, https://orcid.org/0000-0002-9195-2546, SPIN: 4755-

5063, AuthorID: 10353

Иващенко Владимир Андреевич, доктор технических наук, ведущий

научный сотрудник Института проблем точной механики и управления,

ivaiptmu@yandex.ru, https://orcid.org/0000-0002-0073-5838, SPIN: 5426-0852,

AuthorID: 10354

Аннотация. Предложена программная реализация развитой муль-
тиагентной модели эвакуации людей различных возрастных групп
из помещений сложной формы. Реализованная модель отличается
возможностью учета физических столкновений агентов, их возраст-
ных габаритов в соответствии с методиками из приказа МЧС России
от 2022 г. В поведении агентов заложено целенаправленное стрем-
ление к выходу, при этом при возникновении заторов они могут
ожидать, пока место для движения освободится. Это позволяет более
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точно учесть особенности организованной эвакуации. Для моделирования столкновений агентов друг

с другом и с препятствиями используется модель частично упругого удара. Была проведена серия

экспериментов для различных возрастных групп: дети, подростки, взрослые и смешанные группы.

Для каждой возрастной группы было рассчитано и усреднено время полной эвакуации из помеще-

ния. Программа предоставляет возможность визуализировать процесс эвакуации людей, задавая их

начальную расстановку случайно или вручную. Полученные результаты были сопоставлены с данными

аналогичного эксперимента по методикам из приказа МЧС России от 2009 г. Сравнение показало,

что в данном эксперименте дети и подростки эвакуируются примерно с такой же скоростью. Однако

группа взрослых людей достигает выхода быстрее. Результаты сравнения позволили предположить,

что особенности используемого мультиагентного подхода с учетом способности агентов ожидать

выхода позволяет увеличивать степень организованности моделируемого поведения группы, что дает

возможность существенно сократить время эвакуации (более чем в два раза для 100 человек). Полу-

ченные и перспективные результаты проекта предназначены для использования в разработке цифровых

двойников процессов эвакуации из помещений коммерческого и общественного назначения.

Ключевые слова: моделирование, эвакуация, мультиагентная модель, возрастные группы людей,

чрезвычайные ситуации, цифровой двойник
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Abstract. The article proposes a software implementation of a developed multi-agent model for the

evacuation of people of various age groups from premises of a complex shape. The model is distinguished

by the possibility of taking into account the physical collisions of agents, their age dimensions in accordance

with the methods from the order of the Ministry of Emergency Situations of Russia from 2022. The

behavior of agents is based on a purposeful desire to exit. At the same time, in the event of congestion,

they can wait until a place for movement is vacated. To simulate the collisions of agents with each other

and with obstacles, we use the model of partially elastic impact. We carried out a series of experiments

for different age groups: children, teenagers, adults and mixed groups. The total evacuation time from

the premises was calculated and averaged for each age group. The program provides an opportunity to

visualize the process of evacuation of people, set their initial arrangement randomly or manually. We
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compared the obtained results with the data of a similar experiment using the methods from the order

of the Russian Emergencies Ministry of 2009. The comparison showed that in this experiment, children

and teenagers are evacuated at about the same speed. However, a group of adults reaches the exit faster.

The results of the comparison suggested that the features of the multi-agent approach used, taking into

account the ability of agents to expect an exit, make it possible to increase the degree of organization

of the modeled behavior of the group. This makes it possible to significantly reduce the evacuation time

(more than twice for 100 people). The obtained and promising results of the project are intended for use in

the development of digital twins of evacuation processes from commercial and public premises.

Keywords: simulation, evacuation, multi-agent model, age groups of people, emergencies
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Введение

Оперативная и своевременная эвакуация людей из помещений при чрезвычайных ситу-
ациях является одной из ключевых задач в области обеспечения безопасности населения.
В подготовке помещений к возможным чрезвычайным ситуациям важную роль играет ма-
тематическое моделирование процессов эвакуации в различных условиях. Моделирование
эвакуации позволяет оценить возможные сценарии действий в случае чрезвычайной ситуации,
максимальное допустимое количество людей в помещении, время полной эвакуации и другие
важные факторы. Поэтому данному вопросу посвящено достаточно большое количество
научных публикаций и нормативных документов в различных странах. Так, обзор [1] осве-
щает эволюцию методов расчета процесса эвакуации людей при пожаре начиная с 30-х гг.
прошлого века. Рассматриваются такие математические модели, как графоаналитический
метод расчета и алгоритмы имитационно-стохастического моделирования. Отмечен переход от
моделирования движения потока людей к исследованию индивидуально-поточного движения
с учетом эмоционального и физического состояния.

В [2] исследуются известные случаи пожаров, возможное влияние своевременного опове-
щения и оперативной эвакуации, а также опасных факторов пожара на общее время эвакуации
и последствия для здоровья людей.

В настоящее время для моделирования эвакуации людей из ограниченных пространств
довольно часто используются модели социальной силы. Модель социальной силы движения
толпы, или модель Хелбинга [3,4], использует аппарат для анализа молекулярной и реактивной
динамики, что позволяет описать образование скоплений людей и вовлечение их в панику.
Индивидуальные движения людей описываются с помощью сил отталкивания и притяжения.
Программная реализация данной модели описана в [5]. Данная модель существенно упрощает
описание поведения людей, в то время как процесс моделирования оказывается достаточно
ресурсозатратным.

В [6] исследуются стратегии эффективной эвакуации людей с ограниченными возможно-
стями. Рассматриваются типы уязвимости с точки зрения расстояния от выхода и скорости
передвижения. Исследуется влияние предоставления преимуществ при эвакуации уязвимым
людям на эвакуацию в целом при различном начальном количестве эвакуируемых. Однако в
указанной работе апробация предложенных стратегий приводится при использовании модели
социальных сил, где отсутствует механизм предотвращения столкновений, что приводит к
менее реалистичному моделированию процесса эвакуации.
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В [7] разработана интегрированная модель эвакуации из помещения, учитывающая инди-
видуальное влияние опасных факторов пожара на каждого человека, а также возникновение
стресса, влияющего на принятие решений и скорость передвижения людей. В программной
реализации данные импортируются из симулятора пожара FDS на каждом модельном ша-
ге и синхронизируются с симуляцией эвакуации. Полученные в исследовании результаты
показывают, что эвакуация на ранней стадии развития пожара создает меньше стресса для
эвакуируемых и приводит к более быстрой эвакуации.

Статья [8] описывается моделирование эвакуации из высотных зданий с использованием
модели клеточного автомата. При этом учитывается актуальный для высотных зданий фактор
усталости, когда агенты со временем замедляются.

В [9] предлагается адаптивная система управления эвакуацией, в которой предварительно
обученные лидеры перемещаются с заданной скоростью и следят за указаниями на специ-
альных браслетах, являющихся индикаторами оптимального выхода, к которому следует
двигаться. Остальные агенты знают о необходимости следовать указаниям ближайших ли-
деров. Выдвигается предположение, что в чрезвычайных ситуациях получение инструкций
от человека особенно важно для содействия скоординированной эвакуации и повышения
безопасности.

В статье [10] представлены результаты исследования моделирования эвакуации людей
разных возрастных групп из помещений, представляемых как поле клеточного автомата.
Перемещение людей осуществляется по свободным от препятствий и других людей клеткам.
Поиск направления к выходу осуществляется на основе предварительной рассчитанной ее
удаленности от выхода. Однако исследование выполнено с соблюдением методик из приказа
МЧС1 2009 г., который в настоящее время утратил силу и заменен на приказ2 2022 г. с
другими рекомендациями по учету размеров проекций людей при эвакуации. Кроме того,
используемая в статье модель эвакуации не учитывает столкновение людей с препятствиями
и друг с другом.

Физические столкновения людей учитываются в модели упругого удара в работе [11],
где предлагаются результаты интегрированного моделирования распространения опасных
факторов пожара и эвакуации людей. Однако в этой работе не исследованы процессы
эвакуации без пожара (по иным причинам) и также с учетом возможного преобладания лиц
младшего, среднего и старшего возраста и рекомендаций МЧС РФ на этот счет.

В силу сказанного актуальной является задача математического моделирования эвакуации
людей различных возрастных групп с учетом их физических столкновений и сравнения резуль-
татов с полученными ранее. Для этой цели разработан программный комплекс, использующий
описанные ниже математические модели и алгоритм.

1. Используемые математические модели

В настоящем исследовании используется программное обеспечение на основе математиче-
ской модели, предлагаемой и апробированной в [11–13]. Модель определяет правила выбора
агентами скорости и направления движения на основании заранее просчитанных векторов,
задающих направление к ближайшему выходу. Учитываются физические взаимодействия
их друг с другом и с препятствиями, столкновения агентов рассматриваются как частично
упругий удар [14].

При создании основной модели задается множество стен помещения, а также множество
эвакуационных зон, помещение разбивается на множество клеток cij . Человек в помещении
представляется проекцией в виде круга и имеет следующие параметры: вектор координат

1Об утверждении методики определения расчетных величин пожарного риска в зданиях, сооружениях и
строениях различных классов функциональной пожарной опасности: Приказ МЧС России от 30.06.2009 г. № 382.
Москва : МЧС России, 2009. 48 с.

2Об утверждении методики определения расчетных величин пожарного риска в зданиях, сооружениях и
пожарных отсеках различных классов функциональной пожарной опасности: Приказ МЧС России от 14.11.2022 г.
№ 1140. Москва : МЧС России, 2022. 65 с.
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x(t); радиус проекции r, зависящий от рассматриваемой возрастной группы; масса m—
случайная равномерно распределенная величина на отрезке 60–100 кг; вектор скорости v(t)
и ускорения — a(t); максимально возможные скорость и ускорение vmax и amax — случайная
равномерно распределенная величина на отрезках 1–2 м/с и 1–2 м/с2 соответственно. В
начальный момент скорость и ускорение равны нулю.

Изменение координат местоположения людей описывается следующим образом:

x(t+Δt) = x(t) + v(t)Δt.

Скорость в последующий момент времени определяется так:

v(t+Δt) = v(t) + a(t)Δt.

Изменение скорости движения при столкновении двух людей рассчитывается по формулам

u1n = −εv1n + (1 + ε)
m1v1n +m2v2n

m1 +m2
, u2n = −εv2n + (1 + ε)

m1v1n +m2v2n

m1 +m2
,

где ε— коэффициент восстановления при частично упругом ударе, v1n и v2n — нормальные
проекции скоростей движения агентов к плоскости соударения до удара, а u1n и u2n — после
удара; m1 и m2 — массы сталкивающихся агентов.

При столкновении агента со стеной проекция его скорости движения, параллельная стене,
не изменяется, другая меняет знак на противоположный и уменьшает свое значение согласно
коэффициенту ε.

Ускорение агента принимается равным нулю, если он движется с оптимальной скоростью,
и максимальным в противоположном случае, что обусловливается стремлением агента как
можно скорее покинуть помещение. Если на пути нет препятствий, то |vopt| = vmax, где
vopt(t)— оптимальная скорость движения, для расчета направления вектора vopt(t) в каждой
клетке помещения определяется вектор e, который задает направление к ближайшему выходу.
Алгоритм вычисления вектора e описан в [13].

Предположим, что центр проекции агента находится в клетке cij , тогда для этой клетки
рассчитываются расстояния l(α) до ближайшего препятствия в направлении движения под
углом α к вектору e, где α ∈ [−π

2 , π2 ]. Тогда модуль оптимальной скорости под углом α к
вектору e вычисляется по формуле

vopt(α) =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

vmax, lα > L+ r,
vmax(lα−r)

L
, r 6 lα 6 L+ r,

0, lα 6 r,

где L = 2 м — критическое расстояние.
Далее вводится функция f(α) = vαopt(α)cos(α) и оптимальным выбирается тот угол α,

при котором значение функции f(α) максимально. Таким образом, человек, имея угол обзора
180∘, определяет в поле своего зрения наилучшее направление движения.

Отличительной особенностью реализации предложенной в [11] модели в данном исследо-
вании является учет того, что в случае скопления людей движение в любом из направлений
под углом α к вектору e может оказаться невозможным. В таком случае предполагаем, что
человек аналогично ищет наилучший vopt в противоположном направлении. Такой подход
обусловлен стремлением человека обойти скопление людей, движущихся к выходу, и быстрее
добраться до выхода. В случае невозможности движения в любом из направлений вокруг себя
человек останавливается и ждет, когда освободится пространство, что несколько уменьшает
эффект разброса, возникающий от упругих ударов в модели [11]. Блок-схема разработанной
программы представлена на рис. 1, фрагмент программы, отмеченный пунктирной линией,
исполняется для каждого агента.

В данной статье мы не рассматриваем влияние факторов пожара, предполагая, что
анализируется эвакуация по более общим причинам (тренировочная эвакуация, эвакуация в
связи с сообщением о стихийном бедствии, угрозе взрыва и др.).
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2. Результаты вычислительных экспериментов

При проведении эксперимента были учтены возрастные группы эвакуируемых людей: дети
дошкольного возраста, дети и подростки школьного возраста, люди молодого и среднего
возраста со средней площадью горизонтальной проекции 0.03, 0.06 и 0.1 м2 соответственно
(Приказ МЧС России от 14.11.2022 г. № 1140). Также, была смоделирована эвакуация
смешанной группы. Экран работы программы показан на рис. 2.

Зависимость времени эвакуации от числа людей исследовалась в прямоугольном помеще-
нии размером 6 на 10 метров с единственным выходом аналогичном помещению, рассматрива-
емому в [10]. Проводились эксперименты для начального количества эвакуируемых людей
от 5 до 100 для каждой возрастной группы. Для каждого значения количества людей экспе-
римент был проведен 20 раз, итоговое время эвакуации рассчитывалось путем усреднения
полученных значений. Результаты вычислений представлены на рис. 3.

Как следует из полученного результата, при малом количестве людей (до 10 человек)
время полной эвакуации различается незначительно. Эвакуация смешанной группы людей
происходит за время, близкое к эвакуации группы подростков. С увеличением числа эвакуи-
руемых большое значение для времени эвакуации имеет площадь проекции людей разного
возраста.

Рис. 1. Блок-схема разработанной программы
Fig. 1. Block diagram of the developed program
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Окончание рис. 1 / Continuation of Fig. 1

В сравнении с результатами, полученными в [10] с помещением такого же типа, отметим
следующее. Для 100 взрослых человек время эвакуации составило 224 с, для подростков —
около 60 с, а для детей — 34 с. В данном эксперименте время, затрачиваемое на эвакуацию
100 человек, составило 94, 60 и 38 с для этих возрастных групп, рис. 4.
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а / a б / b в / c

Рис. 2. Экран работы программы для смешанной группы из 50 эвакуируемых в моменты времени:
а — t = 1 с; б — t = 15 с; в — t = 30 с (цвет онлайн)

Fig. 2. Screen of the program for a mixed group of 50 evacuees at times: a — t = 1 sec; b — t = 15 sec;
c — t = 30 sec (color online)

Рис. 3. Время полной эвакуации людей из рассматриваемого помещения
(цвет онлайн)

Fig. 3. Time for complete evacuation of people from the premises in question
(color online)

Рис. 4. Сравнение результатов моделирования
Fig. 4. Comparison of simulation results

Значительное различие времени эвакуации для большого количества взрослых, как мы
предполагаем, объясняется тем, что ожидание свободного пространства (аналог очереди)
уменьшает хаотический характер движения толпы, придает ей большую организованность
и поэтому скорее приближает эвакуацию к цели. У групп людей с меньшими проекциями
(дети, подростки) данный эффект, как мы предполагаем, должен проявляться при большей
численности и, возможно, в более больших помещениях.
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Заключение

В работе предлагается развитая мультиагентная модель эвакуации людей из помещения с
учетом столкновений и ее компьютерная реализация. Разработанная программа позволяет
строить помещения различной конфигурации, располагать людей в помещении как вручную,
так и случайным образом, задавая необходимое количество людей. Процесс эвакуации
визуализируется, подсчитывается количество эвакуированных в каждый момент времени и
определяется время полной эвакуации людей из помещения. Особенностью предлагаемой
модели является способность агентов сменить направление движения для обхода других
агентов и ожидания при отсутствии возможности для перемещения.

Был проведен эксперимент по моделированию эвакуации дети, подростков, взрослых
и смешанных групп из пустого помещения прямоугольной формы. Произведено сравнение
полученных усредненных значений времени эвакуации с аналогичными данными, представ-
ленными в более раннем источнике с использованием программы «Moving to exit» [10].
Выявлены отличия, которые свидетельствуют положительном влиянии элементов организации
на скорость эвакуации людей.
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Аннотация. В данной работе представлен метод обнаружения объектов на изображениях микроскопии,

сфокусированный на поиске частиц. Основная цель исследования заключается в разработке алгоритма,

способного эффективно находить множественные экземпляры объектов в различных сценариях,

сохраняя при этом специфичность для структур интереса. Алгоритм базируется на использовании

экстремальных областей в качестве кандидатов для обнаружения с последующей оценкой этих

областей при помощи обученных параметров. Одним из ключевых элементов алгоритма является

встроенное ограничение на неперекрытие, что позволяет ему эффективно обрабатывать кластеризацию

частиц. Результаты экспериментов на различных наборах микроскопических данных подтверждают

устойчивость метода к изменениям в интенсивности изображений, плотности и размеров частиц.

Данный алгоритм является полезным инструментом для разработки методов обнаружения объектов на

изображениях микроскопии и может быть применен в научных и медицинских исследованиях.
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Введение

Микроскопические изображения являются важным инструментом во многих научных
и медицинских исследованиях, позволяя исследователям изучать структуры и процессы
на клеточном уровне. Однако анализ таких изображений представляет собой сложную
задачу из-за их высокой разрешающей способности и сложной структуры. Проблемы анализа
изображений, полученных с помощью микроскопа, описаны в работах [1–4].

Проблема обнаружения множественных экземпляров объектов на микроскопических
изображениях является актуальной задачей в области компьютерного зрения и машинного
обучения [5–7]. Она возникает в контексте разработки методов различных научных и
медицинских исследований, таких как анализ клеток, тканей, биологических структур и
других объектов микро- и наномасштаба.

Эффективное решение этой задачи принесет значительную пользу науке и медицине.
Например, автоматизированные методы обнаружения и анализа микроскопических объектов
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могут повысить скорость и точность исследований, а также помочь выявлять дефекты
материалов или аномалии в биологических образцах с меньшим вмешательством человека.

В данной статье представлен алгоритм, основанный на машинном обучении, разработанный
для обнаружения множественных экземпляров объекта на микроскопических изображениях.
Этот метод достаточно универсален и может успешно работать в нескольких сценариях, таких
как различные варианты микроскопии (например, СЭМ-микроскопия) или типы объектов на
микроскопических изображениях (например, линии клеток или нерасплавленные частицы
металла).

Недавние работы [8–10] показывают, что применение сверточных нейронных сетей может
значительно улучшить результаты анализа изображений микроскопии. В данной работе
процедура обучения разработана для того, чтобы научить модель распознавать объекты на
изображениях с точечной аннотацией, где каждый объект интереса на обучающих изоб-
ражениях аннотирован точкой (например, внутри каждой частицы). Используя только эту
минимальную аннотацию, метод способен обучить модель таким образом, что объекты инте-
реса могут быть обнаружены на других изображениях при условии сохранения аналогичной
экспериментальной установки. Метод успешно протестирован на нескольких наборах дан-
ных микроскопии с точечными аннотациями и продемонстрировал превосходную точность
обнаружения в нескольких сценариях, несмотря на различия между наборами данных.

1. Наборы данных

Микроскопические изображения играют критическую роль в научных исследованиях и ме-
дицинской диагностике. В данной работе используется четыре набора данных, охватывающих
различные методы и условия визуализации.

Синтетическая микроскопия. Синтетический набор данных представляет собой эталон
для сравнения методов обнаружения и подсчета объектов. Он состоит из 50 изображений
частиц на флуоресцентной микроскопии, созданных с использованием генеративных моделей
[11]. Этот набор данных содержит существенное перекрытие между объектами, что делает
его сложным для методов обнаружения. Набор данных разделен на 30 изображений для
обучения и 20 для тестирования, с несколькими случайными разбиениями для обучающего
набора.

СЭМ-микроскопия поверхности покрытий из двухкомпонентных материалов. Этот
набор данных представляет изображения, полученные с помощью сканирующего электронного
микроскопа (СЭМ), сфокусированного на поверхности покрытий, состоящих из двухкомпонент-
ных материалов, таких как никель и алюминий. Этот тип микроскопии широко используется в
материаловедении и инженерии для изучения микроструктуры и характеристик поверхностей
материалов. Набор данных содержит изображения с различными увеличениями и разре-
шениями, захватывающие различные аспекты структуры покрытий, такие как морфология
поверхности, составные части и дефекты. Этот набор данных представляет интерес для оценки
производительности алгоритмов обнаружения и сегментации объектов на микроскопических
изображениях материалов.

Набор данных дифференциальной интерференционной контрастной микроскопии

(DIC). Этот набор данных содержит изображения, полученные с помощью дифференциальной
интерференционной контрастной микроскопии (DIC). DIC-микроскопия — это метод, который
обеспечивает высокий контраст изображений путем измерения изменений в интерференции
света, прошедшего через образец. Это позволяет визуализировать даже тончайшие детали
структуры образца, делая DIC-микроскопию полезной для изучения мельчайших структурных
особенностей. Набор данных содержит изображения образцов, таких как биологические
препараты и материалы с разными уровнями контраста и разрешениями.

Слабая флуоресцентная молекулярная микроскопия. Набор данных молекулярной
микроскопии состоит из изображений, полученных в результате генерации набора данных
о микробных колониях [12]. Он содержит 78 изображений с шумом и низким контрастом,
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характерными для слабой флуоресценции, что создает дополнительные трудности для методов
обнаружения. Набор данных также разделен на обучающий и тестовый наборы.

На рис. 1 представлены примеры образцов из разных наборов данных после проведения
аннотирования. Показаны образцы из набора данных изображений слабой флуоресцентной
микроскопии и СЭМ-микроскопии поверхности покрытий двухкомпонентных материалов.

а / a б / b

Рис. 1. Примеры аннотированных образцов из разных наборов данных: а — образец из набора
слабой флуоресцентной молекулярной микроскопии; б — образец из набора СЭМ-микроскопии

поверхности покрытий двухкомпонентных материалов (цвет онлайн)

Fig. 1. Examples of annotated samples from different datasets: a is the sample from a set of
weak fluorescence molecular microscopy; b is the sample from a set of SEM microscopy of the

surface of coatings of two-component materials (color online)

2. Постановка задачи и методология исследования

Метод обнаружения объектов на микроскопических изображениях начинается с создания
набора перекрывающихся областей-кандидатов, которые затем подвергаются дальнейшему
анализу для выбора подмножества наиболее подходящих областей на основе изученной оценки
классификации и с учетом ограничения на перекрытие.

Для создания набора областей-кандидатов применяется алгоритм максимально стабиль-
ных экстремальных областей (MSER) к серому изображению. Этот алгоритм определяет
экстремальные области как связные компоненты порогового изображения, где интенсив-
ность всех пикселей внутри области ниже порогового значения. Пусть R = {R1, R2, . . . , RN}
представляют собой потенциальный набор из N экстремальных областей, обнаруженных на
изображении.

Выбор подходящих областей для дальнейшего анализа является нетривиальной задачей
из-за необходимости учета ограничений на перекрытие и определения подходящих оценок
классификации для каждой области. Задача выбора подходящих областей сводится к за-
даче максимизации суммарной оценки для выбранных областей с учетом ограничений на
перекрытие.

3. Вывод при наличии ограничения на перекрытие

Предположим, что каждой области Ri присваивается значение Vi, которое генерируется
классификатором и указывает оценку соответствия этой области классу клеток, которые
нужно обнаружить. Затем метод выбирает подмножество экстремальных областей таким
образом, чтобы сумма оценок выбранных областей была максимальной, при условии, что
выбранные области не перекрываются (ограничение на перекрытие).

Для формализации этой задачи оптимизации определяется набор бинарных индикаторных
переменных y = {y1, y2, . . . , yN}, где yi = 1 означает, что область Ri выбрана. Тогда задача
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оптимизации состоит в максимизации следующего функционала:

F (y) = max
y∈Y

N
∑

i=1

yiVi, (1)

где Y — это множество подмножеств областей, не имеющих перекрытия. Это означает, что
выбранные области Ri не пересекаются между собой.

Максимизация функционала (1) является NP-трудной задачей, что означает, что алго-
ритмы, способные решить эту задачу точно и за разумное время, известны не для всех
возможных случаев. NP-трудные задачи включают в себя широкий класс оптимизационных
проблем, где вычислительная сложность возрастает экспоненциально с увеличением размера
входных данных.

В данном контексте NP-трудность функционала (1) связана с тем, что для каждого под-
множества областей нужно проверить все возможные комбинации, чтобы найти наилучшее
решение. При увеличении числа областей это становится вычислительно затратной зада-
чей, которая может потребовать значительного времени для выполнения. Однако ее можно
выполнить точно и эффективно, используя свойство вложенности пула областей.

Предлагается модель с древовидной структурой, где каждый узел соответствует области,
а связи родитель – потомок соответствуют отношению вложенности. Таким образом, пул
областей может быть организован в виде набора деревьев (так называемый лес). Затем задача
оптимизации (1) переписывается в виде задачи MRF с попарной древовидной структурой для
вспомогательных переменных z:

F (z) = max
z





∑

i|p(i) 6=0

Wi(zi, zp(i)) +
∑

i|p(i)=0

Vi(zi)



 , (2)

где p(i) отображает область Ri на ее родительскую область (0 для корневых областей в лесу),
Wi(1, 1) = 0, Wi(1, 0) = Vi и Wi(0, 1) = −∞.

MRF — это статистическая модель, которая используется для моделирования случайных
полей, где величины, связанные с узлами графа, представляют случайные переменные [13].
В случае задачи обнаружения объектов на изображениях каждой области изображения
соответствует узел в графе, и случайные переменные связаны с решением о выборе или
отбрасывании каждой области.

Попарная древовидная структура означает, что узлы графа соединены только соседними
узлами по дереву. В данном случае деревья представляют собой древовидную структуру, где
каждая область связана с родительской областью (если она есть) и ее дочерними областями.

Переписывание задачи оптимизации (1) в виде задачи MRF с попарной древовидной
структурой включает в себя переформулировку функционала таким образом, чтобы он мог
быть представлен в виде суммы по всем узлам графа, учитывая взаимодействие между
соседними узлами (областями) в соответствии с их древовидной структурой.

Задача оптимизации (2) формулируется как задача выбора наиболее подходящих областей-
кандидатов для обнаружения объектов на микроскопических изображениях. Для решения
этой задачи предлагается использовать древовидное динамическое программирование. Этот
метод позволяет эффективно и точно найти оптимальное решение, учитывая ограничения на
перекрытие областей.

Древовидное динамическое программирование основано на принципе разбиения задачи
на более мелкие подзадачи и последующем объединении их оптимальных решений для
получения оптимального решения исходной задачи.

4. Процесс обучения модели

Метод обучения модели для обнаружения объектов на микроскопических изображениях
базируется на машинном обучении, где каждая область изображения оценивается линейным
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классификатором. Для получения этих оценок используются данные обучения с точечными
аннотациями.

Обучение с использованием бинарной классификации

Простым подходом является обучение бинарного классификатора, например, с использова-
нием алгоритма машины опорных векторов (SVM).

Для начала определим набор данных для обучения. Пусть X— матрица признаков, где
каждая строка представляет собой признаковое описание одной области изображения, а g —
вектор меток, где каждый элемент соответствует метке класса (1 — положительный класс,
0 — отрицательный класс).

В случае обучения SVM каждая область на обучающих изображениях рассматривается
отдельно. Пусть nji обозначает количество пользовательских точек в области j изображения i.
Области, у которых nji = 1, относятся к положительному классу, в то время как все остальные
области относятся к отрицательному классу.

Обучение SVM заключается в поиске оптимальной гиперплоскости, разделяющей два
класса, при этом максимизируется зазор между ними. Модель SVM затем определяет
желаемый весовой вектор w, который задает эту разделяющую гиперплоскость.

Структурированное обучение

Более обоснованным подходом является использование структурированной SVM, которая
учитывает ограничение на непересекаемость областей. Этот подход позволяет учитывать
взаимное расположение областей при обучении модели.

Структурированный метод SVM находит оптимальный весовой вектор w минимизацией
функции потерь L(w), которая включает в себя регуляризацию и максимизацию разделения
между классами, а также минимизацию потерь, связанных с непересекающимися областями.
Регуляризация используется для предотвращения переобучения модели и улучшения ее
обобщающей способности, она заключается в добавлении штрафа за большие значения
параметров модели.

Математически этот подход может быть представлен как задача оптимизации. Пусть w —
вектор параметров модели, а X и Q— матрицы признаков и меток соответственно. Тогда
задача минимизации функции потерь L(w) записывается следующим образом:

min
w

L(w) =
1

m

m
∑

i=1

max(0, 1− qiw
Txi) + λ‖w‖22,

где m— количество обучающих примеров, λ— параметр регуляризации, а ‖w‖2 — норма
вектора параметров модели w.

Слагаемое λ‖w‖22 штрафует модель за большие значения весовых коэффициентов, что
способствует более устойчивой обученной модели.

При этом ограничения на непересекаемость областей могут быть инкорпорированы непо-
средственно в функцию потерь, что позволяет учитывать взаимное расположение областей
при обучении модели. Предположим, что для каждой области Ri у нас есть бинарная пе-
ременная yi, которая равна 1, если область Ri выбрана, и 0 в противном случае. Тогда
модифицированная функция потерь может быть записана следующим образом:

Lmod(w, q) = L(w) + α

N
∑

i=1

(1− qi)Lmod(w, q),

где α— это коэффициент, который регулирует влияние штрафа на нарушение ограничения на
пересечение областей, а N — общее количество областей.

Таким образом, метод обучения модели для обнаружения объектов на микроскопиче-
ских изображениях учитывает как классификационную способность, так и ограничения на
перекрытие областей, что позволяет получить более точные результаты.
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5. Обсуждение результатов работы и область их применения

В экспериментах использовался вектор признаков fji, состоящий из различных дескрип-
торов, включающих размер, форму, цвет (или интенсивность) и информацию о локальном
контексте областей.

Этот вектор признаков fji позволяет представить каждую область изображения численно,
учитывая ее характеристики, такие как размер, форма и цвет, а также информацию о ее
окружении.

На рис. 2 представлены примеры результатов обнаружения объектов для варианта DIC-
микроскопии с различными уровнями зашумленности.

Исходное изображение (10%) Результат обнаружения (10%)
а / a

Исходное изображение (50%) Результат обнаружения (50%)
б / b

Исходное изображение (80%) Результат обнаружения (80%)
в / c

Исходное изображение (90%) Результат обнаружения (90%)
г / d

Рис. 2. Результаты обнаружения объектов на микроскопических изображе-
ниях с различным уровнем зашумленности: а — 10%; б — 50%; в — 80%;
г — 90%. Слева представлены исходные изображения, справа — результаты

обработки

Fig. 2. The results of detecting objects in microscopic images with different
noise levels: a — 10%; b — 50%; c — 80%; d — 90%. On the left are the

original images, on the right are the results of processing
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Каждое изображение в левой части иллюстрирует исходное состояние, а справа — ре-
зультаты после применения алгоритма. Метод демонстрирует свою эффективность даже при
наличии значительного шума, однако при уровне зашумленности 90% наблюдается потеря
некоторых экземпляров (рис. 2, г).

На рис. 3 показаны результаты обработки изображений СЭМ покрытий двухкомпонентных
материалов с различной интенсивностью.

Исходные изображения Результаты обнаружения

а / a

б / b

в / c

г / d

Рис. 3. Результаты обнаружения объектов на изображениях двухкомпонентных покрытий с
различным уровнем интенсивности: а — 90%; б — 80%; в — 40%; г — 10%. Слева представлены

исходные изображения, справа — результаты обработки (цвет онлайн)
Fig. 3. The results of detecting objects in microscopic images with different noise levels: a —
90%; b — 80%; c — 40%; d — 10%. On the left are the original images, on the right are the

results of processing (color online)
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Здесь отображены объекты двух групп: частицы никеля, которые обведены зеленым
цветом, и частицы алюминия, обведенные красным цветом. В данном примере разработанный
алгоритм применялся для поиска и подсчета нерасплавленных частиц компонентов. Эти
результаты подтверждают, что разработанный алгоритм успешно классифицирует объекты с
различной плотностью и размерами. Также алгоритм может быть адаптирован для работы с
различными материалами путем изменения параметров обнаруживаемых объектов (ширина,
высота, цвет и т. д.). С интенсивностью изображения менее 40% наблюдается потеря некоторых
экземпляров из поля видимости алгоритма. Метод успешно обнаруживает отдельные объекты
в простых случаях, кластеры обычно отбрасываются, так как кандидатские области в них не
соответствуют отдельным объектам.

Алгоритм чувствителен к форме объектов: для частиц, чья форма сильно отличается от
круговой, его точность может снижаться. Тем не менее, алгоритм изначально разрабатывался
для поиска объектов, схожих с круговыми формами. Для поиска объектов с более сложной
или специфичной геометрией может потребоваться дополнительное обучение алгоритма,
используя наборы данных с соответствующими объектами. Неправильные кандидатские
области увеличивают сложность обучения.

В табл. 1 и 2 представлено сравнение результатов разработанного алгоритма с методами,
основанными на пороговом значении и SIFT (Scale-Invariant Feature Transform), на наборах
данных синтетической микроскопии и DIC-микроскопии соответственно.

Таблица 1 / Table 1

Сравнение результатов разработанного алгоритма с другими методами
на наборе данных синтетической микроскопии

Comparison of the results of the developed algorithm with other methods
based on a set of synthetic microscopy data

Метод Точность Полнота F-мера
Метод на основе порогового значения 0.82 0.90 0.86
Разработанный метод 0.89 0.92 0.87
Метод SIFT 0.86 0.85 0.86

Таблица 2 / Table 2

Сравнение результатов разработанного алгоритма с другими методами
на наборе данных DIC-микроскопии

Comparison of the results of the developed algorithm with other methods
based on the DIC microscopy dataset

Метод Точность Полнота F-мера
Метод на основе порогового значения 0.83 0.89 0.84
Разработанный метод 0.90 0.92 0.88
Метод SIFT 0.88 0.90 0.85

Данные алгоритмы, как и разработанный алгоритм, были реализованы на языке програм-
мирования Java. Для реализации алгоритмов были использованы такие библиотеки Java, как
OpenCV, JavaCV и JAI. В частности, для метода SIFT был использован модуль OpenCV,
который позволяет идентифицировать и сопоставлять ключевые точки на изображениях,
устойчивые к масштабированию и вращению. OpenCV также использовалась для выполнения
базовых операций по обработке изображений, таких как фильтрация, пороговая обработка и
морфологическая трансформация. JavaCV использовалась для взаимодействия с алгоритмами
компьютерного зрения и для реализации методов пороговой обработки. Сравнение было
проведено по классическим мерам, используемым в машинном обучении [14].

В тестовой выборке данных использовались наборы данных синтетической микроскопии
и DIC-микроскопии, что в сумме составило 90 изображений. Для тестовой выборки были
определены статистические меры, такие как точность, полнота и F-мера. Точность измеря-
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ет долю правильно обнаруженных объектов среди всех объектов, которые были отмечены
алгоритмом как обнаруженные. Полнота измеряет долю объектов, которые были правильно
обнаружены, среди всех объектов, реально присутствующих на изображении. F-мера является
гармоническим средним между точностью и полнотой, что позволяет получить сбаланси-
рованную оценку эффективности алгоритма. Экспериментальные результаты показывают
значительное улучшение точности и полноты по сравнению с другими методами. Однако
необходимо отметить, что производительность на некоторых наборах данных может быть
затронута неточными метками классов или другими факторами.

Таким образом, предложенный метод демонстрирует хорошие результаты в обнаружении
и сегментации частиц на изображениях микроскопии, особенно на наборах данных, где
перекрытие объектов встречается редко.

Результаты исследования вносят значительный вклад в различные области применения:
– автоматический анализ биомедицинских образцов, таких как ткани или клетки;
– контроль качества продукции в различных отраслях промышленности, таких как фарма-

цевтика, сельское хозяйство и производство электроники;
– исследования в различных научных областях, таких как биология, физика и материало-

ведение, ускоряя процесс анализа данных и обнаружения интересующих объектов.

Заключение

Представленный метод обнаружения объектов на изображениях микроскопии, приме-
няемый для обнаружения частиц, показывает хорошие результаты в различных сценариях.
Экспериментальные данные демонстрируют его устойчивость к изменениям интенсивности
изображения, плотности частиц и их размерам, что было подтверждено на различных наборах
данных, включая синтетические изображения и данные DIC-микроскопии. Метод использует
экстремальные области в качестве кандидатов для обнаружения и оценивает их с помощью
обученных параметров. Встроенное ограничение на неперекрытие позволяет эффективно
обрабатывать кластеризацию частиц, что продемонстрировано в результатах на изображениях
с высокой плотностью объектов.

Однако основным ограничением метода является необходимость наличия хотя бы од-
ной кандидатской области, соответствующей каждому экземпляру объекта интереса. Это
предположение может нарушаться в случае перекрытия объектов, что приводит к низкой
производительности в наборах данных с существенным перекрытием экземпляров. Кроме
того, улучшение процедур определения кандидатских областей на основе точечных аннотаций
может повысить эффективность метода в дальнейших исследованиях.
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Аннотация. Рассматривается открытая сеть массового обслуживания большой размерности. В сеть

обслуживания из источника поступает пуассоновский поток требований одного класса. Связь между

системами сети массового обслуживания определяется маршрутной матрицей. Каждая система сети

состоит из одного прибора и очереди бесконечной длины. Прибор обслуживает требования только груп-

пами заданного размера. Длительность обслуживания группы требований является экспоненциально

распределенной случайной величиной. После окончания обслуживания требования из обслуженной

группы маршрутизируются между системами обслуживания по одному независимо друг от друга.

Сеть обслуживания построена таким образом, что число систем обслуживания, в которые могут

перейти требования после обслуживания группы требований, намного больше размера этой группы.

Предполагается, что вероятности переходов требований между системами сети обслуживания срав-

нимы. Предлагается метод формирования оптимальной маршрутной матрицы, которая обеспечивает

минимальные значения математических ожиданий длительностей пребывания требований в системах

сети обслуживания. Приводятся условие для относительных интенсивностей потоков, при котором

топология сети массового обслуживания является радиальной (звездообразной), и выражения для

вычисления оптимальных интенсивностей входящих потоков требований в системы сети обслуживания.

Приведены примеры формирования оптимальной маршрутной матрицы и применения предложенного

метода формирования маршрутной матрицы для коррекции потоков в сети массового обслуживания с

изменяющимся числом связей между системами сети обслуживания.

Ключевые слова: сети массового обслуживания, групповое обслуживание, оптимальная маршрутная

матрица
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Abstract. In this paper, we consider a large-scale open queuing network. The arrival process in the

queueing network is Poissonian. Сustomer transitions between nodes are described by the routing matrix.

Each node consists of a single server and an infinite waiting queue. Customers are served as a unique

batch of a given size with exponentially distributed service time. After the completion of service, customers

are routed between nodes one at a time, independently of each other. We assume that, at any node, the

number of destinations is much larger than the batch size. We also assume that the transition probabilities

of customers between nodes are comparable. In this paper, we propose a method for generating the optimal

routing matrix that provides the minimum average sojourn times in each node. We also provide a condition

for relative arrival rates, under which the queuing network topology is radial (star-shaped), and expressions

for optimal input rates to nodes. Finally, examples of the optimal routing matrix for different values of the

overall input rate and in case of link failures are presented.
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Введение

Сети массового обслуживания [1–3] часто используются в качестве математических моде-
лей систем передачи данных, информационно-вычислительных систем, систем распределенной
информации, производственных, транспортных и многих других систем.
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Для решения задач оптимизации и управления этими системами могут быть использованы
системы и сети массового обслуживания с управлением [4–6].

В настоящее время все более широкое распространение получают системы с групповой
обработкой, что позволяет обслуживать существенно больше объектов в единицу времени.
При этом возникают задачи определения оптимального количества обрабатываемых объектов,
оптимального времени пребывания объектов в системе, а также оптимальной загрузки системы
[7–12]. Если система имеет сетевую структуру, то сложность задач анализа, управления и
оптимизации многократно возрастает [13–18].

Задачи минимизации математического ожидания длительности пребывания требований
в системе решены в [7,9,14,18]. В работе [7] рассматривается задача формирования групп
требований со сравнимыми длительностями обработки таким образом, чтобы минимизировать
математическое ожидание длительности пребывания требований в системе с одним прибором
и с групповым обслуживанием на долгосрочном интервале времени. Предполагается, что рас-
пределение длительности обслуживания всей группы равно распределению, полученному для
требования с наибольшим математическим ожиданием длительности обслуживания в группе.
Для тандемной сети массового обслуживания [14], используемой в качестве модели беспро-
водной сенсорной сети, определена оптимальная стратегия распределения интенсивностей
обслуживания среди систем, которая минимизирует математическое ожидание длительности
пребывания требований в сети обслуживания. Авторы [9] для модели последовательности
станций транспортной системы с детерминированным потоком транспортных средств, перево-
зящих группы пассажиров между станциями, и пуассоновским входящим потоком пассажиров
на станции показали, что сокращение времени пребывания пассажиров во всей системе
возможно только за счет увеличения коэффициента использования предшествующей станции
по сравнению с текущей станцией. В работе [18] для замкнутой сети массового обслужи-
вания с несколькими параллельными системами, двумя классами требований и групповым
обслуживанием определено выражение для оптимального размера обслуживаемых групп, при
котором достигается максимум пропускной способности рассматриваемой сети обслуживания.

Поиску оптимального размера обслуживаемых групп требований посвящены работы
[10,12,13]. В работе [13] с использованием анализа сетей массового обслуживания и генети-
ческого алгоритма решена задача оптимизации производственной системы, а именно, найден
оптимальный размер партий. В [10] для одноприборной системы массового обслуживания с
групповым обслуживанием получено необходимое и достаточное условие оптимального огра-
ничения на размер группы обслуживаемых требований, которое минимизирует математическое
ожидание длительности пребывания требований в очереди, и предлагается алгоритм поиска
оптимального ограничения на размер группы обслуживаемых требований за полиномиальное
время. В работе [12] для системы с групповым обслуживанием решается задача нахождения
оптимального размера обслуживаемой группы требований, при которой эксплуатационные
расходы системы минимальны.

Существенное влияние на характеристики систем массового обслуживания оказывают
дисциплины группирования и обслуживания требований [11,15]. Например, в [15] рассмат-
ривается система обслуживания, состоящая из параллельных очередей и одного прибора.
Требования разных классов не могут одновременно обслуживаться в одной группе и ожидать
обслуживания в одной очереди. Определяются стратегия выбора на обслуживание групп
требований, которая максимизирует среднюю пропускную способность системы для случая
бесконечного размера очередей и стратегия, которая минимизирует средние потери требований
для случая ограниченного размера очередей. В работе [11] изучается стратегия присоединения
требований к формируемой для обслуживания группе фиксированного размера в системе
массового обслуживания с одним прибором и пуассоновским входящим потоком. Решение о
том, присоединяться к группе или нет, зависит от размера вознаграждения требованию за
присоединение и от затрат на его пребывание в очереди.

Другие задачи оптимизации систем и сетей массового обслуживания с групповым об-
служиванием требований приведены в [16,17]. В работе [16] автоматизированная система
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обработки материалов моделируется открытой тандемной сетью массового обслуживания
с блокировками. Предлагается итерационный алгоритм минимизации общего числа мест
ожидания в очередях систем обслуживания при средней длительности пребывания групп
требований в сети не выше заданного значения. В работе [17] представлена модель оценки
производительности предприятия по производству полупроводников в виде сети массово-
го обслуживания с учетом конкретной конфигурации предприятия. Построена процедура
оптимизации для поиска наилучшей конфигурации.

Данная работа основана на результатах, полученных в работах [19–21], и состоит из
четырех разделов. В первом разделе приведено описание структуры и функционирования
сети массового обслуживания с групповым обслуживанием. Во втором разделе описан метод
вычисления стационарного распределения вероятностей состояний рассматриваемой сети с
групповым обслуживанием, которое эквивалентно стационарному распределению процесса
размножения и гибели. Также приведены выражения для вычисления математического
ожидания длительностей пребывания требований в системах, оптимальных интенсивностей
входящих потоков требований и относительных интенсивностей потоков. В третьем разделе
предложен метод формирования оптимальных маршрутных матриц, при которых математичес-
кое ожидание длительностей пребывания требований в системах минимально. В четвертом
разделе приведены результаты численных экспериментов.

1. Описание сети массового обслуживания

Рассматривается открытая сеть массового обслуживания с одним классом требований и
непрерывным временем, состоящая из L одноприборных систем массового обслуживания Si,
i = 1, ..., L, с очередью бесконечной длины. Входящий в сеть обслуживания из источника
S0 поток требований является пуассоновским с интенсивностью λ0. Связи между системами
сети массового обслуживания и источником определяются матрицей смежности W = (wij),
i, j = 0, 1, ..., L, в которой wij = 1, если имеется связь из Si в Sj , и wij = 0, если такой
связи нет. Матрице W поставим в соответствие множество Θa маршрутных матриц Θ = (θij),

таких, что θij > 0, если wij = 1, и θij = 0, если wij = 0, i, j = 0, 1, ...L, с условием
L
∑

j=0
θij = 1

для всех i = 0, 1, ..., L.
Прибор системы Si, i = 1, ..., L, обслуживает требования группами размером bi > 0. Дли-

тельность обслуживания группы является случайной величиной, имеющей экспоненциальное
распределение с параметром µi. Прибор начинает обслуживать группу требований только в
том случае, если в очереди системы Si находится как минимум bi требований, иначе прибор
этой системы будет простаивать до тех пор, пока в очередь не поступит, по крайней мере, bi
требований. После завершения обслуживания в системе Si каждое требование независимо от
остальных требований группы переходит в систему Sj с вероятностью θij или в источник S0
с вероятностью θi0, i, j = 1, ..., L.

Полагаем, что в каждой системе Si сети размер обслуживаемой группы требований bi
значительно меньше числа систем Sj , в которые могут перейти требования после завершения
обслуживания в системе Si, а также что вероятности переходов требований в смежные
системы сравнимы. Следовательно, одновременное поступление двух или более требований
в систему имеет вероятность, близкую к нулю, поэтому входящий поток в каждую систе-
му обслуживания аппроксимируем пуассоновским потоком требований с интенсивностью,
зависящей от λ0 и маршрутной матрицы Θ.

Состояние сети обслуживания обозначим s = (si), где si — число требований, находящихся
в системе Si, i = 1, ..., L. Обозначим также u = (ui), где ui — математическое ожидание
длительности пребывания требований в системе Si, i = 1, ..., L.

Целью данной работы является разработка алгоритма формирования маршрутной матрицы,
которая обеспечивает минимальные значения математического ожидания длительностей
пребывания требований в системах сети обслуживания.
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2. Анализ сети массового обслуживания с групповым обслуживанием

В данной постановке сеть массового обслуживания будем рассматривать как сеть Джексо-
на. Потоки требований в системы обслуживания этой сети определим из решения системы
линейных алгебраических уравнений

λj = λ0 +
L
∑

i=1

λiθij , j = 1, . . . , L.

Далее отдельно рассмотрим систему обслуживания Si, i = 1, ..., L, с интенсивностью потока
λi, интенсивностью обслуживания µi групп требований, размером bi.

Уравнения равновесия будут иметь вид [21]










λiπi(0) = µiπi(bi),

λiπi(n) = λiπi(n− 1) + µiπi(bi + n), 1 6 n 6 bi − 1,

(λi + µi)πi(n) = λiπi(n− 1) + µiπi(bi + n), n > bi,

(1)

где πi(n)— стационарные вероятности состояний.
Коэффициент использования системы Si определяется выражением

ψi =
λi
biµi

. (2)

Система Si функционирует в стационарном режиме, если ψi < 1.
Эволюцию системы Si можно описать с помощью процесса размножения и гибели [21],

представленном на рисунке.

Процесс размножения и гибели
Figure. The birth-death process

В этом случае стационарные вероятности определяются формулами [2]

πi(k) = πi(0)
k
∏

n=1

λi
µ̃i(n)

, k = 1, 2, ..., (3)

где

πi(0) =

(

1 +

∞
∑

k=1

k
∏

n=1

λi
µ̃i(n)

)−1

, (4)

а интенсивности µ̃i(n) имеют вид [21]















µ̃i(n) = λi − µi
λbii

µ̃i(n+ 1) · ... · µ̃i(n+ bi)
, 1 6 n 6 bi − 1,

µ̃i(n) = λi + µi − µi
λbii

µ̃i(n+ 1) · ... · µ̃i(n+ bi)
, n > bi.

(5)

Используя стационарные вероятности (3), (4), в работе [19] была получена формула для
математического ожидания длительности пребывания требования в системе в виде

ui(λi) =
bi − 1

2λi
+

1

Mi − λi
, (6)
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где Mi = lim
n→∞

µ̃i(n) – корень уравнения

M bi+1
i − (λi + µi)M

bi
i + λbii µi = 0,

принадлежащий интервалу
(

bi(λi + µi)

bi + 1
,
(λi + µi)

bi+1 − λbii µi
(λi + µi)bi

)

.

Далее в статье [20] было доказано, что (6) достигает минимального значения в некотором
λ∗i при фиксированном значении bi и µi, причем это значение единственно

u∗i = ui(λ
∗
i ) = min

λi

u(λi).

Также в работе [20] было получено выражение для вычисления приближенных значений
оптимальных интенсивностей потоков в системы

λ∗i = µi
1− (1 + α/bi)

−bi

α/bi
, (7)

где α— корень уравнения
eα − (α+ 3) = 0.

Определив оптимальные значения интенсивностей λ∗i по формуле (7), можно вычислить
оптимальные относительные интенсивности потоков

ω∗
i (λ0) =

λ∗i

λ0 +
L
∑

j=1
λ∗j

, i = 0, . . . , L. (8)

Заметим, что в стационарном режиме функционирования сети массового обслуживания
относительная интенсивность потока не может быть больше суммы относительных интенсив-
ностей потоков всех других систем обслуживания сети, включая источник требований, т. е.

ωi 6

L
∑

j=0

ωj − ωi, i = 0, . . . , L. (9)

Учитывая равенство
L
∑

j=0
ωj = 1, соотношение (9) может быть представлено в виде ωi 6 1− ωi,

i = 0, . . . , L. Следовательно,

max
i=0,...,L

ωi 6
1

2
. (10)

В случае, когда (10) имеет вид равенства ω0 = 1/2 и, следовательно,

L
∑

i=1

ωi =
1

2
,

то в матрице Θ сети обслуживания отличны от нуля только элементы нулевой строки
и нулевого столбца. При этом все элементы нулевого столбца равны 1 за исключением
θ00 = 0. Топология такой сети определяет открытую сеть параллельных систем массового
обслуживания. Интенсивность входящего потока в такую сеть определяется равенством

λ0 =

L
∑

j=1

λ∗j .

Если же для некоторой системы Sl, l 6= 0, относительная интенсивность ωl = 1/2, то сеть
массового обслуживания будет иметь радиальную (звездообразную) топологию с центральной
системой Sl.
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3. Метод формирования маршрутных матриц

Задача оптимизации состоит в нахождении маршрутной матрицы Θ∗, которая для за-
данного вектора относительных интенсивностей потоков ωa обеспечивает вектор u∗ = (u∗i ),
i = 1, ..., L, и удовлетворяет условию

ωaΘ∗ = ωa,
L
∑

i=0

ωa = 1. (11)

Обозначим R— число ненулевых элементов в матрице смежности W . Если R = L+ 1—
минимальное значение, которое может принять число R, то сеть массового обслуживания
будет иметь кольцевую топологию, в которой θi−1,i = 1, i = 1, . . . , L, и θL,0 = 1. Остальные
элементы маршрутной матрицы Θ равны нулю. В этом случае ωi = 1/(L+ 1), i = 0, 1, . . . , L.
Сеть массового обслуживания с полносвязной топологией имеет максимально возможное
число R = L(L+1) ненулевых элементов матрицы Θ. Если система уравнений (11) совместна
и число неизвестных R > 2(L+1), то такая система в общем случае имеет бесконечное число
решений.

Для нахождения допустимого решения системы уравнений (11) воспользуемся методом
градиентного спуска. Введем целевую функцию для заданного вектора ωa и матрицы Θ ∈ AW

V (Θ) =
L
∑

i=0



ωa
i −

L
∑

j=0

ωa
j θji





2

.

Данная функция является выпуклой на выпуклом множестве AW .

Тогда определим задачу оптимизации:

V (Θ) → min
Θ∈AW

при ограничениях:

θij =

{

θij , 0 6 θij 6 1, wij = 1,

0, wij = 0,
i, j = 0, 1, . . . , L,

L
∑

j=0

θij = 1, i = 0, 1, . . . , L.

Движение в направлении наискорейшего спуска определяется выражением

Θ(k+1) = Θ(k) − γ(k) 5 V (Θ(k)),

где направление спуска задается антиградиентом −5 V (Θ(k)), γ — скорость градиентного
спуска, k = 0, 1, . . . — шаг итерации, Θ(0) — начальная маршрутная матрица, для которой

θ
(0)
ij =

{

1∑
L

k=0
wik

, wij = 1,

0, wij = 0,
i, j = 0, 1, . . . , L.

Приближенным значением Θ∗ будем считать маршрутную матрицу Θ(·) ∈ AW , для которой
V (Θ(·)) 6 ε, где константа ε > 0 определяет точность решения.
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4. Численные примеры

Рассмотрим открытую сеть массового обслуживания, состоящую из L = 5 систем
массового обслуживания. Вектор интенсивностей обслуживания в системах сети равен
µ = (1; 1.2; 1.3; 0.9; 1.1), вектор размеров групп требований b = (3; 4; 3; 2; 3), начальная марш-
рутная матрица

Θ(0) =

















0 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000
0.3333 0 0.3334 0.3333 0 0
0.3333 0.3334 0 0.3333 0 0
0.3333 0 0 0 0.3334 0.3333
0.3333 0 0.3333 0 0 0.3334
0.3333 0 0.3333 0.3334 0 0

















.

Пусть интенсивность потока в сеть λ0 = 0.02. Используя выражение (7), получим век-
тор λ = (0.0200; 1.4046; 2.3002; 1.8260; 0.8065; 1.5450). Тогда относительные интенсивности
потоков будут ω = (0.0025; 0.1777; 0.2911; 0.2311; 0.1021; 0.1955), а оптимальная маршрутная
матрица

Θ∗ =

















0 0.0050 0.3032 0.0007 0.4899 0.2011
0.0034 0 0.6844 0.3122 0 0
0.0035 0.6104 0 0.3861 0 0

0 0 0 0 0.4365 0.5635
0.0023 0 0.3633 0 0 0.6344
0.0033 0 0.6733 0.3234 0 0

















.

В полученной маршрутной матрице вероятности выхода требований из сети обслуживания
близки к нулю. За счет этого обеспечивается необходимое число требований в сети и,
соответственно, оптимальные длительности формирования групп требований в системах перед
началом обслуживания. При этом внутренние элементы маршрутной матрицы обеспечивают
необходимые потоки требований между системами обслуживания Si, i = 1, . . . , 5.

Увеличим интенсивность входного потока λ0 = 1.5. Относительные интенсивности потоков
станут равными ω = (0.1599; 0.1497; 0.2452; 0.1946; 0.0860; 0.1647), при этом интенсивности по-
токов λ = (1.5; 1.4046; 2.3002; 1.8260; 0.8065; 1.5450) в системы обслуживания Si, i = 1, . . . , 5,
остались неизменными. Элементы θi0, i = 1, . . . , 5, оптимальной маршрутной матрицы

Θ∗ =

















0 0.2890 0.2870 0.0901 0.1320 0.2019
0.2333 0 0.3334 0.4333 0 0
0.2642 0.4222 0 0.3136 0 0
0.1333 0 0 0 0.3335 0.5332
0.3334 0 0.3332 0 0 0.3334
0.0333 0 0.7333 0.2334 0 0

















существенно больше по сравнению с соответствующими элементами оптимальной маршрутной
матрицы при λ0 = 0.02.

При λ0 = 4 вектор относительных интенсивностей и оптимальная маршрутная матрица
примут вид

ω = (0.3366; 0.1182; 0.1936; 0.1537; 0.0679; 0.1300),

Θ∗ =

















0 0.2112 0.2998 0.1121 0.1869 0.1900
0.4333 0 0.3344 0.2323 0 0
0.5233 0.2434 0 0.2333 0 0
0.7333 0 0 0 0.0324 0.2343
0.2234 0 0.3343 0 0 0.4423
0.4323 0 0.2343 0.3334 0 0

















.
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Заметим, что при последовательном увеличении интенсивности входящего потока в сеть
уменьшается необходимость удерживать требования в сети и видно, что вероятности выхода
из сети увеличиваются, а вероятности перехода требований между системами уменьшаются.

При максимальной интенсивности входного потока λ0 = 7.88, при которой еще обеспе-
чивается условие существование стационарного режима в рассматриваемой сети массового
обслуживания, вектор относительных интенсивностей и оптимальная маршрутная матрица
примут вид

ω = (0.5000; 0.0891; 0.1459; 0.1158; 0.0512; 0.0980),

Θ∗ =

















0 0.1782 0.2918 0.2316 0.1024 0.1960
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

















.

При такой интенсивности входного потока топология сети обслуживания вырождается в
топологию типа звезда, где центральной системой становится источник требований. Также сеть
с такой топологией можно интерпретировать как сеть параллельных систем обслуживания.

Следует отметить, что все полученные в примере маршрутные матрицы обеспечивают
неизменные минимальные математические ожидания длительностей пребывания требований
в системах u∗ = (2.131; 1.808; 1.639; 2.267; 1.937), а также математическое ожидание числа
требований в системах обслуживания s̄ = (2.993; 4.159; 2.993; 1.828; 2.992).

Предложенный метод формирования маршрутных матриц может быть также использован
для коррекции потоков требований в сетях массового обслуживания с изменяющимся числом
связей между системами обслуживания.

Рассмотрим пример открытой сети массового обслуживания с L = 6 одноприборными
системами обслуживания. Вектор интенсивностей обслуживания в системах сети µ = (2.0; 2.1;
1.9; 2.0; 2.1; 1.9), вектор размеров групп требований b = (2; 3; 2; 3; 4; 3), интенсивность потока
требований из источника в сеть λ0 = 2, матрица смежности

W =





















0 1 1 1 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0
1 1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 0 1 0
1 0 0 1 1 0 1
1 0 1 0 1 0 0





















.

Необходимо определить маршрутные матрицы, которые обеспечивают минимальные мате-
матические ожидания длительностей пребывания требований в системах сети обслуживания
при двух различных матрицах смежностей ориентированного графа, отображающих топологии
рассматриваемой сети массового обслуживания.

Используя выражение (7), получим вектор

λ = (1.7923; 2.9496; 1.7026; 2.8091; 4.0252; 2.6687).

Следовательно, вектор ω = (0.1114; 0.0999; 0.1643; 0.0949; 0.1565; 0.2243; 0.1487), вектор u∗ =
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= (1.0203; 1.0147; 1.0740; 1.0655; 1.0328; 1.1215), а оптимальная маршрутная матрица

Θ∗ =





















0 0.2 0.279 0.1111 0.1999 0.21 0
0 0 0.2923 0 0 0.2323 0.4754

0.05 0.0409 0 0.161 0 0.7481 0
0.3434 0.3332 0 0 0.3234 0 0
0.05 0.251 0.3489 0 0 0.3501 0
0.0589 0 0 0.25 0.2399 0 0.4512
0.3333 0 0.3323 0 0.3344 0 0





















.

Пусть теперь в матрице W элементы w25 = 0 и w53 = 0. Тогда оптимальная маршрутная
матрица примет вид

Θ∗ =





















0 0 0.0999 0.1991 0.001 0.7 0
0 0 0.3354 0 0 0.5733 0.0913

0.223 0.3344 0 0.4426 0 0 0
0.2343 0.4243 0 0 0.3414 0 0
0.049 0.03 0.352 0 0 0.569 0
0.0453 0 0 0 0.3324 0 0.6223
0.2333 0 0.4343 0 0.3324 0 0





















.

Обе маршрутные матрицы обеспечивают оптимальный вектор u∗.

Заключение

В данной работе разработан метод регулирования элементов маршрутной матрицы, которая
обеспечивает минимальные математические ожидания длительностей пребывания требований
в системах открытой сети массового обслуживания с групповым обслуживанием требова-
ний для всех допустимых λ0. Приводятся результаты численных экспериментов применения
предложенного метода для вычисления стационарных характеристик сети с групповым об-
служиванием требований. Метод может быть использован также для коррекции потоков
требований в сетях массового обслуживания с групповым обслуживанием и изменяющимся
числом связей между системами обслуживания.
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Введение

Большинство современных геофизических методов исследования пород включает обра-
ботку значительного количества информации, анализ которого невозможно представить без
применения численных алгоритмов и программных комплексов. В данной статье описано
усовершенствование полуаналитической математической модели нового авторского метода
сейсморазведки [1] и апробация этой модели сравнением с точным расчетом в программном
комплексе Comsol Multiphysics, а также сравнением рассчитанных с использованием этой
модели параметров пород геологического разреза с реальными.

Задачей нового метода сейсморазведки является определение таких характеристик слоев
геологического разреза, как плотность пород, скорость и затухание звука в слоях, глубина
залегания и наклон поверхностей раздела слоев. При этом интерпретация сейсмологических
данных не требует непосредственного участия геолога-интерпретатора.

В работах [1–3] подробно изложены суть нового метода (вертикальное расположение
приемников сейсмических волн), алгоритм цифровой фильтрации сейсмограмм, описание полу-
аналитической математической модели геологического разреза с горизонтальными границами
раздела пород и результаты сравнения расчетных и измеренных параметров геологических
сред.

Однако в природе слои в геологическом разрезе часто имеют наклон границ. Это увеличи-
вает число определяемых параметров геологической структуры и усложняет процесс расчета
вследствие учета рассеяния отраженных импульсов. Поэтому при работе с геофизическими
данными необходимо учитывать геометрию границ раздела пород.

При цифровой фильтрации реальных сейсмограмм выделяются только сейсмосигналы,
распространяющиеся по вертикали [1], заданной приемниками, так как при малых углах на-
клона слоев отличие времени приема сигналов также мало и уменьшается для более глубоких
слоев. Поэтому при анализе будем учитывать только продольные волны, воспринимаемые
приемниками, согласно схеме на рис. 1, а, б.
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Рис. 1. Схема распространения акустической волны: а — через границу двух сред; б — в геологической
структуре с наклонными границами слоев, где α— угол наклона границы и угол падения волны, γ —
угол преломления, Пр1 и Пр2 — приемники акустического сигнала, c1 — расстояние от приемника до
границы по вертикали, c2, c3 — толщины соответствующих слоев на вертикали под приемниками, a1 —
кратчайшее расстояние от приемника до границы, a2, a3 — кратчайшие расстояния между границами
под датчиком, rn — плотности соответствующего слоя, ϑn — скорость продольной акустической волны

в соответствующем слое, ЗМС (зона малых скоростей) верхний слой земли

Fig. 1. The diagram of acoustic wave propagation: a — across the boundary of two geological environments;
б — in a geological structure with inclined layer boundaries, where α is the angle of inclination of the
boundary and the dip angle of the wave, γ is the angle of refraction, Пр1 and Пр2 are acoustic signal
receivers, c1 is vertical distance from the receiver to the boundary, c2, c3 — thickness of the corresponding
layers on the vertical under the receivers, a1 — shortest distance from the receiver to the boundary, a2,
a3 — shortest distances between the boundaries under the sensor, rn — densities of the corresponding
layer, ϑn — velocity of primary wave in the corresponding layer, LVZ (low velocity zone) upper layer of

the earth

1. Полуаналитическая модель сейсмограммы геологического разреза

Рассмотрим принципы построения полуаналитической теоретической сейсмограммы для
случая распространения по вертикали продольных волн в геологической структуре с наклоном
границ слоев. При анализе волн на границах сред используется понятие нормального

акустического импеданса [4]. Нормальные акустические импедансы для падающей (Zp),
отраженной (Zo) и прошедшей (Z ′) волны равны

Z = Zp = Zo =
rϑ

cosα
, Z ′ =

r′ϑ′

cos γ
,

где r, r′ — плотности в первом и во втором слое соответственно, ϑ и ϑ′ — скорости продольной
акустической волны в первом и во втором слое соответственно, α— угол падения, γ — угол
преломления. Тогда коэффициент отражения (V ) по амплитуде от границы при наклонном
падении акустической волны

V =
Z ′

− Z

Z ′ + Z
=

r′ϑ′/ cos γ − rϑ/ cosα

r′ϑ′/ cos γ + rϑ/ cosα
. (1)

Аналогично получаем выражение для коэффициента прохождения (W ) по амплитуде:

W =
2Z ′

Z ′ + Z
=

2r′ϑ′/ cos γ

r′ϑ′/ cos γ + rϑ/ cosα
, (2)
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cos γ =

√

1− sin2 γ =

√

1−

(

sinαϑ′

ϑ

)2

. (3)

Однако изменения в математических выкладках при учете наклона границ не ограничива-
ются учетом угла наклона в формулах коэффициентов отражения и преломления. Необходимо
ввести поправку на пройденное волной расстояние в каждом слое, так как оно отличается от
толщины слоя по вертикали (параметр c на рис. 1, б). На рис. 1, б видно, что сферическая
акустическая волна в первую очередь достигнет наклонной границы в точке, удаленной от
вертикали, находящейся на расстоянии a от приемника.

Целью модификации построенного ранее метода [2, 3] является расчет толщины слоев
строго по вертикали (см. рис. 1, б) под датчиками, т. е.

cn =
an

cosαn

.

Таким образом в модели с наклонными границами для расчета теоретической сейсмограм-
мы используются формулы для расчета коэффициентов отражения и прохождения (1) и (2),
а также расстояния по вертикали между границами cn. Для геологической структуры со
многими слоями теоретическая модель, описывающая акустические процессы в трех слоях,
применяется последовательно для более глубоких слоев, когда падающее акустическое поле
принимается как поле акустической волны продольного типа, прошедшей выше расположенные
слои.

Для проверки модифицированной полуаналитической теоретической модели геологической
структуры с наклонными границами слоев аналогично [2, 3] была построена модель для
точного вычисления «экспериментальной» сейсмограммы в программном комплексе Comsol
Multiphysics. Был выбран физический интерфейс Elastic Waves, Time Explicit для моделирова-
ния распространения упругих волн в линейных упругих средах методом конечных элементов
(МКЭ)1. Интерфейс Elastic Waves, Time Explicit вычисляет скорость колебаний и деформацию
в узлах сетки МКЭ. Основной задачей моделирования распространения акустического сигнала
является вычисление смещений в точках приема (Пр1, Пр2) в различные моменты времени
(сейсмограмма).

Параметр, который описывает затухание акустической волны в среде, называется «доброт-
ность» (Q-factor) [4]. В выбранном интерфейсе затухание может быть введено с использовани-
ем модели демпфирования Рэлея2 и заданием относительного коэффициента демпфирования
ζ в ней.

ζ ≈

1

2π
ln

(

A(t)

A(t+ T )

)

,

где A(t) и A(t+ T )— амплитуды в моменты времени, отличающиеся на период. Добротность
Q связана с относительным коэффициентом демпфирования ζ следующим образом:

Q =
1

2ζ
√

1− ζ2
≈

1

2ζ
.

В моделируемой геологической структуре для каждого слоя указывались такие физические
параметры, как плотность, скорости продольной и поперечной волн и добротность. Параметры
модели, соответствующие геологическому разрезу [5], представлены в табл. 1.

1Isotropic-Anisotropic Sample: Elastic Wave Propagation. Application Gallery. URL: https://www.comsol.com/
model/isotropic-anisotropic-sample-elastic-wave-propagation-78231 (дата обращения: 10.05.2020);
Ground Motion After Seismic Event: Scattering off a Small Mountain. Application Gallery. URL: https://www.comsol.
com/model/ground-motion-after-seismic-event-scattering-off-a-small-mountain-78241 (дата обращения: 10.05.2020);
Propagation of Seismic Waves Through Earth. Application Gallery. URL: https://www.comsol.com/model/
propagation-of-seismic-waves-through-earth-9038 (дата обращения: 10.05.2020).

2Теория и механизмы демпфирования в механике конструкций. Блог COMSOL. URL: https://www.comsol.ru/
blogs/damping-in-structural-dynamics-theory-and-sources/ (дата обращения: 14.05.2020);
Акустика. COMSOL Multiphysics. URL: https://www.comsol.ru/acoustics-module (дата обращения: 29.04.2020).
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Таблица 1 / Table 1

Параметры модели с наклонными границами
Model parameters with sloping boundaries

Толщина
слоя, м

Скорость
продольной
волны, м/с

Скорость
поперечной
волны, м/с

Плотность,
кг/м3

Добротность Угол наклона
границы, ∘

15 1800 1058.8 1500 50 0.0
225 2200 1294.1 2150 100 5.7
205 4670 2747.1 2500 150 11.3
150 2950 1735.3 2400 170 13.5
105 6000 3529.4 2600 80 17.7

Параметр «толщина слоя», представленный в табл. 1, является расстоянием между гра-
ницами строго по вертикали под датчиками (параметры c на рис. 1, б). Геометрия модели с
наклонными границами и расположением приемников приведена на рис. 2.

Рис. 2. Геометрия модели с указанными углами
наклона границ. Точками указаны приемники аку-
стического сигнала Пр1 на глубине 50 м и Пр2 на

глубине 80 м

Fig. 2. Geometry of the model with specified
boundary inclination angles. The receivers of the
acoustic signal Пр1 at a depth of 50 m and Пр2 at a

depth of 80 m are indicated by points

В модели глубина зоны малых скоро-
стей (ЗМС) составляет 15м. Для устра-
нения отражений от границ рассматрива-
емой области боковые и нижняя границы
моделировались в виде сильно поглощаю-
щих слоев.

Верхняя граница полупространства яв-
ляется свободной, а в начале системы ко-
ординат расположен точечный источник
акустических волн. Входной импульс, воз-
буждаемый этим источником, задается в
виде силы Fin:

Fin(t) = F0

1− e
− 9t

Timp

1 + e
−9

(

t
Timp

−1

) sin(2πfimpt),

где t— время, Timp — длительность вход-
ного импульса, fimp — центральная часто-
та источника. Это выражение получено
на основе аппроксимации формы первого
импульса в экспериментальных сейсмо-
граммах.

Для численного эксперимента были
выбраны следующие параметры входного
импульса: F0 = 500 кН, Timp = 0.01c,
fimp = 100 Гц.

Одним из важнейших этапов численного моделирования является разбиение рассматри-
ваемой области на конечные элементы. Разбиение на конечные элементы производилось в
автоматическом режиме с добавлением узла Mapped, который используется, чтобы создать
структурированную четырехугольную сетку.

2. Результаты и обсуждение

На рис. 3 приведены результаты моделирования в программном комплексе Comsol
Multiphysics распространения акустической (сейсмической) волны при взрывном возбуж-
дении в различные моменты времени в модели с наклонными границами.

На рис. 3 для разных моментов времени представлены картины распространяющихся волн
в виде вертикальных колебательных скоростей частиц породы, причем густота цвета харак-
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Рис. 3. Распространение акустических волн от точечного источника на поверхности в зоне малых
скоростей и первых трех слоях геологической структуры в моменты времени 0.03 с (а ), 0.12 с (б),

0.16 с (в), 0.20 с (г), 0.21 с (д), 0.22 с (е)
Fig. 3. Propagation of acoustic waves from a point source on the surface in the zone of low velocities and
the first three layers of the geological structure at time 0.03 sec (a), 0.12 sec (b), 0.16 sec (c), 0.20 sec

(d), 0.21 sec (e), 0.22 sec (f)
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теризует амплитуду. В первые моменты времени видны две ярко выраженные волны, первая,
распространяющая с большей скоростью, является продольной волной, а вторая — поперечной.
Характерно, что на фронте поперечных волн в центре (вблизи вертикали) амплитуда мала,
так как возбуждающая сила направлена по вертикали.

Модельные сейсмоимпульсы продольных волн, принятые в двух точках расположения
приемников на глубине 50 и 80 м, были введены в программу цифровой фильтрации (на
MatLab), произведена их обработка, результаты которой представлены на рис. 4.

а / a б /b

в / c г /d

Рис. 4. Результат обработки «экспериментальных» сейсмограмм для структуры с наклонными гра-
ницами. Штриховой линией обозначены сейсмограммы с нижнего приемника, сплошной линией —
с верхнего приемника: а — исходные сейсмограммы; б — смещение по времени сейсмограммы ниж-
него приемника к сейсмограмме верхнего; в — исключение несовпадающих импульсов; г — итоговая

сейсмограмма

Fig. 4. Processing results of experimental seismograms for a structure with sloping boundaries.
Seismograms from the lower receiver are shown with dashed lines, while seismograms from the upper
receiver are shown with solid lines: a — original seismograms; b — time shifting of the lower receiver
seismogram to match the upper receiver seismogram; c — exclusion of non-matching impulses; d — final

seismogram

Алгоритм цифровой фильтрации применяется для «очищения» экспериментальных сейсмо-
грамм от посторонних сигналов и заключается в сравнении двух сейсмограмм, полученных
с двух приемников, расположенных на одной вертикали друг под другом на некотором
известном расстоянии. По разнице времени входных импульсов на этих сейсмограммах
определяется время задержки сигнала, распространяющегося вертикально между датчиками.
Затем производится смещение одной сейсмограммы на рассчитанное время задержки, что
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позволяет получить две сейсмограммы, у которых импульсы, отраженные от границ под
датчиками, совпадают, в то время как импульсы, отраженные от границ, удаленных от
вертикали расположения приемников, будут смещены по времени относительно друг друга.

В результате обработки получается амплитудно-временная зависимость, полученная путем
удаления несовпадающих сигналов и сложения сейсмограмм с двух приемников.

Для оценки адекватности введенных изменений для наклонных границ была рассчитана
по полуаналитической модели теоретическая сейсмограмма, входные параметры которой
соответствуют параметрам модели в Comsol.

Сравнение «экспериментальной» (построенной в Comsol) и теоретической сейсмограмм
для модели с наклонными границами, свойства которой приведены в табл. 2, показано на
рис. 5.

Таблица 2 / Table 2

Диапазоны значений варьируемых параметров, шаг цикла и найденные значения
для первого слоя

Ranges of variable parameters, loop step, and found values for the first layer

Параметр Диапазон
значений

Шаг Истинные
значения

Найденные
значения

Толщина, м 210–240 1 225 225
Скорость волны, м/с 2050–2350 1 2200 2199
Плотность, кг/м3 1900–2400 10 2150 2120
Добротность 70–130 2 100 100
Угол наклона,∘ 0–7 0.2 5.71 6

Рис. 5. «Экспериментальная» (сплошная) и теоретическая (штриховые) сейсмо-
граммы, рассчитанные для модели с наклонными границами для первых трех

границ, расположенных ниже приемников

Fig. 5. Experimental (solid) and theoretical (dashed) seismograms calculated for a
model with inclined boundaries for the first three layers located below the receivers

Из рис. 5 видно, что при равенстве всех параметров модели время прихода и амплитуда
импульсов «экспериментальной» и теоретической сейсмограмм совпадают, т. е. построенная
модель является адекватной. Следовательно, разработанный математический аппарат может
быть успешно применен для интерпретации сейсмических данных.

Основная цель нового метода сейсморазведки с двумя вертикальными приемниками
заключается в расчете параметров, описывающих механические свойства пород геологического
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разреза. Для этого на основе теоретической сейсмограммы Sth(t) и экспериментальной
сейсмограммы S(t) строится целевая функция в виде суммы квадратов разностей расчетных
и измеренных значений амплитуд сигналов [6,7].

F (a1, a2, ..., aN ) =
P
∑

i=1

(Sth(ti)− S(ti))
2, (4)

где моменты времени ti соответствуют максимумам экспериментальной сейсмограммы, i =
= 1, 2, . . . , p.

Глобальный минимум этой функции достигается при таком наборе значений указанных
параметров, при которых расчетная сейсмограмма наиболее близка к экспериментальной.
Следовательно, можно утверждать, что полученные в результате минимизации параметры
соответствуют реальной геологической структуре.

Алгоритм поиска параметров многих слоев геологической структуры методом наименьших
квадратов заключается в следующем: на первом этапе расчеты проводятся для первых двух-
трех границ и определяются все акустические параметры, глубины границ раздела и толщин
этих слоев; на втором этапе, исходя из формы и спектра акустического импульса, прошедшего
эти слои, задача решается повторно для следующих двух-трех слоев в глубину.

Программа минимизации целевой функции (4) была написана в системе MatLab. В
процессе поиска глобального минимума и получения достоверных значений параметров, соот-
ветствующих реальной геологической структуре, была выявлена необходимость отслеживания
не одного, а как минимум трех импульсов для получения близких значений найденных
параметров.

В результате работы программы получен набор параметров, отличающийся от истинных
значений для пород рассматриваемого геологического разреза (см. табл. 1 и 2) менее чем на
1.5% и на 5% для значения угла наклона границы.

Таким образом, каждый из найденных наборов параметров геологического разреза с
высокой точностью согласуется со значениями экспериментальной модели, и среди них
отсутствуют значения параметров, далекие от истинных.

Заключение

В настоящей работе представлена полуаналитическая математическая модель, описываю-
щая распространение акустической волны в слоистой среде с наклонными границами раздела
сред. Согласно результатам настоящего исследования можно сделать вывод, что разработан-
ная полуаналитическая модель позволяет построить теоретическую сейсмограмму, которая
сходится в процессе поиска глобального минимума к очищенной от неинформативных импуль-
сов экспериментальной сейсмограмме, полученной для реального разреза горных пород, что
позволяет применить полуаналитическую модель для расчета параметров слоев геологического
разреза, таких как толщина слоев, их плотность, скорость распространения акустических
волн в них, а также добротность этих сред и углы наклона границ. Построенный алгоритм
обеспечивает определение параметров геологического разреза в автоматическом режиме без
участия геолога-интерпретатора.

Таким образом, разработанный алгоритм представляет собой эффективный инструмент
для автоматизированного анализа геологических данных и определения параметров горных
пород.
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