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Аннотация. Работа посвящена исследованию одного класса бесконечных систем нелинейных двумер-
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газов, математической биологии при исследовании пространственно-временного распределения эпиде-
мии. Доказаны теоремы существования и единственности положительного решения в определённом
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Введение

Рассматривается следующая бесконечная система нелинейных двумерных уравнений:

𝑄(𝑥𝑚𝑛) =
∞∑︁

𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

𝑎𝑚−𝑖 𝑛−𝑗𝑃𝑖𝑗 𝑥𝑖𝑗 , (𝑚,𝑛) ∈ Z2 := Z× Z, (1)

относительно элементов бесконечной матрицы 𝑋 = (𝑥𝑚𝑛)(𝑚,𝑛)∈Z2 в предположении, что

𝑎ℓ𝑡 > 0, (ℓ, 𝑡) ∈ Z2,

∞∑︁
ℓ=−∞

∞∑︁
𝑡=−∞

𝑎ℓ𝑡 = 1, (2)

𝑎ℓ𝑡 = 𝑎𝑡ℓ, (ℓ, 𝑡) ∈ Z2, 𝑎−𝑝𝑡 = 𝑎𝑝𝑡, 𝑝 ∈ N ∪ {0}, 𝑡 ∈ Z, (3)

𝑃𝑖𝑗 > 1, 𝑃𝑖𝑗 = 𝑃𝑗𝑖, (𝑖, 𝑗) ∈ Z2,
∞∑︁

𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

(𝑃𝑖𝑗 − 1) <∞, (4)

𝑄(0) = 0, 𝑄 ∈ 𝐶(R+), R+ := [0,∞), (5)

𝑄— функция, строго выпуклая вниз и монотонно возрастающая на R+, (6)

существует число 𝜂 > 0 такое, что 𝑄(𝜂) = 𝜂. (7)

Рассматриваемый класс систем уравнений (1) находит применение в различных областях
математической физики и математической биологии. В приложениях этот класс наиболее
часто встречается в дискретных аналогах задач динамической теории 𝑝-адических открыто-
замкнутых струн, кинетической теории газов, теории пространственно-временного модели-
рования эпидемии (см., например, [1–15] и ссылки в них). Изучению решения указанных
задач в непрерывных случаях посвящены, например, работы [1,4,13,16–18], в которых при
определённых условиях доказаны теоремы существования и единственности положительного
и ограниченного решения, а также изучены их асимптотические свойства.
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Следует отметить, что решению систем бесконечных нелинейных алгебраических уравне-
ний для отмеченных выше задач посвящены, например, работы [19–21].

Так, в работе [19] изучен один класс бесконечных систем алгебраических уравнений с
монотонной и выпуклой вверх на R+ нелинейностью 𝐺 и матрицами 𝐴 = (𝑎̃𝑛−𝑗)𝑛,𝑗∈Z типа
Теплица:

𝑥𝑛 =
∞∑︁

𝑗=−∞
𝑎̃𝑛−𝑗(𝐺(𝑥𝑗) + ℎ𝑗(𝑥𝑗)), 𝑛 ∈ Z, (8)

относительно искомого бесконечного вектора 𝑥 = (. . . , 𝑥−1, 𝑥0, 𝑥1, . . .)
𝑇 (𝑇 — знак транспони-

рования), где последовательность монотонных непрерывных на R+ вещественных функций
(ℎ𝑗(𝑢))𝑗∈Z удовлетворяет определённым условиям (см. [19]).

Ранее система уравнений (8) на Z+ = N ∪ {0} была исследована в [20], а в работе [21]
при ℎ𝑗 ≡ 0 (𝑗 ∈ Z) был изучен её двумерный аналог.

Отметим, что в [21], в отличие от настоящей работы, подробно исследован один класс
системы вида (1) при

𝑄(𝑋) = 𝑐𝑋𝑐𝑢𝑏𝑒 + (1− 𝑐)𝑋, 𝑎𝑚−𝑖 𝑛−𝑗 = 𝑎̃𝑚−𝑖 · 𝑏̃𝑛−𝑗 , 𝑃𝑖𝑗 ≡ 1, 𝑚, 𝑛, 𝑖, 𝑗 ∈ Z,

где 𝑋𝑐𝑢𝑏𝑒 =
(︀
𝑥3𝑚𝑛

)︀
(𝑚,𝑛)∈Z2 — матрица с соответствующими элементами искомой матрицы

𝑋 = (𝑥𝑚𝑛)(𝑚,𝑛)∈Z2 , возведёнными в куб, числовые последовательности {𝑎̃𝑘}+∞
𝑘=−∞ и {𝑏̃𝑠}+∞

𝑠=−∞,
удовлетворяют определённым условиям, 𝑐 ∈ (0, 1]— числовой параметр.

Следует также отметить, что в линейном и одномерном случае система (1) достаточно
подробно исследована в работах [22–25].

В настоящей работе исследуемый класс систем уравнений (1) рассматривается на всей
плоскости целочисленной решётки Z2 с общей монотонной и выпуклой вниз нелинейностью
𝑄 и с общими матрицами 𝐴 = (𝑎𝑚𝑛)(𝑚,𝑛)∈Z2 и 𝑃 = (𝑃𝑖𝑗)(𝑖,𝑗)∈Z2 , удовлетворяющими условиям
(5)–(7) и (2)–(4) соответственно. Исследуются вопросы существования и единственности
нетривиального решения нелинейной системы (1) в классе неотрицательных и ограниченных
бесконечных матриц. Выявляются некоторые качественные свойства построенного решения.
Применяя и развивая ранее предложенные методы, доказываются конструктивная теорема
существования положительного решения, а также теорема единственности в указанном классе
матриц. Результаты, полученные в этой статье, дополняют и обобщают некоторые ранее
полученные факты авторов (см. [21]). В конце работы для иллюстрации важности полученных
результатов приводятся конкретные примеры соответствующих матриц и нелинейностей,
удовлетворяющих всем условиям сформулированных теорем и имеющих как прикладной, так
и теоретический интерес.

1. Вспомогательные факты

Решение нелинейной системы уравнений (1) будем искать в следующем классе бесконеч-
ных матриц:

T =
{︁
(𝑥𝑚𝑛)(𝑚,𝑛)∈Z2 : 𝑥𝑚𝑛 > 0, (𝑚,𝑛) ∈ Z2; sup

(𝑚,𝑛)∈Z2

𝑥𝑚𝑛 < ∞ и ∃𝑟 ∈ N 𝑠.𝑡. 𝑐𝑟 > 0
}︁
, (9)

где

𝑐𝑟 := inf
(𝑚,𝑛)∈Z2∖𝐵𝑟

𝑥𝑚𝑛; 𝐵𝑟 :=
{︀
(𝑚,𝑛) ∈ Z2 : |𝑚| 6 𝑟, |𝑛| 6 𝑟

}︀
.

Прежде чем переходить к решению системы (1), установим два вспомогательных резуль-
тата, которые мы будем использовать в дальнейшем.
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Лемма 1. При условиях (2)–(7) для любого решения 𝑋 = (𝑥𝑚𝑛)(𝑚,𝑛)∈Z2 ∈ T нелинейной
системы вида (1) имеет место следующая оценка снизу:

𝜒 := inf
(𝑚,𝑛)∈Z2

𝑥𝑚𝑛 > 𝑄−1(𝛼𝑟), 𝛼𝑟 := 𝑐𝑟

∞∑︁
ℓ=𝑟+1

∞∑︁
𝑡=𝑟+1

𝑎ℓ𝑡 > 0, (10)

где 𝑄−1 — обратная функция к функции 𝑄.

Доказательство. По условиям леммы 1

𝑄(𝑥𝑚𝑛) >
−(𝑟+1)∑︁
𝑖=−∞

−(𝑟+1)∑︁
𝑗=−∞

𝑎𝑚−𝑖 𝑛−𝑗𝑥𝑖𝑗 +

−(𝑟+1)∑︁
𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=𝑟+1

𝑎𝑚−𝑖 𝑛−𝑗𝑥𝑖𝑗 +
∞∑︁

𝑖=𝑟+1

−(𝑟+1)∑︁
𝑗=−∞

𝑎𝑚−𝑖 𝑛−𝑗𝑥𝑖𝑗+

+

∞∑︁
𝑖=𝑟+1

∞∑︁
𝑗=𝑟+1

𝑎𝑚−𝑖 𝑛−𝑗𝑥𝑖𝑗 > 𝑐𝑟
(︁−(𝑚+𝑟+1)∑︁

ℓ=−∞

−(𝑛+𝑟+1)∑︁
𝑡=−∞

𝑎ℓ𝑡 +

−(𝑚+𝑟+1)∑︁
ℓ=−∞

∞∑︁
𝑡=𝑟+1−𝑛

𝑎ℓ𝑡+

+
∞∑︁

ℓ=𝑟+1−𝑚

−(𝑛+𝑟+1)∑︁
𝑡=−∞

𝑎ℓ𝑡 +
∞∑︁

ℓ=𝑟+1−𝑚

∞∑︁
𝑡=𝑟+1−𝑛

𝑎ℓ𝑡

)︁
:= 𝜎𝑚𝑛, (𝑚,𝑛) ∈ Z2.

Плоскость целочисленной решётки Z2 разобьём на четыре части:

Π1 =
{︀
(𝑚,𝑛) ∈ Z2 : 𝑚 > 0, 𝑛 > 0

}︀
, Π2 =

{︀
(𝑚,𝑛) ∈ Z2 : 𝑚 < 0, 𝑛 > 0

}︀
,

Π3 =
{︀
(𝑚,𝑛) ∈ Z2 : 𝑚 6 0, 𝑛 6 0

}︀
, Π4 =

{︀
(𝑚,𝑛) ∈ Z2 : 𝑚 > 0, 𝑛 < 0

}︀
.

На каждом из множеств Π𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3, 4) оценим снизу вышеопределённые элементы беско-
нечной матрицы (𝜎𝑚𝑛)(𝑚,𝑛)∈Z2 :

∙ если (𝑚,𝑛) ∈ Π1, то 𝜎𝑚𝑛 > 𝑐𝑟
∞∑︀

ℓ=𝑟+1

∞∑︀
𝑡=𝑟+1

𝑎ℓ𝑡 = 𝛼𝑟 > 0;

∙ если (𝑚,𝑛) ∈ Π2, то 𝜎𝑚𝑛 > 𝑐𝑟
−(𝑟+1)∑︀
ℓ=−∞

∞∑︀
𝑡=𝑟+1

𝑎ℓ𝑡 = 𝑐𝑟
∞∑︀

ℓ=𝑟+1

∞∑︀
𝑡=𝑟+1

𝑎ℓ𝑡 = 𝛼𝑟;

∙ если (𝑚,𝑛) ∈ Π3, то 𝜎𝑚𝑛 > 𝑐𝑟
−(𝑟+1)∑︀
ℓ=−∞

−(𝑟+1)∑︀
𝑡=−∞

𝑎ℓ𝑡 = 𝛼𝑟;

∙ если (𝑚,𝑛) ∈ Π4, то 𝜎𝑚𝑛 > 𝑐𝑟
∞∑︀

ℓ=𝑟+1

−(𝑟+1)∑︀
𝑡=−∞

𝑎ℓ𝑡 = 𝛼𝑟.

Так как
4⋃︀

𝑖=1
Π𝑖 = Z2, то для всех пар (𝑚,𝑛) ∈ Z2 имеем 𝜎𝑚𝑛 > 𝛼𝑟 > 0. Принимая во внимание

свойства (5) и (6) функции 𝑄, описывающей нелинейность системы уравнений (1), получим
𝑥𝑚𝑛 > 𝑄−1(𝛼𝑟) > 0 ∀ (𝑚,𝑛) ∈ Z2. Следовательно, по определению инфимума приходим к
неравенству (10). Лемма доказана. �

Используя этот факт, мы докажем, что на самом деле для элементов матрицы
𝑋 = (𝑥𝑚𝑛)(𝑚,𝑛)∈Z2 имеет место более точное неравенство.

Лемма 2. При выполнении условий леммы 1 для любого решения 𝑋 = (𝑥𝑚𝑛)(𝑚,𝑛)∈Z2 ∈ T
нелинейной системы (1) имеет место следующая оценка:

𝜒 > 𝜂.

Доказательство. Действительно, согласно определению 𝜒 и условий (2), (4) из (1)
получим

𝑄(𝑥𝑚𝑛) > 𝜒
∞∑︁

𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

𝑎𝑚−𝑖 𝑛−𝑗 = 𝜒, (𝑚,𝑛) ∈ Z2,
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откуда следует, что 𝑥𝑚𝑛 > 𝑄−1(𝜒) (𝑚,𝑛) ∈ Z2. Тогда по определению инфимума получим
𝜒 > 𝑄−1(𝜒) или

𝑄(𝜒) > 𝜒. (11)

Заметим, что из последнего неравенства следует, что 𝜒 > 𝜂. Действительно, в противном
случае с учётом монотонности функции 𝑄(𝑢)

𝑢 на (0,+∞) будем иметь

𝑄(𝜒)

𝜒
<
𝑄(𝜂)

𝜂
= 1,

что невозможно ввиду (11). Таким образом, лемма доказана. �

2. Существование решения систем уравнений вида (1)

Перейдём к построению решения и выявлению основных его свойств. Рассмотрим следую-
щие итерации:

𝑄(𝑥(𝑘+1)
𝑚𝑛 ) =

∞∑︁
𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

𝑎𝑚−𝑖 𝑛−𝑗𝑃𝑖𝑗 𝑥
(𝑘)
𝑖𝑗 , (12)

𝑥(0)𝑚𝑛 ≡ 𝜂, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , (𝑚,𝑛) ∈ Z2. (13)

Установим несколько важных свойств, характеризующих итерационные матрицы. Сначала
докажем монотонность итераций по 𝑘:

𝑥(𝑘)𝑚𝑛 ↑ по 𝑘, (𝑚,𝑛) ∈ Z2. (14)

С учётом (13), (4), (2) и (7) из (12) при 𝑘 = 0 будем иметь

𝑄(𝑥(1)𝑚𝑛) = 𝜂

∞∑︁
𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

𝑎𝑚−𝑖 𝑛−𝑗𝑃𝑖𝑗 > 𝜂 = 𝑄(𝑥(0)𝑚𝑛), (𝑚,𝑛) ∈ Z2.

Предположим, что при некотором натуральном 𝑘 = 𝑠 имеют место неравенства 𝑥(𝑠)𝑚𝑛 > 𝑥
(𝑠−1)
𝑚𝑛(︀

(𝑚,𝑛) ∈ Z2
)︀
. Тогда из (12) при 𝑘 = 𝑠+ 1 получим

Рис. 1. Эскизы графиков функций
𝑦 = (1 +𝑀)𝑢 и 𝑦 = 𝑄(𝑢) на R+

Fig. 1. Sketches of function graphs
𝑦 = (1 +𝑀)𝑢 and 𝑦 = 𝑄(𝑢) on R+

𝑄(𝑥(𝑠+1)
𝑚𝑛 ) >

∞∑︁
𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

𝑎𝑚−𝑖 𝑛−𝑗𝑃𝑖𝑗 𝑥
(𝑠−1)
𝑖𝑗 = 𝑄(𝑥(𝑠)𝑚𝑛),

(𝑚,𝑛) ∈ Z2.

Откуда ввиду условий (5) и (6) приходим к нера-
венствам 𝑥

(𝑠+1)
𝑚𝑛 > 𝑥

(𝑠)
𝑚𝑛, (𝑚,𝑛) ∈ Z2. Следовательно,

монотонность итераций по 𝑘 доказана.
Теперь докажем ограниченность итераций по 𝑘.

С учётом (2) и (4) положим

𝑀 :=

(︃
sup
𝑖,𝑗∈Z

𝑎𝑖𝑗

)︃
·

∞∑︁
𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

(𝑃𝑖𝑗 − 1). (15)

Пусть 𝜉— абсцисса точки пересечения прямой
𝑦 = (1 + 𝑀)𝑢 и кривой 𝑦 = 𝑄(𝑢), существование
которой вытекает непосредственно из (5)–(7) (рис. 1):

𝑄(𝜉) = (1 +𝑀)𝜉. (16)
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Учитывая условия (5)–(7), несложно проверить, что 𝜉 > 𝜂.
Применением индукции по 𝑘 покажем, что

𝑥(𝑘)𝑚𝑛 < 𝜉, (𝑚,𝑛) ∈ Z2, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . . (17)

При 𝑘 = 0 неравенства (17) выполняются автоматически. Пусть (17) имеет место при
некотором 𝑠 ∈ N. Тогда, имея в виду индукционное предположение и (2), (4), (15), (16), из
(12) будем иметь

𝑄(𝑥(𝑠+1)
𝑚𝑛 ) < 𝜉

∞∑︁
𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

𝑎𝑚−𝑖 𝑛−𝑗𝑃𝑖𝑗 =

= 𝜉
(︁ ∞∑︁
𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

𝑎𝑚−𝑖 𝑛−𝑗(𝑃𝑖𝑗 − 1) +
∞∑︁

ℓ=−∞

∞∑︁
𝑡=−∞

𝑎ℓ𝑡

)︁
6 𝜉(𝑀 + 1) = 𝑄(𝜉), (𝑚,𝑛) ∈ Z2.

Применением обратной функции 𝑄−1 приходим к утверждению (17) при 𝑘 = 𝑠+ 1, откуда
вытекает ограниченность итераций по 𝑘.

Следовательно, построенные посредством итераций (12) и (13) элементы матриц ограни-
чены как снизу, так и сверху:

𝜂 6 𝑥(𝑘)𝑚𝑛 < 𝜉, (𝑚,𝑛) ∈ Z2, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . . (18)

Таким образом, последовательность матриц
{︁
(𝑥

(𝑘)
𝑚𝑛)(𝑚,𝑛)∈Z2

}︁∞

𝑘=0
при каждой фиксирован-

ной паре (𝑚,𝑛) ∈ Z2 имеет предел, когда 𝑘 → ∞ :

lim
𝑘→∞

𝑥(𝑘)𝑚𝑛 = 𝑥𝑚𝑛, (𝑚,𝑛) ∈ Z2.

Так как
∞∑︀

𝑖=−∞

∞∑︀
𝑗=−∞

𝑎𝑚−𝑖 𝑛−𝑗𝑃𝑖𝑗 𝑥
(𝑘)
𝑖𝑗 6 𝜉(𝑀 + 1) ∀(𝑚,𝑛) ∈ Z2 и 𝑄 ∈ 𝐶(R+), то предельная

матрица 𝑋 = (𝑥𝑚𝑛)(𝑚,𝑛)∈Z2 удовлетворяет нелинейной системе уравнений (1). Более того, в
силу (18) имеют место двойные оценки:

𝜂 6 𝑥𝑚𝑛 6 𝜉, (𝑚,𝑛) ∈ Z2. (19)

Замечание 1. На самом деле в левой части (19) имеют место строгие неравенства

𝑥𝑚𝑛 > 𝜂, (𝑚,𝑛) ∈ Z2. (20)

Действительно,

𝑄(𝑥𝑚𝑛) > 𝜂
∞∑︁

𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

𝑎𝑚−𝑖 𝑛−𝑗𝑃𝑖𝑗 > 𝜂, (𝑚,𝑛) ∈ Z2,

откуда имеем
𝑥𝑚𝑛 > 𝑄−1(𝜂) = 𝜂, (𝑚,𝑛) ∈ Z2.

Таким образом, согласно (19) и (20) имеем

𝜂 < 𝑥𝑚𝑛 6 𝜉, (𝑚,𝑛) ∈ Z2. (21)

Замечание 2. Отметим также, что для элементов последовательности матриц{︁
(𝑥(𝑘)𝑚𝑛)(𝑚,𝑛)∈Z2

}︁∞

𝑘=0
,
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начиная с номера 𝑘 = 1, имеют место строгие неравенства

𝑥(𝑘)𝑚𝑛 > 𝜂, 𝑘 = 1, 2, . . . , (𝑚,𝑛) ∈ Z2.

Действительно, ввиду монотонности 𝑥(𝑘)𝑚𝑛 по 𝑘 (см. (14)), (2), (4) и (5)–(7) имеем

𝑥(𝑘)𝑚𝑛 > 𝑄
−1

⎛⎝𝜂 ∞∑︁
𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

𝑎𝑚−𝑖 𝑛−𝑗𝑃𝑖𝑗

⎞⎠ > 𝜂, 𝑘 = 1, 2, . . . , (𝑚,𝑛) ∈ Z2.

Далее, покажем существование такого числа 𝐶 > 0, что

∞∑︁
𝑚=−∞

∞∑︁
𝑛=−∞

(𝑥(𝑘)𝑚𝑛 − 𝜂) 6 𝐶, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . . (22)

Сначала индукцией по 𝑘 докажем сходимость ряда

∞∑︁
𝑚=−∞

∞∑︁
𝑛=−∞

(𝑥(𝑘)𝑚𝑛 − 𝜂) <∞, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . . (23)

При 𝑘 = 0 утверждение (23) вытекает непосредственно из определения нулевого приближения
(13). Пусть (23) имеет место при некотором 𝑘 ∈ N. Тогда, имея в виду (2), (4), (17) и
индукционное предположение, из (12) при 𝑘 + 1 будем иметь

0 < 𝑄(𝑥(𝑘+1)
𝑚𝑛 )− 𝜂 =

∞∑︁
𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

𝑎𝑚−𝑖 𝑛−𝑗(𝑃𝑖𝑗 − 1)𝑥
(𝑘)
𝑖𝑗 +

∞∑︁
𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

𝑎𝑚−𝑖 𝑛−𝑗(𝑥
(𝑘)
𝑖𝑗 − 𝜂) 6

6 𝜉
∞∑︁

𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

𝑎𝑚−𝑖 𝑛−𝑗(𝑃𝑖𝑗 − 1) +

∞∑︁
𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

𝑎𝑚−𝑖 𝑛−𝑗 (𝑥
(𝑘)
𝑖𝑗 − 𝜂), (𝑚,𝑛) ∈ Z2 (24)

(неравенства 𝑄(𝑥
(𝑘)
𝑚𝑛) > 𝜂 имеют место ввиду (21) и монотонности функции 𝑄). Так как

правая часть неравенства (24) является элементом сходящего ряда, то по признаку сравнения
сходящихся рядов с учётом (2), (4) и индукционного предположения получим

∞∑︁
𝑚=−∞

∞∑︁
𝑛=−∞

(𝑄(𝑥(𝑘+1)
𝑚𝑛 )− 𝜂) 6 𝜉

∞∑︁
𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

(𝑃𝑖𝑗 − 1) +
∞∑︁

𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

(𝑥
(𝑘)
𝑖𝑗 − 𝜂) <∞. (25)

С другой стороны, на основании замечания 2 и (5)–(7) для всякого 𝜀 ∈ (0, 1) имеют место
оценки (рис. 2):

𝑄(𝑥
(𝑘+1)
𝑚𝑛 )− 𝜂

𝑥
(𝑘+1)
𝑚𝑛 − 𝜂

>
𝜂 −𝑄(𝜀𝜂)

𝜂 − 𝜀𝜂
> 1, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , (𝑚,𝑛) ∈ Z2. (26)

В результате использования оценки (26) неравенство (25) примет вид

𝜂 −𝑄(𝜀𝜂)

(1− 𝜀)𝜂

∞∑︁
𝑚=−∞

∞∑︁
𝑛=−∞

(𝑥(𝑘+1)
𝑚𝑛 − 𝜂) 6 𝜉

∞∑︁
𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

(𝑃𝑖𝑗 − 1) +

∞∑︁
𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

(𝑥
(𝑘)
𝑖𝑗 − 𝜂), (27)

из которого следует сходимость ряда (23) при 𝑘 + 1, а следовательно, справедливость (23).

Учитывая монотонность по 𝑘 последовательности
{︁
(𝑥

(𝑘)
𝑚𝑛)(𝑚,𝑛)∈Z2

}︁∞

𝑘=0
, из (27) получим

𝜀𝜂 −𝑄(𝜀𝜂)

(1− 𝜀)𝜂

∞∑︁
𝑚=−∞

∞∑︁
𝑛=−∞

(𝑥(𝑘+1)
𝑚𝑛 − 𝜂) 6 𝜉

∞∑︁
𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

(𝑃𝑖𝑗 − 1),
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Рис. 2. Эскиз графика функции 𝑦 = 𝑄(𝑢) на [0, 𝜉]
Fig. 2. Sketch of function graph 𝑦 = 𝑄(𝑢) on [0, 𝜉]

откуда вытекает справедливость утверждения (22):

∞∑︁
𝑚=−∞

∞∑︁
𝑛=−∞

(𝑥(𝑘+1)
𝑚𝑛 − 𝜂) 6

(1− 𝜀)𝜂 𝜉

𝜀𝜂 −𝑄(𝜀𝜂)

∞∑︁
𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

(𝑃𝑖𝑗 − 1) := 𝐶 < +∞.

Устремляя 𝑘 → ∞, получаем главный вывод из вышеприведённых рассуждений: двойной
ряд, составленный из разности элементов предельной матрицы 𝑋 = (𝑥𝑚𝑛)(𝑚,𝑛)∈Z2 и числа 𝜂,
удовлетворяет следующей оценке:

∞∑︁
𝑚=−∞

∞∑︁
𝑛=−∞

(𝑥𝑚𝑛 − 𝜂) 6
(1− 𝜀)𝜂 𝜉

𝜀𝜂 −𝑄(𝜀𝜂)

∞∑︁
𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

(𝑃𝑖𝑗 − 1), (28)

и, следовательно, ряд
∞∑︁

𝑚=−∞

∞∑︁
𝑛=−∞

(𝑥𝑚𝑛 − 𝜂) <∞ (29)

сходится.
Предварительно отметим, что основываясь на этом факте, ниже мы докажем теорему

единственности решения.
Итак, на основании изложенного выше и утверждения леммы 2 справедлива следующая

теорема.

Теорема 1. В условиях леммы 2 нелинейная система уравнений вида (1) имеет
положительное решение 𝑋 = (𝑥𝑚𝑛)(𝑚,𝑛)∈Z2 . Более того, элементы матрицы 𝑋 обладают
свойствами (21) и (28).

3. Единственность решения системы уравнений (1)

Перейдём к изучению вопроса единственности решения системы уравнений (1) в классе T.
Справедлива следующая теорема.
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Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда в классе T нелинейная система
уравнений вида (1) не может иметь более одного решения.

Доказательство. Предположим обратное: пусть в классе T система (1) имеет два раз-
личных решения 𝑋 = (𝑥𝑚𝑛)(𝑚,𝑛)∈Z2 и 𝑋̃ = (𝑥̃𝑚𝑛)(𝑚,𝑛)∈Z2 : 𝑋, 𝑋̃ ∈ T и 𝑋 ̸≡ 𝑋̃. Следовательно,
для рассматриваемых матриц имеем следующее подмножество пар целых индексов:

ℰ :=
{︀
(𝑚,𝑛) ∈ Z2 : 𝑋 = (𝑥𝑚𝑛)(𝑚,𝑛)∈Z2 , 𝑋̃ = (𝑥̃𝑚𝑛)(𝑚,𝑛)∈Z2 ∈ T и 𝑥𝑚𝑛 ̸= 𝑥̃𝑚𝑛

}︀
̸= ∅. (30)

Согласно (1) имеем

⃒⃒
𝑄(𝑥𝑚𝑛)−𝑄(𝑥̃𝑚𝑛)

⃒⃒
6

∞∑︁
𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

𝑎𝑚−𝑖 𝑛−𝑗𝑃𝑖𝑗 |𝑥𝑖𝑗 − 𝑥̃𝑖𝑗 | . (31)

Покажем равномерную сходимость ряда правой части неравенства (31). Имея в виду (9), (2)
и (15), будем иметь

∞∑︁
𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

𝑎𝑚−𝑖 𝑛−𝑗𝑃𝑖𝑗 |𝑥𝑖𝑗 − 𝑥̃𝑖𝑗 | 6

(︃
sup

(𝑖,𝑗)∈Z2

𝑥𝑖𝑗 + sup
(𝑖,𝑗)∈Z2

𝑥̃𝑖𝑗

)︃ ∞∑︁
𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

𝑎𝑚−𝑖 𝑛−𝑗𝑃𝑖𝑗 6

6

(︃
sup

(𝑖,𝑗)∈Z2

𝑥𝑖𝑗 + sup
(𝑖,𝑗)∈Z2

𝑥̃𝑖𝑗

)︃(︁ ∞∑︁
𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

𝑎𝑚−𝑖 𝑛−𝑗(𝑃𝑖𝑗 − 1) +

∞∑︁
𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

𝑎𝑚−𝑖 𝑛−𝑗

)︁
6

6

(︃
sup

(𝑖,𝑗)∈Z2

𝑥𝑖𝑗 + sup
(𝑖,𝑗)∈Z2

𝑥̃𝑖𝑗

)︃
(𝑀 + 1) := 𝐶0 <∞. (32)

Далее, покажем сходимость ряда
∞∑︀

𝑚=−∞

∞∑︀
𝑛=−∞

(𝑥𝑚𝑛 − 𝜂)𝑃𝑚𝑛. Действительно, на основании

(19), (4) и (29) имеем

∞∑︁
𝑚=−∞

∞∑︁
𝑛=−∞

(𝑥𝑚𝑛 − 𝜂)𝑃𝑚𝑛 =
∞∑︁

𝑚=−∞

∞∑︁
𝑛=−∞

(𝑥𝑚𝑛 − 𝜂)(𝑃𝑚𝑛 − 1) +
∞∑︁

𝑚=−∞

∞∑︁
𝑛=−∞

(𝑥𝑚𝑛 − 𝜂) 6

6 (𝜉 − 𝜂)

∞∑︁
𝑚=−∞

∞∑︁
𝑛=−∞

(𝑃𝑚𝑛 − 1) +

∞∑︁
𝑚=−∞

∞∑︁
𝑛=−∞

(𝑥𝑚𝑛 − 𝜂) <∞,

откуда ввиду (32) вытекает сходимость ряда

∞∑︁
𝑚=−∞

∞∑︁
𝑛=−∞

(𝑥𝑚𝑛 − 𝜂)𝑃𝑚𝑛

∞∑︁
𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

𝑎𝑚−𝑖 𝑛−𝑗𝑃𝑖𝑗 |𝑥𝑖𝑗 − 𝑥̃𝑖𝑗 | < +∞. (33)

Умножим обе части неравенства (31) на (𝑥𝑚𝑛 − 𝜂)𝑃𝑚𝑛 > 0 (или на (𝑥̃𝑚𝑛 − 𝜂)𝑃𝑚𝑛 > 0) и на
основании (33) просуммируем по всем индексам 𝑚 и 𝑛 от −∞ до +∞. Тогда с учётом (3),
(1) и (2) получим следующую цепочку неравенств:

∞∑︁
𝑚=−∞

∞∑︁
𝑛=−∞

(𝑥𝑚𝑛 − 𝜂)𝑃𝑚𝑛

⃒⃒
𝑄(𝑥𝑚𝑛)−𝑄(𝑥̃𝑚𝑛)

⃒⃒
6

6
∞∑︁

𝑚=−∞

∞∑︁
𝑛=−∞

(𝑥𝑚𝑛 − 𝜂)𝑃𝑚𝑛

∞∑︁
𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

𝑎𝑚−𝑖 𝑛−𝑗𝑃𝑖𝑗 |𝑥𝑖𝑗 − 𝑥̃𝑖𝑗 | =

=

∞∑︁
𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

𝑃𝑖𝑗 |𝑥𝑖𝑗 − 𝑥̃𝑖𝑗 |
∞∑︁

𝑚=−∞

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑎𝑖−𝑚𝑗−𝑛𝑃𝑚𝑛(𝑥𝑚𝑛 − 𝜂) 6

506 Научный отдел



А. С. Петросян и др. Вопросы существования и единственности решения одного класса уравнений

6
∞∑︁

𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

𝑃𝑖𝑗 |𝑥𝑖𝑗 − 𝑥̃𝑖𝑗 |
(︁ ∞∑︁
𝑚=−∞

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑎𝑖−𝑚𝑗−𝑛𝑃𝑚𝑛𝑥𝑚𝑛 − 𝜂

∞∑︁
𝑚=−∞

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑎𝑖−𝑚𝑗−𝑛

)︁
=

=
∞∑︁

𝑖=−∞

∞∑︁
𝑗=−∞

𝑃𝑖𝑗 |𝑥𝑖𝑗 − 𝑥̃𝑖𝑗 | (𝑄(𝑥𝑖𝑗)− 𝜂).

Отсюда имеем

∞∑︁
𝑚=−∞

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑃𝑚𝑛

(︁
(𝑥𝑚𝑛 − 𝜂)

⃒⃒
𝑄(𝑥𝑚𝑛)−𝑄(𝑥̃𝑚𝑛)

⃒⃒
− (𝑄(𝑥𝑚𝑛)− 𝜂) |𝑥𝑚𝑛 − 𝑥̃𝑚𝑛|

)︁
6 0. (34)

Следовательно, в силу определения множества ℰ (см. (30)) и с учётом (20) можно (34)
записать в виде∑︁

(𝑚,𝑛)∈ℰ

𝑃𝑚𝑛 (𝑥𝑚𝑛 − 𝜂) |𝑥𝑚𝑛 − 𝑥̃𝑚𝑛|
(︁⃒⃒⃒𝑄(𝑥𝑚𝑛)−𝑄(𝑥̃𝑚𝑛)

𝑥𝑚𝑛 − 𝑥̃𝑚𝑛

⃒⃒⃒
− 𝑄(𝑥𝑚𝑛)− 𝜂

𝑥𝑚𝑛 − 𝜂

)︁
6 0. (35)

Опираясь на свойства функции 𝑄, несложно убедиться (рис. 3), что⃒⃒⃒⃒
𝑄(𝑥𝑚𝑛)−𝑄(𝑥̃𝑚𝑛)

𝑥𝑚𝑛 − 𝑥̃𝑚𝑛

⃒⃒⃒⃒
− 𝑄(𝑥𝑚𝑛)− 𝜂

𝑥𝑚𝑛 − 𝜂
> 0.

С учётом последнего неравенства в (35) приходим к противоречию. Следовательно, 𝑋 ≡ 𝑋̃. �

а / a б / b

Рис. 3. Пересечение графика функции 𝑦 = 𝑄(𝑢) с прямыми, проходящими через точки (𝑥𝑚𝑛, 𝑄(𝑥𝑚𝑛)),
(𝜂, 𝜂), (𝑥̃𝑚𝑛, 𝑄(𝑥̃𝑚𝑛)): а — 𝑥𝑚𝑛 > 𝑥̃𝑚𝑛; б — 𝑥𝑚𝑛 < 𝑥̃𝑚𝑛

Fig. 3.The intersection of the graph of the function 𝑦 = 𝑄(𝑢) with straight lines passing through the
points (𝑥𝑚𝑛, 𝑄(𝑥𝑚𝑛)), (𝜂, 𝜂), (𝑥̃𝑚𝑛, 𝑄(𝑥̃𝑚𝑛)): a is 𝑥𝑚𝑛 > 𝑥̃𝑚𝑛; b is 𝑥𝑚𝑛 < 𝑥̃𝑚𝑛

4. Примеры

Действенность полученных теорем проиллюстрируем несколькими примерами матриц
𝐴 = (𝑎𝑚𝑛)(𝑚,𝑛)∈Z2 и 𝑃 = (𝑃𝑖𝑗)(𝑖,𝑗)∈Z2 и функции 𝑄, описывающей нелинейность системы
уравнений (1), удовлетворяющих всем условиям сформулированных теорем.

∙ Примеры матрицы (𝑎𝑚𝑛)(𝑚,𝑛)∈Z2 :

(𝐴1). 𝑎𝑚𝑛 = (𝑒−1)4

4𝑒2
𝑒−|𝑚|−|𝑛|, (𝑚,𝑛) ∈ Z2;
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(𝐴2). 𝑎𝑚𝑛 =
(︀
Θ3

(︀
0, 1𝑒
)︀)︀−2

𝑒−|𝑚|2−|𝑛|2 , (𝑚,𝑛) ∈ Z2, Θ3 (𝑧, 𝑞) =
+∞∑︀

𝑛=−∞
𝑞𝑛

2
𝑒2𝑛𝑖𝑧 (|𝑞| < 1)—

тета-функция Якоби (рис. 4);

(𝐴3). 𝑎𝑚𝑛 =
(︁
1+𝑞
1−𝑞

)︁2
𝑞|𝑚|+|𝑛|, (𝑚,𝑛) ∈ Z2, 0 < 𝑞 < 1— произвольное число;

(𝐴4). 𝑎𝑚𝑛 = (2𝑒𝑟 − 1)−2 𝑟|𝑚|+|𝑛|

|𝑚𝑛|! , 𝑎𝑚𝑛 = (2 𝑟
√
𝑒− 1)

−2 𝑟−|𝑚|−|𝑛|

|𝑚𝑛|! , 𝑎𝑚𝑛 = (𝑒𝑟 + 𝑟
√
𝑒− 1)

−2 𝑟𝑚+𝑛

|𝑚𝑛|! ,

(𝑚,𝑛) ∈ Z2, 𝑟 > 0— произвольное число;

(𝐴5). 𝑎𝑚𝑛 = th2(𝜋)
𝜋2

1
(1+𝑚2)(1+𝑛2)

, (𝑚,𝑛) ∈ Z2, th(𝜋) = 𝑒𝜋−𝑒−𝜋

𝑒𝜋+𝑒−𝜋 ;

(𝐴6). 𝑎𝑚𝑛 = (2 · 𝜁(2𝑘) − 1)−2(1 + |𝑚|)−2𝑘(1 + |𝑛|)−2𝑘, (𝑚,𝑛) ∈ Z2, 𝑘 > 1
2 — произвольное

число, 𝜁 — дзета-функция Римана.

Рис. 4. График функции 𝑦 = Θ3 (0, 𝑞) на [0, 0.9)
Fig. 4. Graph of the function 𝑦 = Θ3 (0, 𝑞) on [0, 0.9)

Остановимся на примере (𝐴6). Первое условие в (2) и условия в (3) автоматически
выполняются. Покажем, что имеет место и второе условие в (2). Для этого достаточно

убедиться, что
+∞∑︀

𝑚=−∞

1
(1+|𝑚|)2𝑘 = 2𝜁(2𝑘)− 1, 𝑘 > 1

2 .

Действительно, при 𝑘 > 1
2 имеем

+∞∑︁
𝑚=−∞

1

(1 + |𝑚|)2𝑘
= 1 + 2

+∞∑︁
𝑝=1

1

(1 + 𝑝)2𝑘
= 1 + 2

(︃
+∞∑︁
𝑠=1

1

𝑠2𝑘
− 1

)︃
= 2𝜁(2𝑘)− 1.

∙ Примеры матрицы (𝑃𝑖𝑗)(𝑖,𝑗)∈Z2 :
(𝑃1). 𝑃𝑖𝑗 = 1 + |𝑖𝑗|𝛼𝑒−|𝑖|−|𝑗|, (𝑖, 𝑗) ∈ Z2, 𝛼 > 0— произвольное число;
(𝑃2). 𝑃𝑖𝑗 = 1 + 𝑒−|𝑖|2−|𝑗|2 , (𝑖, 𝑗) ∈ Z2;
(𝑃3). 𝑃𝑖𝑗 = 1 + 1

(1+𝑖2)(1+𝑗2)
, (𝑖, 𝑗) ∈ Z2;

(𝑃4). 𝑃𝑖𝑗 = 1 + 1
(1+𝑖2+𝑗2)𝛼

, (𝑖, 𝑗) ∈ Z2, 𝛼 > 1— произвольное число;

(𝑃5). 𝑃𝑖𝑗 = 1 + 1
|𝑖𝑗|! , (𝑖, 𝑗) ∈ Z2.

∙ Примеры нелинейности 𝑄:
(𝑄1). 𝑄(𝑢) = 𝑢𝑝, 𝑢 ∈ R+, где 𝑝 > 2— произвольное число;
(𝑄2). 𝑄(𝑢) = 𝑐𝑢𝑝 + (1 − 𝑐)𝑢, 𝑢 ∈ R+, где 𝑐 ∈ (0, 1]— числовой параметр и 𝑝 > 2—

произвольное число;
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(𝑄3). 𝑄(𝑢) = 𝛿𝑢 − 1, 𝑢 ∈ R+, где 𝛿 > 1— произвольное число;

(𝑄4). 𝑄(𝑢) = 𝑢𝑝 ln(𝑢+ 1), 𝑢 ∈ R+, где 𝑝 > 2— произвольное число.
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