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Аннотация. Объектом исследования является жестко защемленная по торцам гибкая пластина
сетчатой структуры с электрическим приводом. К затвору, расположенному на некотором рас-
стоянии под пластиной, и пластине подключен источник электродвижущей силы. Объемные пон-
деромоторные силы электрического поля, действующие на пластину, моделируются силой Куло-
на. Уравнения движения элемента геометрически нелинейной пластины, граничные и начальные
условия получены из вариационного принципа Остроградского – Гамильтона на основании гипо-
тез Кирхгофа. Рассматривается изотропный, однородный материал. Масштабные эффекты учте-
ны посредством модифицированной моментной теории упругости. При этом предполагается, что
поля перемещений и вращений не являются независимыми. Геометрическая нелинейность учтена
по теории Т. фон Кармана. Сетчатая структура пластины моделировалась посредством контину-
альной теории Г. И. Пшеничного, что позволило заменить регулярную систему ребер сплошным
слоем. Система дифференциальных уравнений в частных производных, описывающая нелинейные
колебания рассматриваемой сетчатой пластины, сводилась к системе обыкновенных дифференци-
альных уравнений методом конечных разностей второго порядка точности. Задача Коши решалась
методом Рунге – Кутты четвертого порядка точности. Математическая модель, алгоритм решения
и программный комплекс верифицированы путем сравнения результатов расчета с натурным экс-
периментом. Проведен анализ эффекта втягивания в зависимости от геометрии сетки, а также
анализ появления зон неустойчивости в зависимости от амплитуды и частоты динамической части
электрического напряжения.
Ключевые слова: НЭМС, сетчатая пластина, электритическое поле, потеря устойчивости, соб-
ственные колебания, углеродная нанопластина, математическое моделирование
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Abstract. The study object is a flexible plate of a mesh structure with an electrical drive with clamped
edges. A source of electromotive force is connected to the gate and the plate. The gate is located at some
distance below the plate. The volumetric ponderomotive forces of the electric field acting on the plate are
modeled by the Coulomb force. The motion equations of a geometrically nonlinear plate, boundary,
and initial conditions are obtained from the Ostrogradsky – Hamilton variational principle based on
Kirchhoff’s hypotheses. An isotropic, homogeneous material is considered. Scale effects are taken into
account using modified couple stress theory. It is assumed that the fields of displacement and rotation are
not independent. Geometric nonlinearity is taken into account according to the theory of T. von Karman.
The mesh structure of the plate was modeled using the continuum theory of G. I. Pshenichny, which made
it possible to replace the regular system of ribs with a continuous layer. The system of partial differential
equations describing the nonlinear vibrations of the mesh plate under consideration was reduced to a
system of ordinary differential equations using the finite difference method of second-order accuracy. The
Cauchy problem was solved by the Runge – Kutta method of fourth-order accuracy. The mathematical
model, solution algorithm, and software package were verified by comparing the calculation results with
a full-scale experiment. An analysis of the static instability depending on the mesh geometry was carried
out, as well as an analysis of the appearance of instability zones depending on the amplitude and frequency
of the electrical voltage dynamic part.
Keywords: NEMS, mesh plate, electric field, loss of stability, natural oscillations, carbon nanoplate,
mathematical modeling
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Введение

На сегодняшний момент круг применения наноразмерных электромеханических систем
(НЭМС) очень широк. НЭМС становятся необходимы в оптике, радиоэлектронике, ро-
бототехнике, медицине и многих других областях. В частности, такие конструкционные
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элементы, как углеродные нанопластины, ложатся в основу полевых транзисторов ново-
го поколения [1–3], сверхчувствительных датчиков давления [4, 5] и масс [6, 7]. Наряду с
требованием уменьшения размеров технический прогресс ставит перед наукой задачу раз-
работки приборов высокой чувствительности, способных воспринимать объект на уровне
аттоньютонов и методов исследования особенностей режимов их работы. НЭМС представ-
ляют собой чувствительный элемент — балку, пластину или оболочку размером несколько
нанометров с электрическим приводом. Посредством электрического напряжения возбуж-
даются колебания чувствительного элемента на гигагерцовом уровне, что и обеспечивает
высокую чувствительность прибора.

Широкое использование наноразмерных пластин как конструкционных элементов во
многих стратегических областях приводит к необходимости глубокого понимания их пове-
дения под действием различного рода факторов с позиции механики и нелинейной дина-
мики. Основной особенностью НЭМС и микроэлектромеханических систем (МЭМС) явля-
ется так называемый эффект втягивания, который для многих приложений рассматрива-
ются как отказ и, следовательно, избегается. Поскольку в переключателях и различного
рода датчиках электростатическая неустойчивость часто используется в качестве основно-
го приводного механизма, ее намеренно запускают. Таким образом, для проектирования
и использования высокопроизводительного НЭМС- или МЭМС-устройства необходимо се-
рьезное изучение данного эффекта и влияние на него так называемых мультифизических
факторов (электрического, магнитного, теплового воздействия).

Для моделирования статики и динамики элементов механических систем наноразмеров
классических континуальных моделей не хватает из-за невозможности учета размернозави-
симого поведения подобных объектов. Одно из ведущих мест среди теорий, позволяющих
учитывать масштабные эффекты, занимает микрополярная (моментная) теория упруго-
сти [8,9]. Именно ее выбирают многие авторы для всесторонних исследований пластинчато-
оболочечных элементов МЭМС и НЭМС [10–20].

Построению математических моделей и исследованию особенностей поведения сплош-
ных микро- и нанопластин и оболочек с электрическим приводом посвящено много ра-
бот [21–28], в которых исследуется влияние эффекта масштаба, начальных неправильно-
стей, внешнего давления, геометрической нелинейности на амплитудно-частотные характе-
ристики и устойчивость чувствительных элементов под действием как статического, так и
динамического электрического напряжения.

На сегодняшний момент работ, посвященных исследованию сетчатых пластин с учетом
масштабных эффектов, немного [29–32]. В данной работе на основании модифицированной
моментной теории упругости построена математическая модель колебаний геометрически
нелинейной сетчатой пластины в поле действия одного неподвижного электрода.

1. Постановка задачи

Предметом исследования является сетчатая пластина прямоугольной формы, занимаю-
щая в пространстве R3 область Ω =

{︀
0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑐, 0 ⩽ 𝑦 ⩽ 𝑏, −ℎ

2 ⩽ 𝑧 ⩽ ℎ
2

}︀
, на расстоянии 𝑔0

находится электрод (рис. 1). К электроду и пластине подключен источник электродвижу-
щей силы с разностью потенциалов 𝑉 (𝑡). Пластина прогибается в нормальном к электроду

Рис. 1. Расчетная схема
Fig. 1. Calculation scheme

направлении и при достижении баланса меж-
ду электрическими силами и силами упруго-
сти приходит в равновесное состояние.

В основу математической модели положе-
ны следующие гипотезы и предположения:

• материал изотропный, однородный, под-
чиняющийся закону Гука;

• геометрическая нелинейность принята по
теории Теодора фон Кармана [33];
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• объемные пандеромоторные силы электрического происхождения моделируются си-
лой Кулона;

• масштабные эффекты учитываются посредством модифицированной моментной тео-
рии упругости [34];

• пластина состоит из нескольких семейств густо расположенных ребер, имеющих раз-
ную ориентацию; толщина всех ребер одинаковая и соответствует толщине пластины;
сетчатая структура пластины учтена по модели Г. И. Пшеничного [35];

• рассматриваются кинематические гипотезы Кирхгофа.
Отличные от нуля компоненты симметричного тензора полных деформаций с учетом

принятых гипотез примут вид

𝑒𝑥𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

1

2

(︂
𝜕𝑤

𝜕𝑥

)︂2

− 𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
, 𝑒𝑦𝑦 =

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+

1

2

(︂
𝜕𝑤

𝜕𝑦

)︂2

− 𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
,

𝑒𝑥𝑦 =
1

2

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑦

)︂
− 𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
,

(1)

где 𝑤— прогиб, 𝑢, 𝑣— осевые смещения срединной поверхности пластины в направлениях
𝑥, 𝑦 соответственно.

В работе построена неклассическая континуальная модель пластины. Материал пла-
стины рассматривается как псевдоконтинуум Коссера со стесненным вращением частиц, в
предположении, что поля перемещений и вращений не являются независимыми [34]. Таким
образом, компоненты тензора градиента кривизны будут иметь вид

𝜒𝑥𝑥 =
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
, 𝜒𝑦𝑦 = − 𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
, 𝜒𝑥𝑦 =

1

2

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
− 𝜕2𝑣

𝜕𝑥2

)︂
,

𝜒𝑦𝑧 =
1

4

(︂
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
− 𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦

)︂
, 𝜒𝑥𝑧 =

1

4

(︂
𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 𝜕2𝑢

𝜕𝑦2

)︂
, 𝜒𝑧𝑧 = 0.

(2)

Определяющие соотношения для материала пластины с учетом модифицированной мо-
ментной теории упругости [34] примем в следующем виде:

𝜎𝑥𝑥 =
𝐸

1− 𝜈2
[𝑒𝑥𝑥 + 𝜈𝑒𝑦𝑦] , 𝑥⇆ 𝑦, 𝜎𝑥𝑦 =

𝐸

1 + 𝜈
𝑒𝑥𝑦,

𝑚𝑖𝑗 =
𝐸𝑙2

1 + 𝜈
𝜒𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 𝑥, 𝑦, 𝑧,

(3)

где 𝜎𝑖,𝑗 — компоненты тензора Коши, 𝑚𝑖,𝑗 — компоненты симметричного тензора момента
высшего порядка, 𝐸 — модуль Юнга, 𝜈 — коэффициент Пуассона материала пластины, 𝑙—
дополнительный независимый материальный параметр длины.

Уравнения движения сплошной микрополярной пластины с учетом электрических воз-
действий, граничные и начальные условия получим из энергетического принципа Остро-
градского – Гамильтона [36]: ∫︁ 𝑡1

𝑡0

(𝛿𝐾 − 𝛿𝑈 + 𝛿𝑊 ) 𝑑𝑡 = 0, (4)

здесь 𝐾 — кинетическая энергия, 𝑈 — потенциальная энергия, 𝑊 — работа внешних сил.
С учетом микрополярной теории потенциальная энергия 𝑈 в упругом теле записывается в
виде

𝑈 =
1

2

∫︁
Ω
(𝜎𝑖𝑗𝑒𝑖𝑗 +𝑚𝑖𝑗𝜒𝑖𝑗) 𝑑Ω,

𝐾 =
𝜌

2

∫︁
Ω

[︃(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︂2

+

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑡

)︂2

+

(︂
𝜕𝑤

𝜕𝑡

)︂2
]︃
𝑑Ω,

𝛿𝑊 = 𝛿𝑊𝜀 + 𝛿𝑊𝑞 + 𝛿𝑊𝑐𝑜𝑢𝑙,

(5)
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где 𝛿𝑊𝜀 =
∫︀
Ω 𝜌𝜀

𝜕𝑤
𝜕𝑡 𝛿𝑤 𝑑Ω, 𝛿𝑊𝑞 =

∫︀ 𝑏
0

∫︀ 𝑐
0 𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝛿𝑤 𝑑𝑥 𝑑𝑦, 𝛿𝑊𝑐𝑜𝑢𝑙 =

∫︀ 𝑏
0

∫︀ 𝑐
0 𝐹𝑐𝑜𝑢𝑙𝛿𝑤 𝑑𝑥 𝑑𝑦, 𝜀— ко-

эффициент диссипации среды, в которой работает пластина, 𝜌— плотность материала пла-
стины, 𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑡)— внешняя нормальная распределенная нагрузка, 𝐹𝑐𝑜𝑢𝑙 = 𝜀𝑟𝜀0𝑉 2(𝑡)

2(𝑔0−𝑤)2
— сила

Кулона, моделирующая воздействие электрического поля, возникшего вследствии подклю-
чения к электроду и пластине источника электродивижущей силы с разностью потенциалов
𝑉 (𝑡) = 𝑉𝑠𝑡+𝑉𝑑𝑖𝑛 cos(𝜔𝑝𝑡), 𝜔𝑝 — частота динамической части электрического напряжения, 𝑉𝑠𝑡
и 𝑉𝑑𝑖𝑛 — интенсивность соответственно статической и динамической частей электрического
воздействия, 𝜀𝑟 — диэлектрическая проницаемость среды, 𝜀0 — электрическая постоянная.

Исходная пластина имеет сетчатую структуру. Предположим, что она состоит из несколь-
ких семейств густо расположенных ребер. Ребра жестко соединены между собой. Толщина
всех ребер одинаковая. Согласно континуальной теории Г. И. Пшеничного [35] можно за-
менить регулярную систему ребер сплошным слоем, вследствие чего напряжения, моменты
и моменты высших порядков, возникающие в эквивалентной гладкой пластине, будут свя-
заны с напряжениями, моментами и моментами высших порядков в ребрах следующими
соотношениями:

𝜎𝑥𝑥 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜎𝑗𝑥𝛿𝑗 cos
2 𝜙𝑗

𝑎𝑗
, 𝜎𝑦𝑦 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜎𝑗𝑥𝛿𝑗 sin
2 𝜙𝑗

𝑎𝑗
, 𝜎𝑥𝑦 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜎𝑗𝑥𝛿𝑗 cos𝜙𝑗 sin𝜙𝑗

𝑎𝑗
,

𝑚𝑥𝑥 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑚𝑗
𝑥𝑥𝛿𝑗 cos

2 𝜙𝑗

𝑎𝑗
, 𝑚𝑦𝑦 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑚𝑗
𝑥𝑥𝛿𝑗 sin

2 𝜙𝑗

𝑎𝑗
, 𝑚𝑥𝑧 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑚𝑗
𝑦𝑥𝛿𝑗 cos

2 𝜙𝑗

𝑎𝑗
,

𝑚𝑥𝑦 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑚𝑗
𝑥𝑥𝛿𝑗 cos

2 𝜙𝑗 sin𝜑𝑗
𝑎𝑗

, 𝑚𝑦𝑧 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑚𝑗
𝑦𝑥𝛿𝑗 sin

2 𝜙𝑗

𝑎𝑗
,

(6)

здесь 𝑛— количество семейств ребер в рассматриваемой сетчатой пластине, 𝛿𝑗 , 𝑎𝑗 , 𝜙𝑗 , —
расстояние между ребрами, ширина ребер, угол между осью и осью ребра 𝑗-семейства со-
ответственно (рис. 2).

Дополнительные условия статической эквивалентности исходной сетчатой пластины и
эквивалентной ей сплошной получим с помощью метода множителей Лагранжа из условия

Рис. 2. Схема сеточ-
ной структуры

Fig. 2. Grid structure
diagram

достижения функционалом стационарных значений.
При построении функционала использовались выражения для

потенциальной энергии деформации, выраженные через напряже-
ния и моменты высших порядков.

{𝜎𝑗𝑥,𝑚𝑗
𝑥𝑥} = {𝜎𝑥𝑥,𝑚𝑥𝑥} cos2 𝜙𝑗 + {𝜎𝑦𝑦,𝑚𝑦𝑦} sin2 𝜙𝑗+

+{𝜎𝑥𝑦,𝑚𝑥𝑦} cos𝜙𝑗 sin𝜙𝑗 ,

𝑚𝑗
𝑥𝑦 = 𝑚𝑥𝑧 cos𝜙𝑗 +𝑚𝑦𝑧 sin𝜙𝑗 .

(7)

Вводя обозначения

𝐴𝑠𝑘 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛿𝑗 cos
𝑠 𝜙𝑗 sin

𝑘 𝜙𝑗

𝑎𝑗
(8)

и учитывая (1)–(7), можно записать уравнения движения элемента
пластины с учетом ее сетчатой структуры в перемещениях:

𝐸ℎ

1− 𝜈2

[︂
(𝐴22𝜈 +𝐴04)

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
+

(︂
3𝐴22

2
+ 𝜈𝐴04

)︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝐴13

2

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ (𝐴31 + 𝜈𝐴13)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

+

(︂
𝐴31𝜈 +

3𝐴13

2

)︂
𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝐴22

2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2

]︂
− 𝐸ℎ𝑙2

4(1 + 𝜈)

[︂
𝐴20

2

𝜕4𝑣

𝜕𝑥4
− 𝐴20

2

𝜕4𝑢

𝜕𝑥3𝜕𝑦
+𝐴11

𝜕4𝑣

𝜕𝑥3𝜕𝑦
−
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−𝐴11
𝜕4𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+
𝐴02

2

𝜕4𝑣

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
− 𝐴02

2

𝜕4𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦3

]︂
= 𝜌ℎ

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
;

𝐸ℎ

1− 𝜈2

[︂
(𝐴40 +𝐴22𝜈)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ (𝐴40𝜈 +𝐴22)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝐴31 +𝐴22

2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝐴22

2

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+

+(2𝐴31𝜈 +𝐴13)
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2

]︂
+

𝐸ℎ𝑙2

4(1 + 𝜈)

[︂
𝐴11

𝜕4𝑣

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
−𝐴11

𝜕4𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦3
+
𝐴02

2

𝜕4𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦3
−

−𝐴02

2

𝜕4𝑢

𝜕𝑦4
+
𝐴20

2

𝜕4𝑣

𝜕𝑥3𝜕𝑦
− 𝐴20

2

𝜕4𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑦2

]︂
= 𝜌ℎ

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
;

− 𝐸ℎ

1 + 𝜈

[︂
ℎ2(𝐴40 +𝐴22𝜈)

12(1− 𝜈)
+
𝐴22𝑙

2

2

]︂
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
− 𝐸ℎ

1 + 𝜈

[︂
ℎ2(𝐴04 +𝐴22𝜈)

12(1− 𝜈)
+
𝐴22𝑙

2

2

]︂
𝜕4𝑤

𝜕𝑦4
−

− 𝐸ℎ

1 + 𝜈

[︂
ℎ2(2𝐴31 +𝐴13𝜈)

12(1− 𝜈)
− 3(𝐴31 −𝐴13)𝑙

2

2

]︂
𝜕4𝑤

𝜕𝑥3𝜕𝑦
−

− 𝐸ℎ

1 + 𝜈

[︂
ℎ2(𝐴40𝜈 + 3𝐴22 +𝐴04𝜈)

12(1− 𝜈)
− (3𝐴22 −𝐴40 −𝐴04)𝑙

2

]︂
𝜕4𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
−

− 𝐸ℎ

1 + 𝜈

[︂
ℎ2(2𝐴13 +𝐴31𝜈)

12(1− 𝜈)
− 3(𝐴13 −𝐴31)𝑙

2

2

]︂
𝜕4𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦3
+

𝐸ℎ

1− 𝜈2

[︂
𝐴31

2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+

+(𝐴40 +𝐴22𝜈)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ (𝐴40𝜈 +𝐴22)

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+
𝐴31

2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+

+(𝐴22 +𝐴04𝜈)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ (𝐴22𝜈 +𝐴04)

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+
𝐴13

2

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+

+
𝐴13

2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 2(𝐴31 +𝐴13𝜈)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+𝐴22

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 2(𝐴31𝜈 +𝐴13)

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+

+𝐴22
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 2(𝐴31𝜈 +𝐴13)

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 2(𝐴31𝜈 +𝐴13)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+𝐴22

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+

+𝐴22
𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+
𝐴22

2

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ (𝐴31 +𝐴13𝜈)

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ (𝐴31𝜈 +𝐴13)

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

+
𝐴22

2

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦

]︂
+ 𝑞 + 𝐹𝑐𝑜𝑢𝑙 = 𝜌ℎ

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
+ 𝜌ℎ𝜀

𝜕𝑤

𝜕𝑡
.

(9)

Обобщенные граничные условия, полученные из вариационного принципа, имеют вид

𝛿𝑤 = 0 или
{︂
𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
+ 2

𝜕𝐻

𝜕𝑦
+
𝜕𝑌𝑥𝑦
𝜕𝑥

− 𝜕𝑌𝑥𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝑌𝑦𝑦
𝜕𝑦

− 𝜕𝑌𝑥𝑦
𝜕𝑥

}︂
Γ𝑥

= 0,{︂
𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑦
+ 2

𝜕𝐻

𝜕𝑥
− 𝜕𝑌𝑥𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑌𝑦𝑦
𝜕𝑥

− 𝜕𝑌𝑥𝑦
𝜕𝑦

}︂
Γ𝑦

= 0;

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥
= 0 или {𝑀𝑥𝑥 − 𝑌𝑥𝑦}Γ𝑥

= 0, {2𝐻 − 𝑌𝑥𝑥 + 𝑌𝑦𝑦}Γ𝑦
= 0;

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑦
= 0 или {2𝐻 − 𝑌𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦}Γ𝑥

= 0, {𝑀𝑦𝑦 − 𝑌𝑥𝑦}Γ𝑦
= 0;

𝛿𝑢 = 0 или
{︂
𝑁𝑥𝑥 −

1

2

𝜕𝑌𝑧𝑥
𝜕𝑦

}︂
Γ𝑥

= 0,

{︂
𝑇 − 1

2

𝜕𝑌𝑧𝑦
𝜕𝑦

− 1

2

𝜕𝑌𝑧𝑥
𝜕𝑥

}︂
Γ𝑦

= 0;

𝜕𝛿𝑢

𝜕𝑥
= 0 или {𝑌𝑥𝑧}Γ𝑦

= 0;
𝜕𝛿𝑢

𝜕𝑦
= 0 или {𝑌𝑧𝑥}Γ𝑥

= 0, {𝑌𝑧𝑦}Γ𝑦
= 0;

𝛿𝑣 = 0 или
{︂
𝑁𝑥𝑦 −

1

2

𝜕𝑌𝑧𝑥
𝜕𝑥

− 1

2

𝜕𝑌𝑧𝑦
𝜕𝑦

}︂
Γ𝑥

= 0,

{︂
𝑁𝑦𝑦 −

1

2

𝜕𝑌𝑧𝑦
𝜕𝑥

}︂
Γ𝑦

= 0;

𝜕𝛿𝑣

𝜕𝑥
= 0 или {𝑌𝑧𝑥}Γ𝑥

= 0, {𝑌𝑧𝑦}Γ𝑦
= 0;

𝜕𝛿𝑣

𝜕𝑦
= 0 или {𝑌𝑧𝑦}Γ𝑥

= 0.

(10)
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Здесь моменты и усилия обозначены следующим образом:

{𝑁𝑥𝑥,𝑀𝑥𝑥} =

∫︁ ℎ
2

−ℎ
2

𝜎𝑥𝑥𝑧
{0,1} 𝑑𝑧, 𝑌𝑥𝑥 =

∫︁ ℎ
2

−ℎ
2

𝑚𝑥𝑥 𝑑𝑧, 𝑌𝑧𝑥 =

∫︁ ℎ
2

−ℎ
2

𝑚𝑧𝑥 𝑑𝑧, 𝑥⇆ 𝑦,

{𝑇,𝐻} =

∫︁ ℎ
2

−ℎ
2

𝜎𝑥𝑦𝑧
{0,1}𝑑𝑧, 𝑌𝑥𝑦 =

∫︁ ℎ
2

−ℎ
2

𝑚𝑥𝑦 𝑑𝑧.

(11)

2. Методы решения

Рассматривалась пластина с граничными условиями жесткого закрепления:

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0,

𝜕𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥
=
𝜕𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥
=
𝜕𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥
= 0 при 𝑥 = 0, 𝑐;

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0,

𝜕𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦
=
𝜕𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦
=
𝜕𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦
= 0 при 𝑦 = 0, 𝑏.

(12)

Начальные условия брались нулевыми.
Система обезразмеривалась посредством следующих параметров: 𝑥 = 𝑐𝑥̄, 𝑦 = 𝑏𝑦, 𝑧 = 𝑔0𝑧,

𝑤 = 𝑔0𝑤̄, 𝑢 =
𝑔20
𝑐𝑢̄ , 𝑣 =

𝑔20
𝑏𝑣 , ℎ = 𝑔0ℎ̄, 𝑙 = 𝑔0 𝑙̄ 𝑡 =

𝑐𝑏

𝑔0
√

𝜌
𝐸

𝑡, 𝜀 = 𝑔0

𝑐𝑏
√︁

𝐸
𝜌

𝜀, здесь черточкой обознача-

ется безразмерая величина.
Система дифференциальных уравнений в частных производных сводилась по простран-

ственным переменным к системе обыкновенных дифференциальных уравнений методом
конечных разностей второго порядка точности. Задача Коши решалась методом Рунге –
Кутты четвертого порядка точности.

При решении задачи статики использовался метод установления [37]. Следуя процедуре
данного метода, было выбрано значение коэффициента диссипации 𝜀 = 0, 5. Далее для ряда
значений постоянного электрического напряжения 𝑉𝑠𝑡𝑖 была получена последовательность
прогибов 𝑤𝑖 для центральной точки пластины. На основе этих данных строились зави-

Рис. 3. Сравнение с натурным экспериментом
Fig. 3. Comparison with a natural experiment

симости 𝑤(𝑉𝑠𝑡).
При решении задач численными мето-

дами возникает необходимость обоснования
достоверности получаемых результатов. В
работе [38] экспериментально измерено от-
клонение центра квадратной кремниевой
жестко закрепленной по торцам пласти-
ны под действием электростатической силы
разной интенсивности. На рис. 3 приведе-
ны экспериментальные данные (звездочки)
и график зависимости 𝑤(𝑉𝑠𝑡) в централь-
ной точке для кремниевой пластины с ха-
рактеристиками: 𝜈 = 0.06, 𝐸 = 169 ГПа,
𝑔0 = 3 мкм, 𝑉𝑠𝑡 = 60 B, 𝑐 = 𝑏 = 250 мкм.
График 𝑤(𝑉𝑠𝑡) построен по результатам ре-
шения задачи (9), (12) в статической поста-

новке без учета сетчатой структуры пластины методом конечных разностей с количеством
точек разбиения 𝑛 = 𝑚 = 80. Результаты хорошо согласуются.

3. Численные результаты

Рассмотрим статическое поведение сетчатой линейной жестко закрепленной по торцам
пластины в зависимости от интенсивности статического электрического напряжения в си-
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ле Кулона. Все семейства ребер имеют одинаковую ширину, расстояние между ребрами
всех семейств одинаковое, сетчатая структура имела вариации: 1) 𝜙1 = 45𝑜, 𝜙2 = 135𝑜;
2) 𝜙1 = 45𝑜, 𝜙2 = 135𝑜, 𝜙3 = 0𝑜; 3) 𝜙1 = 45𝑜,

Рис. 4. Эффект втягивания пластины в зави-
симости от геометрии сетки: 1 — 45𝑜 × 135𝑜;
2 — 45𝑜 × 135𝑜 × 0𝑜; 3 — 45𝑜 × 135𝑜 × 0𝑜 × 90𝑜

(цвет онлайн)
Fig. 4. Plate retraction effect depending on mesh
geometry: 1 stands for 45𝑜 × 135𝑜; 2 stands for
45𝑜×135𝑜×0𝑜; 3 stands for 45𝑜×135𝑜×0𝑜×90𝑜

(color online)

𝜙2 = 135𝑜, 𝜙3 = 0𝑜, 𝜙4 = 90𝑜.
Параметры численного эксперимента:

ℎ̄ = 0.34, 𝛿 = 0.154, 𝑎̄ = 0.123, 𝑐 = 𝑏̄, 𝑔0 = 1,
𝑙̄ = ℎ̄, 𝐸 = 1 ГПа, 𝜀𝑟 = 8.85 * 10−12 Ф/м,
𝜀0 = 1, таким образом ¯𝐹𝑐𝑜𝑢𝑙 = 0.708 * 𝑉 2(𝑡).

Увеличение количества семейств ребер
в геометрии сетки приводит к увеличению
жесткости пластины. С увеличением се-
мейств ребер значение электрического на-
пряжения, при котором происходит эффект
втягивания, увеличивается. Эффект втяги-
вания для пластины (рис. 4), состоящей из
трех семейств ребер (кривая 2) наступа-
ет при меньшем прогибе, чем для сетчатой
пластины, состоящей из двух (кривая 1) и
четырех (кривая 3) семейств ребер.

Рассмотрим изменение максимального
прогиба под действием силы Кулона, при
этом напряжение будет складываться из
статической и динамической составляю-
щих: 𝑉 (𝑡) = 𝑉𝑠𝑡 + 𝑉𝑑𝑖𝑛 cos(𝜔𝑝𝑡).

На рис. 5 представлены зависимости максимального прогиба от частоты 𝜔𝑝 динами-
ческой части силы Кулона, 𝑉𝑠𝑡 = 1.5B, 𝑉𝑑𝑖𝑛 ∈ [0.0001; 0.7]B в случае сетки с четырмя
семействами ребер 𝜙1 = 45𝑜, 𝜙2 = 135𝑜, 𝜙3 = 0𝑜, 𝜙4 = 90𝑜, 𝛿1 = 𝛿2 = 𝛿3 = 𝛿4 = 0.154,
𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎3 = 𝑎4 = 0.123. При совпадении значений частоты собственных колебаний плас-

а / a б / b

в / c г /d

Рис. 5. Сценарий появления зон потери устойчивости 𝑉𝑠𝑡 = 1.5B: а — 𝑉𝑑𝑖𝑛 = 0.01B; б — 𝑉𝑑𝑖𝑛 = 0.4B;
в — 𝑉𝑑𝑖𝑛 = 0.5B; г — 𝑉𝑑𝑖𝑛 = 0.7B (цвет онлайн)

Fig. 5. Scenario of occurrence of zones of loss of stability 𝑉𝑠𝑡 = 1.5V: a stands for 𝑉𝑑𝑖𝑛 = 0.01V; b stands
for 𝑉𝑑𝑖𝑛 = 0.4V; c stands for 𝑉𝑑𝑖𝑛 = 0.5V; d stands for 𝑉𝑑𝑖𝑛 = 0.7V (color online)
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тинки с частотой вынуждающей нагрузки максимальный прогиб резко увеличивается, что
соответствует известному явлению резонанса. При увеличении значения напряжения дина-
мической части нагрузки до 𝑉𝑑𝑖𝑛 = 0.4B на графике 𝑤𝑚𝑎𝑥(𝑉𝑑𝑖𝑛) появляется еще одна зона,
где происходит резкое увеличение прогиба. Данная зона соответствует частоте вынуждаю-
щих колебаний, равной половине частоты собственных колебаний (𝜔0/2). При дальнейшем
увеличении значения напряжения динамической части нагрузки до 𝑉𝑑𝑖𝑛 = 0.7B на графике
𝑤𝑚𝑎𝑥(𝑉𝑑𝑖𝑛) при 𝜔𝑝 = 𝜔0/4 и 𝜔𝑝 = 3𝜔0/4 появляются зоны, где происходит резкое изменение
прогиба. Этот сценарий появления зон неустойчивости аналогичен сценарию Фейгенбаума.
На рис. 5 под графиками приведены шкалы характера колебаний. Голубым цветом обо-
значены колебания, в которых присутствуют гармоники на частоте возбуждения, частоте
собственных колебаний и их линейные комбинации. Желтым цветом обозначены колебания
на частотах 𝜔𝑝/2

𝑝, где 𝑝 ∈ 𝑁 . Черным цветом обозначены зоны, где максимальный прогиб
больше 0.25ℎ.

В таблице приведены характеристики колебаний при различных значениях частоты
динамической части силы Кулона 𝜔𝑝.

Характеристики колебаний 𝑉𝑠𝑡 = 1.5 B, 𝑉𝑑𝑖𝑛 = 0.7 B
Table. Oscillation characteristics 𝑉𝑠𝑡 = 1.5 V, 𝑉𝑑𝑖𝑛 = 0.7 V

𝜔𝑝 Спектр мощности Сигнал Фазовый портрет

0.5

1.5

3.7

3.9

5.5

374 Научный отдел



Е. Ю. Крылова и др. Статика и динамика сетчатой нанопластины с электрическим приводом

Анализ сигналов (𝑉𝑑𝑖𝑛 = 0.7𝐵) показывает, что при иррациональном отношении 𝜔0/𝜔𝑝

или при отношении 𝜔0/𝜔𝑝 = 𝑘, где 𝑘— нечетное число, спектр мощности демонстрирует две
частоты, 𝜔0 и 𝜔𝑝, и их линейные комбинации. Например, при 𝜔𝑝 = 0.5 в спектре колебаний
пластины присутствуют гармоники на частотах 𝜔0, 𝜔𝑝, 2𝜔𝑝, 3𝜔𝑝, 𝜔0 −𝜔𝑝, 𝜔0 − 2𝜔𝑝, 𝜔0 − 3𝜔𝑝

и т. д. Аналогичная картина наблюдается при других частотах 𝜔𝑝 = 1.5; 𝜔𝑝 = 3.9, причем
максимальный прогиб при любой частоте из перечисленных равен 𝑤 = 0.173.

В случае, когда частота вынуждающей нагрузки 𝜔𝑝 ≈ 𝜔0/2, максимальный прогиб зна-
чительно превышает значение прогиба, полученного при других частотах возбуждения (см.
таблицу при 𝜔𝑝 = 3.7). Данный эффект хорошо виден на фазовом портрете. Аналогичный
эффект получен при 𝜔𝑝 ≈ 𝜔0/4 и при 𝜔𝑝 ≈ 3𝜔0/4 (см. таблицу при 𝜔𝑝 = 5.5).

При дальнейшем увеличении интенсивности динамической части электрического воз-
действия (𝑉𝑑𝑖𝑛 > 0.7𝐵) резкое увеличение прогиба можно наблюдать при частотах возбуж-
дения, кратных частоте собственных колебаний (𝜔𝑝 ≈ 𝜔0/8, 𝜔𝑝 ≈ 𝜔0/16 и т. д.).

Описанный сценарий появления зон динамической потери устойчивости качественно
сохранялся для всех рассмотренных вариантов геометрий сеточной структуры пластины:

1) 𝜙1 = 45𝑜, 𝜙2 = 135𝑜;
2) 𝜙1 = 0𝑜, 𝜙2 = 90𝑜;
3) 𝜙1 = 45𝑜, 𝜙2 = 135𝑜, 𝜙3 = 0𝑜;
4) 𝜙1 = 45𝑜, 𝜙2 = 135𝑜, 𝜙3 = 90𝑜;
5) 𝜙1 = 45𝑜, 𝜙2 = 135𝑜, 𝜙3 = 0𝑜, 𝜙4 = 90𝑜.

Заключение

В работе построена математическая модель колебаний изотропной гибкой сетчатой на-
нопластины в поле действия одного неподвижного электрода. Модель дает возможность
исследовать пластины с различной геометрией сетки, что может быть полезным при проек-
тировании конструкционных элементов НЭМС и МЭМС. На основании полученной модели
проведен анализ эффекта втягивания для пластин с различными вариантами геометрии
сетки в условиях статического электрического поля. Полученные результаты хорошо со-
гласуются с натурным экспериментом. Также показано, что в условиях воздействия неста-
ционарного электического поля зоны неустойчивости появляются по определенному сцена-
рию: с увеличением значения амплитуды динамической части электрического напряжения
потеря устойчивости наблюдается на частотах вынуждающей нагрузки, кратных частоте
собственных колебаний пластины (𝜔𝑝 ≈ 𝜔0/2, 𝜔𝑝 ≈ 𝜔0/4, 𝜔𝑝 ≈ 𝜔0/8 и т. д.).
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