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Аннотация. Работа посвящена завершению построения асимптотической схемы расчленения нестаци-
онарного напряжённо-деформированного состояния тонкостенных оболочек вращения при ударных
торцевых нагрузках изгибающего типа на составляющие с различными показателями изменяемости
по пространственным координатам и динамичности по времени. Используются разработанные ранее
асимптотически приближённые уравнения таких составляющих, как изгибная составляющая по теории
Кирхгофа–Лява, высокочастотная антисимметричная коротковолновая составляющая и антисиммет-
ричный гиперболический погранслой в окрестности фронта волны расширения. Доказана полнота
описания нестационарных волн с помощью указанных компонент. Для этого выделены в фазовой
плоскости области согласования соседних составляющих. Найдены асимптотические оценки границ
этих областей согласования и доказано совпадение там асимптотик разрешающих уравнений.
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Abstract. The present work is devoted to completing the construction of the nonstationary stress-stain
state asymptotic theory of shells of revolution at shock edge bending loading. There components with
different values of the variability and dynamicity indices are used. This asymptotic model applies such
components as the bending component of the Kirchoff –Love shell theory, the antisymmetric high-frequency
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short-wave component and the antisymmetric hyperbolic boundary layer in the vicinity of the dilatation
wave front. The existence of the overlap regions is indicative of the exact statement of the boundary value
problems for all the components and of the validity of the introduced separation scheme.
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Введение

В работах [1,2] были заложены основы асимптотической теории нестационарного напря-
жённо-деформированного состояния (НДС) тонких оболочек. При этом использовались
результаты численных расчётов соответствующих процессов в пластинах и цилиндрических
оболочках [3]. Асимптотический анализ основывался на применении аппарата построения
асимптотической теории тонких оболочек, разработанного для статических задач в [4].

В работе [3] приведена классификация торцевых граничных условий, приводящих к
трём принципиально различным видам нестационарного НДС тонких оболочек. Выделены
воздействие вида LT (продольное, тангенциального типа), LM (продольное, изгибающего
типа) и NW (нормального типа).

Ударные торцевые воздействия приводят к сложному взаимодействию элементарных волн,
порождаемых как торцевой, так и лицевыми поверхностями. Растущее со временем количество
переотражённых от лицевых поверхностей элементарных волн не позволяет строить НДС
как их наложение, поэтому необходимо использовать теоретический подход учёта сразу
суммарных величин компонент НДС.

Полное описание нестационарного волнового процесса в тонких пластинах и оболочках
невозможно выполнить с помощью двумерных теорий: они не могут описать решение в
прифронтовых зонах волн расширения и сдвига, а также определяют ложные фронты, которые
с точки зрения трёхмерной теории являются квазифронтами. Также можно отметить, что
в рассматриваемых нестационарных задачах НДС существенно неоднородно по простран-
ственным координатам в различных участках фазовой плоскости. Следовательно, показатели
изменяемости НДС по пространственным координатам и показатель динамичности по вре-
мени имеют там различные значения, и необходимо выделять в фазовой плоскости области
с однородными значениями этих показателей. В каждой области однородности изменяемо-
сти НДС возможно построение соответствующей асимптотической теории. Полнота выбора
составляющих НДС во всей фазовой плоскости может быть определена доказательством
наличия областей согласования соседних асимптотик.

Такая концепция асимптотической модели полностью соответствует принципу Сен-Венана
в динамике тонкостенных конструкций, изложенному в работах [5,6].

В работах [7,8] на примере цилиндрической оболочки представлена окончательная редак-
ция схемы расчленения нестационарного НДС на составляющие с различными показателями
изменяемости и динамичности.

Настоящая работа является завершающей в плане построения асимптотической теории,
описывающей распространение упругих волн в оболочках на примере оболочек вращения
произвольной формы, при торцевых ударных воздействиях вида LM. Требуется доказать, что
следующие компоненты: квазистатический погранслой типа Сен-Венана, моментная составля-
ющая по теории Кирхгофа –Лява (динамический простой краевой эффект), высокочастотная
антисимметричная составляющая и гиперболический погранслой в окрестности фронта волны
расширения, полностью описывают искомое НДС. Для указанных составляющих использу-
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ются приближённые теории, полученные методом асимптотического интегрирования точных
трёхмерных уравнений теории упругости.

Уравнения для моментной составляющей получены были в работе [9], уравнения высоко-
частотной коротковолновой составляющей — в [2], а уравнения гиперболического погранслоя
с учётом изменения геометрии переднего фронта волны в процессе её распространения — в
работе [10].

Полнота описания нестационарных процессов с помощью указанных компонент доказыва-
ется асимптотическим анализом разрешающих уравнений в областях согласования на предмет
их совпадения с некоторой асимптотической погрешностью.

1. Постановка задачи

Рассмотрим оболочку вращения, представленную на рис. 1, где система координат (𝛼, 𝜃, 𝑧)
отнесена к срединной поверхности. Здесь 𝛼— длина дуги вдоль образующей, 𝜃 — угол в
окружном направлении, 𝑧 — координата внешней нормали срединной поверхности.

Рис. 1. Оболочка вращения
Fig. 1. Shell of revolution

Рассматриваем осесимметричный случай
НДС оболочки. Пусть граничные условия ви-
да LM (когда на торце отличен от нуля только
изгибающий момент) задаются в виде

𝜎11 = 𝐼𝑧 𝐻(𝑡), 𝑣3 = 0, 𝛼 = 0, (1)

где 𝐼 — амплитуда, 𝜎𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, 3) — напряже-
ния, 𝑣𝑖 (𝑖 = 1, 3) — перемещения, 𝑡— время,
𝐻(𝑡) — функция Хевисайда. Рассматриваем
начальный промежуток времени, когда перед-

ний фронт волны проходит расстояние, соизмеримое с характерным значением радиусов
кривизны оболочки и не достигает её второго торца.

Зададим однородные начальные условия:

𝑣𝑖 =
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑡

= 0 (𝑖 = 1, 3), 𝑡 = 0. (2)

Уравнения теории упругости для рассматриваемых оболочек подробно описаны в моногра-
фиях [1,2].

2. Схема расчленения нестационарного НДС оболочек вращения при ударных
воздействиях изгибающего типа

В работах [3,12–14] проведено сопоставление численных результатов, полученных для
пластин и цилиндрических оболочек при решении конкретных волновых задач на базе точных
трёхмерных уравнений теории упругости и приближённых двумерных уравнений теорий
Кирхгофа–Лява и Тимошенко. Проведённое численное сопоставление результатов расчёта
вместе с анализом волновых свойств решений точной трёхмерной и приближённых двумерных
волновых теорий дали основу для разработки схемы расчленения нестационарного НДС в
фазовой плоскости на составляющие с различными показателями изменяемости. Во введении
было указано, что в работах [7,8] такая схема изложена на примере цилиндрической оболочки
и мы распространяем её на общий случай оболочек вращения.

На рис. 2 изображена схема решения для изгибающего момента в некоторый момент време-
ни 𝑡 = 𝑡0 (рассматривается осесимметричный случай НДС по трёхмерной теории упругости).
Области 𝑅1–𝑅4 на этом рисунке представляют области применимости приближённых теорий.
Характерные свойства рассматриваемого нестационарного НДС, определяющие применение
этих теорий, следующие:

– основной разрыв решения при воздействии вида LM переносится фронтом волны расши-
рения со скоростью 𝑐1 =

√︀
(1 − 𝜈)𝐸/(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)𝜌, где 𝐸 — модуль Юнга, 𝜈 — коэффициент
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Рис. 2. Схема расчленения нестационарного
НДС в оболочке вращения

Fig. 2. Scheme of dissection of non-stationary
stress-strain state in a shell of revolution

Пуассона, а 𝜌— плотность материала обо-
лочки;

– в малой окрестности фронта волны рас-
ширения 𝑅1 имеет место антисимметричный
гиперболический погранслой;

– за прифронтовой зоной 𝑅1 образуется
зона малоамплитудных осцилляций 𝑅2, опи-
сываемая высокочастотной коротковолновой
составляющей;

– в зоне 𝑅3 решение определяется момент-
ной составляющей теории Кирхгофа–Лява
(динамическим простым краевым эффектом);

– в малой зоне 𝑅4 имеет место квазиста-
тический погранслой типа Сен-Венана.

В настоящей работе представлен анализ
асимптотического совпадения соседних со-
ставляющих в областях согласования 𝐵1, 𝐵2:

𝐵1 — область согласования высокочастотного коротковолнового приближения и антисим-
метричного гиперболического погранслоя;

𝐵2 — область согласования моментной составляющей теории Кирхгофа –Лява и высокоча-
стотного коротковолнового приближения.

Исследование асимптотического совпадения составляющих в областях согласования и
оценка границ этих областей выполнены в следующих разделах асимптотическим анализом
разрешающих уравнений в этих областях.

3. Область согласования изгибной составляющей теории Кирхгофа–Лява
и высокочастотного коротковолнового приближения

В работе [1] было введено понятие динамического погранслоя, включающего в себя в
рассматриваемом случае LM-воздействия такие составляющие, как высокочастотное коротко-
волновое приближение и гиперболический погранслой, т. е. составляющие с показателями
изменяемости и динамичности, большими или равными единице. Там же рассматривалось
согласование этого динамического погранслоя с изгибной составляющей теории Кирхгофа–
Лява. Путём сравнения асимптотик решений для этих составляющих, полученных методом
интегрального преобразования Лапласа, экспоненциального представления решений в про-
странстве изображений и метода перевала при обращении изображений, было установлено
следующим асимптотическим неравенством:

𝜀1/2 ≪ 𝜉0 ≪ 𝜀1/4 (3)

расположение искомой области согласования. Здесь 𝜉0 = 𝛼/𝑅, 𝑅— характерное значение
радиусов кривизны, 𝜀— малый параметр: 𝜀 = ℎ/𝑅, ℎ— полутолщина оболочки.

Отметим, что при выделении антисимметричного высокочастотного коротковолнового
приближения область его согласования с изгибной составляющей рассматривалась на примере
цилиндрической оболочки в работах [2,8]. Здесь расположение области согласования также
исследовалось на базе сравнения асимптотик решения, что также привело к оценке её границ
в форме (3).

В настоящем разделе мы анализируем существование и границы расположения искомых
составляющих в самом общем случае. Рассматриваем произвольную форму оболочек вращения
и проводим асимптотические оценки разрешающих уравнений. Начнём с анализа поведения
уравнений изгибной составляющей при выходе из основной области её применимости.

Уравнения изгибной составляющей были получены автором в работах [9,15] с показате-
лями изменяемости по продольной координате и динамичности, связанными соотношением
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𝑞 = (1 + 𝑎)/2. В рассматриваемом осесимметричном случае показатели изменяемости и
динамичности принимают следующие значения: 𝑞 = 1/2, 𝑎 = 0. Уравнения высокочастотных
коротковолновых колебаний получены в работах [1, 2, 15] с показателями изменяемости
и динамичности 𝑞 = 𝑎 = 1. Следовательно, в рассматриваемой области согласования, как
переходной зоне, показатель изменяемости должен быть больше 1/2 и менее 1.

Для записи уравнений изгибной составляющей введём безразмерные переменные

𝜉 = 𝜀−1/2𝜉0, 𝜉0 = 𝛼/𝑅, 𝜏0 = 𝑐3𝑡/𝑅, 𝑐3 =
√︀

𝐸/𝜌(1 − 𝜈2) (4)

и безразмерные усилия 𝑇 *
𝑖 , моменты 𝐺*

𝑖 , перерезывающие силы 𝑁*
𝑖 и перемещения 𝑢*, 𝑤*:

𝑢 = ℎ𝜀−1/2𝑢*, 𝑤 = ℎ𝜀−1𝑤*, 𝑇𝑖 =
2𝐸ℎ

1 − 𝜈2
𝜀𝑇 *

𝑖 ,

𝐺𝑖 =
2𝐸ℎ2

1 − 𝜈2
𝐺*

𝑖 , 𝑁𝑖 =
2𝐸ℎ

1 − 𝜈2
𝜀1/2𝑁*

𝑖 ,

(5)

где величины со звёздочками имеют один и тот же асимптотический порядок (звёздочки
в дальнейшем будем опускать); через 𝑐3 обозначена скорость распространения продольной
волны по двумерной теории. Тогда разрешающие уравнения в перемещениях будут иметь
следующий вид:

𝜕2𝑢

𝜕𝜉2
−

(︁ 1

𝑅1
+

𝜈

𝑅2

)︁𝜕𝑤
𝜕𝜉

+ 𝜀1/2
𝐵′

𝐵

𝜕𝑢

𝜕𝜉
= 0,

1

3

𝜕4𝑤

𝜕𝜉4
+

𝜕2𝑤

𝜕𝜏20
+

(︁ 1

𝑅2
1

+
2𝜈

𝑅1𝑅2
+

1

𝑅2
2

)︁
𝑤 −

(︁ 1

𝑅1
+

𝜈

𝑅2

)︁𝜕𝑢
𝜕𝜉

+ 𝜀1/2
2𝐵′

3𝐵

𝜕3𝑤

𝜕𝜉3
= 0,

(6)

где 𝑅𝑖 — главные радиусы кривизны срединной поверхности, 𝐵 — расстояние от оси вращения
до срединной поверхности. Уравнения состояния записываются следующим образом:

𝑇1 =
𝜕𝑢

𝜕𝜉
−
(︁ 1

𝑅1
+

𝜈

𝑅2

)︁
𝑤 + 𝜀1/2

𝜈𝐵′

𝐵
𝑢,

𝑇2 = 𝜈
𝜕𝑢

𝜕𝜉
−
(︁ 𝜈

𝑅1
+

1

𝑅2

)︁
𝑤 + 𝜀1/2

𝐵′

𝐵
,

𝐺1 = −1

3

(︁𝜕2𝑤

𝜕𝜉2
+ 𝜀1/2

𝜈𝐵′

𝐵

𝜕𝑤

𝜕𝜉

)︁
, 𝐺2 = −1

3

(︁
𝜈
𝜕2𝑤

𝜕𝜉2
+ 𝜀1/2

𝐵′

𝐵

𝜕𝑤

𝜕𝜉

)︁
.

(7)

В приграничной переходной зоне, рассматриваемой как область согласования с соседней
высокочастотной коротковолновой составляющей, показатель изменяемости больше 1/2. Соот-
ветственно, введём новые переменные 𝜉*, 𝜏*, отвечающие увеличенным значениям показателей
изменяемости и динамичности:

𝜉* = 𝜀−𝑟𝜉, 𝜏* = 𝜀−2𝑟𝜏0, 𝑟 > 0. (8)

Введём также показатель уменьшенной интенсивности продольного перемещения

𝑢 = 𝜀𝑟𝑢*. (9)

Формулы (8) определяют новые значения показателей изменяемости и динамичности
решения для изгибной составляющей в предполагаемой области согласования: 𝑞 = 1/2 + 𝑟,
𝑎 = 2𝑟.

Перейдём в уравнениях (6) к новым переменным 𝜉*, 𝜏* и перемещению 𝑢*:

𝜕2𝑢*
𝜕𝜉2*

−
(︁ 1

𝑅1
+

𝜈

𝑅2

)︁ 𝜕𝑤

𝜕𝜉*
+ 𝜀1/2+𝑟𝐵

′

𝐵

𝜕𝑢*
𝜕𝜉

= 0,

1

3

𝜕4𝑤

𝜕𝜉4*
+

𝜕2𝑤

𝜕𝜏2*
+ 𝜀4𝑟

(︁ 1

𝑅2
1

+
2𝜈

𝑅1𝑅2
+

1

𝑅2
2

)︁
𝑤 − 𝜀4𝑟

(︁ 1

𝑅1
+

𝜈

𝑅2

)︁𝜕𝑢*
𝜕𝜉*

+ 𝜀1/2+𝑟 2𝐵′

3𝐵

𝜕3𝑤

𝜕𝜉3*
= 0.

(10)

84 Научный отдел



И. В. Кириллова. Асимптотическая теория нестационарных упругих волн в оболочках вращения

Отметим, что во втором уравнении (10) с асимптотической погрешностью 𝑂(𝜀4𝑟) можно
пренебречь членами, содержащими радиусы кривизны. Отметим также, что при 𝑟 > 1/6
указанными членами можно пренебречь по сравнению со слагаемыми, содержащими функцию
𝐵 и её производную. Тогда интегрирование (10) сводится к интегрированию следующего
разрешающего уравнения:

1

3

𝜕4𝑤

𝜕𝜉4*
+

𝜕2𝑤

𝜕𝜏2*
+ 𝜀1/2+𝑟 2𝐵′

3𝐵

𝜕3𝑤

𝜕𝜉3*
= 0. (11)

Таким образом, уравнение (11) описывает изгибную составляющую в области, где значение
показателя изменяемости 𝑞 увеличивается, т.е. при 𝜉0 ≫ 𝜀1/2.

Перейдём к построению асимптотически оптимальных уравнений для антисимметричного
высокочастотного коротковолнового приближения в предполагаемой области согласования.
Введём для рассматриваемой области показатели изменяемости и динамичности, аналогичные
предшествующему случаю изгибной составляющей:

𝑞 =
1

2
+ 𝑟, 𝑎 = 2𝑟 (0 < 𝑟 < 1/2). (12)

В соответствии с (12) перейдём в разрешающих уравнениях высокочастотного коротковолно-
вого приближения [1,2] к безразмерным переменным с учётом изменяемости и динамичности

𝛼 = 𝑅𝜀1/2+𝑟𝜉*, 𝑧 = 𝑅𝜀𝜁, 𝑡 = 𝑅𝜀2𝑟𝜏*/𝑐2 (13)

и зададим асимптотические величины компонент напряжений и перемещений в виде

𝑣1 = 𝑅𝜀𝑣*1, 𝑣3 = 𝑅𝜀1/2+𝑟𝑣*3,

𝜎11 = 𝐸𝜀1/2−𝑟𝜎*
11, 𝜎31 = 𝐸𝜀1−2𝑟𝜎*

31, 𝜎33 = 𝐸𝜀3/2−3𝑟𝜎*
33,

(14)

где величины со звёздочками обладают одним и тем же асимптотическим порядком. Пре-
небрегая в разрешающих уравнениях рассматриваемой составляющей величинами порядка
𝑂(𝜀1−2𝑟), приходим к следующей системе:

𝜕𝜎*
31

𝜕𝜁
+

𝜕𝜎*
11

𝜕𝜉*
+ 𝜀1/2+𝑟𝐵

′

𝐵
(𝜎*

11 − 𝜎*
22) = 0,

𝜕𝜎*
33

𝜕𝜁
+

𝜕𝜎*
31

𝜕𝜉*
+ 𝜀1/2+𝑟𝐵

′

𝐵
𝜎*
31 −

1

2(1 + 𝜈)

𝜕𝑣*3
𝜕𝜏2*

= 0,

𝜎*
11 =

1

1 − 𝜈2

(︁𝜕𝑣*1
𝜕𝜉*

+ 𝜀1/2+𝑟𝜈
𝐵′

𝐵

)︁
,

𝜕𝑣*3
𝜕𝜁

= 0,
𝜕𝑣*1
𝜕𝜁

+
𝜕𝑣*3
𝜕𝜉*

= 0.

(15)

Уравнения (15) определяют следующую зависимость компонент НДС от нормальной коорди-
наты 𝜁:

𝑣*1 = 𝜁𝑣
(1)
1 , 𝑣*3 = 𝜁𝑣

(0)
3 , 𝜎*

11 = 𝜁𝜎
(1)
11 ,

𝜎*
31 = 𝜎

(0)
31 + 𝜁2𝜎

(2)
31 , 𝜎*

33 = 𝜁𝜎
(1)
33 + 𝜁3𝜎

(2)
33 ,

(16)

которая показывает выполнение геометрических гипотез Кирхгофа –Лява относительно неиз-
менности длины нормального элемента к срединной поверхности и его перпендикулярности к
ней.

Поскольку рассматриваются однородные граничные условия на лицевых поверхностях

𝜎*
31 = 𝜎*

33 = 0, 𝜁 = ±1, (17)
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то зависимости для составляющих разложения компонент НДС по нормальной координате из
(16) примут следующий вид:

𝑣
(1)
1 = −𝜕𝑣

(0)
3

𝜕𝜉*
,

𝜎
(1)
11 =

1

1 − 𝜈2

(︁𝜕𝑣(1)1

𝜕𝜉*
+ 𝜀1/2+𝑟𝜈

𝐵′

𝐵
𝑣
(1)
1

)︁
,

𝜎
(0)
31 = −𝜎

(2)
31 ,

𝜎
(2)
31 = −1

2

[︁𝜕𝜎(1)
11

𝜕𝜉*
+ 𝜀1/2+𝑟𝐵

′

𝐵
(𝜎

(1)
11 − 𝜎

(2)
22 )

]︁
,

𝜎
(1)
33 = −𝜕𝜎

(0)
31

𝜕𝜉*
− 𝜀1/2+𝑟𝐵

′

𝐵
𝜎
(0)
31 +

1

2(1 + 𝜈)

𝜕2𝑣
(0)
3

𝜕𝜏2*
,

𝜎
(3)
33 = −1

3

(︁𝜕𝜎(2)
31

𝜕𝜉*
+ 𝜀1/2+𝑟𝐵

′

𝐵
𝜎
(2)
31

)︁
.

(18)

Система (18) определяет следующее разрешающее уравнение относительно прогиба 𝑣
(0)
3 :

1

3

𝜕4𝑣
(0)
3

𝜕𝜉4*
− 1 − 𝜈

2

𝜕𝑣
(0)
3

𝜕𝜏2*
+ 𝜀1/2+𝑟 2𝐵′

3𝐵

𝜕3𝑣
(0)
3

𝜕𝜉3*
= 0. (19)

Поскольку 𝑐22/𝑐
2
3 = (1 − 𝜈)/2, временная переменная 𝜏

(1)
* из (8) и временная переменная 𝜏

(2)
*

из (13) связаны соотношением

𝜏
(2)
* =

√︂
1 − 𝜈

2
𝜏
(1)
* , (20)

то уравнения (11) и (19) совпадают в области изменения показателя 𝑞

1

2
< 𝑞 < 1. (21)

Это соответствует границам области согласования изгибной составляющей Кирхгофа –Лява и
антисимметричной высокочастотной коротковолновой составляющей, определяемой следую-
щим асимптотическим неравенством:

𝜀1/2 ≪ 𝜉0 ≪ 1. (22)

Данный вывод, основанный на сравнении асимптотик разрешающих уравнений, уточняет
оценку (3).

4. Область согласования высокочастотного коротковолнового приближения
и антисимметричного гиперболического погранслоя

В работе [15] область согласования высокочастотного коротковолнового приближения
рассматривалась на примере оболочек вращения нулевой гауссовой кривизны. Поскольку
показатели изменяемости высокочастотной коротковолновой составляющей имеют значения
𝑞 = 𝑎 = 1, а показатели изменяемости гиперболического погранслоя имеют значения 𝑞 = 𝑎 = 2,
то в [15] было показано, что для того узкого класса оболочек показатели изменяемости
увеличиваются от значений единица на расстоянии 𝑂(𝜀) от фронта до значений двух на
расстоянии от фронта 𝑂(𝜀2). Прифронтовая область 𝑂(𝜀2) и является при этом областью
применимости гиперболического погранслоя. Таким образом, область согласования и была
выделена как область такого увеличения значений показателей изменяемости и динамичности.

Рассмотрим поведение уравнений высокочастотной коротковолновой составляющей для
нашего общего случая оболочек вращения. Поскольку, как показано в [10], фронтовая
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поверхность формируется повёрнутыми нормалями к срединной поверхности, то приведённая
ранее схема расположения области согласования рассматриваемых составляющих уже не
имеет место. Проанализируем асимптотику разрешающих уравнений этой составляющей в
окрестности фронта волны расширения.

В работе [10] построено асимптотическое представление геометрии переднего фронта
волны расширения в произвольной оболочке вращения: в рамках погрешности 𝑂(𝜀2) он может
быть задан повёрнутой нормалью к срединной поверхности по формуле

𝛼 = 𝛼0

[︂
1 − 𝜀

𝜁

𝜉0
𝐹 (𝜉0) + 𝑂(𝜀2)

]︂
, 𝐹 (𝜉0) =

∫︁ 𝜉0

0

𝑑𝜉0
𝑅*

1

, (23)

где 𝑅*
1 = 𝑅1/𝑅, 𝛼0 = 𝑐1𝑡0, 𝑡0 — текущий момент времени. При этом длину отрезка 𝑧0𝐹 на

повёрнутой нормали можно задать следующей формулой:

𝑧0𝐹 = 𝑧
√︀

1 + 𝐹 2(𝜉0). (24)

В соответствии с (24) и вводим новую координату 𝑧𝐹 = 𝑧
√︀

1 + 𝐹 2(𝜉0), которая при 𝛼 = 𝑐1𝑡
отсчитывается вдоль повёрнутой нормали, совпадающей с передним фронтом волны.

Выпишем сначала разрешающие уравнения искомой составляющей относительно переме-
щений и уравнения состояния в исходной системе координат (𝛼, 𝑧) [1,2]:

æ−2𝜕
2𝑣1
𝜕𝛼2

+
𝜕2𝑣1
𝜕𝑧2

− 1

𝑐22

𝜕2𝑣1
𝜕𝑡2

+ æ−2𝐵
′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+
1

1 − 2𝜈

𝜕2𝑣3
𝜕𝛼𝜕𝑧

= 0,

1

1 − 2𝜈

𝜕2𝑣1
𝜕𝛼𝜕𝑧

+
𝜕2𝑣3
𝜕𝛼2

+ æ−2𝜕
2𝑣3
𝜕𝑧2

− 1

𝑐22

𝜕2𝑣3
𝜕𝑡2

+
1

1 − 2𝜈

𝐵′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝑧

+
𝐵′

𝐵

𝜕𝑣3
𝜕𝛼

= 0,

(25)

𝜎11 =
𝐸

1 + 𝜈

(︁
𝑘2

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+ 𝑘1
𝜕𝑣3
𝜕𝑧

+ 𝑘1
𝐵′

𝐵
𝑣1

)︁
,

𝜎33 =
𝐸

1 + 𝜈

(︁
𝑘1

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+ 𝑘2
𝜕𝑣3
𝜕𝑧

+ 𝑘1
𝐵′

𝐵
𝑣1

)︁
,

𝜎13 =
𝐸

2(1 + 𝜈)

(︁𝜕𝑣1
𝜕𝑧

+
𝜕𝑣3
𝜕𝛼

)︁
,

(26)

где 𝑘1 = 𝜈/(1 − 2𝜈), 𝑘2 = (1 − 𝜈)/(1 − 2𝜈).
Перейдём в разрешающих уравнениях высокочастотной коротковолновой составляющей

(25)–(26) к новой системе координат (𝛼, 𝑧𝐹 ), связанной непосредственно с передним фронтом
волны расширения:

æ−2𝜕
2𝑣1
𝜕𝛼2

+ (1 + 𝐹 2)
𝜕2𝑣1
𝜕𝑧2𝐹

− 1

𝑐22

𝜕2𝑣1
𝜕𝑡2

+

√
1 + 𝐹 2

1 − 2𝜈

𝜕2𝑣3
𝜕𝛼𝜕𝑧𝐹

+

+
𝑧𝐹𝐹

𝑅1

[︁ 2æ−2

√
1 + 𝐹 2

𝜕2𝑣1
𝜕𝛼𝜕𝑧𝐹

+
1

1 − 2𝜈

𝜕2𝑣3
𝜕𝑧2𝐹

]︁
+ æ−2𝐵

′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

= 0,

√
1 + 𝐹 2

1 − 2𝜈

𝜕2𝑣1
𝜕𝛼𝜕𝑧𝐹

+
𝜕2𝑣3
𝜕𝛼2

+ æ−2(1 + 𝐹 2)
𝜕2𝑣3
𝜕𝑧2𝐹

− 1

𝑐22

𝜕2𝑣3
𝜕𝑡2

+

+
𝑧𝐹

𝑅1

√
1 + 𝐹 2

[︁ 1

1 − 2𝜈

𝜕2𝑣1
𝜕𝑧2𝐹

+
2√

1 + 𝐹 2

𝜕2𝑣3
𝜕𝛼𝜕𝑧𝐹

]︁
+

𝐵′√1 + 𝐹 2

(1 − 2𝜈)𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝑧𝐹

+
𝐵′

𝐵

𝜕𝑣3
𝜕𝛼

= 0,

(27)

𝜎11 =
𝐸

1 + 𝜈

(︁
𝑘2

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+ 𝑘1
√︀

1 + 𝐹 2
𝜕𝑣3
𝜕𝑧𝐹

)︁
,

𝜎33 =
𝐸

1 + 𝜈

(︁
𝑘1

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

+ 𝑘2
√︀

1 + 𝐹 2
𝜕𝑣3
𝜕𝑧𝐹

)︁
,

𝜎13 =
𝐸

2(1 + 𝜈)

(︁√︀
1 + 𝐹 2

𝜕𝑣1
𝜕𝑧𝐹

+
𝜕𝑣3
𝜕𝛼

)︁
.

(28)
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При выводе уравнений гиперболического погранслоя в оболочках вращения произвольной
формы в работе [10] переход к координатам (𝛼, 𝑧𝐹 ) был произведён в исходных трёхмерных
уравнениях теории упругости. При этом были выделены симметричный и антисимметричный
его типы по введённой координате 𝑧𝐹 . Для рассматриваемого антисимметричного типа с
асимптотической погрешностью 𝑂(𝜀) компоненты НДС 𝑣1, 𝜎11, 𝜎22, 𝜎33 по координате 𝑧𝐹
нечётны, а 𝑣3, 𝜎13 — чётны. Такой анализ помог перед процедурой асимптотического интегри-
рования трёхмерных уравнений упростить их и получить такую форму, которая полностью
совпадает с уравнениями высокочастотной коротковолновой составляющей в координатах
(𝛼, 𝑧𝐹 ), представленными выражениями (27)–(28). Следовательно, уравнения высокочастотной
коротковолновой составляющей полностью описывают НДС в узкой прифронтовой области
в окрестности фронта волны (23) и уравнения гиперболического погранслоя согласно [10]
представляются следующим образом:

𝜕2𝑣1
𝜕𝛼2

+ (1 + 𝐹 2)
𝜕2𝑣1
𝜕𝑧2𝐹

− 1

𝑐21

𝜕2𝑣1
𝜕𝑡2

+
2𝑧𝐹

𝑅1

√
1 + 𝐹 2

𝜕2𝑣1
𝜕𝛼𝜕𝑧𝐹

+
𝐵′

𝐵

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

= 0,

𝜎11 =
𝐸

2(1 + 𝜈)æ2

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

,

𝜎33 =
𝐸𝜈

(1 − 2𝜈)(1 + 𝜈)

𝜕𝑣1
𝜕𝛼

,

𝜎13 =
𝐸

1 + 𝜈

√︀
1 + 𝐹 2

𝜕𝑣1
𝜕𝑧𝐹

.

(29)

Таким образом, мы получим, что уравнения высокочастотной коротковолновой составля-
ющей (25)–(26) являются общими с точки зрения описания также и в узкой прифронтовой
области переднего фронта волны расширения. Это является вполне естественным, поскольку
эти уравнения строились для НДС с показателями изменяемости и динамичности, равными
единице и выше.

Областью применимости уравнений гиперболического погранслоя (29) является область в
окрестности фронта, которая в прифронтовых координатах 𝜉0 = 𝛼/𝑅, 𝜁𝐹 = 𝑧𝐹 /ℎ, 𝜏0 = 𝑐1𝑡/𝑅
определяется асимптотическим неравенством

𝜏0 − 𝜉0 = 𝑂(𝜀2), |𝜁𝐹 | 6
√︀

1 + 𝐹 2(𝜉0). (30)

В исходных координатах (𝛼, 𝑧, 𝑡) область (30) входит в область 𝜏0− 𝜉0 = 𝑂(𝜀), а границу этой
области можно считать областью согласования гиперболического погранслоя и высокочастот-
ной коротковолновой составляющей.

Вывод

Проведённое в представленной работе исследование позволило завершить для случая
ударных торцевых воздействий вида LM построение полной асимптотической теории нестаци-
онарных волновых процессов в оболочках вращения произвольной формы. Доказана полнота
представления нестационарного НДС четырьмя составляющими: изгибной составляющей
теории Кирхгофа –Лява, антисимметричной высокочастотной коротковолновой составляющей,
антисимметричным гиперболическим погранслоем и квазистатическим погранслоем типа Сен-
Венана. Определены асимптотически границы областей согласования соседних составляющих.
Следует также отметить, что приведённая концепция расчленения нестационарного НДС
полностью соответствует принципу Сен-Венана в динамике тонкостенных конструкций.
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