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Аннотация. В статье рассматривается краевая задача типа задачи Пуанкаре для одного эллиптического
дифференциального уравнения второго порядка, порождающего класс обобщенных гармонических
функций. Устанавливается, что в случае круговых областей решение рассматриваемой краевой задачи,
по сути, сводится к решению дифференциальной краевой задачи типа Римана в классах аналитических
функций комплексного переменного. Кроме того, получены необходимые и достаточные условия
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1. Постановка задачи и вспомогательные утверждения

Пусть 𝑇+ — односвязная область на плоскости комплексного переменного 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦,
лежащая внутри единичного круга 𝑈+

1 = {𝑧 : |𝑧| < 1}. Будем считать, что границей области
𝑇+ служит простая замкнутая кривая Ляпунова 𝐿. В области 𝑇+ рассматривается следующее
дифференциальное уравнение:

𝜕2𝑊

𝜕𝑧𝜕𝑧
− 𝑛(𝑛+ 1)

(1− 𝑧𝑧)2
𝑊 = 0, (1)

где 𝜕
𝜕𝑧 = 1

2

(︁
𝜕
𝜕𝑥 − 𝑖 𝜕

𝜕𝑦

)︁
, 𝜕

𝜕𝑧 = 1
2

(︁
𝜕
𝜕𝑥 + 𝑖 𝜕

𝜕𝑦

)︁
, 𝑛— некоторое неотрицательное целое число,

𝑊 (𝑧) = 𝑈(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑉 (𝑥, 𝑦)— неизвестная функция.
В работах [1, 2] было установлено, что всякое регулярное решение уравнения (1) в

области 𝑇+ представляется в виде

𝑊 (𝑧) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝐵𝑛
𝑘

(︂
𝑧

1− 𝑧𝑧

)︂𝑛−𝑘 𝑑𝑘𝜙+(𝑧)

𝑑𝑧𝑘
+

𝑛∑︁
𝑘=0

𝐵𝑛
𝑘

(︂
𝑧

1− 𝑧𝑧

)︂𝑛−𝑘 𝑑𝑘𝑓+(𝑧)

𝑑𝑧𝑘
, (2)

где 𝐵𝑛
𝑘 = (2𝑛−𝑘)!

𝑘!(𝑛−𝑘)! , а 𝜙+(𝑧), 𝑓+(𝑧)— аналитические в области 𝑇+ функции.
Так как при 𝑛 = 0 решения уравнения (1) являются гармоническими функциями в области

𝑇+, то, следуя [3–5], в дальнейшем в случае 𝑛 > 1 решения дифференциального уравнения (1)
в области 𝑇+ ⊂ 𝑈+

! будем называть обобщенными гармоническими функциями порядка 𝑛 в
области 𝑇+, а функции 𝜙+(𝑧) и 𝑓+(𝑧), входящие в правую часть представления (2), назовем
соответственно первой и второй аналитическими компонентами обобщенной гармонической
функции 𝑊 (𝑧). Класс всех обобщенных гармонических функций порядка 𝑛 в области 𝑇+

будем обозначать символом 𝐺𝑛(𝑇
+), а через 𝐺𝑛(𝑇

+) ∩𝐻(𝑚)(𝐿) обозначим класс обобщен-
ных гармонических функций порядка 𝑛 в области 𝑇+, для которых в представлении (2)
аналитические компоненты 𝜙+(𝑧), 𝑓+(𝑧) ∈ 𝐴(𝑇+) ∩𝐻(𝑚)(𝐿), т. е. 𝜙+(𝑧), 𝑓+(𝑧) непрерывно (в
смысле Гельдера) продолжаются на контур 𝐿 вместе со своими производными до порядка 𝑚
включительно.

Рассматривается следующая краевая задача: требуется найти все обобщенные гармони-
ческие функции 𝑊 (𝑧) порядка 𝑛 (𝑛 > 1) в области 𝑇+, принадлежащие классу 𝐺𝑛(𝑇

+) ∩
∩𝐻(𝑛+1)(𝐿) и удовлетворяющие на 𝐿 условию

𝑎(𝑡)
𝜕𝑊 (𝑡)

𝜕𝑥
+ 𝑏(𝑡)

𝜕𝑊 (𝑡)

𝜕𝑦
+ 𝑐(𝑡)𝑊 (𝑡) = 𝑞(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐿, (3)

где 𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡), 𝑐(𝑡) и 𝑞(𝑡)— заданные на контуре 𝐿 комплекснозначные функции из класса
𝐻(𝐿) (т. е. удовлетворяющие на 𝐿 условию Гельдера).

Следуя [6, c. 80], сформулированную выше задачу будем называть краевой задачей
Пуанкаре для обобщенных гармонических функций порядка 𝑛 или, короче, задачей 𝐺𝑃𝑛, а
соответствующую 𝐺𝑃𝑛 однородную задачу (𝑞(𝑡) ≡ 0)— задачей 𝐺𝑃 0

𝑛 .
В работах [3–5] были построены явные решения задачи 𝐺𝑃1 в круге 𝑇+

𝑟 = {𝑧 : |𝑧| < 𝑟},
0 < 𝑟 < 1, при следующих предположениях относительно коэффициентов 𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡), 𝑐(𝑡)
краевого условия (3):

1) 𝑎(𝑡) ≡ 𝑏(𝑡) ≡ 0, 𝑐(𝑡) ≡ 1;
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2) 𝑎(𝑡) = 1
2(𝑡+

𝑟2

𝑡 ), 𝑏(𝑡) =
1
2𝑖(𝑡−

𝑟2

𝑡 ), 𝑐(𝑡) ≡ 0;

3) 𝑎(𝑡) = 1
2(𝑡+

𝑟2

𝑡 ), 𝑏(𝑡) =
1
2𝑖(𝑡−

𝑟2

𝑡 ), 𝑐(𝑡) ≡ −1.
Настоящая статья в основном посвящена построению общего конструктивного метода

решения задачи 𝐺𝑃𝑛 в случае, когда 𝑛 = 1, 𝑇+ = 𝑇+
𝑟 = {𝑧 : |𝑧| < 𝑟}, 0 < 𝑟 < 1, а

𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡), 𝑐(𝑡)— произвольные функции, удовлетворяющие на 𝐿𝑟 условию Гельдера, где
𝐿𝑟 = {𝑡 : |𝑡| = 𝑟}— граница круга 𝑇+

𝑟 . Но прежде чем изложить метод решения задачи
𝐺𝑃𝑛, установим одно интегральное представление для кусочно-аналитических функций
комплексного переменного.

Применяя лемму 2.1 из монографии [7] к аналитическим функциям 𝑓+(𝑧) = 𝑑2𝜙+(𝑧)
𝑑𝑧

и 𝑓−(𝑧) = 𝑑2𝜙−(𝑧)
𝑑𝑧 , где 𝜙+(𝑧)— функция, аналитическая в 𝑇+

𝑟 и непрерывная в замкнутой
области 𝑇+

𝑟 ∪𝐿𝑟, а функция 𝜙−(𝑧)— аналитическая в 𝑇−
𝑟 = {𝑧 : |𝑧| > 𝑟}∪{∞} и непрерывная

в 𝑇−
𝑟 ∪ 𝐿𝑟, несложно доказать следующее утверждение (см. также [8, c. 372; 9]).

Теорема 1. Пусть 𝐺*(𝑡)— заданная на 𝐿𝑟 функция, принадлежащая классу 𝐻(𝐿𝑟),
причем 𝐺*(𝑡) ̸= 0, а 𝜒* = Ind𝐺*(𝑡) =

1
2𝜋 [𝐴𝑟𝑔𝐺*(𝑡)]𝐿𝑟 — индекс Коши функции 𝐺*(𝑡) вдоль

окружности 𝐿𝑟. Тогда:
1) если 𝜒* < 0, то имеют место представления

𝜙+(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
·
∫︁
𝐿𝑟

𝜇(𝜏) · (𝜏 − 𝑧) ln
(︁
1− 𝑧

𝜏

)︁
𝑑𝜏 + 𝜙+(0), (4)

𝜙−(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
·
∫︁
𝐿𝑟

𝜇(𝜏)

𝜏2𝐺*(𝑡)
·
[︁
(𝜏 − 𝑧) ln

(︁
1− 𝜏

𝑧

)︁
− 𝜏

]︁
𝑑𝜏 + 𝜙−(∞), (5)

где 𝜇(𝜏)— комплекснозначная функция, удовлетворяющая на 𝐿𝑟 условию Гельдера и
определяемая по заданным 𝜙+(𝑧) и 𝜙−(𝑧) с точностью до выражения, линейно зависящего
от |𝜒*| произвольных комплексных постоянных;

2) если же 𝜒* > 0, то имеют место представления

𝜙+(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
·
∫︁
𝐿𝑟

𝜇(𝜏) · (𝜏 − 𝑧) ln
(︁
1− 𝑧

𝜏

)︁
𝑑𝜏 +

𝜒*+1∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘𝑧
𝑘, (6)

𝜙−(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
·
∫︁
𝐿𝑟

𝜇(𝜏)

𝜏2𝐺*(𝑡)
·
[︁
(𝜏 − 𝑧) ln

(︁
1− 𝜏

𝑧

)︁
− 𝜏

]︁
𝑑𝜏 + 𝜙−(∞), (7)

где 𝜇(𝜏)— комплекснозначная функция, удовлетворяющая на 𝐿𝑟 условию Гельдера, а
𝛼𝑘 (𝑘 = 0, 1, ..., 𝜒* + 1)— комплексные постоянные, вполне определяемые по заданным
функциям 𝜙+(𝑧) и 𝜙−(𝑧). Здесь под ln(1− 𝑧

𝜏 ) понимается ветвь, исчезающая при 𝑧 = 0, а
под ln(1− 𝜏

𝑧 )— ветвь, исчезающая при 𝑧 = ∞.

2. Метод решения задачи 𝐺𝑃1 в круге 𝑇+
𝑟 = {𝑧 : |𝑧| < 𝑟}, 0 < 𝑟 < 1 в случае,

когда 𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡), 𝑐(𝑡) ∈ 𝐻(𝐿𝑟)

Пусть выполняется условие

[𝑎(𝑡)]2 + [𝑏(𝑡)]2 ̸= 0, 𝑡 ∈ 𝐿𝑟. (8)

В силу (2) при 𝑛 = 1 и 𝑇+ = 𝑇+
𝑟 = {𝑧 : |𝑧| < 𝑟} всякая обобщенная гармоническая

функция 𝑊 (𝑧) из класса 𝐺1(𝑇
+
𝑟 ) ∩𝐻(2)(𝐿𝑟) задается так:

𝑊 (𝑧) =
𝑑𝜙+(𝑧)

𝑑𝑧
+

2𝑧

1− 𝑧𝑧
𝜙+(𝑧) +

𝑑𝑓+(𝑧)

𝑑𝑧
+

2𝑧

1− 𝑧𝑧
𝑓+(𝑧), 𝑧 ∈ 𝑇+, (9)

где 𝜙+(𝑧), 𝑓+(𝑧)— аналитические в круге 𝑇+
𝑟 функции, принадлежащие классу 𝐴(𝑇+

𝑟 ) ∩
∩𝐻(2)(𝐿𝑟).
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С учетом (9) и соотношений 𝜕
𝜕𝑥 = 𝜕

𝜕𝑧 +
𝜕
𝜕𝑧 ,

𝜕
𝜕𝑦 = 𝑖

(︀
𝜕
𝜕𝑧 − 𝜕

𝜕𝑧

)︀
краевое условие (3) при 𝑛 = 1

можно записать в виде

𝑎(𝑡)

{︂
𝑑2𝜙+(𝑡)

𝑑𝑡2
+

2𝑡

1− 𝑡𝑡

𝑑𝜙+(𝑡)

𝑑𝑡
+

2(𝑡)2 + 2

(1− 𝑡𝑡)2
𝜙+(𝑡)

}︂
+

+𝑎(𝑡)

{︃
𝑑2𝑓+(𝑡)

𝑑𝑡2
+

2𝑡

1− 𝑡𝑡

𝑑𝑓+(𝑡)

𝑑𝑡
+

2(𝑡)2 + 2

(1− 𝑡𝑡)2
𝑓+(𝑡)

}︃
+

+𝑖𝑏(𝑡)

{︂
𝑑2𝜙+(𝑡)

𝑑𝑡2
+

2𝑡

1− 𝑡𝑡

𝑑𝜙+(𝑡)

𝑑𝑡
+

2(𝑡)2 − 2

(1− 𝑡𝑡)2
𝜙+(𝑡)

}︂
−

−𝑖𝑏(𝑡)

{︃
𝑑2𝑓+(𝑡)

𝑑𝑡2
+

2𝑡

1− 𝑡𝑡

𝑑𝑓+(𝑡)

𝑑𝑡
+

2(𝑡)2 − 2

(1− 𝑡𝑡)2
𝑓+(𝑡)

}︃
+

+𝑐(𝑡)

{︃
𝑑𝜙+(𝑡)

𝑑𝑡
+

2𝑡

1− 𝑡𝑡
𝜙+(𝑡) +

𝑑𝑓+(𝑡)

𝑑𝑡
+

2𝑡

1− 𝑡𝑡
𝑓+(𝑡)

}︃
= 𝑞(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐿𝑟. (10)

Далее, с учетом (8), разделив обе части (10) на [𝑎(𝑡) + 𝑖𝑏(𝑡)], получаем

𝑑2𝜙+(𝑡)

𝑑𝑡2
+

(︂
2𝑡

1− 𝑡𝑡
+

𝑐(𝑡)

[𝑎(𝑡) + 𝑖𝑏(𝑡)]

)︂
𝑑𝜙+(𝑡)

𝑑𝑡
+

+
2(𝑡)2[𝑎(𝑡) + 𝑖𝑏(𝑡)] + 2[𝑎(𝑡)− 𝑖𝑏(𝑡)] + 2𝑡(1− 𝑡𝑡)𝑐(𝑡)

[𝑎(𝑡) + 𝑖𝑏(𝑡)](1− 𝑡𝑡)2
𝜙+(𝑡) +

+
[𝑎(𝑡)− 𝑖𝑏(𝑡)]

[𝑎(𝑡) + 𝑖𝑏(𝑡)]

𝑑2𝑓+(𝑡)

𝑑𝑡2
+

(︂
[𝑎(𝑡)− 𝑖𝑏(𝑡)]

[𝑎(𝑡) + 𝑖𝑏(𝑡)]

2𝑡

1− 𝑡𝑡
+

𝑐(𝑡)

[𝑎(𝑡) + 𝑖𝑏(𝑡)]

)︂
𝑑𝑓+(𝑡)

𝑑𝑡
+

+
2𝑡2[𝑎(𝑡)− 𝑖𝑏(𝑡)] + 2[𝑎(𝑡) + 𝑖𝑏(𝑡)] + 2𝑡(1− 𝑡𝑡)𝑐(𝑡)

[𝑎(𝑡) + 𝑖𝑏(𝑡)](1− 𝑡𝑡)2
𝑓+(𝑡) =

𝑞(𝑡)

[𝑎(𝑡) + 𝑖𝑏(𝑡)]
, 𝑡 ∈ 𝐿𝑟. (11)

Теперь, построив аналитическую в области 𝑇−
𝑟 = 𝐶 ∖(𝑇+

𝑟 ∪𝐿𝑟) функцию 𝜙−(𝑧) по формуле

𝜙−(𝑧) = 𝑓+

(︂
𝑟2

𝑧

)︂
, 𝑧 ∈ 𝑇−

𝑟 , (12)

и учитывая (см., например, [8, c. 290]), что на окружности 𝐿𝑟 = {𝑡 : |𝑡| = 𝑟} выполняются
следующие условия «симметрии»:

𝑑2𝑓+(𝑡)

𝑑𝑡2
=

𝑡4

𝑟4
𝑑2𝜙−(𝑡)

𝑑𝑡2
+

2𝑡3

𝑟4
𝑑𝜙−(𝑡)

𝑑𝑡
,

𝑑𝑓+(𝑡)

𝑑𝑡
= − 𝑡2

𝑟2
𝑑𝜙−(𝑡)

𝑑𝑡
, 𝑓+(𝑡) = 𝜙−(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐿𝑟,

равенство (11) можно переписать в виде

𝑑2𝜙+(𝑡)

𝑑𝑡2
+𝐴1(𝑡)

𝑑𝜙+(𝑡)

𝑑𝑡
+𝐴0(𝑡)𝜙

+(𝑡)−

−𝐺(𝑡)
𝑑2𝜙−(𝑡)

𝑑𝑡2
−𝐺1(𝑡)

𝑑𝜙−(𝑡)

𝑑𝑡
−𝐺0(𝑡)𝜙

−(𝑡) = 𝑄(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐿𝑟, (13)

где

𝐴1(𝑡) =
2𝑡

1− 𝑡𝑡
+

𝑐(𝑡)

𝑎(𝑡) + 𝑖𝑏(𝑡)
, 𝐴0(𝑡) =

2(𝑡)2[𝑎(𝑡) + 𝑖𝑏(𝑡)] + 2[𝑎(𝑡)− 𝑖𝑏(𝑡)] + 2𝑡(1− 𝑡𝑡)𝑐(𝑡)

[𝑎(𝑡) + 𝑖𝑏(𝑡)](1− 𝑡𝑡)2
,

𝐺(𝑡) = − [𝑎(𝑡)− 𝑖𝑏(𝑡)]

[𝑎(𝑡) + 𝑖𝑏(𝑡)]

𝑡4

𝑟4
, 𝐺1(𝑡) = −

{︂
[𝑎(𝑡)− 𝑖𝑏(𝑡)]

[𝑎(𝑡) + 𝑖𝑏(𝑡)]

(︂
2𝑡3

𝑟4
− 2𝑡3

(1− 𝑡𝑡)𝑟2

)︂
− 𝑡2

𝑟2
𝑐(𝑡)

[𝑎(𝑡) + 𝑖𝑏(𝑡)]
,

}︂
,

𝐺0(𝑡) = −2𝑡2[𝑎(𝑡)− 𝑖𝑏(𝑡)] + 2[𝑎(𝑡) + 𝑖𝑏(𝑡)] + 2𝑡(1− 𝑡𝑡)𝑐(𝑡)

[𝑎(𝑡) + 𝑖𝑏(𝑡)](1− 𝑡𝑡)2
, 𝑄(𝑡) =

𝑞(𝑡)

𝑎(𝑡) + 𝑖𝑏(𝑡)
, 𝑡 ∈ 𝐿𝑟.
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Легко заметить, что при выполнении условия (8) будем иметь

𝐺(𝑡) = − [𝑎(𝑡)− 𝑖𝑏(𝑡)]

[𝑎(𝑡) + 𝑖𝑏(𝑡)]

𝑡4

𝑟4
̸= 0, 𝑡 ∈ 𝐿𝑟, (14)

причем 𝐺(𝑡) ∈ 𝐻(𝐿𝑟). В силу (14) равенство (13) представляет собой краевое условие
хорошо известной невырожденной дифференциальной задачи типа Римана относительно
ограниченной на бесконечности кусочно-аналитической функции 𝜙(𝑧) = {𝜙+(𝑧), 𝜙−(𝑧)} (см.,
например, [8, c. 365] или [7, c. 142]).

Предположим, что задача типа Римана (13) разрешима и уже найдены ее решения 𝜙+(𝑧)
и 𝜙−(𝑧). Тогда на основании (12) находим аналитическую в круге 𝑇+

𝑟 функцию 𝑓+(𝑧) по
формуле

𝑓+(𝑧) = 𝜙−
(︂
𝑟2

𝑧

)︂
, 𝑧 ∈ 𝑇+

𝑟 .

Подставляя значения найденных аналитических в 𝑇+
𝑟 функций 𝜙+(𝑧) и 𝑓+(𝑧) в правую часть

равенства (9), получаем решение исходной задачи 𝐺𝑃1.
Из приведенных выше рассуждений вытекает справедливость следующего утверждения.

Теорема 2. Пусть 𝑇+
𝑟 = {𝑧 : |𝑧| < 𝑟}, 0 < 𝑟 < 1 и выполняется условие (8). Тогда реше-

ние краевой задачи 𝐺𝑃1 сводится к решению невырожденной дифференциальной задачи
Римана (13) относительно ограниченной на бесконечности кусочно-аналитической функ-
ции 𝜙(𝑧) = {𝜙+(𝑧), 𝜙−(𝑧)}. Для разрешимости краевой задачи 𝐺𝑃1 в круге 𝑇+

𝑟 необходимо
и достаточно, чтобы была разрешимой дифференциальная задача Римана (13).

В заключение получим условия разрешимости задачи 𝐺𝑃1 и установим ее нетеровость
при выполнении условия (8).

В силу (14) имеем: 𝜒 = Ind𝐺(𝑡) = 2𝑚+4, где 𝑚 = 𝐼𝑛𝑑[𝑎(𝑡)−𝑖𝑏(𝑡)]. Введем в рассмотрение
функцию 𝐺*(𝑡) = 𝐺(𝑡) · 𝑡−2. Тогда 𝜒* = Ind𝐺*(𝑡) = 𝜒− 2.

В дальнейшем число 𝜒 = Ind𝐺(𝑡) будем называть индексом задачи типа Римана (13), а
число 𝜒* = Ind𝐺*(𝑡)— приведенным индексом этой задачи.

С учетом теоремы 1 при 𝜒* = Ind𝐺*(𝑡) < 0 (т. е. при 𝜒 < 2) решение краевой задачи (13)

будем искать в виде (4) и (5). Подставляя в равенство (13) вместо 𝑑𝑘𝜙+(𝑡)
𝑑𝑡𝑘

и 𝑑𝑘𝜙−(𝑡)
𝑑𝑡𝑘

(𝑘 = 0, 1, 2)
граничные значения аналитических функций (4), (5) и их производных, получаем следующее
интегральное уравнение Фредгольма второго рода:

(K𝜇)(𝑡) ≡ 𝜇(𝑡) +

∫︁
𝐿𝑟

𝐾(𝑡, 𝜏)𝜇(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑄1(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐿𝑟, (15)

где

𝐾(𝑡, 𝜏) =
1

2𝜋𝑖

(︂
𝐺(𝜏)−𝐺(𝑡)

𝐺(𝜏)

)︂
1

𝜏 − 𝑡
+𝐾1(𝑡, 𝜏), 𝑄1(𝑡) = 𝑄(𝑡)− 𝜙+(0)𝐴0(𝑡) + 𝜙−(∞)𝐺0(𝑡),

a 𝐾1(𝑡, 𝜏)— фредгольмово ядро (т. е. 𝐾1(𝑡, 𝜏) ∈ 𝐻*(𝐿𝑟×𝐿𝑟)), которое вполне определенным об-

разом выражается через коэффициенты краевого условия (13). Но так как 1
2𝜋𝑖

(︁
𝐺(𝜏)−𝐺(𝑡)

𝐺(𝜏)

)︁
1

𝜏−𝑡 ∈
∈ 𝐻*(𝐿𝑟 × 𝐿𝑟) (см., например, [7, с. 29]), то ядро 𝐾(𝑡, 𝜏) ∈ 𝐻*(𝐿𝑟 × 𝐿𝑟).

Таким образом, при 𝜒 < 2 решение краевой задачи 𝐺𝑃1, по сути, сводится к решению
интегрального уравнения Фредгольма (15).

Из теории интегральных уравнений Фредгольма второго рода известно (см., например,
[8, c. 175]), что для разрешимости неоднородного уравнения (15) (а значит, и задачи 𝐺𝑃1 в
случае 𝜒 < 2) необходимо и достаточно выполнение следующих условий:∫︁

𝐿𝑟

𝑄1(𝑡)𝜔𝑘(𝑡)𝑑𝜏 = 0, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝜈, (16)
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где 𝜔1(𝑡), 𝜔2(𝑡), ..., 𝜔𝜈(𝑡)— полная система линейно независимых над полем 𝐶 решений одно-
родного уравнения, союзного с уравнением

(K𝜇)(𝑡) = 0. (17)

При выполнении условий (16) общее решение неоднородного уравнения (15) задается форму-
лой

𝜇(𝑡) = 𝑄1(𝑡) +

∫︁
𝐿𝑟

𝑅(𝑡, 𝜏)𝑄1(𝜏)𝑑𝜏 +
𝜈∑︁

𝑘=1

𝛽𝑘𝜔𝑘(𝑡), (18)

где 𝑅(𝑡, 𝜏)— обобщенная резольвента ядра 𝐾(𝑡, 𝜏), а
∑︀𝜈

𝑘=1 𝛽𝑘𝜔𝑘(𝑡)— общее решение однород-
ного уравнения (17), т. е. 𝛽1, 𝛽2, ...𝛽𝜈 — произвольные комплексные постоянные.

Подставляя в правые части (4) и (5) вместо 𝜇(𝑡) ее значение из (18), получаем решение
исходной задачи 𝐺𝑃1 в случае 𝜒 < 2.

Пусть теперь индекс 𝜒 > 2. В этом случае решения задачи 𝐺𝑃1 будем искать в виде (6)

и (7). Подставляя в равенство (13) вместо 𝑑𝑘𝜙+(𝑡)
𝑑𝑡𝑘

и 𝑑𝑘𝜙−(𝑡)
𝑑𝑡𝑘

(𝑘 = 0, 1, 2) граничные значения
аналитических функций (6), (7) и их производных, получаем следующее интегральное
уравнение Фредгольма второго рода:

(K𝜇)(𝑡) ≡ 𝜇(𝑡) +

∫︁
𝐿𝑟

𝐾(𝑡, 𝜏)𝜇(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑄2(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐿𝑟, (19)

где ядро 𝐾(𝑡, 𝜏) такое же, как в (15),

𝑄2(𝑡) = 𝑄(𝑡)−𝐴0(𝑡)

𝜒*+1∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘𝑡
𝑘 −𝐴1(𝑡)

𝜒*+1∑︁
𝑘=1

𝑘𝛼𝑘𝑡
𝑘−1 −

𝜒*+1∑︁
𝑘=2

𝑘𝛼𝑘𝑡
𝑘 + 𝜙−(∞)𝐺0(𝑡). (20)

Итак, в случае 𝜒 > 2 исходная краевая задача 𝐺𝑃1 эквивалентна интегральному уравнению
Фредгольма (19).

Замечание. Здесь важно отметить, что так как в выражение для функции 𝑄2(𝑡), задавае-
мой формулой (20), линейно входят 𝜒* + 1 = 𝜒− 1 произвольных комплексных постоянных
𝛼𝑘 (𝑘 = 0, 1, ..., 𝜒* + 1), некоторые из условий разрешимости вида (16) для неоднородного
уравнения Фредгольма (19) можно удовлетворять за счет определенного выбора значений
этих постоянных.

С учетом данного замечания при 𝜒 > 2 условия разрешимости задачи 𝐺𝑃1 можно записать
так: ∫︁

𝐿𝑟

𝑄2(𝑡)𝜔̃𝑘(𝑡)𝑑𝜏 = 0, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝜈 − 𝑠, (21)

где 𝜔̃1(𝑡), 𝜔̃2(𝑡), ..., 𝜔̃𝜈−𝑠(𝑡)— некоторые линейно независимые над полем 𝐶 решения однород-
ного уравнения, союзного с уравнением (17), причем 0 6 𝑠 6 min(𝜈, 𝜒− 1).

Резюмируя изложенное выше, получаем следующий результат.

Теорема 3. Пусть выполняется условие (8). Если 𝜒 = Ind𝐺(𝑡) < 2, то для разреши-
мости краевой задачи 𝐺𝑃1 в круге 𝑇+

𝑟 необходимо и достаточно, чтобы выполнялись
условия (16). Если же 𝜒 = Ind𝐺(𝑡) > 2, то для разрешимости краевой задачи 𝐺𝑃1 в круге
𝑇+
𝑟 необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия (21).

Поскольку число 𝑝 условий разрешимости неоднородного уравнения Фредгольма второго
рода (вида (15) или вида (19)) является конечным и число 𝑙 линейно независимых над
полем 𝐶 решений однородного уравнения, союзного с уравнением (17), также является
конечным, то из теорем 2 и 3 вытекает, что при выполнении условия (8) краевая задача 𝐺𝑃1

будет нетеровой.
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