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Предмет исследования: обратные задачи определе-
ния коэффициента поглощения в параболическом урав-
нении по точечным данным.

Цель исследования: установление корректности за-
дачи определения младшего коэффициента в параболи-
ческом уравнении по точечным условиям переопреде-
ления, доказательство существования и единственности 
решения в пространствах Соболева.

Методы исследования: априорные оценки, теорема 
Шаудера, теория параболических операторов. 

Объекты исследования: параболические уравнения 
с неизвестным коэффициентом поглощения, представ-
ляемым в виде линейной комбинации известных функ-
ций с неизвестными коэффициентами.

Основные результаты исследования: доказана те-
орема существования и единственности решений в 
пространствах Соболева, получены априорные оценки. 
Метод носит конструктивный характер и может служить 
основой для построения численного алгоритма прибли-
жённого решения обратной задачи.
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ВВЕДЕНИЕ

Мы исследуем обратные задачи об опре-
делении неизвестного коэффициента погло-
щения – младшего коэффициента в парабо-
лическом уравнении вида 

 (1)

где  – 
ограниченная область с границей Γ. Функция 
g имеет вид g(t,x)= , где αi – неиз-
вестные постоянные и {Φi} – некоторый набор 
линейно независимых функций. Уравнение (1) 
дополняется начально-краевыми условиями: 

 (2)

где  или  –

некасательное к Γ векторное поле, на-
правленное вне области G и условиями 
переопределения, 

	 (3)

где (ti, yi)∈Q̄, yi∈G, 0<ti≤T (i=1,2,…,r). Задача со-
стоит в нахождении решения уравнения (1), 
удовлетворяющего условиям (2)–(3) и неиз-
вестных параметров αi, функции Φi считаются 
заданными.

Коэффициентные обратные задачи явля-
ются классическими. Они возникают в самых 
различных задачах математической физики: 
описание различных процессов тепломассо-
переноса [1]–[4], фильтрации, экологии (оп-
ределение потоков парниковых газов [5]–[7], 
описание процессов поглощения метана в 
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почвах [8]–[10] и др.). В частности, в работах 
[8]–[10] функция g=g(x) – скорость поглоще-
ния метана в почвах. Соответствующая мо-
дель предложена в работе [8]. В работах [9], 
[10] рассмотрен вопрос о численном опреде-
лении скорости поглощения в стационарном 
случае. Отметим, что изучение величин пот-
ребления (удельных потоков) CH4, понимание 
процессов, обусловливающих его временную 
и пространственную динамику, а также мо-
делирование потребления необходимы для 
построения обоснованных климатических 
прогнозов. Как известно, потребление метана 
в почве за счет окисления метанотрофными 
бактериями в автоморфных почвах – единс-
твенный известный биологический механизм 
стока для атмосферного метана [11].

В настоящее время имеется большое ко-
личество работ, посвященных исследованию 
обратных задач об определении младшего 
коэффициента в параболическом уравнении 
в различных постановках, возникающих в 
приложениях. Прежде всего отметим работу 
[12], где рассмотрена задача об определении 
коэффициента g=g(x) по условию финального 
переопределения, т. е. условие (3) заменяется 
на условие u(T,x)=φ(x). Эта задача совпадает с 
классической задачей управления: перевес-
ти систему из заданного состояния u0 в со-
стояние u(T,x) за счет изменения параметров 
системы. В этой работе получена теорема су-
ществования и единственности классических 
решений задачи. Доказательства основаны 
на принципе максимума, и коэффициент g 
ищется знакоопределенным. Эти результаты 
также изложены в монографии [4]. Теорема 
существования и единственности решений 
задачи об определении коэффициента g=g(x) 
в случае финального переопределения име-
ется также в работе [15] (см. также [14]). В ра-
боте [16] требуется выполнение некоторых не-
равенств, связывающих между собой нормы 
данных, фактически эти условия – условия ма-
лости данных. Аналогичные условия требуют-
ся и в работе [17], где коэффициент g ищется в 
виде  с неизвестны-
ми функциями gi(x) и дополнительно задают-
ся значения решения u(ti, x) в некотором на-
боре точек t=ti (i=1,…,r). Здесь также получены 
теоремы существования и единственности 
решений. В работе [18] рассматривается одно-
мерная задача, где коэффициент g(x) опреде-
ляется по данным Коши на боковой стороне 
прямоугольника. Отметим также работы [19; 
13], [20], где рассматриваются вопросы кор-
ректности задачи определения функции g(x) 
с использованием интегральных условий пе-
реопределения. Гораздо больше работ пос-
вящено определению младшего коэффици-
ента g, зависящего от времени. Мы сошлемся 

только на работы [21]–[24], где можно найти 
библиографию. Сошлемся на работы [25]–[26], 
где коэффициент g=g(t) определяется чис-
ленно, хотя можно отметить, что таких работ 
очень много. Условия переопределения вида 
(3) использовались в ряде работ для опреде-
ления различных параметров в уравнении 
(см., например, [27]).

Мы не нашли теоретических результа-
тов, посвященных задаче (1)–(3), в литературе. 
Наши результаты наиболее близки к резуль-
татам работы [17]. В работе основное внима-
ние посвящено условиям существования 
решения задачи (1)–(3) в классах Соболева. 
Полученные результаты допускают обобще-
ние в том числе и на квазилинейный случай 
и могут послужить основой для создания чис-
ленного алгоритма.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Определения и вспомогательные ре-
зультаты. Пусть E – банахово пространство. 
Через Lp(G;E) (G – область в Rn) обозначается 
пространство сильно измеримых функций, 
определенных на G со значениями в E и конеч-
ной нормой ∥∥u(x)∥E∥Lp(G) [28]. Обозначения 
для пространств Соболева Wp

s(G;E), Wp
s(Q;E) и 

т. д. стандартные (см. [28], [34]). Если E=R или 
E=Rn, то последнее пространство обознача-
ем просто через Wp

s(Q). Определения про-
странств Гельдера Cα,β (Q̄), Cα,β (S̄) могут быть 
найдены, например, в [29]. Все рассматрива-
емые пространства и коэффициенты уравне-
ния (1) мы считаем вещественными. Под нор-
мой вектор-функции понимаем сумму норм 
координат. Для данного интервала J=(0,T) 
положим .
Соответственно, .
Пусть (u,v)=∫G u(x)v(x)dx. Определение грани-
цы класса Cs, s≥1 имеется в [29, гл. 1]. Рассмат-
ривая задачу (1)–(3), мы предполагаем, что 
Γ∈C2.

Оператор L0 считается эллиптическим, 
т. е. для некоторой постоянной δ0>0 выполне-
но неравенство 

Приведем условия на исходные данные. 
Считаем, что выполнены условия 

 (4)

где 

 (5)

где k0=1/2-1/2p, если Bu≠u и k0=1-1/2p, в про-
тивном случае; 
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 (6)

Теорема 1. Пусть выполнены условия 
(4)–(6). Тогда существует единственное реше-
ние задачи (1)–(2) такое, что u∈Wp

1,2(Q), причем 
справедлива оценка 

Доказательство. Существование и единс-
твенность решений задачи (1), (2) вытекает 
из известных результатов о разрешимости 
параболических задач. Мы можем сослаться, 
например, на теоремы 2. 1 в [30, 31] и на теоре-
му 5.3 в [32]. Отметим, что стандартные резуль-
таты (см., например, теорему 10.4 параграфа 
10 гл. 7 в [29]) не дают утверждения теоремы, 
поскольку там требуется, чтобы в последнем 
включении в (4) пространство Соболева было 
заменено на пространства Гельдера. 

Обозначим через Φ решение задачи (1)–
(2), где α⃗=0, а соответствующую постоянную 
c0 в этом случае обозначим через C0.

Основные результаты. Вначале приве-
дем некоторые построения. Сделаем замену 
v=u+Φ в уравнении (1). Функция v есть реше-
ние эквивалентной задачи 

 (7)

 (8)

Пусть u решение задачи (1)–(2) из класса, 
указанного в теореме 1. Тогда v∈Wp

1,2(Q) и в силу 
теорем вложения  
(см. теоремы вложения в [34, теорема 2.6.6]). 
Обозначим через L-1 оператор, сопоставляю-
щий функции f∈Lp(Q) решения задачи Lv=f, 
Bv|S=0, v|t=0=0. Аналогичным образом опреде-
ляем оператор (L+g)-1f.

Преобразуем уравнение (7). Выражая 
функцию v, придем к равенству v=-(L+g)-1 gΦ. 
Далее имеем 

 (9)

Воспользовавшись определением функ-
ции g, получим, что L-1gΦ=∑r

i=1 αi L-1
 ΦiΦ. Пост-

роим матрицу B с элементами bji=L-1Φi Φ(tj,yj). 
Взяв равенство (9) в точке (tj,yj), придем к 
системе 

 (10)

Если v есть решение обратной задачи (7), 
(8), то система (10) может быть записана в виде 

 (11)

В матричном виде эти равенства имеют 
вид 

	 (12)

где ψ⃗=(-ψ̃1,-ψ̃2,…,-ψ̃r,)T, R=(R1,…,Rr)T с 
Rj=L-1g(L+g)-1gΦ(tj,yj), j=1,2,…,r. Тогда можно 
сформулировать следующее утверждение.

Лемма 1. Пусть выполнены условия (4)–(6). 
Если α⃗ есть решение системы (12), то функция 
v, определяемая равенством (9), есть реше-
ние обратной задачи (7), (8). Наоборот, если 
v есть решение обратной задачи (7), (8), то α⃗ 
есть решение системы (12).

Доказательство. Утверждение леммы 
в обратную сторону мы уже получили, вы-
водя систему (12). Предположим, что α⃗ есть 
решение системы (12). Построим функцию v 
как функцию, определяемую равенством (9). 
Как и ранее, после преобразований полу-
чим равенство (10). Покоординатная запись 
системы (12) имеет вид (11). Вычитая равен- 
ства (10), (11), получим, что v(tj,yj)=ψ ̃j. Таким об-
разом, равенство (9) выполнено. Кроме того, 
по определению функция v есть решение за-
дачи (7).

Чтобы исследовать разрешимость задачи 
(7), (8), мы наложим дополнительное условие 
корректности 

det B ≠ 0.	 (13)

Далее в качестве нормы числового векто-
ра e⃗ используем максимум моделей коорди-
нат, а в качестве нормы вектор-функции ис-
пользуем сумму норм координат. В частности, 
∥α⃗∥=maxj|αj|, ∥Φ⃗∥Lp(Q)=∑r

j=1 ∥Φj∥Lp(Q). Тогда обоз-
начим норму матрицы B-1 через C1.

Для удобства далее будем считать, что T≤1.
Лемма 2. Пусть v∈Wp

1,2(Q) удовлетворя-
ет начальным и краевым условиям (7). Тогда 
справедливо неравенство 

где постоянная C2 не зависит от T∈(0,1] и 
s∈(0,1-(n+2)/2p) произвольно. 

Доказательство. Пусть s<1-(n+2)/2p. Мы 
имеем v∈Wp

s,2s(Q)⊂C(Q̄) при s>(n+2)/2 (см. 
[34, теорема 2.6.6]). Тогда, используя интерпо-
ляционные неравенства ([34, следствие 5.7.3,  
гл. 7]), получим оценку 

Используя формулу Ньютона – Лейбница, 
получим неравенство

∥ v ∥Lp(0,T;E) ≤ T ∥ vt ∥Lp(0,T;E) , где E – произволь-
ное банахово пространство. Тогда предыду-
щее неравенство гарантирует оценку 

Таким образом, C2=c1c2. Отметим, что обе 
постоянные c1, c2 ограничены при T→0. Пос-
леднее вытекает из того простого факта, что 
функцию v можно продолжить нулем при t<0 
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на произвольный интервал, например, на ин-
тервал (-1,T) с сохранением класса. 

Положим Φ⃗ = (Φ1,Φ2,…,Φr)T и потребуем 
выполнения неравенств 

 

(14)

Теорема 2. Пусть выполнены условия (4)–
(6), (13), (14). Тогда существует решение (u,α⃗) за-
дачи (1)–(3) такое, что u∈Wp

1,2(Q). 
Доказательство. Мы будем исследовать 

разрешимость системы (12), используя те-
орему Шаудера. Оценим норму оператора  
B-1R+B-1ψ⃗ и покажем, что он переводит неко-
торый шар BR0 ={α⃗: ∥α⃗∥≤R0} в себя. Имеем, ис-
пользуя лемму 2 и теорему 1, что 

 
(15)

Оценим ∥(L+g)-1gΦ∥C(Q̄). Пусть (L+g)-1 f0=w, 
где f0∈Lp(Q). Тогда wt-L0 w+gw=f0. Это равен-
ство можно записать в виде 

	 (16)

Оценим норму 

Тогда, если 

	 (17)

то уравнение (16) имеет единственное реше-
ние и справедлива оценка 

 (18)

Если мы возьмем f0=gΦ, то получим 
оценку 

Окончательно из (15), (18) имеем оценку 

Положим, R0 = 2 ∥ B-1 ψ⃗ ∥, и пусть α⃗∈BR0. Тог-
да при условии (17) и условии 

множество значений оператора B-1 ψ⃗+B-1R(α⃗) 
лежит в BR0. Как следствие (17), (19), для того, 
чтобы оператор B-1 ψ⃗+B-1R(α⃗) переводил шар 
BR0 в себя, необходимо потребовать, чтобы 

Кроме того, в силу конечномерности шара 
этот оператор будет и вполне непрерывным 
(просто непрерывность оператора очевид-
на). Тогда по теореме Шаудера уравнение (12) 
имеет решение в этом шаре. Функция v нахо-
дится затем как решение задачи (7). 

Следствие 1. Анализируя условие (14), лег-
ко заметить, что при выполнении условия (13) 
теорема существования 1 имеет место, если 
параметр T достаточно мал. 

Далее мы приведем некоторые замеча-
ния по поводу условия корректности (13).

Вообще говоря, если мы строим прибли-
жение функции g(t,x), используя данные (3), 
то систему линейно независимых функций Φi 
мы выбираем сами, исходя из каких-то сооб-
ражений. Например, предположим, что функ-
ция Φ(t.x) обладает свойством:

найдется окрестность U множества точек 
{(ti,yi)} такая, что 

	 (19)

Не так трудно построить систему функций 
φi∈C2(Q̄) такую, что φi(tj,yj)=δij – символ Кроне-
кера, φi удовлетворяют однородным гранич-
ным и начальным условиям (2), supp φi⊂U для 
всех i. Тогда система 

обладает тем свойством, что det{L-1Φ1i Φ(tj,yj)}=1, 
и таким образом условие корректности (13) 
выполнено.

Более того, справедливо следующее 
утверждение:

Лемма 3. Пусть выполнены условия (4)–
(6), (19), и система функций {Φi} такова, что 
det{L-1Φi Φ(tj,yj)}=0 (i,j=1,2,…,r). Тогда для лю-
бого ε>0 найдется система Φ0i∈Lp(Q) (i=1,2,…,r)
такая, что ∥Φ⃗ – Φ⃗0∥Lp(Q)<ε и det{L-1Φ0i Φ(tj,yj)}≠0. 
Здесь Φ⃗0 = (Φ01,Φ02,…,Φ0r)T. 

Доказательство. Раcсмотрим систему 
функций Φ0i=Φi+δΦ1i, где функции Φ1i оп-
ределены равенством (22). Тогда функция  
ψ(δ)=det{L-1Φ0i Φ(tj,yj)} есть многочлен по па-
раметру δ, и, более того, коэффициент перед 
старшей степенью равен det{L-1Φ1i Φ(tj,yj)}=1. 
Выберем δ0>0 так, чтобы ∥Φ⃗ – Φ⃗0∥Lp(Q)<ε для 
всех |δ|<δ0. Поскольку число нулей многочле-
на конечно, то в любой окрестности точки δ=0 
найдутся точки, где ψ(δ)≠0. 

Рассмотрим вопрос о единственности 
решений задачи. Естественно утверждать, 
что теорема единственности имеет место в 
некотором шаре α⃗ ∈BR1. Приведем условия 
единственности: 
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 (20)

	 (21)

Теорема 3. Пусть выполнены условия (4)–
(6), (13), (14), (20), (21). Тогда если (ui,α⃗i) (i=1,2) 
два решения задачи (1)–(3) и αi∈BR1, то u1=u2, 
α1=α2. 

Доказательство. Мы предположим, что 
α⃗1,α⃗2∈BR1 два различных решения системы 
(12), и v1, v2 – соответствующие решения зада-
чи (7). Вычитая соответствующие уравнения 
системы (12), получим равенство 

Отсюда имеем оценку 

 (22)

Имеет место представление 

пусть I⃗ 1=(I11,…,I1r)T, I⃗ 2=(I21,…,I2r)T. Оценим каж-
дое из слагаемых, считая, что выполнено ус-
ловие (24). Для первого слагаемого имеем 

По определению, vi=–(L+g)-1giΦ. Исполь-
зуя оценку (18), получим 

 (23)

Таким образом, 

 (24)

Оценим второе слагаемое 

 (25)

Функция v1 – v2 удовлетворяет уравнению 

Используя оценку (23), получим 

Из этой оценки и оценок (24), (25) выводим 

Это неравенство и (22) гарантируют, что  
α⃗0=0. Тогда v1=v2 и, соответственно, u1=u2.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ВЫВОДЫ

В настоящей работе рассмотрена об-
ратная задача определения коэффициента 
поглощения в параболическом уравнении, 
представленного в виде линейной комбина-
ции известных функций с неизвестными па-
раметрами. Проведен анализ корректности 
задачи в пространствах Соболева, доказаны 
теоремы существования и единственности 
решения задачи, получены априорные оцен-
ки решения. Предложенный подход может 
служить основой для построения численного 
алгоритма приближенного решения обрат-
ной задачи. Полученные результаты также до-
пускают обобщение на более широкий класс 
задач, включая квазилинейные уравнения. 
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