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1 Научная статья / Research article 

Влияние узловых сопряжений на усилия в элементах металлического  
каркаса ребристо-кольцевого купола с учетом разного количества  
поддерживающих его колонн 

Е.В. Лебедь

Национальный исследовательский Московский государственный строительный университет, Москва, Российская Федерация 

 evglebed@mail.ru 

Поступила в редакцию: 25 ноября 2024 г. 
Принята к публикации: 20 января 2025 г. 

Аннотация. Исследовалось влияние узловых сопряжений на величины внутренних усилий в элементах металли-
ческого каркаса ребристо-кольцевого купола, в том числе и при разном количестве поддерживающих его колонн. 
При этом сохранялась циклическая симметрия колонн по всему контуру купола. Все элементы купольного каркаса и 
колонны приняты из стальных труб. Объектами исследования служили купольные каркасы, которые отличались друг 
от друга как разными узловыми сопряжениями, так и разным количеством поддерживающих его колонн. Купола 
имеют одинаковое геометрическое строение и размеры, одинаковые сечения однотипных элементов каркаса и вос-
принимают одинаковые нагрузки. Исследования проводились посредством расчетов компьютерных моделей карка-
сов. Модели с разными узловыми сопряжениями получены постепенным преобразованием изначально назначенных 
шарнирных узлов в жесткие, а разное количество колонн создавалось регулярным их удалением из исходной ком-
пьютерной модели. В процессе расчетов определялись внутренние усилия N и M в элементах каркасов всех моде-
лей, которые сравнивались между собой. Получены сравнительные диаграммы внутренних усилий N и M в элемен-
тах каркасов исходной и всех преобразованных моделей. Дана оценка работы элементов ребристо-кольцевых купо-
лов с разными узловыми сопряжениями для каркасов с разным количеством колонн. По результатам исследования 
отмечены значительные изменения изгибающих моментов M в нижнем кольце и продольных сил N в колоннах. 
Причем характер изменения усилий зависит от вида узловых сопряжений. 

Ключевые слова: компьютерная модель, меридиональные ребра, верхнее кольцо, нижнее кольцо, колонны, шар-
нирные и жесткие узлы, статический расчет 
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ристо-кольцевого купола с учетом разного количества поддерживающих его колонн // Строительная механика ин-
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4 ANALYSIS AND DESIGN OF BUILDING STRUCTURES  

 

Influence of Joint Type on Member Forces in Metal Ribbed-Ring Dome Frame 
Taking into Account Different Number of Supporting Columns2 

Evgeny V. Lebed  

Moscow State University of Civil Engineering (National Research University), Moscow, Russian Federation 
 evglebed@mail.ru 

Received: November 25, 2024 
Accepted: January 20, 2025 

 
Abstract. The influence of the type of joint on the internal forces in the elements of the metal frame of a ribbed-ring dome, 
and specifically considering different number of supporting columns, was studied. In this respect, cyclic symmetry of the 
columns along the entire contour of the dome is preserved. All elements of the dome frame and the columns are made of 
steel pipes. The objects of the study were dome frames, which differed from each other, both in different nodal connections 
and in different numbers of supporting columns. The domes have the same geometric structure and dimensions, the same 
cross-sections of the same type of frame elements and carry the same loads. The study was performed by analyzing 
computer models of the frames. Models with different joints were obtained by gradually converting the originally assigned 
hinges into rigid connections, and variation in the number of columns was implemented by regularly removing them from 
the original computer model. In the calculation process, internal forces N and M in the frame elements of all models were 
determined, which were compared with each other. Comparative diagrams of internal forces N and M in the frame elements 
of the original and all transformed models are obtained. The behavior of the elements of ribbed-ring domes with different 
nodal connections for frames with different numbers of columns is evaluated. According to the results of the study, 
significant changes in bending moments M in the lower ring and axial forces N in the columns were noted. Moreover, the 
nature of these changes depends on the type of nodal connection. 
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1. Введение 

Металлические купола широко применяются в качестве покрытий зданий во всем мире из-за 
выразительности геометрической формы и надежности таких конструктивных систем. Благодаря 
пространственной жесткости и экономичности расхода металла они занимают ведущее место среди 
большепролетных пространственных покрытий [1–3].  

Геометрические схемы каркасов металлических куполов зависят от перекрываемых пролетов и 
назначения здания [4; 5]. Наиболее простыми по геометрической схеме считаются ребристо-кольцевые 
купола. Но даже в ребристо-кольцевых куполах возможны различные геометрические схемы, свя-
занные с числом секторов по окружности и ярусов по высоте. Кроме того, важным фактором работы 
купольного каркаса служит количество поддерживающих их колонн. От этого зависят статическая 
схема всего каркаса здания и внутренние усилия в элементах купольных каркасов, но какие-либо све-
дения по сравнительному исследованию работы металлических куполов, опирающихся на разное 
количество колонн, в открытой печати отсутствуют. 

Обычно колонны в ребристо-кольцевых куполах располагают под каждым меридиональным реб-
ром. Однако при большом числе секторов или ребер в купольном каркасе такое конструктивное ре-
шение может оказаться неудобным по разным причинам. В этом случае используют меньшее коли-
чество колонн по сравнению с числом меридиональных ребер, что приводит, как показало предыду-
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щее исследование автора [6], к изменению работы купола и, как следствие, изменению внутренних 
усилий в элементах купольного каркаса. Это же исследование показало, что, несмотря на сходство 
характера деформаций купола, с уменьшением количества колонн под куполом происходит суще-
ственное увеличение прогибов купольного каркаса. 

Исследования стержневых систем купольного типа в различных компьютерных программах вы-
полнялись многими учеными. Например, анализировалось напряженное состояние купольных кар-
касов при изменении его геометрических параметров [7], при разных отношениях высоты купола 
к диаметру для разных пролетов [8], при включении в работу кирпичного ограждения в ячейках кар-
каса между стальными ребрами и кольцами [9], при разных отношениях высоты купола к диаметру 
и разных сечениях элементов [10], при разной высоте по сравнению с пролетом купольного каркаса 
со связями [11]. Ранее автором выполнялось сравнительное исследование ребристо-кольцевых купо-
лов при различных количествах связей и разных размерах верхнего кольца [12; 13]. Представленный 
здесь материал автором получен в полном соответствии с общепринятыми принципами исследова-
ний аналогичных состояний стержневых систем. 

Кроме того, могут использоваться различные виды сопряжений элементов купольных каркасов, 
что также влияет на внутренние усилия. Влияние жесткости узловых сопряжений на напряженное 
состояние купола затронуто в [14]. В этой статье представлен сравнительный анализ пологого сталь-
ного купола ребристо-кольцевого типа диаметром 41 м и высотой 7 м. Купол насчитывал 20 ребер 
и 10 колец, опирался на фундаменты непосредственно каждым меридиональным ребром (колонны 
отсутствовали). В качестве колец использовались прогоны, на которых устроена стеклянная обшивка. 
Рассмотрены 8 моделей этого каркаса, различающихся как по использованию двух подходов к расчету 
(линейной статики и нелинейного анализа), так и по виду соединения (с креплением колец к ребрам 
и без крепления). Пояснений о конкретной интерпретации соединений в компьютерной модели нет. 
В части моделей в работу включена обшивка, а в части — диагональные связи во всех секторах. Ис-
следование проводилось с использованием программы Autodesk Robot Structural Analysis Professional 
2022. В публикации приведены деформированные схемы купола, эпюры усилий и изополя напряже-
ний, а также числовые таблицы и точечные графики усилий N, M и напряжений в элементах. Однако 
в выводах представлена только констатация полученных данных без их обобщения и каких-либо 
рекомендаций.  

2. Методы 

С целью выяснения зависимости возникающих усилий N и M в элементах ребристо-кольцевого 
купола от вида узловых сопряжений и одновременно от количества поддерживающих его колонн 
выполнялись данные компьютерные исследования. В качестве объектов исследования рассматрива-
лись каркасы, купола которых опираются на разное количество циклически симметричных колонн. 
Все купола характеризуются одинаковой геометрической схемой, одинаковым пролетом и высотой, 
одинаковыми сечениями элементов, воздействием одинаковых нагрузок, но разным видом узловых 
сопряжений элементов друг с другом. Для этого был запроектирован купол исходного каркаса с ко-
лоннами под каждым меридиональным ребром, который после расчета с уменьшенным числом ко-
лонн корректировался по размерам сечений элементов. 

Объектом для исследования служил каркас ребристо-кольцевого купола сферической формы с ра-
диусом кривизны 23 м, состоящий из 36 ребер и 7 колец. Таким образом, купол разделен ребрами на 
36 секторов. Диаметр нижнего кольца 39,3 м, диаметр верхнего кольца 5,0 м, высота купольного кар-
каса 11 м. Купол опирается на колонны высотой 7,0 м, которых в исходном каркасе насчитывается 36. 
Все элементы каркаса сооружения с куполом приняты по результатам предварительного расчета на 
эксплуатационные нагрузки из электросварных прямошовных труб: меридиональные ребра — O 530×9, 
верхнее кольцо — O 530×9, нижнее кольцо — O 630×20, остальные кольца — O 273×7, колонны — 
O 402×10.  
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Компьютерная модель этого каркаса являлась исходной для исследования. На основе исходной 
модели созданы модели с уменьшенным количеством колонн посредством их регулярного удаления 
из исходной компьютерной модели (рис. 1, а). Отличительным признаком  этих моделей друг от дру-
га являлось число секторов между колоннами. В исходной модели (наибольшее число колонн) оно 
было равно 1, затем — 2, 4 и 6 (рис. 1, б–г). Исследования выполнялись на компьютерных моделях 
каркасов с ребристо-кольцевым куполом в программе SCAD как пространственных стержневых 
систем [15; 16].  

Во всех схемах верхнее (соединительное) кольцо, нижнее (опорное) кольцо и меридиональные 
ребра цельные, т.е. все 36 составляющих стержней колец и 6 составляющих стержней каждого ребра 
соединены друг с другом жестко. Опорные узлы всех колонн жесткие (заделка). Соединения ребер 
с верхним и нижним кольцами, соединения колонн с нижним кольцом и соединения промежуточных 
колец с ребрами в разных схемах были различными — от шарниров в двух плоскостях до жестких 
в двух плоскостях (рис. 2).  

 

а б 
  

в г 
 

Рис. 1. Схемы купольных каркасов с разным числом секторов между колоннами: 
а — 1 сектор; б — 2 сектора; в — 4 сектора; г — 6 секторов 

И с т о ч н и к: выполнено Е.В. Лебедем 

Figure 1. Models of dome frames with different number of sectors between columns: 
а — 1 sector; б — 2 sectors; в — 4 sectors; г — 6 sectors 

S o u r c e: made by E.V. Lebed 
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Рис. 2. Схемы каркасов с разными узловыми сопряжениями: 

а — шарнирные; б — жесткие 
И с т о ч н и к: выполнено Е.В. Лебедем 

Figure 2. Models of frames with different nodal connections:  
а — hinged; б — rigid 

S o u r c e: made by E.V. Lebed 

 
В процессе исследования рассматривались пять комбинаций узловых сопряжений, условно 

названных видами сопряжений — Ш3, Ш2, Ш1, Ж1, Ж2. Описание видов приведено в таблице. Раз-
решение поворота UY означает наличие шарнира в нормальном направлении к куполу, а разрешение 
поворота UZ — наличие шарнира в тангенциальном (касательном к куполу) направлении. 

 
Таблица / Table 

Разрешения поворотов в узлах разных видов сопряжений / 
Rotational degrees of freedom in nodes of different joint types  

Вид 
сопряжения / 

Joint type  

Наименование сопряжений элементов / Element joint name  

Ребер с верхним 
кольцом / 

Ribs to upper ring 

Ребер с нижним 
кольцом / 

Ribs to lower ring 

Колонн с нижним 
кольцом / 

Columns to lower ring 

Промежуточных 
колец с ребрами / 

Intermediate rings to ribs 

Ш3 

 

Ш2 

 

Ш1 

 

Ж1 

 

Ж2 

 

Примечание : Обозначения поворотов UY, UZ в скриншотах соответствуют UX, UY для сечений элементов / 
Notes : The rotation designations UY, UZ in the screenshots correspond to UX, UY for the cross sections of the elements 

И с т о ч н и к: выполнено Е.В. Лебедем / S o u r c e: made by E.V. Lebed 

а б 
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Расчет каркасов производился на совместное действие нагрузки от веса ограждающих и несущих 
конструкций, а также несимметричной снеговой нагрузки, действующей с одной стороны купола1 как 
наиболее влиятельной по сравнению с симметричной. Все нагрузки прикладывались в узлах каркаса.  

В процессе расчетов определялись внутренние усилия , ,x yN M M  в элементах каркасов всех 

моделей. Причем для сравнения усилий между собой выбирались их максимальные значения в наибо-
лее нагруженных элементах меридиональных ребер, верхнего кольца, нижнего кольца и колонн. 

3. Результаты 

И изменение вида узловых сопряжений элементов исследуемого каркаса, и регулярное удаление 
колонн из исходной компьютерной модели приводят к изменению внутренних усилий , ,x yN M M , 

причем в разных элементах это происходит по-разному.  
В верхнем кольце купола с увеличением числа секторов между колоннами продольные силы N 

существенно не изменяются при разных видах узловых сопряжений (рис. 3). Изгибающие моменты 
Mx зависят от вида узловых сопряжений и возрастают с увеличением числа секторов между колон-
нами (рис. 4). Изгибающие моменты My изменяются мало в зависимости от вида сопряжений и пре-
терпевают небольшие изменения с увеличением числа секторов между колоннами (рис. 5).  

 
 
 

 

 

 

 

 

 
Рис. 3. Максимальные усилия N в верхнем  кольце купола. Виды сопряжений: 

1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

И с т о ч н и к: выполнено Е.В. Лебедем 

Figure 3. Maximum forces N in the upper ring of the dome. Joint types: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

S o u r c e: made by E.V. Lebed 
 

 
 
 

Рис. 4. Максимальные моменты Mx в верхнем кольце купола. Виды сопряжений: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

И с т о ч н и к: выполнено Е.В. Лебедем 

Figure 4. Maximum moments Mx  in the upper ring of the dome. Joint types: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

S o u r c e: made by E.V. Lebed 

 
1 СП 20.13330.2016. Нагрузки и воздействия. Актуализированная редакция СНиП 2.01.07-85*. Москва : Минстрой 

России, 2016. 80 с. 
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Рис. 5. Максимальные моменты My в верхнем кольце купола. Виды сопряжений: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

И с т о ч н и к: выполнено Е.В. Лебедем 

Figure 5. Maximum moments My in the upper ring of the dome. Joint types: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

S o u r c e: made by E.V. Lebed 

 
В меридиональных ребрах купола с увеличением числа секторов между колоннами продольные 

силы N увеличиваются, но по-разному при разных видах узловых сопряжений (рис. 6). Изгибающие 
моменты Mx существенно зависят от вида узловых сопряжений и практически не изменяются с уве-
личением числа секторов (рис. 7). Изгибающие моменты My немного изменяются в зависимости от 
вида сопряжений и незначительно изменяются с увеличением числа секторов (рис. 8). 

 

 
 
 

Рис. 6. Максимальные усилия N в меридиональных ребрах купола. Виды сопряжений: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

И с т о ч н и к: выполнено Е.В. Лебедем 

Figure 6. Maximum forces N in the meridional ribs of the dome. Joint types: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

S o u r c e: made by E.V. Lebed 
 

 
 

Рис. 7. Максимальные моменты Mx в меридиональных ребрах купола. Виды сопряжений: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

И с т о ч н и к: выполнено Е.В. Лебедем 

Figure 7. Maximum moments Mx in the meridional ribs of the dome. Joint types: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

S o u r c e: made by E.V. Lebed 
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В нижнем (опорном) кольце купола увеличение числа секторов между колоннами мало влияет 
на продольные силы N, а разные виды узловых сопряжений влияют (рис. 9). Изгибающие моменты 
Mx и My зависят от вида узловых сопряжений и стремительно возрастают с увеличением числа сек-
торов (рис. 10, 11).  

 

 
 

Рис. 8. Максимальные моменты My в меридиональных ребрах купола. Виды сопряжений: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

И с т о ч н и к: выполнено Е.В. Лебедем 

Figure 8. Maximum moments My in the meridional ribs of the dome. Joint types: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

S o u r c e: made by E.V. Lebed 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 9. Максимальные усилия N в нижнем кольце купола. Виды сопряжений: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

И с т о ч н и к: выполнено Е.В. Лебедем 

Figure 9. Maximum forces N in the lower ring of the dome. Joint types: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

S o u r c e: made by E.V. Lebed 

 
В колоннах, поддерживающих купол, с увеличением числа секторов продольные силы N ожида-

емо кратно увеличиваются пропорционально изменению расстояния между колоннами и не зависят 
от разных видов узловых сопряжений (рис. 12). 

Изменение изгибающих моментов Mx происходит только для конкретных видов узловых сопря-
жений, и именно для них характерен рост с увеличением числа секторов между колоннами (рис. 13). 
Характер изменения изгибающих моментов My с увеличением числа секторов аналогичен, т.е. для 
конкретных видов узловых сопряжений, однако величины My незначительны (рис. 14). 
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Рис. 10. Максимальные моменты Mx в нижнем кольце купола. Виды сопряжений: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

И с т о ч н и к: выполнено Е.В. Лебедем 

Figure 10. Maximum moments Mx  in the lower ring of the dome. Joint types: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

S o u r c e: made by E.V. Lebed 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 11. Максимальные моменты My в нижнем кольце купола. Виды сопряжений: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

И с т о ч н и к: выполнено Е.В. Лебедем 

Figure 11. Maximum moments My in the lower ring of the dome. Joint types: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

S o u r c e: made by E.V. Lebed 
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Рис. 12. Максимальные усилия N в колоннах под куполом. Виды сопряжений: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

И с т о ч н и к: выполнено Е.В. Лебедем 

Figure 12. Maximum forces N in the columns under the dome. Joint types: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

S o u r c e: made by E.V. Lebed 

 

 

 

 

 
 
 

Рис. 13. Максимальные моменты Mx в колоннах под куполом. Виды сопряжений: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

И с т о ч н и к: выполнено Е.В. Лебедем 

Figure 13. Maximum moments Mx in the columns under the dome. Joint types: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

S o u r c e: made by E.V. Lebed 

 
 

 

 

 

 

 

Рис. 14. Максимальные моменты My в колоннах под куполом. Виды сопряжений: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

И с т о ч н и к: выполнено Е.В. Лебедем 

Figure 14. Maximum moments My  in the columns under the dome. Joint types: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

S o u r c e: made by E.V. Lebed 
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Приведенные выше диаграммы показывают, что наиболее существенные изменения при увели-
чении количества секторов между опорами купола претерпевают: 

– продольные силы N в колоннах и в ребрах; 
– изгибающие моменты Mx в нижнем кольце, колоннах и верхнем кольце; 
– изгибающие моменты My в нижнем кольце. 
Для количественной оценки этих изменений построены графики отношений 1maxiN N , 

1maxxi xM M , 1max .yi yM M  Здесь индекс i соответствует схеме каркаса с числом секторов 2, 4 или 

6, а индекс 1max — означает, что все величины сравнивались с наибольшими среди разных видов 
узловых сопряжений для схемы каркаса с одним сектором между колоннами.  

Продольные силы N в колоннах увеличиваются в схемах с числом секторов между опорами ку-
пола 2, 4, 6 в среднем в 1,93, 3,69, 5,24 раза соответственно (рис. 15), а в меридиональных ребрах — 
в среднем в 1,06, 1,49, 1,91 раза соответственно (рис. 16).  

Изгибающие моменты Mx в нижнем кольце многократно увеличиваются в схемах с числом секто-
ров между опорами купола 2, 4, 6 в среднем в 2,04, 7,20, 15,16 раза соответственно (рис. 17). А в ко-
лоннах для Ж1, Ж2 эти моменты увеличиваются в среднем в 1,06, 1,33, 2,20 раза соответственно 
(рис. 18) и в верхнем кольце для Ш1, Ж1 они увеличиваются в среднем в 0,92, 1,05, 1,84 раза соот-
ветственно (рис. 19). 

Изгибающие моменты My в нижнем кольце для Ш1, Ж1, Ж2 увеличиваются в схемах с числом 
секторов между опорами купола 2, 4, 6 в среднем в 0,90, 3,43, 9,48 раза, а для Ш3, Ш2 — в 1,03, 1,16, 
3,22 раза соответственно (рис. 20). 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

Рис. 15. Отношение 1maxiN N  в колоннах под куполом. Виды сопряжений:  
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

И с т о ч н и к: выполнено Е.В. Лебедем 

Figure 15. Ratio 1maxiN N  in the columns under the dome. Joint types: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

S o u r c e: made by E.V. Lebed 
 

 

 

 

 

 

 
 
 

Рис. 16. Отношение 1maxiN N  в меридиональных ребрах. Виды сопряжений: 

1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 
И с т о ч н и к: выполнено Е.В. Лебедем 

Figure 16. Ratio 1maxiN N  in the meridional ribs of the dome. Joint types: 

1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 
S o u r c e: made by E.V. Lebed 
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Рис. 17. Отношение 1maxxi xM M в нижнем кольце. Виды сопряжений: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

И с т о ч н и к: выполнено Е.В. Лебедем 

Figure 17. Ratio 1maxxi xM M  in the lower ring of the dome. Joint types: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

S o u r c e: made by E.V. Lebed 

 
 

 

 

 

 

 
 

Рис. 18. Отношение 1maxxi xM M в колоннах под куполом. Виды сопряжений: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

И с т о ч н и к: выполнено Е.В. Лебедем 

Figure 18. Ratio 1maxxi xM M  in the columns under the dome. Joint types: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

S o u r c e: made by E.V. Lebed 

 

 

Рис. 19. Отношение 1maxxi xM M в верхнем кольце. Виды сопряжений: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

И с т о ч н и к: выполнено Е.В. Лебедем 

Figure 19. Ratio  1maxxi xM M  in the upper ring of the dome. Joint types: 
1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

S o u r c e: made by E.V. Lebed 
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Рис. 20. Отношение 1maxyi yM M  в нижнем кольце. Виды сопряжений: 

1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

И с т о ч н и к: выполнено Е.В. Лебедем 

Figure 20. Ratio 1maxyi yM M  in the lower ring of the dome. Joint types: 

1 — Ш3; 2 — Ш2; 3 — Ш1; 4 — Ж1; 5 — Ж2 

S o u r c e: made by E.V. Lebed 

4. Заключение 

В результате проведенного исследования можно сделать следующие выводы: 
1. Разные виды узловых сопряжений элементов ребристо-кольцевого купола друг с другом в соче-

тании с уменьшением количества поддерживающих его колонн изменяют внутренние усилия в эле-
ментах каркаса сооружения. Степень этих изменений неодинакова в разных элементах.  

2. Наиболее существенные изменения продольных сил N возникают в колоннах независимо от 
вида узлов и в меридиональных ребрах при шарнирных узлах с разрешенным поворотом в тангенци-
альном направлении.  

3. Наиболее существенные изменения изгибающих моментов Mx и My при увеличении количе-
ства секторов между опорами купола происходят в нижнем (опорном) кольце купола. Причем вели-
чины моментов Mx при увеличении расстояния между колоннами в четыре и более секторов возрас-
тают многократно в схемах с шарнирными узлами при максимальном разрешении поворотов, а вели-
чины моментов My возрастают в несколько раз в схемах с жесткими узлами при минимальном разре-
шении поворотов.  

4. Относительно небольшие изменения изгибающих моментов Mx в колоннах при увеличении 
количества секторов между опорами купола происходят при минимальном разрешении поворотов и 
в верхнем кольце при всех видах узлов, кроме абсолютно жестких. При этом величины моментов в 
каркасах с расстоянием между колоннами в четыре и более секторов в несколько раз меньше по срав-
нению с нижним кольцом. 

5. Для выяснения характера изменения внутренних усилий в промежуточных кольцах купола 
следует учитывать их работу между ребрами по балочной схеме на косой изгиб от распределенной 
нагрузки.  

6. Для куполов с числом ребер, кратно превышающих количество колонн, при всех видах рас-
смотренных сопряжений узлов сечение опорного кольца следует также кратно увеличивать из-за его 
работы на изгиб. 

7. При проектировании предпочтение следует отдавать сопряжениям элементов ребристо-коль-
цевого купола с минимальным количеством шарниров или без них, а в сопряжении колонн с опор-
ным кольцом, наоборот, шарнирам. Не рекомендуется проектировать купола с редко поставленными 
колоннами, когда в промежутке между колоннами окажутся более трех ребер.  
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Abstract. The object of this study is the bond between reinforcement and concrete after exposure to high temperatures and 
corrosion, which is critical for assessing the durability of reinforced concrete structures. The analysis of scientific sources 
revealed that at temperatures above 300°C, the bond deteriorates due to thermal expansion of the reinforcement, degradation 
of the cement matrix, and crack formation. Simultaneously, corrosion reduces adhesion and weakens mechanical interlocking, 
accelerating concrete deterioration. However, the combined effect of these factors remains insufficiently studied, and the 
existing bond models do not fully account for their simultaneous impact. In this experiment, concrete specimens with 
A500C reinforcement were subjected to electrochemical corrosion and heated to 400°C. Pull-out tests revealed a significant 
reduction in bond strength, attributed to the destruction of the adhesive layer and changes in the interaction mechanism: 
in unheated specimens, the bond was ensured by plastic deformations of concrete, whereas in heated specimens, it was 
maintained by friction against corrosion products. Comparison with previous studies on the influence of temperature, 
reinforcement types, and heating rates confirmed the consistency of the results and clarified the role of pre-existing 
corrosion. The obtained experimental data not only validates the existing studies, but also extends them by incorporating the 
effect of pre-corrosion, which was previously considered in a limited scope. The findings can be used to predict the 
consequences of thermal exposure, assess the residual strength of structures, and develop restoration methods. 
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Аннотация. Объект исследования — сцепление арматуры с бетоном после воздействия высоких температур и кор-
розии, что имеет ключевое значение для оценки долговечности железобетонных конструкций. Анализ научных 
источников показал, что при температурах выше 300 °C сцепление ухудшается за счет термического расширения 
арматуры, деградации цементного камня и образования трещин. Одновременно коррозия снижает адгезию и ослаб-
ляет механическое зацепление, ускоряя разрушение бетона. Однако комплексное влияние этих факторов изучено 
недостаточно, а существующие модели сцепления не учитывают их одновременное воздействие. В рамках экспе-
римента исследовались бетонные образцы с арматурой A500C, подвергнутые электрохимической коррозии и нагре-
тые до 400 °C. Испытания на выдергивание арматуры выявили значительное снижение сцепления, связанное с разру-
шением адгезионного слоя и изменением механизма взаимодействия: в ненагретых образцах сцепление обеспечи-
валось пластическими деформациями, тогда как в нагретых обеспечивалось трением о продукты коррозии. Сравне-
ние с предыдущими исследованиями, рассматривающими влияние температуры, типов арматуры и скоростей нагре-
ва, подтвердило согласованность результатов и позволило уточнить роль предварительной коррозии. Получен-
ные экспериментальные данные не только подтверждают существующие исследования, но и дополняют их за счет 
учета предварительной коррозии, что ранее рассматривалось в ограниченном объеме. Результаты могут быть исполь-
зованы для прогнозирования последствий термических воздействий, оценки остаточной прочности конструкций и 
разработки методов восстановления. 

Ключевые слова: адгезия арматуры, несущая способность, трещины, проскальзывание, условия эксплуатации, 
напряжения сцепления, пластические деформации, нагрев 
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1. Introduction 

The bond between reinforcement and concrete is a key factor that ensures the combined action of 
reinforced concrete as solid material [1]. Violation of this bond leads to crack formation, reduction of 
structural stiffness and decrease of load-bearing capacity. Various models based on experimental data and 
theoretical studies have been developed to calculate the reinforcement-concrete bond strength. 

The main parameters affecting the bond between reinforcement and concrete: 
• Strength characteristics of concrete: axial tensile strength, concrete composition, presence of micro-

cracks. 
• Type and geometry of reinforcement. These are mainly diameter, shape. 
• Type of load: static, dynamic, cyclic. 
• Reinforcement confinement: reinforcement ratio and the influence of stirrups. 
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• Operating conditions: temperature and humidity conditions, corrosion and other external factors. 
The following methods of calculating the bond stress are considered: 
1) The model of M.M. Kholmyansky [2]. The proposed methodology of bond stress calculation is 

based on experimental studies: 

( )ln
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2) CEB-FIP Model Code 901. This model describes the relationship between bond stress τ and slip s 
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where τmax is the maximum bond stress; τf is the residual bond stress; s1, s2, s3 are the slips at the key points 
on the diagram. 

3) Modification of CEB-FIP [3]. The model accounts for the nonlinear behavior of the downward 
branch of the diagram: 
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4) ACI Committee 3182. The American Concrete Institute proposes a model relating bond stress fb 

to normal stress σn: 

adh
2μ

σ ,
πb nf f= +  

where confσ σ σ σn c st= + +  is the normal stress including concrete confinement σc, stirrup reaction σst and 

transverse stress σconf; adhf  is the bond stress due to adhesion. 

5) Y. Tian et al. [4]. This bond model includes three stages: 
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where τu, τr, su and sr describe the characteristics of bond stress and slipping at different stages. 
 

1 CEB-FIP Model Code 90. Available from: http://www.tocasa.es/zona2/CEB_FIP_model_code_1990_ing.pdf (accessed: 
22.07.2024). 

2 ACI Committee 318, Building Code Requirements for Structural Concrete (ACI 318-02) and Commentary (318R-02). 
American Concrete Institute. Farmington Hills, MI; 2002. 
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Corrosion of reinforcement is one of the most significant factors affecting the bond between reinforce- 
ment and concrete. It causes destruction of the adhesive bond, changes in the geometry of the reinforcement 
and weakening of the mechanical interlocking. 

Empirical models are proposed by various researchers for quantitative analysis of the relationship 
between the bond and the degree of corrosion: 

1) J.G. Cabrera [5]. The model describes the decrease in bond stress as a function of the degree of 
corrosion (n): 

 = 1 5.6tR n− , 

where Rt is the relative bond strength (in fractions of the original), n is the degree of corrosion; 
2) K.D. Stanish, R.D. Hooton, S.J. Pantazopoulou [6]: 

  1 3.5tR n= − ; 

3) Y. Yuan, S. Yu, F. Jia [7]. The model takes into account the effect of concrete cover layer c and 
reinforcement diameter d : 

1.586
1 10.544t

c
R n

d
 = − − 
 

; 

4) Y. Auyeung, P. Balaguru, L. Chung [8]: 
Exponential relationship model: 

32.51n
tR e−= ; 

5) L. Chung, S.H. Cho, J.H.J. Kim, S.T. Yi [9]: 

1.060.0159 , 1.0t tR n R−= ≤ . 

The analysis of the existing models of reinforcement-concrete bond shows that most of them are based 
on geometric, mechanical and chemical characteristics of materials, as well as external factors such as 
corrosion of reinforcement. These relationships allow to give a reasonable approximation of the bond 
strength under normal service conditions and in the presence of corrosion damage. However, temperature 
effects, especially under conditions of short-term or long-term exposure, remain a poorly studied aspect, 
despite their significant influence on the strength characteristics of reinforced concrete structures [10; 11]. 

Although a number of studies have examined the reinforcement-concrete bond behavior after exposure 
to high temperatures [12; 13], these studies mainly focus on individual aspects, such as the effect of 
anchorage length [12] or fiber reinforcement of concrete [13], but do not provide a comprehensive picture 
of the effect of different temperature regimes on the bond. Similarly, studies [14; 15] consider the dynamic 
behavior of the bond during heating, but their methodologies do not allow to fully describe the behavior of 
the reinforcement under real service conditions 

In addition, a number of publications are devoted to the investigation of the reinforcement bond under 
specific conditions, such as the use of steels with high corrosion resistance [16] or the influence of high-
strength reinforcement [17], which is certainly important, but does not solve the problem of comprehensive 
analysis of the temperature effects. Thus, despite the available studies, currently, there is insufficient 
experimental data to evaluate the reinforcement-concrete bond subjected to short-term or long-term heating 
in detail, which emphasizes the relevance of this study. 

Despite the existence of general approaches to the evaluation of temperature effects on materials, there 
are no accurate empirical relationships that allow to take into account the effect of heating on the bond. 
Moreover, the failure mechanisms under such conditions, including adhesion failure and loss of mechanical 
interlocking, have not been sufficiently substantiated experimentally. This complicates both the development 
of new design solutions and correct prediction of service life of reinforced concrete structures subjected to 
thermal effects. 
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Figure 1. Test specimens: 
a — not exposed to heating; 

b — exposed to heating 

S o u r c e: photo by D.S. Baryak 

 

 
Figure 2. Experimental setup 

with a test specimen 
S o u r c e: photo by D.S. Baryak 

 

 
а                       b 

Figure 3. Specimens after testing: 
a — reinforcement; 
b — concrete prisms 

S o u r c e: photo by D.S. Baryak 

 

2. Methods 

In this study, the influence of heating to temperatures of about 400°C on 
the reinforcement-concrete bond was experimentally evaluated. The purpose 
of the experiment was to study the failure mechanism of the test specimens 
and to determine the characteristic relationships between temperature and 
bond stress. The experimental procedure included reinforcement pull-out tests 
from concrete specimens subjected to different levels of heating. The pull-out 
tests were performed on the Instron 3382 electromechanical universal testing 
machine (manufacturer: Instron, city: Norwood, country: USA) with a 
maximum load capacity of 100 kN, equipped with the Bluehill control 
system and providing high accuracy of measurements due to electronic 
control of load and deformation. Heating was performed using the SNOL 
7.2/1100 laboratory muffle furnace (manufacturer: AB UMEGA GROUP, 
city: Utena, country: Lithuania) with a maximum heating temperature of 
1100°C, operating temperature range of +50° to 1100°C and temperature 
accuracy of ±1°C. The data obtained allowed not only to determine the 
degree of influence of temperature on adhesion, but also to identify the key 
degradation mechanisms, which can serve as a basis for further improvement 
of the existing models. 

The experiment was conducted at the premises of Moscow State 
University of Civil Engineering (National Research University). A500C grade 
steel bars of 400 mm length and 8 mm diameter and B25 grade concrete 
cubes were used for specimen fabrication. The working length of rebar in 
contact with concrete was 40 mm (equivalent to five rebar diameters). The rest 
of the rebar was isolated from the concrete using plastic tubing. The general 
view of the specimens before testing, the experimental setup and the 
specimens after testing are shown in Figures 1–3. Electrochemical attack 
method was used to create corrosion damage. The specimens were placed 
in plastic containers filled with 5% NaCl solution. Using a DC stabilizer, 
a positive charge was applied to the rebar and a negative charge was applied 
to the solution. Electrochemical corrosion was conducted at a constant current 
strength of 0.5 A for 60 days. As a result, bars with a corrosion percentage 
of 12% in terms of rebar diameter and 23% in terms of cross-sectional area 
were obtained. 

Sample  preparat ion 
Two groups of specimens were prepared for the experiment: 
1. Control group: unheated specimens.  
2. Damaged rebar group: heated specimens. 

3. Results and Discussion 

During processing of the experimental data, the averaged values were 
obtained, which were used for plotting the graphs of the relationship 
between the displacement of the free end of the reinforcing bar and the 
magnitude of the applied load. The results are summarized in Table, and 
also in Figure 4. 

As a result of experimental data processing, it was found that for the 
specimens before heating, the average value of the reinforcement-concrete 
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bond strength is 24.47 MPa, while after heating to a temperature of 400°C this value decreases to 17.38 MPa. 
Thus, heating of the specimens leads to a 28.96% decrease in bond strength, which indicates a significant 
influence of temperature on the adhesion properties of rein-forcement and concrete. 

The maximum value of bond strength before heating was observed in specimen 7, which was equal to 
30.80 MPa. After heating, the maximum value of bond strength was recorded for specimen 10, which was 
equal to 21.71 MPa. The minimum value of bond strength for the specimens before heating was 19.83 MPa 
(specimen 2), and 8.88 MPa after heating (specimen 11). 

Table 
Results of the experiment on determination of bond strength 

№ Maximum force, kN Bond strength, MPa Average bond strength, MPa 
Samples before heating 

1 21.03 20.91 

24.47 

2 19.93 19.83 

3 22.74 22.62 

4 22.91 22.79 

5 27.19 27.05 

6 25.78 25.65 

7 30.96 30.80 

8 23.95 23.82 

9 26.90 26.76 

Samples after heating

10 21.82 21.71 

17.38 

11 8.92 8.88 

12 20.19 20.08 

13 22.57 22.45 

14 14.74 14.67 

15 12.11 12.05 

16 19.73 19.63 

17 18.53 18.43 

18 18.61 18.51 

S o u r c e: made by D.S. Baryak 

 

 
Figure 4. Graph of experimental results 

S o u r c e: made by D.S. Baryak 
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The obtained results indicate a critical decrease in the reinforcement-concrete bond strength under the 
influence of temperature. This is consistent with studies [12–14], where the decrease in bond strength 
at temperatures of 350–400°C was 25–40%, confirming the significant effect of heat on the degradation 
of adhesion properties of reinforcement and concrete. In [15], it was observed that the heating rate has 
a significant effect on bond degradation, with moderate heating rates used in this study giving comparable 
results to those reported previously. In addition, data from [16; 17] indicate that the use of corrosion-
resistant reinforcement partially compensates for the temperature-related bond loss, but this study shows 
that with standard A500C reinforcement, temperature effects lead to bond degradation regardless of the 
corrosion layer. Thus, the obtained experimental data not only confirm the existing studies, but also 
supplements them by taking into account pre-corrosion, which was previously considered to a limited 
extent. This emphasizes the relevance of the work and its contribution to the study of the influence of 
temperature on the bond between reinforcement and concrete. 

4. Conclusion

1. The tests showed a 30% decrease in the reinforcement-concrete bond strength after heating to 400°C
relative to unheated specimens. This confirms the significant influence of temperature on the adhesion 
properties of corrosion-damaged reinforcement. 

2. The analysis of the stress-displacement plots shows that heating leads to a decrease in the ultimate
stress and changes the nature of the system behavior. For heated specimens, an earlier drop in stress after 
the peak is observed, which indicates a decrease in the load capacity. 

3. In unheated specimens, the bond with concrete is provided by plastic deformations of concrete
between the protrusions of the reinforcement surface profile. In heated specimens, this interaction is 
weakened and the bond is more dependent on friction against corrosion products, resulting in a sharper bend 
in the graph at the point of maximum load. 
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Abstract. The aim is to study the fracture process of a wedge-shaped body during compression. A large number of researchers 
have turned to the classical solution of the elasticity theory problem of the loaded wedge-shaped body, but the problem of a 
supported wedge of a finite shape still has no analytical solution. The authors conducted a study of the failure mechanism of 
such bodies by both computational and experimental methods. To carry out the numerical analysis, the implementation of 
the progressive limit state method at critical levels of strain energy in the form of the force method was used, in combination 
with the method of approximation of continuum by an equivalent truss. The equivalent truss model of the wedge used here 
clearly demonstrates the process of removing structural members due to them reaching limit states. The technique of 
progressive limit states, based on the consecutive identification of “weak links” in the structure, in which the limit state 
occurs first, made it possible to construct fracture models of the considered body. The results of the performed analysis are 
presented in the form of fracture models of wedge-shaped bodies. The failure mechanism of wedge-shaped bodies was also 
investigated by experimental methods. Wedge-shaped gypsum specimens were compressed at the tip of the wedge and 
brought to fracture. The differences between the obtained fracture patterns and the classical results known from the theory 
of elasticity obtained for infinite wedge-shaped bodies are shown. A comparison of experimental and numerical results is 
performed, and a conclusion is made about the real fracture patterns of wedge-shaped bodies with a supported part. 
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Аннотация. Цель — исследование процесса разрушения тела клиновидной формы при сжатии. К решению класси-
ческой задачи теории упругости о нагружении тела клиновидной формы возвращалось большое количество иссле-
дователей, однако задача об опертом клине конечной формы аналитического решения не имеет до сих пор. Авто-
рами проведено исследование процесса разрушения таких тел как расчетными, так и экспериментальным методами. 
Для проведения численного анализа была использована реализация метода прогрессирующего предельного состоя-
ния на критических уровнях энергии деформации в форме метода сил, в сочетании с методом стержневой аппрок-
симации континуума. Использованная здесь плоская стержневая модель клина наглядно демонстрирует процесс 
удаления связей конструкции вследствие наступления в них предельного состояния. Методика прогрессирующего 
предельного состояния, основанная на последовательном выявлении «слабых» связей в конструкции, в которых в 
первую очередь наступает предельное состояние, позволила построить схемы разрушения рассматриваемого тела. 
Представлены результаты выполненного анализа, в виде схем разрушения тел клиновидной формы. Характер раз-
рушения тел клиновидной формы так же исследовался экспериментальными методами. Образцы из гипса клино-
видной формы были подвергнуты сжатию в вершине клина, и доведены до разрушения. Показаны отличия получа-
емых форм разрушения от классических результатов, известных из теории упругости, полученных для бесконечных 
клиновидных тел. Выполнено сравнение экспериментальных и численных результатов, и сделано заключение о 
реальных формах разрушения клиновидных тел с опорной частью. 

Ключевые слова: предельные состояния, критические уровни энергии, форма разрушения, экспериментальные 
исследования, клин 
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1. Introduction 

Analytical solutions to the problem of determining the stress-strain state of an infinite wedge compressed 
by a force applied at its apex are known [1]. However, the classical solution to the elasticity theory problem 
of a wedge-shaped body does not allow to take into account the support conditions of a finite-length wedge 
in analytical form. Solving the problem, for example, by the finite element method leads to a solution, which 
refers to the known results for an infinite wedge. On the basis of this solution, using one of the strength 
hypotheses, it is possible to estimate the strength of the wedge in contact problems, when the fracture of the 
top of the wedge is the only option. Experimental results showing that this is not always unambiguous will 
be given below. 
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Commonly used structural design problem settings are mainly based on the Lagrangian formulation. 
Research approaches to nonlinear problems of large strains in solid mechanics in thermomechanical 
formulation [2], nonlinearity of materials with voids [3], and brittle materials [4–6] are being actively 
generalized. New three-dimensional models and variational formulations of behavior in the elastoplastic 
stage of deformation are proposed [7; 8]. The stress-strain state of structures with cracks is investigated [9], 
and on the basis of numerical implementation of variational problem settings [10; 11] methods of analysis 
of various models of material behavior are constructed [12–14]. There is a great interest in the development 
of energy-based approaches for the calculation of brittle media with imperfections [15; 16], strength 
evaluation of orthotropic and anisotropic materials [17; 18]. Identification methods based on information on 
the entropy of strain energy are being developed [19]. 

Despite the scope of problems, the classical approach has a number of limitations. The model under 
consideration is always limited to the specific given load, and a reaction response is obtained, which does 
not cover possible actions on the structure. As a consequence, it is impossible to determine its full 
(maximum) and residual bearing capacity. An attempt to cover all possible load cases of structures within 
the framework of the Lagrangian approach leads to the necessity to solve an infinite chain of problems, 
which is infeasible even taking into account the capabilities of modern computer software. 

According to the current design codes, limit states are not allowed to occur in the elements of the 
structure. But in reality, after reaching the limit state in one of the cross-sections or in the element as a whole, 
the load-bearing capacity of the structure, generally, is not lost. Thus, in statically indeterminate systems the 
forces are redistributed and the structural model changes. Such systems lose bearing capacity only when 
they become unstable. Most of the calculation methods used are oriented to the normative approach and do 
not allow to take into account the effects of force redistribution. 

The use of an approach to the problems of analysis and design, which is based on the theory of critical 
strain energy levels of structures [20–23] proposed by one of the authors of [24], allows to overcome the 
above difficulties. 

Limitation in the results obtained using classical methods of elasticity theory and structural mechanics, 
based on the Lagrangian formulation for the problem of wedge-shaped body failure, force to use new 
approaches to solving this problem. 

In this paper, the failure mechanism of a wedge-shaped body was investigated from the standpoint of 
progressive limit states. The calculation methodology was based on the variational principle of critical strain 
energy levels of the structural system. The results obtained using this technique allow to estimate the full 
load-bearing capacity of the wedge and reveal its fracture pattern. 

Experimental studies of brittle wedge-shaped specimens were performed to validate the results obtained 
by the proposed calculation method. For these specimens, the first approximation results obtained according 
to the plane wedge model were used. The experiment was carried out by bringing the specimens to fracture, 
when they were separated into parts. The fracture patterns were recorded at different stiffness of the loading 
plate of the testing machine. 

The results of numerical and experimental investigations were compared, and a conclusion is made 
about the real fracture patterns of wedge-shaped bodies with a supported part. 

2. Materials and Methods 

2.1. Computational Methods 

The condition of the critical state of the strain energy of the structure, according to the variational 
criterion of critical energy levels, is written in the form: 

( ) ( ) ( )δ 0; χ 1; Γ χ 0.j
j

U Uχ = = =  (1) 



Ступишин Л.Ю., Никитин К.Е., Масалов А.В. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2025. Т. 21. № 1. С. 26–36 
 

 

АНАЛИТИЧЕСКИЕ И ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА ОБОЛОЧЕК КОНСТРУКЦИЙ 29 

Here, U is the strain potential energy of the structure; χ is the extrema of generalized displacements and 
forces (parameters of the problem). The first equality in (1) represents the condition of minimum internal 
strain potential energy of the structure in the state of self-equilibrium (self-stress). The second one is the 
condition of orthonormalization of the problem parameters. The third describes the boundary conditions. 

The critical state condition of the structure in the form of the force method [22] is expressed as: 

[ ]{ } { }δΦ λ δΦ ,LL  =    (2) 

where [ ]L  is the flexibility matrix of the structure; { }δΦ  is the vector of variation of amplitudes of 

generalized reaction forces in all directions of the degrees of freedom of the structure for self-stress states, 

represented by a set of orthonormal functions; λL    is the eigenvalue matrix, which signifies unit nodal 

displacements of the structure. 
According to the solution of the eigenvalue problem (2), the vector of maximal nodal displacements 

of the structure is calculated: 

{ } { }max max maxλ δΦ ,LZ  =    (3) 

Further, the values of vector (3) of maximum displacements can be used to find strains or internal 
forces in the elements: 

{ } [ ] { }max maxε Z ;
T

A= −  (4) 

{ } [ ]{ }max .N C= − ε  (5) 

Here, [ ]C  is the internal flexibility matrix; [ ]A  is the static matrix of the structure. 

In order to investigate the deformation process of a structure up to its fracture, the methodology of 
progressive limit states proposed in [21; 22] is used. At each stage of this technique, problem (2) is solved 
by the method of critical energy levels to determine the extreme parameters of the deformed structure. This 
allows to identify the elements in which the limit state is reached first (“weak links”). These elements are 
eliminated from the model, and the procedure is repeated for a new, corrected model. The investigation of 
the process of elimination of the “weak links” is completed after formation of an unstable system. This 
moment is considered to be the moment of structural failure, when the load-bearing capacity is exhausted. 

In this study, the continuum is modeled by truss elements, so reaching the limit state in weak links is 
treated in the traditional way as in tension-compression truss members. The ultimate forces are found at 
each stage of the analysis by the maximum values of the internal forces in vector {N}. 

The methodology described above was implemented in the “CLE” computational software for structural 
analysis developed by the authors of [23]. This software is currently being actively developed and tested by 
solving various design problems (including [20–22]). It includes: a module for the preparation of initial 
data; modules for solving problems on the basis of the method of progressive limit states, on the basis of the 
method of critical energy levels; a module for processing and output of calculation results. The results 
presented below were obtained using this software. 

A structure in the form of a plane triangular wedge fixed along the entire length of the base is considered 
further. The thickness of the wedge in the model was assumed to be constant. 

The model of this wedge-shaped body was created using the equivalent truss method [25]. According 
to the adopted approach, the continuum of the solid body is replaced by an equivalent regular hinged truss, 
the parameters of which were adjusted such that the strain of the cells of this structure corresponds to the 
strains of the corresponding regions of the original continuum system. A fragment of this truss system is 
shown in Figure 1. 
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The stiffness values of the members of the structure were determined using the formulas: 

1
3

;
4

EA btE=   (6) 

2
3

.
4 2

EA btE=  (7) 

Here, b  is the size of the truss cell; t  is the thickness of the modelled body; E  is the elastic modulus 
of the modelled body. 

 

 
Figure 1. Regular truss structure for approximating the continuum of a deformable body 

S o u r c e: made by K.E. Nikitin 

2.2. Experimental Materials and Methods 

Experimental studies for validation of the computational method results included preparing specimens, 
their testing under a load applied at the apex and recording the fracture pattern of the specimens. 

Gypsum mortar was used for specimen preparation. The technology of making gypsum castings is 
relatively simple and allows to obtain specimens with low labor intensity and cost. Gypsum mortar consisted 
of G4 grade gypsum according to the GOST 125–2018 Interstate Standard3 and water according to the 
GOST R 51232–98 State Standard4, in force in the Russian Federation, in 1:1 ratio by weight. A JKD-500 
scale (JADEVER, Taipei, Taiwan) with 0.1 g sensitivity and 500 g measurement limit was used for the 
preparation. 

The formwork was made of KIM TEC SILICON 101E silicone sealant. Plastic models of specimens in 
the form of a cone, pyramid and prism were 3D-printed as a mold-forming base for their preparation (Figure 2). 

Fracture tests of finished gypsum specimens according to GOST 125–2018 were performed on 
PGM-100MG4 small-size hydraulic test press (SKB Stroypribor, Chelyabinsk, Russia). 

The specimens were loaded in two ways: with direct load transfer from the metal plate of the press to 
the top of the specimen and through a rectangular pad made of 10 mm thick drywall, 70x70 mm in size. 

The loading rate was 0.3–0.5 kN/s. The loading process was videotaped during the test. 

 
3 GOST 125–2018. Gypsum binders. Specifications. Moscow: Standartinform Publ.; 2018. (In Russ.) 
4 GOST R 51232–98. Drinking water. General requirements for organization and quality control methods. Moscow: 

Standartinform Publ.; 2008. (In Russ.) 
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a  b

Figure 2. Plastic models of test speciments used for the preparation of formwork 
S o u r c e: made by A.V. Masalov 

3. Results and Discussion 

Using the above calculation methodology, by consecutively traversing a chain of limit states, and 
eliminating the “weak” elements at each stage, the wedge fracture pattern was obtained, shown in Figure 3. 

 

 
Figure 3. Unstable truss structure, which models a wedge with a sharp top at the moment of its fracture 

S o u r c e: made by K.E. Nikitin 

 
The fracture of the model started with the elements located on the inclined faces of the wedge, below 

the centerline of the triangle closer to the supported part of the wedge. It can be argued that the propagation 
of the link elimination band resembles the classical analytical solution for an infinite wedge. The truss 
model was formed in such a way that the mechanical and geometrical characteristics of the members are the 
same. Therefore, the results of the analysis did not show the crushing process of the top of the wedge, which 
occurs in the experiment. This was done intentionally, because in the first formulation of the problem, it was 
necessary to reveal the aspects of the propagation of extreme values of strain energy under self-stress 
conditions, which are dictated by the geometry of the body and support conditions. 

In contrast to the classical solution of the elasticity theory problem of the plane semi-infinite wedge, 
the obtained solution takes into account the conditions of the wedge supported at the base. At the same time, 
the qualitative pattern of stress distribution along the radius of the circle centered at the point of load 
application is preserved. But the solution for an infinite wedge implies a decrease in stress with increasing 
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distance from the apex. For a supported wedge of finite length, this pattern changes. In [1], the possibility of 
obtaining a solution for the case of a restrained wedge base is discussed, but the solution to this problem is 
not given. The exact analytical solutions of such a problem with supports is not known by the authors. 

If the load is considered as a force applied at the top of the wedge, then in reality the load is transferred 
to the wedge not at a point, but through a surface of a particular area. At the beginning of loading, the load 
transfer area is small, but as the magnitude of the load increases, this area increases due to crushing of the 
wedge top. This is due to the fact that the hardness of the metal plate of the testing machine is much higher 
than the hardness of the wedge material. The result of this process is clearly shown in the photographs of 
the tested wedge-shaped specimens (Figure 4). 

 
  

Figure 4. Test results of the specimens of the first group, brought to fracture 
S o u r c e: made by A.V. Masalov 

 
Without changing the mechanical and geometric characteristics of the model, the model of a wedge 

with a truncated top was considered (Figure 5). As a result of the analysis, fracture patterns that qualitatively 
repeat the pattern for the sharp-top wedge were obtained. In general, the fracture pattern of the truncated 
wedge does not differ much from the fracture pattern of the wedge with a sharp top, but the fracture band 
extends to the lower supported part. The results of the analysis for one of the versions of the truncated 
wedge are shown in Figure 5. 

 

 

Figure 5. Unstable truss structure, which models a truncated wedge at the moment of its fracture 
S o u r c e: made by K.E. Nikitin 

 
For validation of the results computed for self-equilibrated wedge-shaped bodies by the method of 

critical energy levels, experimental studies of wedge-shaped specimens were carried out. Specimens of 
conical, pyramidal and prismatic shape were tested. All specimens were compressed by a force applied to 
the apex. Part of the specimens (the first group) was tested with load transfer directly from the steel plate of 
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the press, which has significant hardness. The other part of the specimens (second group) was tested with 
load transfer through a drywall pad, which brought the hardness of the specimen and the loading plate to the 
same order of magnitude. This decreased the stress concentration and reduced crushing of the material near 
the apex. The loading was carried out up to the moment of fracture of the specimen, its separation into 
disconnected parts, after which the fracture pattern was recorded. 

The experimental results of the specimens of the first group are presented in Figure 5. The second 
group — in Figure 6. 

 

 

  

Figure 6. Test results of the specimens of the second group, brought to fracture 
S o u r c e: made by A.V. Masalov 

 
The tests of the specimens of the first group showed that, firstly, the sharp tip of the specimens is 

crushed. After this process stops, longitudinal vertical cracks appear, separating the specimen into parts of 
almost equal volume. Crushing occurs due to the concentration of stresses at the apex. This is due to the 
significant difference in the hardness of the testing machine plate and the material of the test specimen. 

The fracture pattern of the specimens of the second group (with smoother load transfer to the specimen) 
has changed qualitatively. The crushing zone of the compressed top of the specimens decreased. Examination 
of the shapes of the fractured specimens revealed similar fracture patterns, which are summarized in Figure 7. 
The beginning of fracture of the specimens was characterized by a ring or semi-ring thread-like crack, at the 
moment of formation in the middle part of the conical bodies of a droplet-shaped rigid part, which “squeezed 
out” the peripheral parts. As a consequence of this process, longitudinal inclined cracks of the separating 
peripheral parts were opened. 

 

 
Figure 7. The shape of the rigid core forming inside the body 

S o u r c e: made by L.Yu. Stupishin 

 
As can be seen, this fracture pattern is qualitatively similar to the fracture pattern obtained by calculation 

using the method of critical energy levels. 
The fracture does not look axisymmetric in the photos due to the uneven load transfer through the test 

machine plate, even more so when using the drywall pad. The non-ideal structure of the gypsum model should 
also be taken into account, due to difficulties related to mixing with water and uneven setting of the mixture. 
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4. Conclusion 

1. The results obtained by the computational and experimental methods have shown that the classical 
solution of the elasticity theory problem of the infinite wedge is used only in contact problems, but is not 
applicable to the case of a supported wedge. Stress distributions having outlines of circle segments centered 
at the apex of the wedge, characteristic of this solution, are qualitatively true in the vicinity of the tip of the 
wedge. Moving away from the apex, the stresses decrease sharply, which is related to the absence of the 
supported part of the wedge, since an infinite model is considered. 

2. Support reactions at the base of the wedge significantly affect the change in the strain distribution. 
The study of the model of a supported wedge under self-stress conditions shows significant differences in 
the stress-strain state of the wedge. The obtained results reflect the objective relationship between the strain 
distribution, the geometry and the wedge support conditions. 

3. The conducted experimental studies confirmed that, qualitatively, the wedge fracture pattern is close 
to that obtained by application of the variational criterion of critical energy levels. 

4. Application of the equivalent truss method within the framework of the theory of critical strain energy 
levels of the structure allows to obtain a more reasonable fracture pattern of the wedge. This allows to use 
this methodology for solving complex problems in the theory of elasticity, when classical computational 
methods do not always provide a correct picture of reaching limit states. 

The purpose of further research is to improve the technique of testing specimens from in terms of 
smoothing the load transfer to the specimen; to expand the range of tested materials. The calculation method 
should also be refined in terms of the possibility of taking into account stress concentration near the special 
points of the deformed body. Thus, it is necessary to refine the model of wedge-shaped body, representing it 
as a spatial model with variable mechanical and geometric characteristics. It is necessary to refine the 
boundary conditions on the supporting surface of the wedge-shaped body and the interaction with the base. 
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Аннотация. Тонкие оболочки со срединными цилиндрическими и коническим поверхностями пользуются наиболь-
шей популярностью. Построено множество сооружений оболочечного типа в форме поверхностей вращения и по-
верхностей переноса, для которых имеется несколько десятков критериев оптимальности. Рассмотрены гиперболи-
ческие, параболические, эллиптические и круговые цилиндрические своды на прямоугольных планах, для которых, 
как показало тщательное изучение опубликованных источников, отсутствуют сравнительные расчеты на прочность, 
устойчивость и динамику, хотя архитекторы уже пытаются расширить номенклатуру срединных поверхностей линей-
чатых оболочек нулевой гауссовой кривизны на прямоугольном плане за счет торсовых поверхностей. Исследованы 
пять тонких цилиндрических оболочек, очерченных по алгебраическим поверхностям второго порядка с разными 
образующими плоскими кривыми. Изучено напряженно-деформированное состояние гиперболического, параболи-
ческого, эллиптического и кругового цилиндрических сводов на прямоугольных планах от действия статической 
нагрузки типа собственного веса при одинаковых размерах в плане, одинаковых стрел подъема, толщин и конструк-
тивных материалов оболочек, то есть выполнен сравнительный расчет. Установлено, что наименьшие (максималь-
ные) тангенциальные напряжения возникают в эллипсоидальной оболочке с неполным полуэллипсом, а наименьшие 
(максимальные) изгибные и суммарные напряжения возникают в параболической цилиндрической оболочке, что 
подтверждают результаты расчетов, ранее выполненных исследователями по аналитической безмоментной теории. 
Следовательно, в строительных конструкциях желательно использовать эллипсоидальные цилиндрические обо-
лочки с неполным полуэллипсом в поперечном сечении. В настоящее время практически все задачи строительной 
механики оболочек решаются численными методами, поэтому для решения поставленной задачи был выбран метод 
конечного элемента в перемещениях. 

Ключевые слова: алгебраические поверхности второго порядка, тонкая оболочка, гиперболическая цилиндрическая 
оболочка, параболическая цилиндрическая оболочка, круговая цилиндрическая оболочка, эллиптическая цилиндриче-
ская оболочка 
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Abstract. Thin shells with cylindrical and conical middle surfaces are most popular. Many shell-type structures have been 
built in the form of rotational and translational surfaces, for which there are several dozen optimality criteria. Hyperbolic, 
parabolic, elliptic, and circular cylindrical roofs with rectangular base are considered, for which, as evidenced by thorough 
literature review, there is no comparative analysis of strength, stability, and dynamics. Nevertheless, architects are already 
trying to expand the classification range of ruled middle surfaces of zero Gaussian curvature with a rectangular base by 
including torse surfaces. Five thin cylindrical shells outlined by second-order algebraic surfaces with different generating 
plane curves are studied. The stress-strain state of hyperbolic, parabolic, elliptic and circular cylindrical roofs with 
rectangular base subjected to static load of self-weight type is investigated. The roofs have the same dimensions of the base, 
the same height, thickness and structural material, that is, a comparative calculation is performed. It is established that the 
smallest (maximum) membrane stresses occur in the ellipsoidal shell with an incomplete half-ellipse, and the smallest 
(maximum) bending and equivalent stresses occur in the parabolic cylindrical shell, which is confirmed by the results 
of previously performed calculations using the analytical momentless theory. Therefore, it is recommended to use 
ellipsoidal cylindrical shells with an incomplete half-ellipse in cross-section for building structures. Currently, almost all 
problems of structural mechanics of shells are solved by numerical methods, therefore, the displacement-based finite 
element method was chosen to solve this problem. 
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1. Введение 

До настоящего времени самые востребованные тонкие оболочки — это цилиндрические, кони-
ческие оболочки и оболочки вращения [1]. Историю изучения, развития и успешное применение ци-
линдрических оболочек в строительстве во всем мире можно отследить по обширной технической 
литературе. Для строительства разнообразных зданий и сооружений цилиндрической формы приме-
няются различные материалы, такие как металл, кирпичная кладка и железобетон. 
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Поиск математических методов анализа с целью возведения цилиндрических оболочек начал про-
водиться начиная с 1920-х гг., в особенности в Германии [2]. В 1928 г. в Германии во Франкфурте-на-
Майне было возведено здание рынка с покрытием, состоящим из параллельно совмещенных полу-
цилиндров, являющееся ярким примером экспрессионистской архитектуры того времени [3]. Испан-
ский архитектор и инженер Эдуардо Торроха (Eduardo Torroja) также использовал цилиндрические 
оболочки в его проектах [4]. Архитектурно выразительные цилиндрические своды из кирпичной клад-
ки, разработанные уругвайским инженером Эладио Диесте (Eladio Dieste), объединившим свойства 
железобетона и кирпича, построены по всей Южной Америке [5; 6]. Статья [7] знакомит с архитектур-
ными достижениями Колумбии XX в. начиная с 1946 г., рассматриваются несколько зданий с железо-
бетонными цилиндрическими покрытиями, часть из которых эксплуатируются до сих пор. В 1951 г. 
испанский инженер Феликс Кандела (Félix Candela) рассчитал и изготовил свою первую длинную 
цилиндрическую оболочку для крыши Альмасена (Almacén) в Пизе [8]. 

В соответствии с запросами практики были разработаны различные аналитические, полуанали-
тические и численные методы расчета тонкостенных и толстых, одно- и многослойных оболочек из 
физически линейных и нелинейных конструкционных материалов. Были составлены соответствую-
щие вычислительные компьютерные программы, облегчающие работу проектировщиков. Представ-
лены разнообразные критерии оптимальности для проектируемых тонких оболочек. Цилиндриче-
ские оболочки проектируют и строят обычно в форме действительных алгебраических цилиндриче-
ских поверхностей второго порядка (эллиптическая, круговая, гиперболическая и параболическая 
цилиндрические поверхности).  

В [9] собрана и проанализирована информация о поведении цилиндрических оболочечных кон-
струкций при различных условиях нагружения и работы в машиностроительной промышленности. 
Имеется много сравнительных расчетов на прочность, устойчивость и колебания цилиндрических 
оболочек, очерченных по алгебраическим поверхностям второго порядка, но все расчеты проводи-
лись для тонких оболочек одного типа [10; 11]. В [12] рассматривается развитие теории устойчиво-
сти цилиндрических оболочек, дается обзор текущего состояния и тенденций для дальнейших ис-
следований цилиндрической оболочки, широко используемой в реальном машиностроении. В [13] 
для металлических цилиндрических корпусов при воздействии взрывоопасной нагрузки предложен 
инновационный критерий разрушения, учитывающий влияние времени. В [14] представлено иссле-
дование с использованием численного моделирования тонкостенного цилиндрического резервуара 
при различных взрывных нагрузках, учитывающее уровень внутренней жидкости и толщину стенок. 
В [15], применяя теорию оболочек с деформацией сдвига третьего порядка Редди, приведены чис-
ленные результаты, показывающие влияние геометрических параметров, свойств материала, дефек-
тов, температуры, видов нагрузок на нелинейную реакцию системы на изгиб и последующую де-
формацию цилиндрических оболочек. В [16] рассматривается возможность получения оптимальной 
конструкции металлической цилиндрической оболочки при комбинированном внешнем нагружении, 
используя многоцелевой критерий оптимальности, удовлетворяющий условию максимально допу-
стимой осевой и кольцевой прочности при минимальной массе закрепленных цилиндров. Целью ис-
следования [17] является изучение влияния свойств материала и конструктивных параметров на из-
гиб цилиндрических тонкостенных оболочек под действием внешнего гидростатического давления и 
определение оптимальных характеристик для возможности дальнейшего проектирования. В [18] 
проведен численный анализ собственных колебаний цилиндрической оболочки с различным попе-
речным сечением и показано, что несущая способность круглой цилиндрической оболочки намного 
выше, чем у прямоугольной цилиндрической оболочки. 

Цель исследования — c помощью программного комплекса [19] на базе метода конечных эле-
ментов [20] определить параметры напряженно-деформированного состояния двух эллиптических, 
круговой, гиперболической и параболической цилиндрических тонких оболочек, имеющих одинако-
вые габаритные (пролет и стрелу подъема) размеры, постоянные толщины и физико-механические 
характеристики конструкционного материала оболочек, подверженных действию одинаковой ста-
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тической внешней нагрузки. Сравнивая полученные результаты расчетов, можно сделать выводы о 
выборе оптимальной цилиндрической оболочки в форме алгебраической поверхности 2-го порядка, 
а также сопоставить полученные результаты в цилиндрической оболочке с параболической образу-
ющей кривой с выводами ученого В.В. Новожилова [21]. 

2. Методы 

Будем рассматривать тонкостенные оболочки, представленные на рис. 1–5, с размерами в плане — 
d×L, шириной d = 2 с, с = 5 м, длиной L = 10 м, высотой h = 4 м, толщиной 8 см, находящиеся под 
действием собственного веса конструкций при условии шарнирно-неподвижного опирания в осно-
вании со следующими характеристиками материала оболочек: модуль упругости Еb = 30018,6 МПа, 
коэффициент Пуассона ν = 0,2. 

  Параболическая цилиндрическая оболочка (рис. 1) 

 

 
 
 
 
 
 
 

Образующая парабола / Generating parabola 

2axy = ; 16,0
2

==
c

h
a  

Рис. 1. Параболическая цилиндрическая оболочка 
И с т о ч н и к: выполнено В.Н. Ивановым 

Figure 1. Parabolic cylindrical shell 
S o u r c e: made by V.N. Ivanov 

  Эллиптическая цилиндрическая оболочка (рис. 2) 

 

 
 
 
 
 
 
 

Образующая полуэллипс / Generating half-ellipse 

х = аcosu, y = bsinu, а = с = 5, b = h = 4 

Рис. 2. Эллиптическая цилиндрическая оболочка 
И с т о ч н и к: выполнено В.Н. Ивановым 

Figure 2. Elliptical cylindrical shell 
S o u r c e: made by V.N. Ivanov 

 Эллиптическая цилиндрическая с сектором полуэллипса (рис. 3). Форма усеченного эллип-
са определяется тремя параметрами а, и, u0. Один из параметров задается, два других определяются 
в соответствии с параметрами с, h. Принимаем параметр u0 = π/6. 
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Образующая сектор полуэллипса / Generating half-ellipse sector  

uax cos= ; uby sin= ; 77,5
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Рис. 3. Эллиптическая цилиндрическая оболочка с сектором полуэллипса 
И с т о ч н и к: выполнено В.Н. Ивановым 

Figure 3. Elliptic cylindrical shell with a half-ellipse sector  
S o u r c e: made by V.N. Ivanov 

  Цилиндрическая поверхность с сектором окружности (рис. 4) 

        
Образующая окружность / Generating circle 
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Рис. 4. Цилиндрическая поверхность с сектором окружности 

И с т о ч н и к: выполнено В.Н. Ивановым 

Figure 4. Cylindric surface with a circle sector 
S o u r c e: made by V.N. Ivanov 

  Гиперболическая цилиндрическая поверхность (рис. 5) 

     
 
 

Образующая гипербола / Generating hyperbola 
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Рис. 5. Гиперболическая цилиндрическая поверхность 
И с т о ч н и к: выполнено В.Н. Ивановым 

Figure 5. Hyperbolic cylindrical surface 
S o u r c e: made by V.N. Ivanov 
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Анализ напряженно-деформированного состояния оболочек (рис. 1–5) выполняется с помощью 
программы SCAD на базе метода конечных элементов в перемещениях. Для каждой оболочки была 
создана конечно-элементная математическая модель с разбиением на четырехугольные конечные эле-
менты (КЭ) по криволинейным координатным линиям поверхности в направлении вдоль образую-
щей — криволинейная координатная линия u и вдоль направляющей — v. Количество конечных эле-
ментов в расчетной схеме оболочки на рис. 1 — 1240, на рис. 2 — 2400, на рис. 3 — 1760, на рис. 4 — 
1880, на рис. 5 — 3200.  

3. Результаты и обсуждение 

На рис. 6–10 представлены результаты расчета рассматриваемых тонких оболочек. Анализ полу-
ченных результатов напряженно-деформированного состояния пяти исследуемых оболочек (рис. 1–5) 
показывает, что в них при действии нагрузки типа собственного веса возникают в основном сжима-
ющие напряжения с локальными растягивающими напряжениями в эллиптической цилиндрической 
оболочке (рис. 7), круговой цилиндрической оболочке (рис. 9) и гиперболической цилиндрической 
оболочке (рис. 10) вдоль образующей кривой. Вдоль направляющей оболочек возникают как сжима-
ющие, так и растягивающие нормальные напряжения с увеличением числовых значений сжимающих 
напряжений в нижних частях оболочек в зонах опор. 

3.1. Параболическая цилиндрическая оболочка 

Вдоль координатной линии u при действии заданного типа нагрузки в параболической цилиндри-
ческой оболочке (рис. 6) числовые значения напряжений σ(Nu) при сжатии — от –3,63 до –28,26 т/м2. 
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Рис. 6. Параболическая цилиндрическая оболочка 
И с т о ч н и к: выполнено О.О. Алёшиной 

Figure 6. Parabolic cylindrical shell 
S o u r c e: made by O.O. Aleshina 
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Вдоль координатной линии v числовые значения напряжений при растяжении от 0,79 до 0,00 т/м2, 
при сжатии от 0,00 до –5,38 т/м2 с локализацией в опорных зонах. Перемещения в верхней зоне 
оболочки по вертикали около 1 мм.  

3.2. Эллиптическая цилиндрическая оболочка 

Вдоль координатной линии u при действии заданного типа нагрузки в эллиптической цилиндри-
ческой оболочке (рис. 7) числовые значения напряжений σ(Nu) при сжатии от 0,00 до –38,30 т/м2, 
при растяжении от 26,89 до 0,00 т/м2, с локализацией максимальных растягивающих и сжимающих 
напряжений в краевых консольных зонах оболочки. Вдоль координатной линии v числовые значения 
напряжений при растяжении от 1,70 до 0,00 т/м2, при сжатии от 0,00 до –4,00 т/м2 с локализацией 
в опорных зонах. Перемещения в верхней зоне оболочки по вертикали около 11 мм.  
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Рис. 7. Эллиптическая цилиндрическая оболочка 

И с т о ч н и к: выполнено О.О. Алёшиной 

Figure 7. Elliptic cylindrical shell 
S o u r c e: made by O.O. Aleshina 

3.3. Эллиптическая цилиндрическая с сектором полуэллипса 

Вдоль координатной линии u при действии собственного веса конструкции в цилиндрической 
оболочке с полуэллипсом в поперечном сечении (рис. 8) числовые значения напряжений σ(Nu) при 
сжатии от –5,41 до –21,19 т/м2 с локализацией максимальных напряжений в опорных зонах обо-
лочки. Вдоль координатной линии v числовые значения напряжений при растяжении от 0,42 до 
0,00 т/м2, при сжатии от 0,00 до –3,85 т/м2 с локализацией в опорных зонах. Перемещения в верхней 
зоне оболочки по вертикали около 1,7 мм.  
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Рис. 8. Эллиптическая цилиндрическая с сектором полуэллипса 
И с т о ч н и к: выполнено О.О. Алёшиной 

Figure 8. Elliptic cylindrical with a half-ellipse sector 
S o u r c e: made by O.O. Aleshina 
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Рис. 9. Цилиндрическая поверхность с сектором окружности  
И с т о ч н и к: выполнено О.О. Алёшиной 

Figure 9. Cylindric surface with a circle sector  
S o u r c e: made by O.O. Aleshina 
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3.4. Цилиндрическая поверхность с сектором окружности 

Вдоль координатной линии u при действии собственного веса конструкции в цилиндрической 
оболочке с окружностью в поперечном сечении (рис. 9) числовые значения напряжений σ(Nu) при 
сжатии от 0,00 до –26,02 т/м2 с локализацией максимальных напряжений в опорных и консольных 
краевых зонах оболочки, при растяжении от 8,20 до 0,00 т/м2 с концентрацией в консольных краевых 
зонах нижней части оболочки. Вдоль координатной линии v числовые значения напряжений при рас-
тяжении от 0,95 до 0,00 т/м2, при сжатии от 0,00 до –3,94 т/м2 с локализацией в опорных зонах. 
Перемещения в верхней зоне оболочки по вертикали около 5,2 мм.  

3.5. Гиперболическая цилиндрическая оболочка 

Вдоль координатной линии u при действии собственного веса конструкции в гиперболической 
цилиндрической оболочке (рис. 10) числовые значения напряжений σ(Nu) при сжатии от 0,00 до 
–31,88 т/м2 с локализацией максимальных напряжений в консольных краевых зонах нижней части 
оболочки, при растяжении от 8,21 до 0,00 т/м2 с концентрацией в консольных краевых зонах верхней 
части оболочки. Вдоль координатной линии v числовые значения напряжений при растяжении от 
1,04 до 0,00 т/м2, при сжатии от 0,00 до –5,46 т/м2 с локализацией в опорных зонах. Перемещения 
в верхней зоне оболочки по вертикали около 2,1 мм.  
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Рис. 10. Гиперболическая цилиндрическая оболочка 

И с т о ч н и к: выполнено О.О. Алёшиной 

Figure 10. Hyperbolic cylindrical shell  
S o u r c e: made by O.O. Aleshina 
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Впервые проведен сравнительный расчет пяти тонких оболочек на действие статической нагрузки 
типа собственного веса. Все типы оболочек имеют одинаковые габаритные размеры: размеры в плане, 
высоту и толщину оболочки. 

Установлено следующее: 
1. Наименьшие (максимальные) тангенциальные напряжения возникают в эллипсоидальной обо-

лочке с неполным полуэллипсом.   
2. Наименьшие (максимальные) изгибные и суммарные напряжения возникают в параболической 

цилиндрической оболочке. 
3. Суммарные (максимальные) напряжения в эллипсоидальной оболочке с неполным полуэллип-

сом превышают напряжения в параболической оболочке на 25 %.  
4. Изгибные и суммарные (максимальные) напряжения в других типах оболочек значительно пре-

вышают аналогичные значения в параболической цилиндрической оболочке. 

4. Заключение 

В результате проведенного исследования следует отметить следующее. 
1. Определены параметры образующих кривых цилиндрических оболочек, обеспечивающих за-

данные габариты оболочки. 
2. Проведены расчеты цилиндрических оболочек с пятью типами образующих кривых на дей-

ствие собственного веса оболочки.  
3. Показано, что в цилиндрической оболочке с параболической образующей кривой возникают 

наименьшие (максимальные) напряжения, что подтверждает выводы ученого В.В. Новожилова. 
4. В строительных конструкциях также могут использоваться эллипсоидальные цилиндрические 

оболочки с неполным полуэллипсом.  
5. В цилиндрических оболочках с полным полуэллипсом возникают значительные опорные нор-

мальные к поверхности реакции, что приводит к увеличению изгибающих моментов. 
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Аннотация. Поверхностные слои обычно сложены относительно рыхлыми грунтами, значительно отличающимися 
по сейсмическим характеристикам от более глубоких слоев. Из-за этого оказывается затруднительным применять 
общую исходную сейсмическую информацию, не учитывающую локальные инженерно-геологические условия. 
В общем случае сейсмическое воздействие задается в виде спектров максимальных реакций для скальных или 
жестких грунтов. Для учета локальных геологических условий применяются поправочные грунтовые коэффици-
енты, которые не всегда правильно описывают усиление колебаний. Для получения аналитических зависимостей 
использовался метод решения задач теории упругости, основанный на свойствах изображения Фурье финитных 
функций. Используя теорему взаимности, определены перемещения свободной поверхности от нагрузки на границе 
раздела, которая задается падающей волной. Описаны способы задания исходных сейсмических воздействий в со-
временных нормативных документах разных стран. Разработана методика, позволяющая учитывать влияние мягких 
слоев грунта на параметры спектров максимальных реакций. Получено выражение для коэффициентов усиления 
спектров максимальных реакций в поверхностных слоях грунтов, позволяющее более точно оценивать локальные 
инженерно-геологические условия, учитывая резонансные эффекты колебаний поверхности. Приведен пример 
определения коэффициентов усиления колебаний грунта для грунтовых условий Сирийской Арабской Республики. 

Ключевые слова: сейсмические воздействия, слоистые грунты, спектры ответов, спектры Фурье, коэффициенты 
усиления  
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Abstract. Surface layers are usually composed of relatively loose soils that differ significantly in seismic characteristics 
from deeper layers. This makes it difficult to apply general initial seismic information that does not take into account local 
geotechnical conditions. In general, seismic effects are given in the form of maximum response spectra for rocky or rigid 
soils. To take into account local geological conditions, soil correction factors are used, which do not always correctly 
describe the amplification of vibrations. For obtaining analytical relationships, the problem-solving technique of the theory 
of elasticity based on the properties of the Fourier image of finite functions was used. Using the reciprocity theorem, 
the displacements of the free surface from the load at the interface, which is given by the incident wave, have been determined. 
The methods of setting initial seismic effects in modern norms documents of different countries are described. 
A methodology is developed that allows to take into account the influence of soft soil layers on the parameters of the 
maximum response spectra. The expression for the amplification coefficients of the maximum response spectra in the 
surface layers of soils is obtained, which allows to estimate the local geotechnical conditions more accurately, taking into 
account the resonance effects of surface vibrations. An example of determining the amplification coefficients 
of ground vibrations for the ground conditions of the Syrian Arab Republic is given. 

Keywords: seismic effects, layered soils, response spectra, Fourier spectra, amplification coefficients 
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1. Введение

В современных нормативных документах разных стран исходное сейсмическое воздействие за-
дается в виде движения «свободного поля» скального или достаточно жесткого грунта [1; 2]. Этому 
движению соответствуют сглаженные спектры максимальных реакций (спектры ответов), достаточ-
но консервативные для учета неопределенностей возможных будущих сейсмических воздействий.  

При построении спектров ответов учитывается влияние местных грунтовых условий на форму 
и параметры расчетных спектров. Как правило, мягкие поверхностные слои грунта изменяют спек-
тральный состав [3], при этом увеличиваются амплитуды и продолжительность колебаний грунта 
(рис. 1). Для учета этого усиления грунты подразделятся на категории в зависимости от скоростей рас-
пространения поперечных волн и для каждой категории определяются поправочные коэффициенты. 

Рекомендуется: «При учете местных грунтовых условия строительной площадке обычно учиты-
вают материал глубиной до нескольких сотен футов (обычно) — 30 м — более или менее распро-
страненное значение»1. 

1
 NEHRP Recommended Provisions: Instructional and Training Materials FEMA 451B. 2007. URL: https://www.wbdg.org/ 

FFC/DHS/fema451b.pdf (accessed: 21.08.2024). 
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Рис. 2. Расчетный спектр реакций NEHRP 1998 
и спектры реакций Loma Prieta на участках 

с глубокими мягкими слоями грунтов 
Figure 2. Calculated spectrum of reactions NEHRP 1998 

and spectra of Loma Prieta reactions in areas 
with deep soft soil layers 
И с т о ч н и к / S o u r c e: 

ICC IBC (2003): International Building Code. 2003. 
URL: ttps://archive.org/details/gov.law.icc.ibc.2003/ 

page/ n93/ mode/2up (accessed: 12.08.2024) 

 
Рис. 1. Усиление колебаний в поверхностных слоях грунта 

И с т о ч н и к: выполнено Ш.А. Хуссейн 

Figure 1. Amplification of vibrations in surface soil layers 
S o u r c e: made by Sh.A. Hussein

 
В частности, в европейских нормах по расчету сооружений на сейсмостойкость EN 1998–1: 20041

2 
грунты подразделяются на следующие типы: A, B, C, D, E, S1 и S2. Одна из основных характеристик 
грунта — это скорость распространения поперечной волны — волны сдвига. Грунты типа S1 или S2 — 
это отложения, состоящие или содержащие слой не менее 10 м из мягких глин со скоростями рас-
пространения поперечных волн менее 100 м/с. Для каждого типа грунта при построении расчетных 
спектров реакций задаются поправочные коэффициенты. 

Средняя скорость поперечной волны ,30sv  долж-

на быть вычислена в соответствии с выражением 

,30

1,

30
,s

i
i N

i

v
h

v=

=


 (1) 

где hi и νi означают толщину (в метрах) и скорость 
распространения поперечной волны (с уровнем де-
формаций сдвига 10-5 или меньше) для i-й форма-
ции или слоя при общем количестве слоев N. 

Для площадок с грунтовыми условиями, харак-
теризующимися наличием одного или обоих типов 
грунта S1 или S2, рекомендуется выполнять специ-
альные дополнительные исследования для опреде-
ления параметров сейсмических воздействий.  

При землетрясении Loma Prieta 1989 г. спектры 
колебаний в районах с мощными мягкими слоями 
грунтов существенно превысили существующие в то 
время расчетные спектры (рис. 2), что побудило вве-
сти категорию грунтов F, для которых требуется спе-
циальный анализ вместо упрощенного, учитываю-
щего 30-метровую толщу. 

 
21EN 1998–1. Eurocode 8: Design of structures for earthquake resistance. 2004. URL: https://www.phd.eng.br/wp-content/ 

uploads/2015/02/en.1998.1.2004.pdf (accessed: 12.08.2024). 
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2. Исходные уравнения и обоснованные упрощения 

Дифференциальные уравнения движения сплошной среды имеют следующий вид [4]:   

( ) ( ), , , 0;
ki j k i j j i i ju u uλδ + μ + − σ =   (2)  

, ;i j i j ju fσ − = −ρ          , , 1, 2,3,i j k =  (3) 

где λ  и μ  — параметры Лямэ; ρ  — плотность материала среды; i jδ  — символ Кронекера 1i jδ =  

при i = j, 0i jδ =  при i ≠ j.
 

По повторяющимся индексам подразумевается суммирование. 
Продифференцировав выражение (2) xi и подставляя полученные выражения для напряжений в 

уравнения (3), получим уравнения теории упругости в перемещениях:   

( ), , , 1, 2,3.j ii i jj j ju u u f i jμ + λ + μ − ρ = − =
 

(4) 

Так как расстояния от источников землетрясений до строительной площадки велики (порядка 
десяти и сотни километров) [5] сейсмические волны можно считать плоскими, что существенно 
упрощает дифференциальные уравнения. 

Ввиду того, что время прихода продольных и поперечных волн отличается, воздействия продоль-
ных и поперечных волн можно рассматривать независимо (рис. 3). 

Волны, генерируемые в источнике, распространяются во всех направлениях, проходя сквозь слои 
грунта, отражаются, преломляются и трансформируются. Согласно закону Снелла [6], путь распро-
странения становится почти вертикальным при достижении поверхности земли (рис. 4). Поэтому 
будем рассматривать волны, падающие вертикально на горизонтальные слои. 

 

Рис. 3. Типичная сейсмограмма, фиксирующая
продольные (Р-волны), поперечные (S-волны)

и поверхностные (Surface) волны 
И с т о ч н и к: выполнено Ш.А. Хуссейн 

Figure 3. Typical seismogram recording longitudinal
(P-waves), transverse (S-waves) and surface waves 

S o u r c e: made by Sh.A. Hussein 

Рис. 4. Траектория распространения сейсмических 
волн от источника до поверхности 
И с т о ч н и к: выполнено Ш.А. Хуссейн 

Figure 4. Trajectory of seismic wave 
from the source to the surface 

S o u r c e: made by Sh.A. Hussein 

 

 
Обозначим вертикальную координату x1 = x и горизонтальную х2 = у. При таких обоснованных 

предположениях вместо системы уравнений (4) можно использовать уравнение  
2 2

2 2
y yu u

x t
=

∂ ∂
μ ρ

∂ ∂
  (5) 

для описания распространения поперечных волн сдвига и уравнение      

Время / Time → 
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( )
2 2

2 2
2 x xu u

x t

∂ ∂λ + =μ ρ
∂ ∂

 

(6) 

для описания распространения продольных волн.  
В дальнейшем будут рассматриваться только поперечные волны, поэтому для обозначения по-

перечных перемещений будет использоваться обозначение u без индексов. Таким образом, u — гори-
зонтальное перемещение частиц грунта, х — локальная вертикальная координата с началом коорди-
нат на верхней границе верхнего слоя: 

2 2

2 2
.

u u

x t

∂ ∂μ
∂

= ρ
∂

   (7) 

При оценке параметров волн, распространяющихся в грунтах, необходимо учитывать демпфи-
рование [7; 8]. Как показывают многочисленные исследование, рассеяние энергии при динамическом 
нагружении грунтов хорошо описывается частотно независимым гистерезисным демпфированием 
[9–11]. 

Коэффициент демпфирования, определяющий внутреннее трение при циклических нагружени-
ях, зависит от отношения рассеянной энергии к потенциальной энергии (рис. 5): 

п

,
2

рЕ

Еπ
=ξ  (8) 

где рЕ  — энергия, рассеянная за один цикл; пЕ  — потенциальная энергия, соответствующая ампли-

туде деформации за тот же цикл; ξ  — относительный коэффициент демпфирования.  
 

 

Рис. 5. Схема для определения демпфирования (петля гистерезиса) 
И с т о ч н и к: выполнено Ш.А. Хуссейн 

Figure 5. Schematic for damping determination (Hysteresis Loop) 
S o u r c e: made by Sh.A. Hussein 

3. Дифференциальное уравнение колебаний верхнего слоя грунта 
и полупространства в обобщенных функциях 

Для дальнейшего анализа воспользуемся методом решения задач теории упругости, основанным 
на свойствах изображений Фурье финитных функций, предложенным Е.Н. Курбацким в 1995 г. [12].  

Определение :  Финитными функциями называются функции, тождественно равные нулю вне 
ограниченного интервала.  

Касательные напряжения, τ / 
Shear stresses, τ 

Сдвиговые деформации, γ  / 
Shear strains, γ   

п

,
2

рЕ

Еπ
=ξ  

pЕ  
пЕ  

,τ γ
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3.1. Уравнение для верхнего слоя 

Для получения финитной функции ( ),U x t  на интервале (0; h) умножим функцию ( ),u x t  на 

функцию, равную единице при 0 x h≤ ≤  и равную нулю вне этого интервала, которую можно пред-
ставить в виде разности двух  ступенчатых функций Хэвисайда: 

( ) ( ) ( ) ( ), ,U x t u x t x x h= θ − θ −   .  (9) 

Финитная функция ( ),U x t совпадает с функцией ( ),u x t  на интервале  0 x h≤ ≤ и тождественно 

равна нулю вне этого интервала. 
Дважды продифференцировав произведение (9) по пространственной координате, получим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2

, ,
0,

U x t u x t
x x h u t x

x x

∂ ∂
= θ − θ −  + δ −

∂
′ ∂

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ' 0, ' , .u h t x h u t x u h t x h− δ′δ − + − δ −  (10) 

Используя выражение (10), представим уравнение колебаний верхнего слоя грунта в виде фи-
нитной на интервале (0; h) функции 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 1
1 12 2 2

11

1 1
0, 0,

U U
u t x t x

x t

∂ ∂− = δ + τ δ −
μβ

′
∂ ∂

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
1

1
, , ,u h t x h h t x h− τ

μ
′δ − − δ −  (11) 

где ( )1 ,u x t  — горизонтальные перемещения частиц грунта верхнего слоя; h  — толщина слоя; 1μ  — 

модуль сдвига грунта; 1
1

1

β = μ
ρ

 — скорость распространения волн сдвига в слое; 1ρ — плотность 

грунта; ( ) ( )1 1, ' ,z t u z tτ = μ  — касательные напряжения в слое грунта; ( )zδ  — дельта функция Дирака; 

( )z′δ  — производная дельта функции Дирака. 

В правых частях, записанных таким образом уравнений, находятся функции, определяющие 
нагрузки и перемещения.  

Применив преобразование Фурье по времени и пространственной координате к (11), получим 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
1 1 12

11

1
, 0, 0,u i u

 ω− ν ω ν − = − ν ω + τ ω +  μβ 
     

( ) ( ) ( )1 1
1

.
1

, ,i h i hi u h e h eυ υ+ ν ω − τ ω
μ

   (12) 

Изображение Фурье функции перемещений определяются выражениями 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1 1 1
1 1

2
2

2
1

1 1
0, 0, , ,

, .

i h i hi u i u h e h e

u

υ υ− ν ω + τ ω + ν ω − τ ω
μ μν ω = −

ων −
β

   
   (13) 
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В уравнении (13) функция  ( )1 ,u ν ω  представляет собой изображение Фурье финитной функции, 

поэтому в соответствии с теоремой Винера — Пэли — Шварца [13–15] она должна быть целой.  
Теорема Винера — Пэли — Шварца позволяет доказать другую теорему, устанавливающую 

связь между значениями функций на границах области теорему о граничных функциях [13], которая 
утверждает, что  для того чтобы функция ( ),U ν ω  была целой, необходимо чтобы числитель делился 

на знаменатель без остатка. 
Далее используется теорема Безу, утверждающая, что остаток от деления полинома ( )P ν  на одно-

член (в данном случае на ( )ivν − равен значению полинома при ivν = . Остаток от деления ( )iP ν . 

Таким образом, необходимо найти корни знаменателя, подставить в выражение для числителя и 

приравнять к нулю. Нули знаменателя: 1,2
1

ων = ±
β

. Приравнивая числитель выражения (13) к нулю на 

нулях знаменателя, получим два уравнения: 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

1 1
0, 0, , , 0;

i h i h

i u i u h e h e

ω ω
β β   ω ω− ω + τ ω + ω − τ ω =   β μ β μ   

     

( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

1 1
0, 0, , , 0.

i h i h

i u i u h e h e

ω ω− −
β β   ω ωω + τ ω − ω − τ ω =   β μ β μ   

     (14) 

Приведем уравнения к более удобному виду, умножив все члены уравнений на модуль сдвига и 
разделив на ( )iω :  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
1 11 1

1 1 1 1 1 1

0, ,
0, , 0;

i h i hh
u u h e e

i i

ω ω
β βτ ω τ ω

−ρ β ω + + ρ β ω − =
ω ω

 
   

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
1 11 1

1 1 1 1 1 1

0, ,
0, , 0.

i h i hh
u u h e e

i i

ω ω− −
β βτ ω τ ω

ρ β ω + − ρ β ω − =
ω ω

 
    (15)  

При таком представлении уравнений в выражениях появляются акустические жесткости 1 1ρ β , 

от которых зависят параметры преломленных и отраженных волн. 

3.2. Уравнение для полупространства 

Для получения дифференциального уравнения, описывающего колебания грунта для полупро-
странства в виде функции, тождественно равной нулю при x < h, тогда x = h — координата границы 
верхнего слоя и полупространства, воспользуемся следующим выражением: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2

, ,
, ' , .

U x t u x t
x h u h t x h u h t x h

x x

∂ ∂
= θ −  + δ − + δ∂

′ −∂
 (16) 

Имеем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2
2 22 2 2

22

, ,1 1
, , .

u x t u x t
u h t x h h t x h

x t

∂ ∂
− = δ − +

μ∂
′ τ δ −

∂ β
  (17) 
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Применив преобразование Фурье по времени и пространственной координате к уравнению (17): 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
2 2 22

22

1
, , , .i h i hu i u h e h eυ υ ω− ν ω ν − = − ν ω + τ ω  μβ 

     (18) 

Изображения Фурье функций перемещений определяются выражением 

 ( )
( ) ( ) ( )2 2

2
2 2

2
2
2

1
, ,

, .

i h i hi u h e h e

u

υ υ− ν ω + τ ω
μν ω = −

ων −
β

 
  (19) 

Получим зависимость для касательных напряжений и перемещений на границе полупростран-
ства. Для этого приравняем числитель уравнения (19) к нулю при одном из корней знаменателя. 

Отметим, что при учете демпфирования (параметр ∗β комплексный, ( )1 i∗β = β + ξ  корни знаменателя 

не лежат на действительной оси, а расположены в верхней и нижней полуплоскостях (рис. 6). 
 

 
Рис. 6. Схема расположения полюсов уравнения (19) на комплексной плоскости v  

И с т о ч н и к: выполнено Ш.А. Хуссейн 

Figure 6. Schematic of the location of the poles of equation (18) on the complex plane 
S o u r c e: made by Sh.A. Hussein 

 
Для тождественного равенства нулю функции перемещений ( )2 ,u x ω  для упругого полупро-

странства при х < h необходимо приравнять числитель выражения (19) нулю при 
*

v
ω= −
β

. При таком 

условии не будет полюса в верхней полуплоскости, поэтому ( )2 ,u x ω , определяемая интегралом по 

контуру CR, будет равна нулю. Из этого условия следует  

( ) ( )*
2 2 2 2, , .h i u hτ ω = − ω⋅β ρ ⋅ ω    (20) 

Подставляя выражение (20) в (15) и учитывая равенство напряжений и перемещений на границе 
сред, получим 

( ) ( )
( ) ( ) ( )1 11

1 1 1 1 1 1 2 2 2 0;
0,

0, , ,
i h i h

u u h e u h e
i

ω ω
β βτ ω

−ρ β ω + + ρ β ω + ρ β ω =
ω


    

( ) ( )
( ) ( ) ( )1 11

1 1 1 1 1 1 2 2 2 0.
0,

0, , ,
i h i h

u u h e u h e
i

ω ω− −
β βτ ω

ρ β ω + − ρ β ω + ρ β =ω
ω


     (21) 

 

 

Im (ν) 

Re (ν) 



Kurbatskiy E.N., Pestriakova E.A., Hussein Sh.A. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings. 2025;21(1):48–61 
 

 

56 SEISMIC RESISTENCE 

Полученные уравнения позволяют определить перемещения на границе раздела сред от нагруз-
ки на верхней свободной поверхности и затем, используя теорему взаимности, определить переме-
щения свободной поверхности от нагрузки на границе раздела, которая задается падающей волной. 

Для решения системы уравнений (21) воспользуемся правилом Крамера, в котором решение 

системы уравнений определяется с использованием определителей: ݕ௞ = ஽ೖ஽ . Определитель системы 

уравнений имеет следующий вид: 

1 1

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1 2 2

1 1 1 1 2 2

1 1 1 1 2 2

.

i h i h

i h i h i h i h

i h i h

e e

D e e e e

e e

ω ω
β β

ω ω ω ω− −
β β β β

ω ω− −
β β

 
 −ρ β ρ β + ρ β
 
 = = ρ β ρ β − − ρ β +
 
 ρ β − ρ β − ρ β
 
 

    
    
    

    
  (22) 

Определитель, полученный заменой элементов столбца неизвестных свободными членами:  

( )
( )
( )
( )

( )
( )

1
1 1

1
1 1 1

1
1 1

0,

0,
2 .

0,
)

i
D

i

i

τ ω
−ρ β −

ω τ ω
= = ρ β

ωτ ω
ρ β −

ω





   (23) 

В результате имеем 

( ) ( )

( ) 1 1 1 1

1
2

1 1 2 2

2 0,
, .

i h i h i h i h

u h

i e e e e

ω ω ω ω− −
β β β β

− τ ω
ω =

    
    ω ρ β − + ρ β +
    

    


   (24) 

3.3. Теорема взаимности 

Теорема взаимности, впервые сформулированная Бетти в 1872 г. и впоследствии доказанная Рэ-
леем в 1873 г. (см. [5]), широко используется в различных научных областях: в акустике, электротех-
нике, теории упругости. Существуют различные формы этого принципа, устанавливающего зависи-
мость между источниками возмущений и реакциями на эти возмущения. А в нашем случае наиболее 
удобной считаем формулировку теоремы, изложенной в работах [13–15]: 

Если приложенная в некоторой точке Р ограниченной неоднородной анизотропной упругой сре-
ды сосредоточенная сила, имеющая направление ࢻ и временную зависимость f(t), создает в некото-
рой другой точке Q смещение, компонента которого в направлении β равна u(t), то приложение 
той же самой силы f(t) в точке Q в направлении β вызовет смещение в точке Р, проекция которого 
на направление હ совпадает с u(t). 

В соответствии с этой теоремой выражение (24) перепишем в виде 

( ) ( )

( ) 1 1 1 1

2
1

1 1 2 2

2 ,
0, .

i h i h i h i h

h
u

i e e e e

ω ω ω ω− −
β β β β

− τ ω
ω =

    
    ω ρ β − + ρ β +
    

    


   (25) 
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Учитывая зависимость между напряжениями и перемещениями (20), получим  

( ) ( )

1 1 1 1

2 2 2
1

1 1 2 2

2 ,
0, .

i h i h i h i h

u h
u

e e e e

ω ω ω ω− −
β β β β

ρ β ω
ω =

    
    ρ β − + ρ β +
    

    


   (26) 

Выражение для коэффициента, учитывающего влияние поверхностного слоя на параметры волн, 
падающих на границу раздела сред, определяется выражением 

( ) ( )
( )

1 1 1 1

1 2 2

2

1 1 2 2

0, 2
.

, i h i h i h i h

u
K

u h
e e e e

ω ω ω ω− −
β β β β

ω ρ βω = =
ω     

    ρ β − + ρ β +
    

    




  (27) 

Используя формулу Эйлера, заменим показательные функции тригонометрическими 

( ) ( )
( )

1 2 2

2
2 2 1 1

1 1

0, 2
.

,
cos sin

u
K

u h
h i h

ω ρ βω = =
ω  ω ωρ β + ρ β + β β 




  (28) 

Если в выражении (28) положить равными нулю члены, соответствующие отраженным от сво-
бодной поверхности волнам и не учитывать сдвиг во временив, выражение (28) превратится в хоро-
шо известное уравнение Цеппритца, описывающее распространение волн через границу двух сред с 
разными акустическими свойствами: 

[ ]
2 2

2 2 1 1

.K
ρ β=

ρ β + ρ β
 (29) 

4. Результаты 

4.1. Зависимости коэффициентов усиления колебаний от параметров 
коренной породы, поверхностного слоя грунта и толщины слоя 

Приведем графики, характеризующие зависимости коэффициентов усиления колебаний от па-
раметров коренной породы, поверхностного слоя грунта и толщины слоя. 

На рис. 7 представлены графики для грунтов со следующими характеристиками: 

– параметры нижнего слоя, коренной породы 3
2 2

м
2000 кг/м ;  800 ; ξ 0,05;

сек
ρ β == =  

– параметры верхнего слоя 3
1 11600 кг/м    200 м/с;  ξ 0,25.; β = ==ρ  

На рис. 8 представлены графики для грунтов со следующими характеристиками:  

– параметры нижнего слоя, коренной породы 3
2 2

м
2000 кг/м ,  800 , ξ 0,05;

сек
ρ β == =  

– параметры верхнего слоя  3
1 11500 кг/м    120 м/сек,  ξ 0,1 ;, 2ρ β == =  

– параметры верхнего слоя 3
1 11650 кг/м    200 м/сек,  ξ 0,1 ;, 2ρ β == =   

– параметры верхнего слоя 3
1 11800 кг/м    400 м/сек,  ξ 0,1 ., 2ρ β == =  
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Рис. 7. Графики коэффициентов передачи колебаний К 
для поверхностных слоев грунта толщинами 10, 30 и 50 м 

И с т о ч н и к: выполнено Ш.А. Хуссейн 

Figure 7. Graphs of vibration transmission coefficients K 
for surface layers of soil thicknesses of 10, 30 and 50 m 

S o u r c e: made by Sh.A. Hussein 

 

 
Рис. 8. Графики коэффициентов передачи колебаний К 

для поверхностных слоев грунта толщиной 30 м 
И с т о ч н и к: выполнено Ш.А. Хуссейн 

Figure 8. Graphs of vibration transmission coefficients K 
for surface layers of soil thicknesse 30 m 

S o u r c e: made by Sh.A. Hussein 

4.2. Пример определения коэффициентов усиления колебаний грунта 
для условий Сирийской Арабской Республики 

В Сирийской Арабской Республике при разработке национальных норм в течение многих лет 
в качестве основы использовался Единый Строительный кодекс UBC. Позднее после появления в 
2000 г. последней версии UBC используется Международный Строительный Кодекс IBC3.2 

В соответствии с Международным строительным кодексом IBС вся территория страны разделе-
на на регионы, в которых заданы максимальные ускорения на коренных породах. Максимальные 
ускорения определяются из условия 2 % с вероятностью непревышения в течение 50 лет. 

 
32IBC, International Building Code Council, Washington, DC, 2015. URL: https://codes.iccsafe.org/content/IBC2015P4 

(accessed: 12.08.2024). 

Период, сек. / Period, sec. 

Период, сек./ Period, sec. 
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Для каждого региона, в соответствии с документом IBС, задаются два значения спектров макси-
мальных ускорений в двух контрольных точках. Одно значение максимального расчетного ускорения 
для малых периодов SS и второе значение для периода, равное 1 секунде S1.  

Эти ускорения, приведенные на картах сейсмического районирования, соответствуют ускорени-
ям на коренных породах, поэтому для учета локальных инженерно-геологических условий необхо-
димо использовать поправочные коэффициенты.  

На рис. 9 представлены спектры максимальных ускорений, в которых используются расчетные 
спектры, определяемые выражениями 

2

3Ds MSS S=   и  1 1
2

;
3D MS S=  

MS a SS F S=   и  1 1 .M VFS S=
 

(30) 
 

 
 

Рис. 9. Спектры максимальных реакций (ускорений) по нормам IBC 
Figure 9. Maximum reaction (acceleration) spectra according to IBC norms 

И с т о ч н и к / S o u r c e: IBC 2015. 
IBC, International Building Code Council, Washington, DC, 2015. 

URL: https://codes.iccsafe.org/content/IBC2015P4 (accessed: 12.08.2024) 

 
Отметим, что  — коэффициент, учитывающий усиление колебаний в области постоянных мак-

симальных ускорений, а коэффициент  учитывает усиление колебаний в области постоянных мак-
симальных скоростей на спектре, представленном на трехкоординатном спектре [16; 17]. Для границ 
этих областей приняты следующие обозначения: малый (short) период SS , период, равный 1 с S1 

и продолжительный (long) период Sl. 
Определим по картам сейсмического районирования43район, в котором расположен город Алеп-

по, следующие параметры: Ss = 1,254 — максимальное ускорение для малых периодов; S1 = 0,363 — 
максимальное ускорение для периода, равного 1 с.  

В качестве примера построим спектр максимальных реакций для района Алеппо для строитель-
ной площадки с грунтовыми условиями категории «С» с мощностью поверхностного слоя 30 м. 

Используя графики, представленные на рис. 8, найдем коэффициенты, учитывающие локаль-
ные грунтовые условия и значения спектров реакций в контрольных точках: Fa = 1; FV = 1,5; 

1 1,254MS a SS F S ⋅= =
  
и 1 1 1,5 0,363 0,5445.VMS SF= = ⋅ −  

Так как функция спектра максимальных реакций на интервале  определяется выра-

жением 1MS
T

S= , значение малого периода ST  определено следующим образом: 

 
4 

3Syrian Arab Code for Reinforced Concrete +Accessories. URL: https://civteam.wordpress.com/2012/02/17/ (accessed: 
12.08.2024). 

Период, сек. / Period, sec. 

Контрольные значения периодов / Control values of periods  

1D
s

DS

S
T

S
=

 

T0 = 0,2Ts 

TL — задается нормами / Set by standards
 

SDS 

SD1 

Sa 

T0 TS T1 

SD1 / T SD1TL / T20,4SD 

1,0 
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1 0,5445
0,434сек .

1,254
M

MS
S S

T
S= = =  

Длительный переходный период задается нормами, примем ௟ܶ ൌ 8	сек. Значение спектра в кон-

трольной точке lS  определяется выражением 1 .M

l

S
S

T
=  Для периодов lT T>  функция спектра макси-

мальных реакций имеет следующий вид:  

1

2
.lM TS

T
S =  

Таким образом, получены все необходимые параметры для построения расчетного спектра мак-
симальных реакций в ускорениях с учетом локальных инженерно-геологических условий. График 
спектра представлен на рис. 10. 

 

 
 

 
Рис. 10. Расчетный спектр максимальных реакций 

И с т о ч н и к: выполнено Е.Н. Курбацким, Е.А. Пестряковой, Ш.А. Хуссейн 

Figure 10. Spectrum of maximum reactions 
S o u r c e: made by E.N. Kurbatskiy, E.A. Pestriakova, Sh.A. Hussein 

5. Заключение 

1. Разработана методика, позволяющая учитывать влияние мягких слоев грунта на параметры 
спектров максимальных реакций.  

2. В качестве исходных уравнений используются уравнения механики сплошных сред, современ-
ный аппарат обобщенных функций и преобразование Фурье.  

3. Все математические преобразования выполняются на основании доказанных теорем, что поз-
воляет получить аналитические выражения функций перемещений, скоростей, ускорений, спектры 
Фурье и спектры максимальных реакций на границах слоев и на любой глубине.  

4. Получено выражение для коэффициентов усиления спектров максимальных реакций поверх-
ностными слоями грунтов, позволяющее более точно оценивать локальные инженерно-геологические 
условия, учитывая резонансные усиления колебаний поверхности. 

5. Приведен пример построения спектров максимальных реакций, учитывающий локальные ин-
женерно-геологические условия для района Алеппо Арабской Сирийской Республики. 
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Аннотация. Исследование направлено на оценку механических характеристик бетона, модифицированного ультра-
дисперсными порошками, произведенными из строительных отходов методом тонкого помола. Для достижения цели 
были изготовлены и испытаны образцы бетона с различным содержанием ультрадисперсных порошков в цемент-
ной матрице. Механические свойства образцов оценивались по показателям прочности на сжатие и модулю упруго-
сти. Испытания проводились на образцах бетона, выдержанных в течение 7, 14, 21 и 28 сут, с последующим анали-
зом средних значений трех измерений для каждой временной точки. Результаты исследования показали, что бетон-
ные смеси, содержащие ультрадисперсные порошки, обладают улучшенными механическими характеристиками 
по сравнению с контрольными образцами. Оптимальное содержание ультрадисперсных порошков составляет 
20 % от массы цемента. Прочность на сжатие таких бетонных образцов через 28 дней твердения превосходит кон-
трольные значения на 46 %. Это свидетельствует о возможности использования ультрадисперсных порошков для 
повышения эксплуатационных качеств бетонных конструкций. В рамках экспериментальных исследований уста-
новлено, что размер, концентрация и химический состав ультрадисперсных частиц существенно влияют на механи-
ческие свойства бетонных смесей, модифицированных ультрадисперсными порошками строительных отходов.  

Ключевые слова: бетон, ультрадисперсные порошки, строительные отходы, битый кирпич 
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Abstract. The study is aimed at assessing the mechanical properties of concrete modified with ultrafine powders produced 
from construction waste by fine grinding. To achieve this goal, concrete samples with different contents of ultrafine 
powders in the cement matrix were prepared and tested. The mechanical properties of the samples were assessed in terms 
of compressive strength and modulus of elasticity. The tests were carried out on concrete samples aged for 7, 14, 21 and 
28 days, followed by an analysis of the average values of the three measurements for each time point. The results of the 
study showed that concrete mixtures containing ultrafine powders have improved mechanical properties compared to 
control samples. The optimal content of ultrafine powders is 20% of the cement weight. The compressive strength of such 
concrete samples exceeds the reference values by 46% after 28 days of hardening. This indicates the possibility of using 
ultrafine powders to improve the performance of concrete structures. Experimental studies have shown that the size, 
concentration, and chemical composition of ultrafine particles significantly affect the mechanical properties of concrete 
mixtures modified with ultrafine powders of construction waste 
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1. Введение 

Для улучшения эксплуатационных характеристик бетона в его состав вводят различного рода 
добавки. Как отмечают многие исследователи, использование частиц ультрадисперсных размеров 
для модифицирования бетонной смеси существенно улучшает ее механические свойства. Это связа-
но с высокой реакционной активностью ультрадисперсных частиц, которая обусловлена значитель-
ной удельной площадью их поверхности [1–5]. 

Все большее внимание в технологиях изготовления бетона уделяется использованию наномате-
риалов. В производстве наноразмерных материалов используются оксиды металлов, углеродные 
нанотрубки и волокна. Популярной и эффективной минеральной добавкой для изготовления бетона с 
высокими эксплуатационными характеристиками является нанокремнезем, способный значительно 
улучшить механические свойства бетона благодаря своей пуццолановой активности и сверхтонкому 
размеру частиц [6–8]. Как показывают различные научные исследования, введение нанокремнезема 
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в бетон приводит к повышению прочности на сжатие [9–11], увеличению прочности при растяжении 
и изгибе [5; 12–13] по сравнению с традиционными бетонными смесями. В [14] установлено, что 
оптимальное содержание нанокремнезема в бетоне зависит от размера удельной поверхности его 
частиц. Увеличение размера удельной поверхности приводит к улучшению характеристик бетона 
благодаря заполнению имеющихся в бетоне пустот и повышению его плотности. Исследователи [15] 
доказали, что уменьшение размера наночастиц способствует увеличению прочности бетона с нано-
добавками.  

Однако вопрос оптимального процентного содержания наноразмерных частиц при замене це-
мента в бетоне остается открытым и требует дальнейшего изучения. В случае традиционных бетонов 
авторы [16] сообщили, что добавление 0,25 % наночастиц SiO2 увеличило прочность бетона на сжа-
тие и изгиб после 28 дней твердения на 10 и 25 % соответственно. Исследователи [17] изучали влия-
ние нанокремнезема на прочность самоуплотняющихся бетонов. Нанокремнезем использовался для 
частичной замены цемента в концентрациях 0,5; 0,7 и 1 %. Результаты испытаний на прочность при 
сжатии в возрасте 7, 28, 90 и 365 дней показали, что наилучшие показатели достигаются при замене 
0,5 % цемента нанокремнеземом, независимо от возраста испытуемых образцов. Исследование [18] 
показало, что введение 4 % нанокремнезема от массы цемента обеспечивает оптимальное улучшение 
механических свойств самоуплотняющихся бетонов. 

Несмотря на положительные результаты, полученные при использовании наноматериалов в стро-
ительстве, ряд исследований выявил, что их применение в производстве бетона не всегда приводит 
к значительному улучшению механических свойств. Согласно [19], использование nano-SiO2 и nano-
TiO2 при изготовлении цементных паст и строительных растворов не продемонстрировало суще-
ственного повышения прочности при сжатии. Кроме того, некоторые авторы [20] отметили негатив-
ное влияние высоких доз нанокремнезема на прочность бетона, что объяснялось проблемами дис-
пергирования и агрегатированием частиц.  

Многие исследователи отмечают, что применение большого количества наночастиц SiO2 (более 
5 % заменителя цемента) может привести к негативному воздействию на механические свойства це-
ментных материалов [21–22]. Это может быть обусловлено высокой удельной поверхностью наноча-
стиц SiO2, что способствует их агломерации и ухудшает диспергирование в цементной матрице [23–
24]. Для равномерного распределения наночастиц могут потребоваться специальные методы диспер-
гирования, такие как ультразвуковое перемешивание, что значительно увеличивает затраты на изго-
товление нанодисперсных модификаторов [25–26]. 

В целях повышения экономической эффективности бетона в его состав вводят минеральные 
добавки, полученные из промышленных отходов [27]. Отходы тепловых электростанций, такие как 
золошлаковые отходы и зола-унос, являются одними из наиболее массовых видов вторичного сырья. 
В [28–29] обоснована техническая возможность и экономическая целесообразность использования 
золы-уноса в качестве добавки к цементу, а также возможность повышения ее активности за счет 
процесса механоактивации.  

В последнее время было проведено значительное количество исследований по изучению воз-
можностей использования отходов и побочных продуктов металлургической промышленности в ка-
честве добавок к цементу [30]. Металлургические шлаки обладают пуццолановыми свойствами, что 
делает их перспективными материалами для использования в производстве цемента или бетона. 
Многими авторами изучены возможности применения гранулированныех доменных шлаков в каче-
стве тонкомолотой активной минеральной добавки к бетону [31–33].  

Между тем различные виды строительных отходов, такие как бой кирпича, представляют собой 
ценное сырье, которое может быть эффективно использовано в производстве бетона. Большинство 
строительных кирпичей содержат в своем составе диоксид кремния и глинозем, что позволяет отне-
сти их к пуццолановым материалам, которые при взаимодействии с водой в процессе гидратации 
проявляют связующий эффект и способствуют образованию геля C-S-H. Использование порошков 
пуццолановых материалов в производстве бетона повышает его прочностные характеристики. Раци-
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ональное использование подобного рода материалов способствует снижению истощения природных 
минеральных ресурсов и уменьшению объемов отходов, направляемых на полигоны. Разработка но-
вых составов бетона с применением ультрадисперсных армирующих добавок, полученных из строи-
тельных отходов, позволит уменьшить расход цемента, при этом в значительной степени защитив 
окружающую среду, снизив общую стоимость конструкции и повысив ее долговечность.  

Анализ литературных источников показал, что введение в состав бетонной смеси дисперсных 
армирующих добавок позволяет создавать новые виды высокопрочных бетонов с улучшенными экс-
плуатационными свойствами. Механические характеристики модифицированных бетонных смесей 
зависят от химического состава, структуры, размера и объемной доли этих компонентов в общей 
массе бетона. При этом более высокие результаты демонстрируют тонкодисперсные добавки, способ-
ствующие достижению максимальной плотности упаковки смеси. Такая оптимизированная упаковка 
частиц приводит к формированию более плотной структуры бетона, что, в свою очередь, улучшает 
его механические свойства. 

На основании анализа научной литературы сделан вывод о целесообразности использования 
дисперсных добавок, полученных из отходов строительной промышленности, в частности кирпич-
ного боя, в качестве модификаторов бетонной смеси. Для подтверждения этой гипотезы проведены 
комплексные исследования, направленные на изучение влияния данных добавок на механические 
характеристики бетонов. Цель исследования — изучение механических характеристик бетонов, 
модифицированных ультрадисперсными порошками строительных отходов. В рамках исследования 
рассмотрены строительные отходы, представляющие собой бой кирпичей, формирующийся при де-
монтаже жилых и промышленных зданий и сооружений.  

2. Методы 

В качестве модификатора бетона был выбран ультрадисперсный порошок (УДП), полученный 
путем тонкого измельчения образцов строительных отходов. Для проведения исследований битый 
кирпич (брак производства) подвергался дроблению в шаровой мельнице и последовательному про-
сеиванию через ряд лабораторных сит с ячейками размером 1,5; 0,63; 0,315; 0,08; 0,045 и 0,026 мм 
на вибростоле. Для измельчения строительных отходов применялась мельница шаровая двухпозици-
онная WiseMix BML-2 (производства фирмы Daihan Scientific), предназначенная для получения мел-
ких фракций обрабатываемого материала. 

Таблица 1 / Table 1 
Материал для получения модификаторов бетонной смеси 

Material for obtaining concrete mix modifiers 

Облицовочный кирпич гладкий Браер 0,7 NF (образец № 1) 
OOO «ТД БРАЕР» (Российская Федерация) / 
Braer 0.7 NF smooth facing brick (sample No. 1) 
“TD BRAER” LLC (Russian Federation)  

Шамотный кирпич ШБ-5 (образец № 2) 
Богдановическое ОАО «Огнеупоры» (Российская Федерация) / 
SB-5 fireclay brick (sample No. 2) 
Bogdanovich “Ogneupory” JSC (Russian Federation) 

Облицовочный кирпич М 200 1NF (образец № 3) 
Железногорский кирпичный завод (Российская Федерация) /  
M 200 1NF facing brick (sample No. 3) 
Zheleznogorsk Brick Factory (Russian Federation)  

И с т о ч н и к: выполнено М.Ю. Мальковой, А.С. Горшковым, А.Н. Задирановым, Е.А. Ларионовым  

S o u r c e: made by M.Yu. Malkova, A.S. Gorshkov, A.N. Zadiranov, E.A. Larionov 
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В лабораторных условиях было разработано и протестировано несколько составов бетонных 
смесей, полученных путем частичной замены цемента на различные процентные доли УДП, получен-
ных путем измельчения отходов кирпичей разных марок (табл. 1). Для модифицирования цементной 
смеси был выбран УДП самой мелкой из полученных фракций (–0,045+0,026 мм). Этот выбор обу-
словлен наибольшей площадью реакционной поверхности данной фракции, что потенциально улуч-
шает характеристики конечного материала. 

Для оценки влияния УДП строительных отходов на механические свойства цементных раство-
ров были изготовлены и испытаны на прочность образцы кубической формы с длиной ребер 70 мм. 
Образцы изготавливали и испытывали сериями по 5 штук в каждой. Бетонная смесь для приготовле-
ния контрольного образца была составлена без добавления УДП. В остальных образцах цемент был 
частично заменен на различные доли УДП для получения наномодифицированных составов бетона. 
С целью корректной оценки влияния добавок УДП на механические свойства бетона все смеси были 
приготовлены с одинаковым соотношением воды, вяжущего и заполнителей (табл. 2). 

Таблица 2 / Table 2 

Состав бетонной смеси в пересчете на 343 см3 (объем образца кубической формы с длиной ребра 70 мм) 
Composition of the concrete mix in terms of 343 cm3 (volume of a cubic sample with edge length of 70 mm) 

Состав бетонной смеси / 
Composition 

of the concrete mix 

Бетон без добавок УДП (В22,5) — 
контрольный образец / 
Concrete without UDP 

additives (B22.5) — control sample

Бетон с добавлением УДП, % от массы цемента /
Concrete with the addition of ultradisperse 

powder (UDP), % by weight of cement
10 20 30 35 50

УДП / UDP, % 0 14,4 28 42,8 50,4 72,0 

Цемент (ПЦ 500), г / 
Portland cement (grade 500), g 144,0 129,6 115,2 101,0 93,6 72,0 

Песок, г / Sand, g 236,7 235,6 224 218,0 223,6 240,0 

Щебень 5–20 мм, г / 
Crushed aggregate 5–20 mm, g 378,0 381,2 386,6 391,0 383,0 360,0 

Вода, г / Water, g 58,0 58,0 58,0 58,0 58,0 58,0 

И с т о ч н и к: выполнено М.Ю. Мальковой, А.С. Горшковым, А.Н. Задирановым, Е.А. Ларионовым 
S o u r c e: made by M.Yu. Malkova, A.S. Gorshkov, A.N. Zadiranov, E.A. Larionov 

 
Для определения механических свойств затвердевшего бетона были проведены исследования 

прочности образцов на сжатие. Прочность при сжатии является ключевым параметром, отражаю-
щим механические свойства бетона, поскольку она тесно связана с показателями прочности на изгиб 
и растяжение [34]. Испытания осуществлялись на образцах, выдержанных в течение 7, 14, 21 и 28 сут 
в трех параллельных сериях. В ходе анализа использовались средние значения из трех измерений. 

3. Результаты и обсуждение 

Результаты исследования прочности бетона на сжатие в сравнении с контрольной смесью в раз-
личные возрастные периоды представлены в табл. 3 и на рисунке. 

Анализ полученных данных показывает, что прочность бетона на сжатие повышается с увели-
чением времени выдержки при любом содержании модифицирующих добавок УДП. Эта тенденция 
наблюдается во всех возрастных группах, что свидетельствует о стабильном повышении прочности 
бетона. В возрасте 28 дней прочность на сжатие достигает своего максимального значения при ис-
пытании всех образцов. Улучшение механических свойств бетонных образцов можно объяснить вы-
сокой плотностью упаковки ультрадисперсных частиц в структуре бетона, что способствует увели-
чению компактности и прочности материала. Кроме того, большая площадь поверхности ультрадис-
персных частиц способствует интенсификации химических реакций, что приводит к образованию 
дополнительного количества C-S-H геля. Этот гель уплотняет и укрепляет границу раздела между 
заполнителем и цементным тестом, что также способствует повышению прочности бетона.  
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Таблица 3 / Table 3 

Результаты испытаний образцов бетона на сжатие через 7, 14, 21 и 28 сут 
Results of compression testing of concrete samples after 7, 14, 21 and 28 days 

Время выдержки образца, сут / Sample curing time, days 7 14 21 28 

Образцы бетона / Concrete Samples Напряжение, МПа / Stress, MPa 
Контрольный образец, № 0 / Control sample, No. 0 14,4 17,9 19,2 25,101 

№ 1 10 % УДП № 1 / UDP No.1 31,888 37,676 39,776 43,332 

№ 1 20 % УДП № 1 / UDP No. 1 36,869 39,048 41, 742 46,112 

№ 1 30 % УДП № 1 / UDP No. 1 34,332 38,894 41,231 45,759 

№ 1 35 % УДП № 1 / UDP No. 1 15,686 19,881 22,226 24,665 

№ 1 50 % УДП № 1 / UDP No. 1 15,421 19,001 21,042 23,215 

№ 2 10 % УДП № 2 / UDP No. 2 19,688 27,62 29,433 32,540 

№ 2 20 % УДП № 2 / UDP No. 2 27,531 32,32 36,06 39,400 

№ 2 30 % УДП № 2 / UDP No. 2 19,433 23,98 29,14 32,261 

№ 2 35 % УДП № 2 / UDP No. 2 19,674 25,09 29,32 32,531 

№ 2 50 % УДП № 2 / UDP No. 2 15,441 20,012 23,22 25,078 

№ 3 10 % УДП № 3 / UDP No. 3 19,995 25,02 27,34 29,021 

№ 3 20 % УДП № 3 / UDP No. 3 24,606 30,01 32,98 36,615 

№ 3 30 % УДП № 3 / UDP No. 3 18,872 23,87 26,44 28,595 

№ 3 35 % УДП № 3 / UDP No. 3 17,331 22,30 25,21 27,078 

№ 3 50 % УДП № 3 / UDP No. 3 11,24 14,36 16,02 17,225 

И с т о ч н и к: выполнено М.Ю. Мальковой, А.С. Горшковым, А.Н. Задирановым, Е.А. Ларионовым 
S o u r c e: made by M.Yu. Malkova, A.S. Gorshkov, A.N. Zadiranov, E.A. Larionov 

 

 
 

Сравнительная диаграмма прочности на сжатие образцов бетона с добавлением 
10, 20, 30, 35 и 50 % УДП № 1, УДП № 2 и УДП № 3 по сравнению с контрольным образцом № 0 / 

Comparative diagram of compressive strength of concrete samples with the addition 
of 10, 20, 30, 35 and 50% UDP No. 1, UDP No. 2 and UDP No. 3 compared to control sample No. 0 

И с т о ч н и к: выполнено М.Ю. Мальковой, А.С. Горшковым, А.Н. Задирановым, Е.А. Ларионовым 

S o u r c e: made by M.Yu. Malkova, A.S. Gorshkov, A.N. Zadiranov, E.A. Larionov 
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В результате анализа данных испытаний бетонных образцов на прочность, проведенных в воз-
расте 28 суток и представленных в сводной табл. 3, было установлено, что ключевым фактором, 
определяющим прочность бетона при сжатии, является концентрация УДП в составе бетонной сме-
си. Максимальные показатели прочности были достигнуты при введении УДП в количестве 20 % от 
массы цемента. 

При дальнейшем повышении содержания УДП в бетоне было отмечено менее значительное уве-
личение прочности бетонных образцов на сжатие по сравнению с контрольным образцом, а в случае 
превышения содержания УДП более 50 % от массы цемента прочностные характеристики на сжатие 
снижаются относительно контрольного образца. Такое снижение эксплуатационных характеристик 
может быть объяснено избытком УДП, которое приводит к агломерации и недостаточному дисперги-
рованию частиц УДП в цементной матрице, что способствует образованию в матрице слабых зон, 
приводящих к снижению прочности бетона [35]. Снижение прочности также может быть вызвано 
осаждением C-S-H геля на поверхности агломерированных частиц, что препятствует взаимодей-
ствию частиц внутри агломерата с зернами цемента и возможности вступать с ним в химическую 
реакцию. Следовательно, при увеличении коэффициента замещения цемента на УДП свыше 20 % 
наблюдается уменьшение эффекта увеличения прочности бетона вплоть до отрицательного значения. 

Для проверки гипотезы о влиянии размеров УДП на прочность бетона провели исследование 
образцов с добавлением 20 % УДП более крупной фракции (–0,08+0,045 мм). С этой целью были 
залиты и испытаны на прочность образцы кубической формы с длиной ребер 70 мм, объединенные 
в серии по 5 штук. Результаты испытаний продемонстрировали, что введение в состав цементной 
смеси УДП крупной фракции (–0,08+0,045 мм) не только не обеспечивает повышения прочностных 
характеристик бетонных образцов, но, наоборот, приводит к снижению их прочности по сравне-
нию с контрольным образцом. 

Снижение эксплуатационных характеристик, вероятно, обусловлено крупным размером частиц 
микроармирующего наполнителя (УДП), что препятствует их проникновению в мелкие поры бетона. 
Кроме того, порошки более крупной фракции уменьшают площадь реакционной поверхности, теряя 
свою реакционную способность и превращаясь в инертные заполнители [36]. Это способствует уве-
личению пористости бетона и снижению его прочности на сжатие. 

Эта тенденция свидетельствует о том, что при прочих равных параметрах мелкодисперсные 
УДП, обеспечивая более развитую площадь поверхности при заданной массе, индуцируют образова-
ние большего числа зародышей, способных участвовать в химических реакциях, что приводит к сни-
жению концентрации пор в бетоне и повышению его плотности. 

4. Заключение

Разработаны составы бетонных смесей, содержащих в качестве специальной добавки ультра-
дисперсные порошки строительных кирпичей фракции (–0,045+0,026 мм). 

1. Установлено, что применение УДП в составе бетонной смеси обусловливает значительное ка-
чественное улучшение их физико-механических свойств по сравнению с традиционными составами, 
обеспечивая достижение бетонными образцами показателей прочности на сжатие в диапазоне 
36,615–46,112 МПа, коэффициента упругости — в диапазоне 47,84–51,70 ГПа. 

2. Наилучшие механические показатели бетона обеспечивает добавка к цементу 20 % УДП. Проч-
ность на сжатие бетонных образцов, содержащих 20 % УДП, через 28 дней выдержки превышает 
контрольные значения на 46 %. 

3. Использование более высоких дозировок УДП (более 35 % заменителя цемента) приводит 
к негативному воздействию на механические свойства бетона, что может быть связано с агломерацией 
ультрадисперсных частиц, препятствующей их равномерному распределению в цементной матрице. 
Ультрадисперсные порошки строительных отходов обладают значительным потенциалом для 
улучшения эксплуатационных свойств бетонных конструкций. Их применение направлено на повы-
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шение механических свойств бетона. Кроме того, использование данных порошковых материалов спо-
собствует сокращению производственных издержек на изготовление строительных изделий, что обу-
словливает их экономическую целесообразность. 
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Аннотация. Силовая нагруженность строительных, дорожных и сельскохозяйственных машин определяется во время 
экспериментально-производственных испытаний с использованием датчиков усилий. Цель исследования — совер-
шенствование методов экспериментального определения горизонтальных усилий, передаваемых в мобильных агре-
гатах с применением тензометрических датчиков, совмещаемых с элементами крепления технологических машин. 
Рассмотрены напряженно-деформируемое состояние и деформации измерительных тензорезисторов при различных 
схемах их расположения на тензометрических пальцах круглого сечения. При определении горизонтальной нагруз-
ки на транспортное средство с использованием предварительно калибруемых тензометрических пальцев экспери-
ментально установлено, что упомянутые тензорезисторы могут дополнительно реагировать и на вертикальную 
нагрузку, что приводит к появлению систематических погрешностей при оценке горизонтальной нагрузки. Для устра-
нения этого явления предложено перед проведением основной калибровки датчиков горизонтального усилия пред-
варительно определить положение, при котором калибруемый тензодатчик не будет реагировать на вертикальное 
усилие путем его поворота относительно продольной оси с последующим обеспечением фиксации в этом положе-
нии. Влияние осевых усилий на тензометрические пальцы, воспринимаемых тензорезисторами, также может при-
водить к искажению поля напряжений в теле тензопальца, учет влияния которого на тензометрические пальцы тре-
бует проведения дополнительных экспериментальных исследований. 

Ключевые слова: строительные и дорожные машины, горизонтальная нагрузка, нагруженность, экспериментальное 
определение, тензометрические пальцы 
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1. Introduction 

Operating stress and efficiency of construction, road and agricultural machines [1; 2] are determined 
during experimental and factory tests, for which they can be equipped with force [3; 4], displacement, 
acceleration sensors, etc., which are part of data measurement systems [5–7]. 

The use of multi-purpose measuring instruments for determining operating stress of elements of such 
implements [8] changes their operating interaction pattern, which introduces errors in the measurement of 
forces, in particular, horizontal forces, the most important for traction and energy calculation. Such data 
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measurement systems for assessing operating stress of various joints of mobile implements are based on 
fundamental methods of engineering mechanics [9], theory and experimental evaluation of stress of shells 
[10; 11] and other experimental and theoretical methods [12–14]. 

For experimental determination of operating stress of construction, road and agricultural machines, 
equipment, tractors, the use of special rig equipment [15], soil channels [12], the application of similarity 
theory methods to determine traction resistance of the attached technological machine [16], artificial 
intelligence (AI) algorithms [17] and other modern approaches [18; 19] are known. However, when measuring 
devices are combined with structural elements of the implements, negative effects may occur not only due 
to anisotropy of their materials [20; 21], but also as a result of the geometric inaccuracy of attaching strain 
gauges on the surfaces of force-measuring elements [18]. 

Therefore, experimental methods of determination of operating stress of construction and agricultural 
tractor attachments remain insufficiently investigated, including in terms of the applicability of force sensors 
combined with the elements of attachment of the implements, and require further experimental research and 
theoretical substantiation. 

2. Methods 

To measure internal forces, the strain gauge [22], which is a thin metal lattice inside a dielectric 
(Figure 1, a), has become widespread. Strain gauges are glued onto the tested part (one, two or four 
functional) and are connected by a bridge circuit according to Figure 1, b. When the resistance of resistors 
R1, …, R4 is equal, the voltage between points C and D will be 0 and, accordingly, the current flowing along 
the diagonal С – D will also be equal to zero. 

 

 

 

a b 
 

Figure 1. Structure and connection of strain gauges: 
a — strain gage conductors; b — bridge connection diagram 

S o u r c e: made by A.A. Karsakov 

 
When the tested part is loaded, it is deformed (stretched or compressed) and the strain gauges are 

deformed, which leads to a change in their electrical resistance. By measuring the value of current flowing 
along the diagonal С – D or the voltage in it, it is possible to determine strain ε of the part, as well as normal 
stress 

σ ε ,Е= ⋅    (1) 

where σ is the normal stress of the part, N/m2; ε is the strain of the part; Е is the normal elastic modulus of 
the material of the part, N/m2. 

The arrangement of strain gauges on an axially loaded part is shown in Figure 2. 
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Figure 2. Arrangement of strain gauges on a part under axial loading 
S o u r c e: made by A.A. Karsakov 

 
In pure axial tension, strain gauges R1 and R4, fixed strictly parallel to the longitudinal axis of the bar, 

are stretched during loading with force P, and their resistance will increase. In turn, strain gauges R2 and R3, 
which are oriented perpendicular to the longitudinal axis of the bar, are partially compressed, and their 
resistance will decrease. At a sufficient distance from the point of application of force P, the stresses at any 
point of the cross-section of the bar will be the same and will be determined by the expression 

/ ,Р А=σ  (2) 

where Р is the magnitude of the applied force, N; А is the cross-sectional area, m2. 
Strain ε : 

,E= ⋅ε σ  (3) 

where E is the normal elastic modulus, m2/N. 
The case of loading a bar by moment M (Figure 3) is considered below. 

 

 
 

Figure 3. Model of loading a bar by moment M 
S o u r c e: made by A.A. Karsakov 
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In the case of bending of the bar under moment M, strain gauges R1 and R4 are fixed parallel to the 
longitudinal axis of the bar. In the process of loading, their resistance will decrease, while gauges R2 and R3 
are parallel to the longitudinal axis of the bar from the opposite side and their resistance will increase. 

The stresses at the gauge attachment points are determined by (4), and they will be the same across the 
top and bottom faces. 

,
М Y⋅=σ

zJ
 (4) 

where zJ is the moment of inertia of the cross-section with respect to Z-axis; Y is the coordinate of the point 

of measuring normal stress; M is the magnitude of the bending moment. 

3. Results and Discussion 

Circular strain gauge pins are sometimes used as force sensors during testing, installed at the joints of 
individual parts (Figure 4). 

The transferred forces can act in three directions: horizontally PH, vertically PV and laterally PL, 
whereas only one, for example horizontal PH, is required (Figure 5). For this purpose, the longitudinal axes 
of the strain gauges must be parallel to each other and lie in the same centerline plane and be located at the 
same distance “a” from the supports. 

 

 

Figure 4. Diagram of forces acting on the strain gauge pin when installed at the junction of the parts 
S o u r c e: made by A.F. Rogachev 

 
The distribution of normal stress from horizontal PH and vertical PV forces is shown in Figure 5. 

The highest stress from the horizontal force PH will be in the locations where the strain gauges are attached 
(points 1 and 2). In these locations, the stress from the vertical force PV is equal to zero, while the vertical 
force PV will not affect the readings from the horizontal force PH. The lateral force PL will cause the same 
strain of all four strain gauges, which will also not affect the readings from the horizontal force PH. At the 
same time, in reality it is difficult to provide geometrically accurate attachment of the strain gauges. 
In addition, due to the anisotropy of the strain gauge pin material caused by preliminary thermal treatment 
and elastoplastic deformation, its physical properties vary at different points, which leads to changes and 
distortion of the real stress diagram. 

This requires correcting the axial positioning of the strain gauge pin in the supports. For this purpose, 
a mark is made on the end of the pin, and the pin is installed in the rig such that the mark is positioned 
vertically. The strain gauge pin is loaded vertically. Then it is rotated several times around the longitudinal 
axis ϕ and a graph of the relationship between of the mV signal and the angle of rotation ϕ is plotted (Figure 6). 
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Figure 5. Distribution of normal stresses from horizontal PH and vertical PV forces 
S o u r c e: made by A.A. Karsakov 

 

  
Figure 6. Plot of relationship between mV signal and rotation angle ϕ 

S o u r c e: made by A.A. Karsakov

 
 

 

Figure 7. Installation of the strain gauge pin 
in the found position and locking it against rotation 

relative to the longitudinal axis 
S o u r c e: made by A.A. Karsakov 

 Figure 8. Method of adjusting the angle 
of installation of the strain gauge pin in the “zero”

position using a pull bar of variable length 
S o u r c e: made by A.A. Karsakov 
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After that, the position of the strain gauge pin at which the signal is equal to zero is found. In this 
position, it is installed in the actual rig and secured against rotation (Figure 7). 

Another way of correcting the angle of the strain gauge to the “zero” position is shown in Figure 8. 
The pin is mounted in the support with the possibility of its rotation around the longitudinal axis. 

A lever is welded to the pin and an additional pin is welded to the support. A pull bar of variable length is 
installed between these two pins. By changing the length of this bar, the required “zero” position is found. 

In addition to the investigated influence of vertical load on strain gauge pins when determining 
horizontal forces, it is possible that axial forces are also picked up by the strain gauges. Their emergence is 
possible during measurements in factory conditions and leads to distortion of the stress field in the strain 
gage pin body. This can cause additional error when measuring the horizontal force, which is difficult to 
estimate by numerical methods, such as FEM [23; 24]. In this regard, taking into account the influence of 
axial forces on strain gauge pins requires additional experimental and theoretical studies, including the use 
of various modern methods [25]. 

Thus, technical solutions allowing to practically eliminate the revealed undesirable phenomenon of 
mutual influence of different components of the total load acting on the strain gauge pin, when measuring 
the horizontal load, are proposed. 

4. Conclusion 

The conducted study allowed to draw the following conclusions about the aspects of application of 
strain gauge devices for determination of operating stress of implements. 

1. During the experimental determination of the horizontal load on the vehicle from the side of the 
implement, using pre-calibrated strain gauge pins, it was found that the strain gauges of the pins can 
additionally react to the vertical load, which leads to the emergence of systematic errors in the estimation of 
the horizontal load. 

2. To eliminate this disadvantage, it was proposed that before the main calibration of the sensors of the 
horizontal force, which is transferred to the transport machine from the side of the implement [26], it is 
necessary to pre-determine the position at which the calibrated strain gauge device will not react to the 
vertical force. This is performed by rotating it relative to the longitudinal axis and ensuring its fixation in 
this position afterwards (Russian Federation patent No. 2800400).   

3. The influence of axial forces on strain gauge pins, which may emerge during measurements and are 
picked up by the strain gauges, leads to distortion of the stress field in the body of the strain gauge pin. This 
may cause additional error when measuring the horizontal force, which is difficult to estimate by numerical 
methods. In this regard, taking into account the influence of axial forces on strain gauge pins requires 
additional experimental studies. 
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