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Реализован метод решения задач сопряжения для уравнения Пуассона, позволяющий ин-
терпретировать потенциальные поля (гравитационное и стационарное тепловое) на основе
унифицированных сеточных алгоритмов. Разработан численный алгоритм пересчета мантий-
ной составляющей теплового потока от уровня земной поверхности к границе «кора–мантия»
через неоднородную по теплопроводности слоистую среду. В измеренные значения градиен-
та температуры и теплового потока для северных территорий введены палеоклиматические
поправки. В осевой части Уральской геосинклинали удалось исключить отрицательную депрес-
сию мантийной составляющей теплового потока, полученную по результатам геотермического
моделирования; учет плейстоцен-голоценового потепления предшествующего межледнико-
вого палеоклиматического цикла приводит к положительным значениям теплового потока,
пересчитанного на границу «кора–мантия». Показано, что использование данных о тепловом
потоке позволяет значительно повысить геологическую информативность гравитационного
моделирования.
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Введение

Интерпретация тепловых полей и ее геолого-геофизическая информативность
проявляется в сопоставлении расчетных и «наблюденных» значений тепловых потоков,
редуцированных на верхнюю изотермическую граничную плоскость «нейтрального»
слоя. Накопленный массив данных о поверхностных тепловых потоках и сопутствующий
им картографический материал находятся в открытом доступе и могут использоваться
для всестороннего геотермического анализа, с возможностью виртуальной корректи-
ровки при сопоставлении с результатами математического моделирования.

Методическая часть настоящей работы подразумевает совместную количествен-
ную интерпретацию тепловых и гравитационных полей с практической целью: рассчи-
тать для территории Полярного и Приполярного Урала мантийную составляющую
глубинного теплового потока и увязать характер ее распределения с особенностями
тектонического строения нижних горизонтов земной коры.

Геотермическая модель верхней части неоднородной литосферы рассчитывается
на сеточном шаблоне трехмерного распределения плотности [Martyshko et al., 2019].
Ее размеры соответствуют трехмерной плотностной модели, построенной в преде-
лах градусной трапеции 60∘–68∘ с.ш., 48∘–72∘ в.д. до глубины 80 км. Трехмерные
распределения теплофизических параметров (теплогенерации и теплопроводности)
пересчитываются по базе послойных сеточных матриц плотности 𝜌𝑘(𝑥,𝑦) и данных
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статистической зависимости «плотность – теплогенерация» и «плотность – теплопро-
водность». Их конфигурация образует пространственные формы, соответствующие
блочной структуре распределения источников теплогенерации 𝑄𝑘(𝑥,𝑦) в земной коре
и послойному распределению коэффициента теплопроводности 𝜆𝑘(𝑥,𝑦) в коре и мантии
[Ladovskii et al., 2020].

Основные формулы аналитического алгоритма

Методы количественной интерпретации стационарных тепловых и гравитационных
полей, которые описываются уравнением Пуассона, очень близки. Коэффициенты (и
свободные члены) соответствующих уравнений аппроксимируются распределением
плотностных и теплофизических параметров неоднородной среды. В задаче гравимет-
рии не предусмотрена явная постановка граничных условий, кроме асимптотических.
В связи с чем, ее решение записывается напрямую в виде интеграла Пуассона по
области сосредоточения аномальных масс.

В геотермических моделях стационарных температур в решении необходимо учи-
тывать два типа граничных условий. Это односторонние условия Дирихле–Неймана
на внешних границах слоисто-неоднородного пласта и двусторонние условия теплово-
го сопряжения на его внутренних границах. В практике применения мы разделили
внутренние и внешние граничные условия и разработали новый аналитический метод
решения задачи теплового сопряжения, как граничной задачи теории потенциала. В ре-
зультате был построен алгоритм расчетов, близкий по технологии к вычислительным
схемам количественной интерпретации гравитационных аномалий.

Геометрия математической модели
Определим метрические и теплофизические параметры геотермической модели сло-

истой среды с кусочно-однородным распределением коэффициента теплопроводности
𝜆 и интегрируемой функцией тепловых источников 𝑄. Модельная (расчетная) область
𝐷 представляет собой пласт бесконечного простирания мощности 𝐻 с горизонтальными
границами внешнего обрамления. В системе прямоугольных координат (𝑋) = (𝑥,𝑦,𝑧)
горизонтальная плоскость (𝑥,0, 𝑦) совпадает с верхней граничной плоскостью, ось (0, 𝑧)
направлена вертикально вниз по глубине пласта. Верхняя граница 𝑆0 : (𝑧 = 0) услов-
но принята за уровень земной поверхности, точнее за изотермическую граничную
плоскость в «нейтральном» слое; нижняя граница 𝑆𝐻 : ( 𝑧 =𝐻) – вспомогательная
адиабатическая плоскость задания внешней (восходящей) составляющей глубинного
теплового потока. Внутренние граничные поверхности 𝑆𝑘 : (𝑧 = 𝑧𝑘(𝑥,𝑦)); (𝑘 = 1 . . . 𝑀)
разделяют область 𝐷 на (𝑀 +1) криволинейных слоев. Выше границы 𝑆𝑘 теплопровод-
ность постоянна и равна 𝜆𝑘; ниже равна 𝜆𝑘+1. Из семейства внутренних контактных
границ особо выделена граница 𝑆𝑀 : (𝑧 = 𝑧𝑀 (𝑥,𝑦)) – граница раздела «кора–мантия»
(«𝑀», или поверхность Мохо). Выше границы «𝑀», т.е. только в земной коре, сосредо-
точены эндогенные источники тепла 𝑄𝑘; их плотность 𝑄(𝑋) =

⋃︀
(𝑘)𝑄𝑘

предполагается
интегрируемой.

Редукция условий теплового сопряжения
Принцип редукции Дюамеля предписывает включение граничных условий в опе-

раторную часть дифференциального уравнения [Тихонов и Самарский, 1999]. В его
основе лежит функциональное представление разрывного коэффициента обратной
теплопроводности слоистой среды с последующим переходом к дифференциальным
операциям в континуальном пространстве обобщенных функций.

Обобщенно-непрерывный оператор для уравнения теплопроводности с разрывными
коэффициентами порождает уравнение Пуассона с двумя типами источников в его
правой части:

∇2𝑇 = −∇
(︂1
�̂�

)︂
·𝑞−

(︂1
�̂�
·𝑄

)︂
. (1)
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Объемные источники
[︁
𝑄(𝑋)/�̂�(𝑋)

]︁
– источники первичного поля для модели

слоисто-неоднородного пласта; поверхностные источники
[︁
∇
(︁
1/�̂�

)︁
·𝑞

]︁
– это вторичные

источники эквивалентного простого слоя, с подлежащей определению поверхностной
плотностью.

Разрыв функции обратной теплопроводности слоистой среды преобразует гради-
ентный член в уравнении (1) в формат источников эквивалентного простого слоя:

𝜈𝑘(𝑆𝑘) = −𝑁 𝑘 ·
(︃

𝑞
𝜆𝑘+1

− 𝑞
𝜆𝑘

)︃
=𝑁 𝑘 · (∇𝑇𝑘+1 −∇𝑇𝑘) = 2𝜀𝑘(𝑁 𝑘 · ∇𝑇 ). (2)

Здесь (𝑁 𝑘 · ∇𝑇 ) – прямое значение нормальной составляющей градиента темпе-
ратуры на поверхности 𝑆𝑘, равное полусумме Дирихле его лево- и правосторонних
значений; 𝜀𝑘 –параметр теплопроводной контрастности 𝑘-го и (𝑘 +1)-го сопредельных
слоев:

2𝑁 𝑘 · ∇𝑇 =𝑁 𝑘(∇𝑇𝑘+1 +∇𝑇𝑘); 𝜀𝑘 = (𝜆𝑘 −𝜆𝑘+1)/(𝜆𝑘 +𝜆𝑘+1).

Двусторонние условия теплового сопряжения в формате простого слоя (2) заложе-
ны в обобщенно непрерывный оператор редуцированного уравнения теплопроводно-
сти (1):

∇2𝑇 −
𝑀∑︁
𝑘=1

𝜈𝑘(𝑆𝑘) · ‖∇Φ𝑘‖ · 𝛿(Φ𝑘) +
𝑄(𝑋)
𝜆(𝑋)

= 0, (3)

где ∇Φ𝑘 – градиент уравнения границы. Для замыкания области решения уравне-
ния (3) достаточно постановки односторонних условий на внешних границах 𝑆0 и 𝑆𝐻
неоднородного пласта:

𝑇 (𝑋)
⃒⃒⃒⃒⃒
𝑋 ∈ 𝑆0

= 𝜃(𝑆0);
(︁
𝑁 𝑆𝐻 · ∇𝑇

)︁⃒⃒⃒⃒⃒
𝑋 ∈ 𝑆𝐻

= 𝜇(𝑆𝐻 ). (4)

Здесь 𝜃(𝑆0) = 𝜃0 – постоянная температура на верхней границе пласта (𝑆0 : 𝑧 = 0);
𝜇(𝑆𝐻 ) – геотермический градиент на его нижней границе (𝑆𝐻 : 𝑧 =𝐻).

Стационарность краевого режима обеспечивает верхнее граничное условие по-
стоянства температуры (внутренняя задача Дирихле) и нижнее – по восходящему
глубинному тепловому потоку (внутренняя задача Неймана). Условие Неймана опо-
средованно учитывает стационарный теплообмен на границе «кора–мантия». Если
температура в «нейтральном слое» равна нулю, а поток тепла через нижнюю границу
пласта отсутствует, то смешанные условия внутренней краевой задачи становятся
однородными.

Интегральная формула задачи сопряжения для слоистого пласта
Совокупность интегральных преобразований свертки редуцированного уравне-

ния (3) образует линейное подпространство обобщенных функций. Ядром преобразо-
вания является функция Грина, структура и вид которой находятся из граничных
условий (4) однородной задачи Дирихле–Неймана.

Пусть 𝐴(𝑋) – параметрическая точка вычисления поля внутри пласта, 𝐶(𝑋)– точка
локализации источников и 𝑃𝑘(𝑋) – точка на контактной поверхности 𝑆𝑘 . Функция Грина
𝐺(𝐴,𝐶) приравнивается к потенциалу точечного источника внутри однородного пласта
с однородными граничными условиями Дирихле–Неймана на его замкнутой внешней
поверхности 𝑆0∪𝑆𝐻 . Выполнив преобразования, предписанные интегральной формулой
Грина [Владимиров и Жаринов, 2000; Тихонов и Самарский, 1999], выделим из общего
решения две составляющие для температуры. Это потенциал первичного поля тепловых
источников и вторичный потенциал источников простого слоя [Ladovskii et al., 2020]:

𝑇 (𝐴) =𝑊 (𝐴)− 1
4𝜋

𝑀∑︁
𝑘=1

∫∫

𝑆𝑘

𝜈𝑘(𝑆𝑘)𝐺(𝐴,𝑃𝑘)𝑑𝑆𝑘 . (5)

Russ. J. Earth. Sci. 2023, 23, ES5002, https://doi.org/10.2205/2023es000855 3 of 18

https://doi.org/10.2205/2023es000855


Результаты совместной интерпретации гравитационного и теплового полей Уральского региона Мартышко и др.

Здесь 𝑊 (𝐴) – аддитивное решение для температуры в «грави-термическом» при-
ближении, заданное суммой внутренних 𝑄/𝜆 (коровых) и внешних 𝜇(𝐻) (мантийных)
источников теплового поля:

𝑊 (𝐴) = 𝜃0 +
1
4𝜋

∫∫∫

𝐷

𝑄(𝐶)
𝜆(𝐶)

𝐺(𝐴,𝐶)𝑑𝜏𝐶 +
1
4𝜋

∫∫

𝑆𝐻

𝜇(𝑃𝐻 )𝐺(𝐴, 𝑃𝐻 )𝑑𝑆𝐻 . (6)

Неизвестные плотности простых слоев 𝜈𝑘(𝑆𝑘) для вторичной составляющей по-
тенциала (5) можно найти из системы интегральных уравнений (2). В приближении
малого контраста теплопроводностей сопредельных слоев систему уравнений (2) заме-
няет список интегральных формул:

𝜈𝑘(𝑆𝑘) = 2𝜀𝑘
(︁
𝑁 𝑘 · ∇𝑃𝑘

)︁
𝑊 (𝑃𝑘). (7)

Неявное решение для температуры (5) в линейном по 𝜖 приближении (7) принимает
тот же вид интегральной свертки с аддитивной структурой, что и первичный потенциал
(6):

𝑇 (𝐴) =
1
4𝜋

∫∫∫

𝐷

𝑄(𝜏𝐶)
𝜆(𝜏𝐶)

𝐾(𝐴,𝐶)𝑑𝑉𝐶 +
1
4𝜋

∫∫

𝑆𝐻

𝜇(𝑃𝐻 )𝐾(𝐴,𝑃𝐻 )𝑑𝑆𝐻 . (8)

Но в отличие от функции Грина 𝐺(𝐴,𝐶) для однородного пласта, ядро 𝑘(𝐴,𝐶) пре-
образующего оператора (10) учитывает рефракцию теплового поля на всех внутренних
границах слоистого пласта:

𝐾(𝐴,𝐶) = 𝐺(𝐴,𝐶)− 1
2𝜋

𝑀∑︁
𝑘=1

𝜀𝑘

∫∫

𝑆𝑘

𝐺(𝐴,𝑃𝑘) ·
(︁
𝑁 𝑘 · ∇𝑃𝑘

)︁
𝐺(𝑃𝑘 ,𝐶)𝑑𝑆𝑃𝑘 . (9)

При небольших контрастах теплопроводности слоев (для литологических разностей
горных пород относительная теплопроводность не более 1,1–1,5 ед.) модельные тепловые
поля, как и гравитационные, удовлетворяют общему принципу суперпозиции. Это
позволяет из общего решения задачи для температур и тепловых потоков выделить
эндогенные аномалии от тепловых источников в земной коре и рефрагированные
аномалии глубинного (мантийного) теплового потока.

Модельный тепловой поток
В работе [Ladovskii et al., 2020] предложен детерминированный и наглядный способ
вычисления глубинной составляющей теплового потока на границе «кора–мантия».
Способ основан на решении обратной задачи аналитического продолжения тепловых
полей с граничного уровня земной поверхности на требуемую глубину. Тепловой поток,
вычисленный на земной поверхности (в плоскости «нейтрального слоя»), служит
искомой функцией в прямой задаче геотермии; с ней сопоставляется вертикальная
составляющая наблюденного потока.

Восходящая составляющая теплового потока на поверхности 𝑆𝑖 анти направлена
к оси глубин; ее знак считается положительным:

𝑞(𝐴𝑖) = −(𝑁 𝑖 ·𝑞(𝐴𝑖)) = +𝜆𝑖

(︁
𝑁 𝑖 · ∇𝐴𝑖

)︁
𝑇 (𝐴𝑖).

На земной поверхности 𝑆0 : 𝐴𝑖 = 𝐴0(𝑥,𝑦,0). При этом оператор поверхностного
градиента температуры вычисляется из предельного соотношения:(︁

𝑁 𝑖 · ∇𝐴𝑖

)︁
𝑇 (𝐴𝑖)

⃒⃒⃒⃒⃒
𝑧𝐴𝑖 → 0

=
(︁
𝑁 0 · ∇𝐴0

)︁
𝑇 (𝐴0).
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Как и в формуле для температуры (8), суммарный тепловой поток разделяется
на составляющие от источников радиогенной теплогенерации 𝑄 в земной коре и от
поверхностных источников 𝜇 с подошвы мантийного слоя, 𝑞(𝐴0) = 𝑞𝑄(𝐴0) + 𝑞𝜇(𝐴0):

𝑞𝑄(𝐴0) =
𝜆1

4𝜋

(︁
𝑁 0 · ∇𝐴0

)︁∫∫∫
𝐷

𝑄(𝐶)
𝜆(𝐶)

𝐾(𝐴0,𝐶)𝑑𝑉𝐶 , (10)

𝑞𝜇(𝐴0) =
𝜆1

4𝜋

(︁
𝑁 0 · ∇𝐴0

)︁∫∫
𝑆𝐻

𝜇(𝑃𝐻 )𝐾(𝐴0, 𝑃𝐻 )𝑑𝑆𝐻 . (11)

Вертикальная производная контактной функции Грина 𝐾 ′𝑧(𝐴0,𝐶)= 𝐾 ′𝑧(0,𝐶) явля-
ется ядром интегральной формулы прямой задачи для расчета поверхностного тепло-
вого потока (10) от источников земной коры; примем ее за коровую составляющую
потока. Производная 𝐾 ′𝑧(𝐴0, 𝑃𝐻 ) = 𝐾 ′𝑧(0,𝐻) входит в ядро интегрального оператора
(11) для вычисления мантийной составляющей поверхностного потока на верхней гра-
ничной плоскости. На нижней граничной плоскости 𝑧 =𝐻 восходящий тепловой поток
𝑞𝜇(𝐻)= 𝜆𝑀+1 ·𝜇(𝑃𝐻 ) не является известной функцией. Но «след» этой функции одно-
значно проявляется в решении для верхней границы пласта – плоскости, на которой
заданы редуцированные значения «наблюденного» теплового потока. Разность меж-
ду «наблюденным» и модельным тепловым потоком от источников теплогенерации
в земной коре приравнена к целевой функции подбора обратной задачи аналитического
продолжения гармонических функций. Полагая 𝑞𝑄(𝐴0) + 𝑞𝜇(𝐴0) = 𝑞observ, получаем
интегральное уравнение относительно граничной составляющей глубинного теплового
потока:

𝑞𝜇(𝐴0) = 𝑞observ − 𝑞𝑄(𝐴0) =
1
4𝜋
· 𝜆1

𝜆𝑀+1

(︁
𝑁 0 · ∇𝐴0

)︁∫∫
𝑆𝐻

𝐾(𝐴0, 𝑃𝐻 ) 𝑞𝜇(𝑃𝐻 )𝑑𝑆𝐻 . (12)

Правая часть выражения (12) является интегральным оператором типа свертки
прямого пересчета поля 𝑞𝜇(𝑃𝐻 ) с уровня 𝑧 = 𝐻 «на высоту» 𝑧 = 0. Инверсия инте-
грального оператора (12) дает решение обратной задачи аналитического продолжения
мантийной составляющей теплового потока через слоисто-неоднородную среду с уровня
земной поверхности на нижнюю граничную плоскость 𝑧 =𝐻 . Последующий пересчет по-
ля 𝑞𝜇(𝑃𝐻 ) вверх на криволинейную границу 𝑧 = 𝑧𝑀 (𝑥,𝑦), 𝐴𝑀 = 𝐴(𝑥,𝑦,𝑧𝑀 ), реализуется
(как решение прямой задачи) по аналогу интегральной формулы (11):

𝑞𝜇(𝐴𝑀 ) = =
1
4𝜋
· 𝜆𝑀

𝜆𝑀+1

(︁
𝑁𝑀 · ∇𝐴𝑀

)︁∫∫
𝑆𝐻

𝐾(𝐴𝑀 , 𝑃𝐻 )𝑞𝜇(𝑃𝐻 )𝑑𝑆𝐻 . (13)

Формулы пересчета (11)–(13) позволяют исключить граничное условие Неймана
по тепловому потоку из решения прямой задачи и выразить поток 𝑞𝜇(𝐴𝑀 ) на кровле
верхней мантии через его значение 𝑞𝜇(𝐴0) на поверхности Земли.

Выбор соотношения плотность–теплогенерация

Как правило, в литературе эмпирическое соотношение между плотностью и теп-
логенерацией задано в виде таблиц (или графиков) с указанием пределов возможных
погрешностей. Маркеры точек представляют из себя «крест» интервальных погрешно-
стей. Средняя точка интервалов принимается за интерпретируемые значения. Вариация
обоих параметров значительная (по факту, она может достигать 50%). Соответственно,
вычисленные значения потоков по «облаку» исходных данных могут отличаться более
чем в два раза. Это объективная информация, и без предварительной фильтрации
эмпирических значений плотности и теплогенерации нельзя подходить к практическим
задачам «термо-плотностного» моделирования.
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Для различных геологических провинций и тектонических структур (на конти-
нентах) облако точек физических параметров и их статистические зависимости будут
разные. В качестве демонстрационного примера мы привели данные ВСЕГЕИ по Бал-
тийскому щиту (см. рис. 1). Этот графический материал приводится без ссылки на
источник, так как получен нами из устного сообщения в середине 90-х годов прошлого
века.

Рис. 1. Сглаженное распределение «плотность–теплогенерация» с указанием интервала абсо-
лютных погрешностей в некоторых точках.

Аналогичные, в том числе и мировые, данные можно найти в работах Артемьевой
[Artemieva, 2009; Artemieva and Mooney, 2001], Хуторского [Khutorskoi and Polyak, 2016],
Гордиенко и Павленковой [Gordienko and Pavlenkova, 1985], Кутаса [Кутас, 2014; Кутас
и Гордиенко, 1971], Хачая [Хачай и Дружинин, 1996], Кукконена [Kukkonen et al., 1997],
Сальникова [Сальников, 1984] Головановой [Голованова, 2005], Щапова [Щапов, 2000;
Щапов и др., 2004], Дучкова [Дучков и Соколова, 1997], Crough и Thompson [Crough
and Thompson, 1976] и многих других. Самые ценные данные, на наш взгляд, получены
«in situ» по результатам плотностного и спектрометрического каротажа скважин и на
образцах горных пород. Данные получены при перекрестной компиляции материалов
из указанных статей.

Другой путь – поиск опосредованных связей между теплофизическими параметра-
ми и скоростью распространения сейсмических волн. Здесь следует обратить внимание
на пионерские работы Гордиенко и Павленковой [Gordienko and Pavlenkova, 1985].
Модельная плотность верифицируется по гравитационному полю; скорости распростра-
нения продольных и поперечных волн берутся с разрезов по профилям ГСЗ. Связь
«скорость–плотность» аппроксимируется кусочно-линейной функцией. Ее параметры
определяются из уравнений регрессии по скоростным интервалам.

Первоначально необходимый этап – построение объемной плотностной модели
с использованием сейсмических профилей. Мы использовали данные по Уральскому
региону, ориентируясь на работы Кашубина и Дружинина. Использовались данные
Баженовской геофизической экспедиции и, частично, фрагменты геотраверсов центра
«ГЕОН». По каждому из разрезов решалась линейная обратная задача гравиметрии
с целью уточнения величин регрессионных коэффициентов. После чего моделировалось
трехмерное распределение плотности в земной коре и верхней мантии. По алгоритму
нашей методики [Martyshko et al., 2021] сеточное решение обратной задачи грави-
метрии будет единственным. При этом есть основание предполагать, что суммарные
погрешности в массиве данных «скорость–плотность» для промежуточной плотностной
модели можно не учитывать, поскольку расчетное гравитационное поле совпадает
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с наблюденным. Этот умозрительный критерий тестового примера вполне достаточен
с физической точки зрения.

Подобранное трехмерное распределение плотности было использовано для пересче-
та в теплофизические параметры и построения стационарной тепловой модели земной
коры. По возможности данные выборки следует приурочить к региону исследований.
Для Урала мы использовали обобщающее распределение Ю. П. Булашевича [Була-
шевич, 1983; Булашевич и Щапов, 1983], с ориентировкой на фактические данные
Щапова [Щапов, 2000; Щапов и др., 2004] и Головановой [Голованова, 2005]. Отдельные
элементы выборки теплофизических параметров и фрагменты трехмерной тепловой
модели были сопоставлены с результатами геотермического моделирования по южным
уральским профилям «Гранит» и «Троицкий» [Хачай и Дружинин, 1996; Kukkonen
et al., 1997].

Последовательная связь «теплогенерация–плотность–скорость» применяется в тео-
ретических расчетах при построении региональных геотермических моделей по сей-
смическим профилям. Обычно сравниваются две зависимости, принятые для вулка-
ногенных и метаморфических пород [Cermak et al., 1990; Gordienko and Pavlenkova,
1985]. Первая – это зависимость Рибаха, составленная по мировым данным [Rybach and
Buntebarth, 1982]; вторая – зависимость Гордиенко для Украинского щита [Гордиенко,
1980]. Они изменяются от наибольших значений, характерных для пород гранитного
состава, до минимальных величин, отличающих ультраосновные породы. Нисходящий
тренд этих зависимостей разный, и, если допустить, что они построены по выборкам
стохастических переменных, то тогда наиболее вероятной оценкой этих распределений
будет «среднее». Такое среднее мы выбрали для пород Уральского региона [Булаше-
вич, 1983]. На рис. 2 нанесены три рассмотренных типа теоретических зависимостей
«теплогенерация–плотность» в сопоставлении со сглаженными экспериментальными
данными ВСЕГЕИ.

Рис. 2. Модельные зависимости «теплогенерация–плотность»: 1 – зависимость Рибаха по ми-
ровым данным; 2 – зависимость Булашевича для уральских пород; 3 – зависимость Гордиенко
для Украинского щита. Для сравнения квадратными маркерами обозначены данные ВСЕГЕИ
для Балтийского щита.

По петрологической коллекции горных пород различной основности и веществен-
ного состава были проанализированы интервальные значения теплогенерации и их
абсолютные погрешности (относительные – не менее 50%). Сводные данные по образцам
пород Южно-Уральского региона приведены в работе [Голованова, 2005] и изображены
на рис. 3 (логарифмический масштаб).
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Рис. 3. Модельные зависимости «теплогенерация–плотность»: 1 – зависимость Ри-
баха по мировым данным; 2 – зависимость Булашевича для уральских пород;
3 – зависимость Гордиенко для Украинского щита. Здесь же круглыми маркерами обозначены
данные фактических измерений для Южно-Уральского региона [Голованова, 2005].

Для выборки на рис. 3 выбран постоянный 50% интервал относительной погреш-
ности. В том же интервале будет меняться коровый тепловой поток. Например, при
постоянной погрешности ∆ см. формулу (10):

𝜆1

4𝜋

∫∫∫

𝐷

𝑄(𝐶)(1 +∆)
𝜆(𝐶)

𝐾 ′𝑧(𝐴0,𝐶)𝑑𝑉𝐶 = (1+∆)𝑞𝑄(𝐴0).

Мы не располагаем образцом трехмерной геотермической модели, относительно
которой могли бы верифицировать наши вычисления. Относительная погрешность
в измеренной теплогенерации 50% дает либо «горячую», либо «холодную» кору. При
этом есть два ограничивающих момента: коровый тепловой поток не может превышать
наблюденный («горячая» кора); для всех геологических провинций в пределах указан-
ной территории соотношение между коровым и мантийным потоком («холодная» кора)
должно соответствовать оценкам потоков в простейшем случае одномерной модели.
В процессе наших вычислений мы строго придерживались этих двух принципов.

Поверхностный тепловой поток. Палеоклиматическая редукция

Приповерхностный тепловой поток вычислен авторами по результатам измерений
температуры и теплопроводности в параметрических (или разведочных) скважинах
глубокого бурения и привязан к разреженной градусной сети геотермических пикетов.
Выборка экспериментальных данных для Северного и Приполярного Урала получена
по результатам скважинных геотермических исследований В. А. Щапова и существенно
дополнена сходными данными И. В. Головановой и А. Д. Дучкова [Голованова, 2005;
Дучков и др., 1997; Щапов, 2000]. «Наблюдённые» 234 значения теплового потока
(точнее, вычисленные по значениям поинтервально-усредненных геотермических гради-
ентов и теплопроводностей образцов керна) пересчитаны на регулярную сетку 11 зоны
картографической проекции Гаусса – Крюгера с шагом (10×10) км2. Соответствующая
карта в изолиниях, скомпонованная в виде трехмерной поверхности, изображена на
рис. 4а.
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(а) наблюденный тепловой поток; (б) палеоклиматическая поправка;

(в) редуцированный тепловой поток.
Рис. 4. Карта редуцированных значений теплового потока для северных территорий.

Изменение температуры земной поверхности в процессе чередования палеокли-
матических циклов искажают геотермический градиент (и тепловой поток) по стволу
скважины [Голованова и др., 2008]. Вековые колебания температуры проникают ниже
«нейтрального слоя» и захватывают типичные по глубине области геотермического
каротажа. Наиболее значительные вариации температурного градиента вызваны вюрм-
голоценовым потеплением (около 10 000 лет назад), его влияние распространяется
до первых километров по глубине. Малый ледниковый период (150–600 лет назад)
оказывает влияние на распределение градиента в верхних 400–500 м. В результате
геотермический градиент, следовательно, и тепловой поток в этом интервале оказы-
ваются пониженными [Голованова и др., 2014]. Поправки за влияние палеоклимата
в измеренный тепловой поток в изучаемом регионе введены на основе «Каталога дан-
ных по тепловому потоку Урала» [Голованова, 2005]. Все результаты объединены в три
группы с учетом геолого-тектонического строения региона; по ним рассчитывались
поправки в градиенты температуры, и (с учетом теплопроводности приповерхностного
слоя) в тепловой поток (см. рис. 4б). Поправочные коэффициенты для Среднего Урала
(отношение исправленного к измеренному потоку) мы сохранили и применили к гео-
термическим материалам для территории Северного и Приполярного Урала (трапеция
60∘–68∘ с.ш., 48∘–72∘ в.д.), по которым был составлен новый вариант карты теплового
потока, исправленного за влияние палеоклимата (см. рис. 4в):

Тепловой поток от источников в земной коре
Прямая задача (10) вычисления поверхностной составляющей теплового потока

при 𝑧 = 0 исходит из распределения приведенной мощности 𝑄: трехмерного распреде-
ления источников теплогенерации Q и коэффициента теплопроводности 𝜆 в земной
коре. Производная контактной функции Грина 𝐾 ′𝑧(0,𝐶) полностью учитывает рефрак-
цию теплового потока на всех внутренних границах неоднородного пласта. Поправки
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в поток вводились в рамках модели трехслойной среды [Martyshko et al., 2019]: чехол
(𝜆 ≈ 2 Вт/(м·K)), кора (𝜆 ≈ 2,6 Вт/(м·K)), мантия (𝜆 ≈ 4,2 Вт/(м·K)).

В работе [Ladovskii et al., 2020] приведен подробный алгоритм расчета интеграла
(10) для прямой задачи посредством представления производной контактной функции
𝐾 ′𝑧(0,𝐶) в виде двойного ряда. Данный алгоритм был реализован авторами в программ-
ном обеспечении, позволяющем вести параллельные вычисления с использованием
графических ускорителей NVidia. При выбранном числе элементов разбиения модели
среды 256× 256× 50 и с числом членов ряда 𝐾 ′𝑧(0,𝐶) 10× 10 решение прямой задачи
с использованием одного ускорителя NVidia Titan Black заняло чуть больше 4 часов.

Замена в интеграле (10) производной контактной функции 𝐾 ′𝑧(0,𝐶) на производ-
ную 𝐺′𝑧(0,𝐶) для однородного пласта соответствует решению задачи в гравитермиче-
ском приближении. В этом случае расчетный тепловой поток от источников в земной
коре будет ниже, а время вычисления составит около 20 минут. На рис. 5 приведены
оба варианта решения задачи.

Рис. 5. Расчётные значения теплового потока для кристаллической коры и осадочного чехла
в плоскости 𝑧 = 0: а) – гравитермическое приближение для однородной модели; б) – то же, но
для трёхслойной среды с учетом теплопроводной рефракции.

Поскольку границы раздела трехслойной среды заданы горизонтальными, то мы
не наблюдаем значимого изменения морфологии расчетного теплового поля в варианте
(б); меняется (увеличивается) только амплитуда рефрагированных аномалий.

Вклад мантийной составляющей (11) в поверхностный поток (12) равняется разно-
сти между редуцированными наблюденными (см. рис. 4в) и вычисленными значениями
теплового потока (см. рис. 5). Эта разность показана на рис. 6, где светлыми полутона-
ми выделена меридиональная зона отрицательных значений мантийной составляющей
теплового потока.

Отношение мантийной составляющей и полного теплового потока на уровне верх-
ней граничной плоскости (𝑧 = 0) можно интерпретировать как тектонический индикатор
геотермического режима [Gordienko and Pavlenkova, 1985]. Для Восточно-Европейской
и Тимано-Печерской платформ, Предуралья и западной части Уральской складча-
той системы отношение потоков близко к нормальным значениям ∼ (30÷ 50)%. Для
зоны Восточного Зауралья и примыкающей к ней части Западно-Сибирской плиты
тектонический индикатор увеличивается до (50÷70)%, а для областей с аномально
высокими значениями полного потока достигает (80÷90)%. Как правило, это наблюда-
ется в палеозойских обнажениях, перспективных на нефть и газ, постсинклинальных
складчатых орогенах или по окраинам рифтовых зон, где восходящее течение флюидов
привносит дополнительный вклад в суммарный тепловой поток.

Главный Уральский разлом приурочен к западному борту Уральской геосинкли-
нали. Здесь низкий измеренный (и редуцированный) тепловой поток, малы коровая
и мантийная составляющие, а тектонический фактор не превышает 20%. Как уникаль-
ная тектоническая провинция Уральская геосинклиналь разделяет западные и более
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Рис. 6. Разностный тепловой поток в плоскости 𝑧 = 0 (мантийная составляющая): а) – гра-
витермическое приближение для однородной модели; б) – то же, но для трёхслойной среды
(чехол, кора, мантия) с учетом теплопроводной рефракции.

молодые восточные области по мантийному и суммарному тепловому потоку или же
по их отношению. Депрессивная зона тепловых потоков четко выявляется в поле изме-
ренных значений и при внесении поправок за влияние палеоклимата. Ее возникновение
невозможно объяснить только изменением температуры поверхности Земли. Скорее все-
го, низкий редуцированный тепловой поток и незначительный вклад его составляющих
(радиогенной + мантийной) связаны с особенностями глубинного строения и геоло-
гического развития региона, а основной причиной его аномальности служит низкая
теплогенерация в Приуральском прогибе (Тагило-Магнитогорской зоне) [Булашевич,
1983; Булашевич и Щапов, 1978].

Мантийная составляющая теплового потока
Разделение общего теплового потока на коровую (см. рис. 5) и мантийную со-

ставляющие на верхней граничной плоскости (см. рис. 6) позволяет восстановить
тепловой поток на глубинной границе «кора–мантия» и сопоставить его величину
с распределением плотностных и сейсмических параметров в низах коры и верхней
мантии.

Модельный тепловой поток (10) (прямая задача) от источников в земной коре
вычислен в плоскости «нейтрального слоя» (𝑧 = 0); мантийная составляющая поверх-
ностного потока (12) (обратная задача) приравнена к разности между наблюденным
(редуцированным) полем и полем тепловых источников в земной коре. Инверсия инте-
грального оператора (12) дает решение обратной задачи аналитического продолжения
для мантийной составляющей теплового потока через слоисто-неоднородную среду
с уровня земной поверхности на глубину в направлении источников поля. Ядром пре-
образования пересчетов служит функция-отклик 𝐾 ′𝑧(0,𝐻) для модели трёхслойной
среды, которая, по нашим оценкам, в полтора раза больше обычного ядра Пуассона
𝐺′𝑧(0,𝐻), включенного в модели пересчетов гравитационных полей (или тепловых
потоков в «гравитермическом» приближении).

Аналитическое продолжение мантийной составляющей теплового потока на гра-
ницу «кора–мантия» выполняется двумя этапами: сначала решается интегральное
уравнение (12) обратной задачи относительно неизвестной составляющей потока на
нижней граничной плоскости, а затем найденный глубинный поток пересчитывается
по прямой интегральной формуле (13) на любую вышележащую поверхность. Последо-
вательность пересчетов соответствует схеме 𝑧 = 0−→

вниз
𝑧 =𝐻 −→

вверх
𝑧𝑀 (𝑥,𝑦). Оптимальный

параметр регуляризации в задаче численного аналитического продолжения выбирается
по критерию стационарности пересчета гармонических функций; он соответствует
минимуму невязки исходного и пересчитанного поля с глубины 𝐻 на земную поверх-
ность. Детали сеточного алгоритма последовательных пересчетов гравитационного
поля «вверх–вниз» изложены в [Martyshko et al., 2021]. Для теплового потока алгоритм

Russ. J. Earth. Sci. 2023, 23, ES5002, https://doi.org/10.2205/2023es000855 11 of 18

https://doi.org/10.2205/2023es000855


Результаты совместной интерпретации гравитационного и теплового полей Уральского региона Мартышко и др.

пересчета «вниз–вверх» (12)–(13) будет аналогичным. Мантийная составляющая теп-
лового потока на верхней граничной плоскости и на глубинной границе «кора–мантия»
показана на рис. 7:

Рис. 7. Продолжение мантийной составляющей теплового потока с уровня земной поверхности
на глубину границы «кора–мантия» при оптимальном параметре регуляризации: а) – мантий-
ная составляющая потока на уровне верхней граничной плоскости 𝑧 = 0; б) – то же на уровне
границы раздела «кора–мантия» 𝑧 = 𝑧𝑀 (𝑥,𝑦).

Для горизонтально-слоистой среды рельеф поля мантийного теплового потока
на границе «кора–мантия» практически воспроизводит таковой на верхней граничной
плоскости, но с большей амплитудой. Мантийная составляющая потока на верхней гра-
ничной плоскости при среднем значении 37,4 мВт/м2 меняется в пределах от 5,5 мВт/м2

в осевой части Уральской геосинклинали до 65,6 мВт/м2 в полосе Широтного Приобья
Западно-Сибирской плиты. Разброс значений теплового потока на границе Мохо шире.
При среднем значении 40,44 мВт/м2 диапазон изменений составляет от 0,5 мВт/м2 до
82,2 мВт/м2. Заметим, что повышенные значения расчётных тепловых потоков в ман-
тии связаны с введением положительной поправки за палеоклиматическую редукцию
(в среднем 24%) в наблюденное тепловое поле.

Комплексирование геофизических полей

Для осевой части геосинклинали Среднеуральского сегмента (Приуральский кра-
евой прогиб) установлена тесная отрицательная (обратная) корреляционная связь
между аномалиями гравитационного поля (Уральский супермаксимум) и экстремально
низкими значениями измеренного теплового потока [Булашевич, 1983; Булашевич и
Щапов, 1978; 1986]. Это следует из обратной зависимости между плотностью (основ-
ностью) пород кристаллического фундамента и их эндогенной теплогенерацией. При
этом мантийная составляющая глубинного теплового потока исключается из схемы
количественной интерпретации тепловых полей.

Подобная связь между аномалиями физических полей и вещественным составом
горных пород установлена лишь для осевой части Приуральского краевого прогиба
и не может рассматриваться как универсальная характеристика других геологиче-
ских провинций. Например, для Приполярного и Северного сегментов складчатого
Урала и его платформенного обрамления не обнаружена даже тенденция к обратной
зависимости тепловых и гравитационных полей (см. рис. 8).

Плотностная модель литосферы северной части Уральской провинции построена до
глубины 80 км – первого регионального уровня изостатической компенсации [Martyshko
et al., 2019]. Та же глубина принята и для геотермической модели стационарных
тепловых полей. Интенсивные гравитационные аномалии в большей степени связаны
с большим перепадом плотностей в осадочных отложениях и в верхней кристаллической
коре до глубины 10–15 км. Аномалии теплового потока носят интегральный характер
и создаются всей толщей земной коры и верхней мантии. Поэтому на поверхности Земли
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Рис. 8. Карта наблюденных аномалий гравитационного поля и редуцированного теплового
потока для Северного и Приполярного Урала. Двойная красно-белая линия позиционирует
тектонические границы надпорядковых структур [Тектоническая карта России, сопредельных
территорий и акваторий, 2006]. Приуральский краевой прогиб приурочен к восточной части
Уральской мегазоны (≈ 60∘ в.д.).

практически не наблюдается какой-либо закономерной связи между гравитационными
и тепловыми аномалиями. Облако точек стохастической зависимости, построенное по
выборке исходных данных на сетке 10× 10 км2, не имеет явно выраженного тренда;
коэффициент линейной обратной корреляции 𝑟 = −0,30 не является значимым.

Коровая составляющая теплового потока рассчитывается по формуле (10) прямой
задачи геотермии. Разность между наблюденными и коровыми значениями потока
приравнивается к его мантийной составляющей на уровне дневной поверхности – по-
верхности «нейтрального слоя» (см. рис. 6). Аналитическое продолжение мантийной
составляющей через слоисто-неоднородную среду с уровня земной поверхности на
границу «кора–мантия» показано на (см. рис. 7).

Аномалии гравитационного и теплового поля, рассчитанные по отдельным слоям
плотностной и геотермической моделей, имеют более тесную стохастическую зависи-
мость. Так, для земной коры коэффициент обратной корреляции между тепловым
потоком и гравитационным полем составляет 𝑟 = −0,69 (см. рис. 9).

Рис. 9. Расчетные гравитационные аномалии (а) и величина теплового потока (б) для консо-
лидированной коры и осадочного чехла палеозоя – мезокайнозоя.

Для мантии – коэффициент прямой корреляции мантийного потока с рельефом
границы Мохо 𝑟 = +0,71 (см. рис. 10).

Мантийная составляющая теплового потока по границе 𝑀(𝑥,𝑦)воспроизводит
распределение граничных мантийных скоростей и по характеру своего изменения
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Рис. 10. Распределение граничных скоростей и рельеф кровли верхней мантии по данным
ГСЗ – МОВЗ (а) и расчетное значение мантийной составляющей теплового потока (б). Тепло-
проводность мантии принята постоянной 𝜆 = 4 Вт/(м ·K).

хорошо согласуется с формой рельефа мантийных структур. Коровая составляющая
потока эндогенных тепловых источников, в общих чертах, повторяет морфологию
гравитационных аномалий; мантийный тепловой поток хорошо согласуется с формой
рельефа мантийных структур.

Гравитационные аномалии заданы с точностью до некоторой постоянной (или
слабо переменной) составляющей регионального поля. По этой причине из решения
обратной задачи гравиметрии находится лишь избыточная плотность. Плотность от-
носимости региональной геофизической модели остается вариативным параметром.
Использование данных о тепловом потоке может существенно повысить геологическую
информативность гравитационного моделирования. Резко градиентная зависимость
между плотностью пород земной коры (2,6–2,9 г/см3) и их эффективной теплогенера-
цией (2,4–0,004 мкВт/м3) позволяет уверенно разделить подобранную плотностную
модель на структурные этажи различной тепловой активности и сопоставить послой-
ные аномалии гравитационного поля с расчетными значениями теплового потока до
глубины региональной границы Мохо.

Стохастическая связь тепловых, плотностных и сейсмических параметров позволя-
ет сопоставлять поля различной эндогенной природы и верифицировать распределение
порождающих их источников в земной коре и верхней мантии.

Заключение

Предложен метод решения задач сопряжения для уравнения Пуассона, позво-
ляющий интерпретировать на основе единых сеточных алгоритмов потенциальные
поля (гравитационное и стационарное тепловое поле). На основе 3D подобранной
плотностной модели было построено слоисто-блочное распределение теплофизических
параметров земной коры по статистическим выборкам «плотность–теплопроводность»
и «плотность–теплогенерация». Реализован сеточный параллельный алгоритм решения
прямых и обратных задач стационарной теплопроводности для геотермических моделей
слоисто-неоднородных сред. Проанализирована возможность применения аддитивных
схем количественной интерпретации тепловых полей. Дана оценка вклада корового
и мантийного теплового потока в общий энергетический баланс литосферы Уральского
региона. Измеренный тепловой поток разделен на коровую и мантийную составля-
ющие с последующим аналитическим продолжением последней на кровлю верхней
мантии. В результате установлено, что коровая составляющая потока эндогенных теп-
ловых источников в общих чертах повторяет морфологию гравитационных аномалий;
мантийный тепловой поток хорошо согласуется с формой рельефа мантийных структур.

Уральская геосинклиналь характеризуется чрезвычайно низкими значениями на-
блюденного теплового потока. Теплопроводность геотермического разреза возрастает
с глубиной, в силу чего рефракция теплового поля на внутренних границах разнотеп-
лопроводных сред (земная кора + мантия) увеличивает расчетную величину коровой
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составляющей потока и уменьшает величину мантийной составляющей вплоть до
отрицательных значений. Показано, что учет плейстоцен-голоценового потепления
предшествующего межледникового палеоклиматического цикла приводит к положи-
тельным значениям теплового потока, пересчитанного на границу «кора–мантия». На
примере Урала показано, что использование результатов интерпретации тепловых
данных позволяет более четко определять тектонические границы надпорядковых
структур.
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A method for solving conjugation problems for the Poisson equation is implemented, which makes
it possible to interpret potential fields (gravitational and stationary thermal fields) based on unified
grid algorithms. A numerical algorithm has been developed for recalculating the mantle component
of the heat flow from the level of the earth’s surface to the “crust–mantle” boundary through
a layered medium inhomogeneous in thermal conductivity. Paleoclimate corrections were introduced
into the measured values of the temperature gradient and heat flux for the northern territories. In
the axial part of the Ural geosyncline, it was possible to exclude the negative depression of the
mantle component of the heat flow, obtained from the results of geothermal modeling; taking into
account the Pleistocene-Holocene warming of the preceding interglacial paleoclimate cycle leads
to positive values of the heat flow recalculated to the “crust–mantle” boundary. It is shown that
the use of heat flow data can significantly increase the geological information content of gravity
modeling.
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