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Представлена аналитическая теория отражения легких ионов от твердых тел, основанная на 
методе решения задачи упругого рассеяния (метод Освальда–Каспера–Гауклера), успешно 
апробированном в теории электронного рассеяния. Решение граничной задачи отражения легких 
ионов от поверхности твердого тела построено на основе метода инвариантного погружения 
Амбарцумяна. Рассмотрено взаимодействие частиц с  аморфными и  поликристаллическими 
мишенями. Получены аналитические формулы расчета интегральных коэффициентов 
отражения частиц и  энергии. Показано, что аналитическое решение удается получить только 
в  рамках малоуглового приближения. Вывод аналитических решений построен на основе 
распределения отраженных легких ионов по длине пробега с учетом максимального остаточного 
пробега  — ​“тормозного пути”. Показано, что в  рамках аналитической теории коэффициенты 
отражения определяются двумя безразмерными параметрами: отношением остаточного пробега 
к  транспортному пробегу и  параметром экранирования. Проведено сравнение результатов 
теоретического рассмотрения с  данными компьютерного моделирования. Численные расчеты 
выполнены для случая отражения протонов с начальной энергией E0 = 1–10 кэВ от мишеней Be, 
C, Cu и W для различной геометрии рассеяния. Полученные результаты расчетов коэффициентов 
отражения частиц и энергии показывают удовлетворительное согласие аналитических расчетов 
и компьютерного моделирования.
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ВВЕДЕНИЕ
Проблема описания отражения легких ионов 

от поверхности твердых тел возникает при 
расшифровке сигнала, полученного с  помощью 
различных методик анализа поверхности, таких 
как спектроскопия резерфордовского обратного 
рассеяния (Rutherford Backscattering Spectroscopy, 
RBS), спектроскопия ионов со средней энергией 
(Medium Energy Ion Spectroscopy, MEIS), спектро‑
скопия низкоэнергетических ионов (Low Energy 
Ion Spectroscopy, LEIS) [1–3]. Указанная проблема 

актуальна также с точки зрения многих технологи‑
ческих процессов, например, имплантации легких 
ионов в  твердые тела, ионного перемешивания 
и  др. Важное значение эта задача имеет и  для 
решения проблем “первой стенки” установок 
управляемого термоядерного синтеза [4, 5].

Подробному описанию задач, решаемых в  на‑
стоящей работе, посвящены монографии, изданные 
в  1980–90‑е годы [4–8]. Картина взаимодействия 
легких ионов с поверхностью твердого тела, пред‑
ставленная, например, в [5], актуальна и по сей день. 
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Наибольшее количество проблем, возникающих 
при теоретическом рассмотрении взаимодействия 
легких ионов с поверхностями твердых тел, связано 
с  описанием ионного рассеяния. Так, используе‑
мые для этого методы, рассмотренные, например, 
в [5], такие как приближение прямолинейных тра‑
екторий (Straight Line Approximation), модель Бете 
[7] не способны даже качественно описать процесс 
рассеяния легких ионов с  энергиями в  несколько 
сотен или тысяч эВ. Отметим прогресс, который до‑
стигнут при экспериментальном изучении данного 
явления. К настоящему времени к перечню работ, 
изложенных в [4, 5], можно добавить эксперименты, 
выполненные на установке “Большой масс-моно‑
хроматор МИФИ” [2, 3], а также многочисленные 
эксперименты по отражению ионов с использова‑
нием времяпролетной методики [9]. При интерпре‑
тации экспериментальных результатов в основном 
применяют численные методы, например, модели‑
рование методом Монте-Карло [8].

Целью настоящей работы являлось построение 
последовательной аналитической теории рассеяния, 
базирующейся на нескольких безразмерных пара‑
метрах, справедливой в широком интервале энергии 
от 100 эВ до нескольких МэВ и для любой геометрии 
рассеяния. При построении теории использован 
метод, многократно и  успешно апробированный 
при количественном решении задач электронного 
рассеяния [10, 11]. В  [12] данный метод, назы‑
ваемый методом Освальда–Каспера–Гауклера, 
успешно использован для описания дифференци‑
альных по углам и энергиям спектров отраженных 
от твердых тел протонов. Предметом исследования 
в  настоящей работе являлись интегральные по 
углам рассеяния и  энергиям коэффициенты отра‑
жения легких ионов от поверхности твердых тел.

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ
Воспользуемся представленной в [12] функци‑

ей распределения отраженных легких ионов по 
длине пробега в мишени:

( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( ) ( )− −

µ µ +µ µ ϕ ϕ = ×
µ + µ

 × − − − − ×  
 

× µµ + − µ − µ ϕ − ϕ   

∑0
0 0

el0

1 1
2 22 2

0 0 0

(2 1) 1
, , , ,

2

exp 1 exp

1 1 cos ,

lm

l

l

l
R s

sl

s x s

P

 (1)

где R — ​функция отражения ионов; s = τ/lel — ​про‑
бег иона в мишени, измеренный в длинах средне‑
го свободного пробега между двумя актами упру‑
гого рассеяния lel = 1/nσel, n  — ​концентрация 

атомов мишени, σel  — ​полное сечение упругого 
рассеяния ионов, τ — ​глубина в мишени; μ0 — ​ко‑
синус полярного угла θ0 влета иона в мишень, от‑
считываемого от нормали к поверхности, направ‑
ленной вглубь мишени; μ  — ​косинус полярного 
угла θ вылета иона из мишени; ϕ0 — ​азимутальный 
угол влета иона в мишень; ϕ — ​азимутальный угол 
вылета иона из мишени; xl — ​коэффициенты раз‑
ложения нормированного на единицу дифферен‑
циального сечения упругого рассеяния ионов 
xel(θ) = ωel(θ)/σel в ряд по полиномам Лежандра Pl, 
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= µ µ µ∫ , ωel(θ)  — ​дифференциальное 

сечение упругого рассеяния ионов на угол θ.
Для определения распределения отраженных 

легких ионов по углам вылета из мишени необхо‑
димо проинтегрировать уравнение (1) по всем 
возможным длинам траектории — ​от s = 0 до s = R0, 

где ( )=
ε∫
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  — ​остаточный пробег иона или 

тормозной путь; ( )ε E   — ​средние потери энергии 
иона на единице длины; E0 — ​начальная энергия 
иона. Таким образом, получим выражение для 
углового распределения отраженных ионов:
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где exp(–A/|μ|) нужна для учета перезарядки 
ионов при отрыве от поверхности мишени 
(если рассматривают суммарный по зарядовым 
фракциям состав отраженных ионов, то данный 
процесс не учитывают), A  — ​подгоночный пара‑
метр; Sl = Ei(–(1‑xl)ς) — ​Ei(–ς) — ​ln(1‑xl) для l > 0;  
S0 = C  — ​Ei(–ς) + ln(ς), Ei  — ​интегральная экс‑
понента [13], C — ​постоянная Эйлера, ς = R0/lel = 
= σ*/(1 — ​x1); σ* = R0/ltr; ltr — ​транспортная длина 
пробега ионов.

Отметим, что безразмерный параметр ς >> 1,  
например, для случая отражения протонов с  на‑
чальной энергией 1 кэВ от вольфрама ςW ≈ 2.21 ×  
× 106; от бериллия ςBe ≈ 4.656 × 104. С ростом на‑
чальной энергии протонов величина ς заметно из‑
меняется, оставаясь большой, например, при на‑
чальной энергии протонов 50 кэВ ςW = 8.481×104; 
ςBe = 882.413. Это обстоятельство необходимо 
учитывать при выполнении расчетов.
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Для определения коэффициента отражения 
частиц RN(μ0) необходимо проинтегрировать 
распределение (2) по всем углам вылета ионов из 
мишени, что приводит к формуле:
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Коэффициент отражения энергии определяет‑
ся формулой:

 ( ) ( ) ( )
π −

µ = ϕ µ µ ϕ ϕ ε µ
µ ∫ ∫ ∫

0 2 1

0 0 0
0 0 0 0 0

1
, , , ,

R

ER ds d R s sd
E

. (4)

Подставив (1) в (4), находим:
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СРАВНЕНИЕ С ЧИСЛЕННЫМ  
МОДЕЛИРОВАНИЕМ

Результаты аналитического рассмотрения 
отражения ионов от поверхности твердого тела 
были сопоставлены с  данными компьютерного 
моделирования. Как и в [12], моделирование бы‑
ло выполнено методом Монте-Карло с помощью 
программы OKSANA, основанной на прибли‑
жении парных столкновений [14, 15]. Мишень 
считали аморфной, а  ее поверхность плоской. 
В качестве межатомного потенциала использова‑
ли потенциал Kr–C [8]. Электронное торможение 
задавали в  модели непрерывного замедления, 
значения средних электронных потерь энергии 
на единице пути (–dE/dx)e брали из базы данных 
SRIM [16]. Расчеты проведены для мишеней Be, 
C, Cu и W, бомбардируемых протонами с началь‑
ной энергией E0 = 1–10 кэВ, угол падения частиц θ 
изменялся от 0 (нормальное падение) до 88°.

На рис. 1 показаны угловые зависимости коэф‑
фициента отражения частиц для начальной энер‑
гии протонов 1 кэВ. При аналитическом расчете 
величины RN для углов падения θ0 → 90° в формуле 
для определения величины Cl (уравнение (3)) воз‑
никает логарифмическая расходимость. По этой 
причине на рис. 1 область углов падения, близких 
к  90°, не представлена. Из рисунка видно, что 
результаты аналитического расчета удовлетвори‑

R

θ, град

Рис. 1. Коэффициенты отражения частиц RN как функция угла падения пучка протонов с начальной энергией E0 = 1 кэВ  
на медь (1); углерод (2); бериллий (3). Линии — ​расчет по формуле (3); символы — ​моделирование.
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Рис. 2. Коэффициенты отражения энергии RE как функция угла падения пучка протонов с  начальной энергией  
E0 = 1 кэВ на вольфрам (1); медь (2); углерод (3); бериллий (4). Линии — ​расчет по формуле (5); символы — ​модели‑
рование.

R

Е0, кэВ

Рис. 3. Коэффициенты отражения частиц RN (1, 2) и энергии RE (3, 4) как функция начальной энергии пучка про‑
тонов E0 при падении пучка под углом θ0 = 0° на бериллий (2, 4) и углерод (1, 3). Линии — ​расчет по формулам (3) 
и (5); символы — ​моделирование.
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тельно согласуются с  данными компьютерного 
моделирования. При углах падения, близких 
к 90°, моделирование дает значения RN = 1.

Угловые зависимости коэффициента отраже‑
ния энергии RЕ показаны на рис.  2. Из рисунка 
видно, что аналитические расчеты демонстриру‑
ют плавное, без перегибов, стремление к единице 
при θ → 90°, в  то время как результаты модели‑
рования указывают на существование плато RE 
при значениях, близких к 1. Точного совпадения 
RЕ с  единицей не наблюдается, так как передача 
энергии атомам мишени происходит даже при 
больших углах падения. Такое плато отмечали во 
многих расчетах, оно связано с  полным отраже‑
нием частиц от поверхности (RN  = 1)  в условиях 
сильного взаимного затенения атомов при сколь‑
зящем падении [5]. При углах θ < 83° имеет место 
хорошее соответствие аналитических расчетов 
(формула (5)) и компьютерного моделирования.

На рис.  3 в  качестве примера показаны энер‑
гетические зависимости коэффициентов отраже‑
ния частиц и энергии для протонов, падающих на 
бериллиевую и углеродную мишени. Как и выше, 
аналитические расчеты проводились по форму‑
лам (3) и  (5). Отметим хорошее согласие анали‑
тических результатов с  данными компьютерного 
моделирования.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей работе представлены аналитиче‑

ские формулы для расчета коэффициентов отра‑
жения частиц RN и энергии RE. Для расчета необ‑
ходимо знать параметр ς = R0/lel = R0/(ltr(1– x1)) =  
= σ*/(1– x1), зависящий от средней длины свобод‑
ного пробега ионов между упругими соударени‑
ями lel и  остаточного пробега R0, определяемого 
начальной энергией пучка ионов E0 и  средними 
потерями энергии ионов на единице длины ( )ε E .  
Необходимые для определения параметра ς дан‑
ные имеются в  литературе: величину транспорт‑
ного пробега ионов ltr надежнее всего определить, 
используя транспортное сечение Фирсова [19]. 
Значения остаточного пробега R0 однозначно 
связаны со средними потерями энергии ионов на 
единице длины ( )ε E , которые подробно табули‑
рованы [16, 20]. Знание дифференциального сече‑
ния упругого рассеяния ионов ωel(θ) необходимо 
для расчета коэффициентов разложения сечения 
в  ряд по полиномам Лежандра  — ​xl. Надежных 
апробированных данных по величине ωel(θ) не 
удается найти в современной литературе. В насто‑
ящей работе использовано сечение, определенное 
в  первом борновском приближении на основе 
потенциала Kr–C.

В  настоящей работе аналитические расчеты 
коэффициентов отражения частиц и энергии све‑
рены с результатами численного моделирования. 
Сравнение показало, что аналитическая теория 
(формулы (3) и (5)) удовлетворительно описывает 
интегральные характеристики рассеяния легких 
ионов поверхностью твердых тел.
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An analytical theory of the reflection of light ions from solids is presented. The theory is based on the 
method of solving the elastic scattering problem (the Oswald–Kasper–Gauckler method), successfully 
tested in the theory of electron scattering. The solution of a boundary value problem for light ion reflection 
from solids based on the invariant imbedding method is constructed. Particle interaction with amorphous 
and polycrystalline samples is considered. Analytical formulas for calculating the integral reflection 
coefficients of particles and energy are obtained. It is shown that an analytical solution can be obtained only 
within the framework of a small-angle approximation. Obtained analytical solutions are based on the path 
length distribution function taking into account the maximum residual range. It was shown that within 
the framework of an analytical theory the reflection coefficients are determined by two dimensionless 
parameters  — ​the ratio of the residual range to the transport path length and the screening parameter. 
The results of theoretical consideration are compared with the data of computer simulation. Numerical 
calculations are performed for the case of reflection of protons with initial energy E0 = 1–10 keV from Be, 
C, Cu and W targets for different scattering geometries. The results of the calculated integral reflection 
coefficients of particles and energy show the satisfactory agreement between analytics and computer 
simulation.

Keywords: light ions, solids, scattering of protons, integral particle and energy reflection coefficients, 
analytical theory, computer simulation.
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