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Рассмотрена двумерная задача теории упругости об изотропной полосе 
с центральной полубесконечной трещиной. Нагрузка в виде сосредото-
ченной силы предполагается приложенной в произвольной точке полосы. 
С использованием инвариантных взаимных интегралов и решения для 
полосы, нагруженной изгибающими моментами и продольными силами, 
приложенными на бесконечности, получены выражения для коэффици-
ентов интенсивности напряжений (КИН) для рассматриваемой задачи. 
Рассмотрены случаи сил, приложенных к берегам трещины, к границам 
полосы и внутренним точкам полосы. Получены асимптотические вы-
ражения для случаев приложения сил вдали от вершины трещины и сил, 
приложенных к берегам трещины вблизи ее вершины. Показано совпаде-
ние полученных решений с известными решениями для частных случаев: 
нагрузки в виде пары нормальных сил, приложенных к берегам трещины 
и сил, приложенных вдали от вершины трещины.
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1. Введение. Задачи о трещинах в полосе, расположенных параллельно 
ее границам, используются в многочисленных приложениях, в частности 
при интерпретации результатов стандартных испытаний на разрушение, та-
ких как трех- и четырехточечный изгиб [1–6], при исследовании процессов 
разрушения в многослойных конструкциях [7, 8], моделировании адгезион-
ного взаимодействия [9–11] и отслоения покрытий [12–22]. 

В простейших случаях, таких как нагружение изгибающими моментами 
или продольными силами, выражения для скорости высвобождения энер-
гии (СВЭ) при приращении длины трещины получаются элементарно с 
применением элементарных балочных теорий [13, 14, 23, 24]. При наличии 
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симметрии с помощью данного подхода можно также определить коэффици-
енты интенсивности напряжений (КИН). 

Кроме элементарных решений, известно много других, полученных как 
аналитическими [25, 26], так и полуаналитическими, и численными метода-
ми [27, 29].

Весьма эффективным подходом к решению задач о полубесконечных трещи-
нах является применение интегральных преобразований и метода Винера–Хопфа 
[30–36]. Обобщения на случай анизотропных полос получены в работах [37–42], 
полос, составленных из различных материалов, – в работе [43]. Если нагрузка 
прикладывается достаточно далеко от вершины трещины, так что ее можно рас-
сматривать как приложенную на бесконечности, применение данного подхода 
приводит к однородной задаче, значения КИН при этом выражаются через од-
нократные интегралы, которые в случае нагружения изгибающими моментами и 
продольными силами вычисляются в явном виде, и выражения для КИН совпа-
дают с выражениями, полученными с помощью балочных теорий. В случае при-
ложения нагрузки на конечном расстоянии от вершины трещины задача может 
быть решена путем сведения ее к неоднородной краевой задаче, решение кото-
рой представляется в виде двойных интегралов. В представленном исследовании 
используется другой подход, основанный на применении взаимных инвариант-
ных интегралов (например, [44–46]) и использовании решения однородной за-
дачи [35]. Использование данного подхода позволило получить выражения для 
КИН от действия произвольных, необязательно приложенных попарно к берегам 
трещины сил, в том числе для сил, приложенных во внутренних точках полосы, 
как на расслоившемся участке, так и в точках на продолжении линии трещины.

2. Формулировка задачи. Рассматривается полоса − < <h x h2  с полубеско-
нечной центральной трещиной x y< =0 0,  в декартовых координатах x x1 2,  
с началом в вершине трещины и осью x1,направленной вдоль продолжения 
линии трещины (рис. 1). Задача решается в двумерной постановке в рамках 
теории малых деформаций. Упругие свойства определяются модулем Юнга E  
и коэффициентом Пуассона ν , либо истинными (для плоского напряженно-
го состояния), либо модифицированными для условий плоской деформации:
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Система уравнений включает уравнения равновесия, совместности, закона 
Гука и соотношений, связывающих деформации со смещениями: 
	 σij i jQ, + = 0,	  (2.2)

	 ε ε ε11 22 22 11 12 122 0, , ,+ − = , 	  (2.3)

	 ε σ ν σ ε σ ν σ ε ν σ11 11 22 22 22 11 12 12
1 1 1= − = − = +

E E E E Ek
k

( )
( ), , , 	  (2.4)

	 εij i j j iu u= +( )1
2 , , .	

Здесь � �ij ij i iu Q, , , – компоненты тензора напряжения, тензора дефор-
маций, вектора смещения и приложенной сосредоточенной силы. Индекс 
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после запятой означает производную по соответствующей координате, под 
повторяющимися индексами подразумевается суммирование. 

Сосредоточенная сила с компонентами Q Q1 2,  приложена в некоторой точ-
ке слоя −∞ < < ∞ − ≤ ≤x h x h1

0
2
0,  либо внутри слоя, либо на внешней грани-

це или на берегу трещины. Компенсирующие нагрузки в виде сил − −Q Q1 2,  
и момента M x Q l x QR R� � �� �2

0
1 1

0
2  приложены в точке ( , )lR → +∞ 0  для 

обеспечения глобального равновесия (рис. 1). Берега трещины и внешние гра-
ницы полосы свободны от напряжений (за исключением случаев x2

0 0= ±  и 
x h2

0 = ± ):
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Здесь верхние индексы 1, 2 относятся к верхнему и нижнему берегам тре-
щины соответственно. 

Задача состоит в определении коэффициентов интенсивности напряжений 
(КИН) для приложенных нагрузок.

3. Выражения для коэффициентов интенсивности напряжений через взаимные 
инвариантные интегралы. Если известно решение некоторой вспомогательной 
задачи для рассматриваемой конфигурации и иной системы внешних нагру-
зок, используя взаимные инвариантные интегралы (например [44–46]), мож-
но получить решение рассматриваемой задачи или по крайней мере некото-
рые интересующие величины. Рассмотрим две такие вспомогательные задачи: 
нагружение парой изгибающих моментов M , приложенных к разделяемым 
участкам полосы достаточно далеко от вершины трещины (рис. 2a), и нагру-
жение парой равных, но противоположно направленных сил T , приложенных 
также достаточно далеко от вершины трещины к ее берегам (рис. 2б). Далее 
величины, относящиеся к данным задачам, будут обозначаться верхними ин-
дексами M  и T  соответственно.

Рассмотрим взаимные инвариантные интегралы (например, [44]) для двух со-
стояний: состояние f , соответствующее исходной задаче о приложенной силе Qk, 
и состояние A, соответствующее одной из вспомогательных задач M , или T :

	 M J u u J u J uA
i
A

i
f

i
A

i
f,f( ) = +( ) − ( ) − ( ).	  (3.1)

Рис. 1. Геометрия и система прикладываемых нагрузок.
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Здесь J u J u J u ui
A

i
f

i
A

i
f( ) ( ) +( ), ,  – J-интегралы, соответствующие состоя

ниям A f,  и их суперпозиции. С использованием определения J-интеграла 
[47–49] формула преобразуется к следующему виду (например, [46]):
	 M u u n dA f

ik
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j ij
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i
f

ij
f
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j
,

, ,
( ) = − −



∫ σ ε δ σ σ1 1 1

Γ

Γ.	  (3.2)

Здесь Γ  – контур, который может быть выбран одним из образов, либо Γ1 , 
окружающий вершину трещины, либо Γ2, окружающий внутреннюю часть 
слоя с исключением точки приложения сосредоточенной силы; nj  – внешняя 
нормаль к контуру (рис. 3). Взаимные интегралы, соответствующие контурам 
Γ1  и Γ2, будут означаться M

A
1

,f( )  и M
A

2
,f( ) соответственно.

Рассмотрим сначала интеграл по контуру Γ1. Его величина определяется с 
помощью формулы Ирвина [50] (см. также [51]):
	 M

E
K K K K

A A f A f,f( ) ( ) = +( )Γ1 1 1 2 2
2 .	  (3.3)

Здесь K KA A
1 2,  – нормальная и сдвиговая составляющие КИН для вспо-

могательных; K Kf f
1 2,  – нормальная и сдвиговая составляющие КИН для 

исходной задачи. 
Рассмотрим интегрирование по контуру Γ2. Его правый вертикальный 

сегмент может быть проведен достаточно далеко, так что напряжения, де-
формации и производные смещений для вспомогательных задач могут быть 

Рис. 2. Система прикладываемых нагрузок для вспомогательных задач: нагружение парой 
изгибающих моментов (a); нагружение парой сил с компенсирующими моментами (b).
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рассматриваемы как исчезающе малые. Аналогично напряжения и дефор-
мации вдоль левого вертикального сегмента, путем отнесения его на доста-
точное расстояние, становятся исчезающе малыми для основной задачи, при 
этом производная от смещения u f

2 1,  остается постоянной. Этого достаточно 
для того, чтобы соответствующие интегралы, рассчитываемые вдоль данных 
сегментов, обращались в ноль. На горизонтальных границах нулевые нор-
мальные и касательные напряжения в основной и вспомогательной задачах 
приводят к обнулению интегралов вдоль них. Таким образом, единственным 
участком контура Γ2, дающим вклад в интеграл, является участок, окружаю-
щий точку приложения силы:

	 M Q u x x Q u x x
A A A,f

, ,, ,( ) ( ) = − ( ) − ( )Γ2 1 1 1 1
0

2
0

2 2 1 1
0

2
0 .	  (3.4)

Приравнивая величины, стоящие в правых частях (3.3) и (3.4), получаем:

	 2
1 1 2 2 1 1

0
2
0

E
K K K K Q u x xM f M f

k k
M+( ) = − ( ), , ,	  (3.5)

	 2
1 1 2 2 1 1

0
2
0

E
K K K K Q u x xT f T f

k k
T+( ) = − ( ), , .	  (3.6)

Если известны остальные величины, входящие в выражения (3.5), (3.6), эту 
систему можно решить относительно величин K Kf f

1 2, . С учетом того, что вы-
ражения для K K K KM T M T

1 1 2 2,  для рассматриваемого случая центральной тре-
щины в однородной изотропной упругой полосе могут быть получены эле-
ментарно и известны (например, [35]):

	 K M K K K TM M T T
1 2 1 212 0 0 2= = = =, , , ,	  (3.7)

данное решение может быть представлено в виде:
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Рис. 3. Контуры при вычислении инвариантных интегралов.
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Выражения дают значения КИН, вызванные действием сосредоточенной 
силы, приложенной в произвольной точке полосы. В общем случае обе моды 
КИН зависят от обеих компонент прикладываемой силы. Однако в случае 
двух сил, прикладываемых в точках, зеркально расположенных от линии тре-
щины и противоположных по направлению, благодаря симметрии нормаль-
ная и сдвиговая моды КИН становятся зависящими только от нормальной и 
тангенциальной составляющей прикладываемой пары соответственно.

Для вычисления КИН с использованием (3.8) необходимо вычислить ве-
личины производных от смещений u u u uM M T T

1 1 2 1 1 1 2 1, , , ,, , ,  для вспомогательных за-
дач в точках приложения силы основной задачи.

4. Выражения для производных от компонент смещения для вспомогатель-
ных задач. 4.1. Общий случай; выражения через интегралы. Наиболее удобным 
для использования решением вспомогательных задач в нашем случае пред-
ставляется решение [35], дающее не только значения КИН, но и, в частности, 
распределение напряжений вдоль линии продолжения трещины для нагру-
жения парой сосредоточенных моментов и парой продольных сил, прило-
женных вдали от вершины трещины. В работе [52] на основе этого решения 
были получены выражения производных от компонент смещения на внешней 
границе полосы для случая нагружения парой моментов. Использованный в 
работе [52] подход, основанный на решении задачи о полосе с применени-
ем двустороннего преобразования Лапласа (соответствующей верхней части 
исходной полосы) с заданными нагрузками на границах, позволяет получить 
значения производных в произвольной точке. 

Двустороннее преобразование Лапласа по переменной x1  определяется 
как (например, [35])
	 f p x f x x e dxpx

 , ,2 1 2 1
1� � � � �

��

�
�� .	  (4.1)

Обратное преобразование определяется при этом: 
	 f x x
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f p x e dppx
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 ,	  (4.2)

где контур L  соответствует мнимой оси комплексной плоскости p, а направ-
ление контура – сверху вниз. 

Решение для верхней полуполосы дается в виде образа функции напряже-
ний Эри:
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а величины образов нормальных и касательных напряжений q q 

2 1, , действую
щих на линии продолжения трещины, найдены в работе [35] и имеют вид:
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h H
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где Γ  – гамма-функция Эйлера; индекс ±  для H H1 2
± ±,  в (4.12) определяет-

ся положением точки p  относительно мнимой оси. В формулах (4.5), (4.6) 
вторые равенства получены исходя из связей между величинами h Hk k

+ +  и 
h H kk k

− − =( )1 2,  [35], которые в используемых обозначениях записываются 
как
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. 	  (4.13)

Образы производных смещений (например, [35]):
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Подстановка (4.4) в (4.3), а затем в (4.14) дает
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 	  (4.15)

где 
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Данные формулы существенно упрощаются для берегов трещины x2 0= :
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 	  (4.17)

и для внешней границы x2 1= : 
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Выражения (4.17) с точностью до обозначений совпадают с выражениями, 
полученными в работе [35], выражения B B12 22,  из (4.18) – с выражениями, 
полученными в работе [52].

Подстановка первых равенств (4.5), (4.6) в (4.15) дает выражения искомых 
образов производных смещений:
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 	 (4.19)

Подстановка вторых равенств (4.5), (4.6) в (4.15) дает альтернативные вы-
ражения искомых образов производных смещений:
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Оригиналы производных смещений находятся с помощью обратного пре-
образования Лапласа (4.2), подынтегральные выражения для которых содержат 
коэффициент e px. Для обеспечения сходимости удобно рассматривать область 
Re p < 0  и, следовательно, представление (4.20), при вычислении значений, 
соответствующих x1 0> , и область Re p > 0, и представление (4.19) при вы-
числении значений, соответствующих x1 0< . Вычисление оригиналов мож-
но осуществлять непосредственно, используя интегральное представление 
(пункт 4.2), с помощью вычетов (пункт 4.3) либо с помощью исследования 
асимптотических представлений окрестности вершины трещины (пункт 4.4). 

4.2. Представление производных смещений через интегралы. Оригиналы про-
изводных смещений находятся подстановкой (4.19) либо (4.20) в (4.20) для 
x1 0<  и x1 0>  соответственно. Контур интегрирования при этом может де-

формироваться согласно правилам вычисления интегралов на комплексной 
плоскости. В качестве контура можно выбрать
	 p i s s= ± +γ βα 2 ,	  (4.21)

где � � �, ,  – некоторые константы, выбираемые так, чтобы контуры (4.21) ох-
ватывали все полюса подынтегральной функции. Здесь знаки плюс/минус со-
ответствуют представлениям (4.19) либо (4.20) соответственно. При β = 0 кон-
туры превращаются в прямые линии, параллельные мнимой оси. Для функ-
ции sin2 2 1

p p−( )−
ближайший к мнимой оси полюс, p i1 4 21239 2 2507� �. . , 

следовательно, 0 1< <γα Re p .
Выражения для производных смещений приобретают вид для x1 0< : 
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и для и x1 0>
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Внеинтегральные члены в (4.22) соответствуют вычетам исходных подын-
тегральных функций в нуле, величины � �� �0 6738 0 20943. ., m   были по-
считаны в работе [53] с использованием результатов [43]. При вычислении 
интегралов для улучшения сходимости можно воспользоваться свойством 
голоморфности функций h p H p2 2

± ±( ) ( ),  в левой и правой полуплоскостях 

соответственно и вычесть из величин 
B p p

p p

p B p

p p
ij ( )

−
( )

±sin
,

sin2 2
122

2 2
 произвольные 

голоморфные члены.
4.3. Представление производных от смещений для точек, не слишком близких 

к вершине трещины. Интегралы, определяющие производные от смещений, с 
помощью теории вычетов можно преобразовать в ряды:
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	  (4.25)

где
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для x1 0<  и x1 0>  соответственно. Здесь pk
( )1  – нули функции sin2 2p p−  

с положительными действительными частями; p pk k
( ) ( )3 4  – нули функций 

sin 2 2p p+  и sin 2 2p p−  с отрицательными действительными частями со-
ответственно. При записи (4.24), (4.25) использовался тот факт, что корни 
pk

m( )  и соответствующие им вычеты комплексно-сопряженные. Данные ряды 
весьма удобны для вычислений и сходятся тем быстрее, чем больше абсолют-
ная величина x1 , поскольку представляют собой сумму убывающих экспо-
нент. Однако для x1 0 1 .  уже требуется учет порядка десятка членов, а при 
x1 0→  ряды расходятся. 

Корни pk  величины Rk
( )1  не зависят от параметров и могут быть посчита-

ны заранее. Посчитанные значения для первых 20 нулей и вычетов приведены 
в табл. 1 и 2, где введены обозначения:

	 � � � �k k k k k k k kp p R R(m) (m) (m) (m) (m) (m) (m) (m)Re , Im , Re , Im� � � � 	 (4.27)

Таблица 1. Действительные и мнимые части корней и вычетов функций, 
используемых при вычислении величин, относящихся к левой части полосы

k αk
( )1 βk

( )1 γk
( )1 δk

( )1 γk
( )2 δk

( )2

1 4.212 2.251 8.711·10–3 1. ·10–3 1.419·10–2 9.624·10–3

2 7.498 2.769 1.370 ·10–3 8.116·10–4 3.153·10–3 3.483·10–3

3 10.713 3.103 3.897·10–4 3.415·10–4 1.159·10–3 1.693·10–3

4 13.900 3.352 1.485·10–4 1.668·10–4 5.422·10–4 9.659·10–4

5 17.073 3.551 6.766·10–5 9.123·10–5 2.932·10–4 6.103·10–4

6 20.239 3.717 3.484·10–5 5.432·10–5 1.748·10–4 4.137·10–4

7 23.398 3.859 1.960·10–5 3.451·10–5 1.118·10–4 2.954·10–4

8 26.555 3.983 1.181·10–5 2.306·10–5 7.547·10–5 2.194·10–4

9 29.708 4.094 7.498·10–6 1.605·10–5 5.311·10–5 1.682·10–4

10 32.860 4.193 4.973·10–6 1.155·10–5 3.866·10–5 1.322·10–4

11 36.010 4.284 3.418·10–6 8.545E–06 2.894·10–5 1.061·10–4

12 39.159 4.367 2.420·10–6 6.473E–06 2.217·10–5 8.670·10–5

13 42.307 4.443 1.758·10–6 5.003E–06 1.732·10–5 7.191·10–5

14 45.454 4.515 1.305·10–6 3.934E–06 1.377·10–5 6.041·10–5

15 48.601 4.581 9.880·10–7 3.142E–06 1.111·10–5 5.133·10–5

16 51.747 4.643 7.605·10–7 2.543E–06 9.080·10–6 4.405·10–5

17 54.892 4.702 5.941·10–7 2.083E–06 7.508·10–6 3.814·10–5

18 58.038 4.758 4.704·10–7 1.724E–06 6.272·10–6 3.327·10–5

19 61.183 4.810 3.769·10–7 1.441E–06 5.288·10–6 2.924·10–5

20 64.327 4.860 3.053·10–7 1.215E–06 4.496·10–6 2.585·10–5
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4.3. Асимптотическое представление производных смещений для точек, близ-
ких к вершине трещины. Как известно, главные члены асимптотик напряже-
ний, смещений и их производных вблизи вершины трещины определяются 
КИН. Однако, в отличие от весьма эффективного использования поля на-
пряжений, определяемого КИН в качестве критерия роста трещин, распре-
деление смещений и их производных, определяемых исключительно членом, 
пропорциональным КИН, оказывается достаточно точным только в весьма 
малой области, прилегающей к вершине трещины, а на расстояниях порядка 
0.1 толщины слоя (для которых еще приемлемо использование формул (4.24), 
(4.25)) использование лишь членов, определяемых КИН, становится недо-
статочным. В общем случае распределение производных смещений вблизи 
вершины трещины может быть представлено как сумма ряда по полуцелым 
степеням r x x= +1

2
2
2 , соответствующего собственным решениям для бес-

конечного тела с трещиной, и ряда по целым степеням x x1 2, , соответствую-
щего регулярной части поля напряжения.

Таблица 2. Действительные и мнимые части корней и вычетов функций, 
используемых при вычислении величин, относящихся к правой части полосы

k –αk
( )3 βk

( )3 γk
( )3 δk

( )3 –αk
( )4 βk

( )4 γk
( )4 δk

( )4

1 2.1062 1.1254 –3.473·10–1 7.540·10–2 3.7488 1.3843 3.105·10–2 –6.121·10–2

2 5.3563 1.5516 –1.788·10–2 2.069·10–2 6.9500 1.6761 7.951·10–3 –2.481·10–2

3 8.5367 1.7755 –3.781·10–3 6.885·10–3 10.1193 1.8584 3.420·10–3 –1.413·10–2

4 11.6992 1.9294 –1.314·10–3 3.160·10–3 13.2773 1.9916 1.851·10–3 –9.388·10–3

5 14.8541 2.0469 –5.902·10–4 1.737·10–3 16.4299 2.0966 1.141·10–3 –6.806·10–3

6 18.0049 2.1419 –3.097·10–4 1.070·10–3 19.5794 2.1834 7.653·10–4 –5.221·10–3

7 21.1534 2.2217 –1.805·10–4 7.125·10–4 22.7270 2.2573 5.446·10–4 –4.168·10–3

8 24.3003 2.2906 –1.134·10–4 5.019·10–4 25.8734 2.3217 4.049·10–4 –3.426·10–3

9 27.4462 2.3510 –7.548·10–5 3.690·10–4 29.0188 2.3788 3.114·10–4 –2.881·10–3

10 30.5913 2.4050 –5.250·10–5 2.805·10–4 32.1636 2.4300 2.459·10–4 –2.466·10–3

11 33.7358 2.4537 –3.785·10–5 2.190·10–4 35.3079 2.4764 1.985·10–4 –2.142·10–3

12 36.8799 2.4981 –2.809·10–5 1.749·10–4 38.4518 2.5189 1.632·10–4 –1.883·10–3

13 40.0236 2.5389 –2.137·10–5 1.422·10–4 41.5954 2.5581 1.362·10–4 –1.673·10–3

14 43.1671 2.5766 –1.660·10–5 1.175·10–4 44.7387 2.5944 1.152·10–4 –1.498·10–3

15 46.3103 2.6116 –1.312·10–5 9.842·10–5 47.8819 2.6283 9.850·10–5 –1.353·10–3

16 49.4534 2.6444 –1.053·10–5 8.339·10–5 51.0248 2.6600 8.507·10–5 –1.229·10–3

17 52.5963 2.6751 –8.572·10–6 7.139·10–5 54.1677 2.6898 7.411·10–5 –1.123·10–3

18 55.7390 2.7041 –7.060·10–6 6.167·10–5 57.3104 2.7179 6.506·10–5 –1.031·10–3

19 58.8817 2.7314 –5.877·10–6 5.370·10–5 60.4530 2.7446 5.751·10–5 –9.516·10–4

20 62.0242 2.7574 –4.939·10–6 4.711·10–5 63.5955 2.7699 5.115·10–5 –8.816·10–4
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	  (4.28)

Здесь θ – полярный угол; величина � � �ij T( )0 � i1 i1  – известна как Т-напря-
жение; величины �ij iU( / ) ( / ),� �1 2 1 2 определяются коэффициентами интенсив-
ности напряжений. Последние получаются из общеизвестных выражений для 
распределения напряжений вблизи вершины трещины (например, [51]) при-
менением уравнений теории упругости (значения КИН для рассматриваемых 
случаев известны (3.7)):
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Выражения для остальных интересующих величин, входящих в (4.28), по-
лучены в п.7:
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Выражения, зависящие от декартовых координат, получаются 
подстановкой 
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5. Численные расчеты. Значения КИН от действия произвольной силы 
Q x x Q x x1 1

0
2
0

2 1
0

2
0, , ,( ) ( ) , действующей в точке x x1

0
2
0,( ), получаются подстанов-

кой в (3.8) производных смещений u x x u x x1 1 1
0

2
0

2 1 1
0

2
0

, ., , ,( ) ( ), рассчитанных со-
гласно (4.22), (4.23), либо (4.24), (4.25), либо (4.28)–(4.34). 

В силу симметрии геометрии, в ряде ситуаций удобно рассмотреть общий 
случай как суперпозицию четырех вариантов приложения пар сил:

– пара нормальных сил, приложенных на равноотстоящих от берегов 
трещины расстояниях и действующих в противоположном направлении, 
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2
0, , ,( ) = − ( ) = ( )  – (вариант (FD).

– пара нормальных сил, приложенных на равноотстоящих от берегов 
трещины расстояниях и действующих в противоположном направлении, 
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– пара продольных сил, приложенных на равноотстоящих от берегов 
трещины расстояниях и действующих в противоположном направлении, 
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– пара продольных сил, приложенных на равноотстоящих от берегов 
трещины расстояниях и действующих в противоположном направлении, 
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В силу симметрии в первом и четвертом случаях будет присутствовать 
только нормальная мода КИН, а во втором и третьем – только сдвиговая:
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Далее рассмотрены некоторые частные случаи.
5.1. Силы, приложенные к берегам трещины. Данная ситуация представляет-

ся наиболее интересной. Именно ее исследованию, и в частности случаю на-
гружения симметрично расположенной системой сил, посвящено большин-
ство работ [24, 31–33]. 

Для точек, удаленных от вершины трещины, подстановка (4.22) в (5.1) дает:
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Здесь величины Bij определяются (4.17). Учет лишь первых двух вычетов 
дает достаточно простые формулы:
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	  (5.3)

Здесь члены, не содержащие убывающие экспоненты, соответствуют слу-
чаю приложения нагрузки на бесконечности, рассмотренному в работе [43].

Вблизи вершины трещины подстановка(4.28)–(4.34) в (5.1) дает:
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Для случая нагружения парой нормальных сил (FD) погрешность, дава-
емая асимптотикой (5.3), по сравнению с точным решением для x1

0 0 3= .  
составляет 0.4% и уменьшается с ростом x1

0 . Погрешность, даваемая асим-
птотикой (5.4), для x1

0 0 3= .  составляет 0.39% и уменьшается с уменьшением 
x1

0 . Таким образом, существует область пересечения в районе x1
0 0 3= . , где 

обе асимптотики дают погрешности менее 0.5%. 
Аналогично для случая нагружения парой продольных сил (TA) погреш-

ность, даваемая асимптотикой (5.3). по сравнению с точным решением для 
x1

0 0 3= .  составляет 0.54% и уменьшается с ростом x1
0 . Погрешность, да-

ваемая асимптотикой (5.4), для x1
0 0 3= .  составляет 0.81% и уменьшается с 

уменьшением x1
0 . Таким образом, существует область пересечения в районе 

x1
0 0 3= . , где обе асимптотики дают 

погрешности менее 0.9%.
Еще лучше работают асимпто-

тические представления для случая 
нагружения парой нормальных сил, 
действующих в одном направлении 
(FA). Так погрешность, даваемая 
асимптотикой (5.3), с учетом лишь 
первого содержащего экспоненту 
члена по сравнению с точным реше-
нием для x1

0 0 2= .  составляет 0.08% 
и уменьшается с ростом x1

0 . По-
грешность, даваемая асимптотикой 
(5.4), для x1

0 0 2= .  составляет 0.14% 
и уменьшается с уменьшением x1

0 . 
Таким образом, существует область 
пересечения в районе x1

0 0 2= . , где 
обе асимптотики дают погрешности 
менее 0.15%.

Несколько хуже работают асим-
птотические представления для 

Рис. 4. Зависимости нормализованных 
значений КИН от действия пар сил, 
приложенных к берегам трещины в за-
висимости от координаты х1 точек их 
приложения. Сплошная линия – К1 от 
действия пары нормальных противопо-
ложно направленных сил; пунктирная 
линия – К2 от действия пары продоль-
ных противоположно направленных 
сил; штрих-пунктирная линия – К1 от 
действия пары продольных соноправ-
ленных сил; точечная линия – К2 от 
действия пары нормальных соноправ-
ленных сил.
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Рис. 5. Зависимости нормализованных 
значений КИН от действия сил, при-
ложенных на продолжении линии тре-
щины в зависимости от координаты 
x1  точек их приложения. Сплошная 

линия – K1  от действия продольной 
силы; пунктирная линия – K2  от дей-
ствия нормальной силы.
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K1 Fx
K2 Fy

1.510.50

1
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‒1
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x1

случая нагружения парой продоль-
ных сил, действующих в одном на-
правлении (TD). Погрешность, да-
ваемая асимптотикой (5.4), для 
x1

0 0 1= .  составляет 0.65%, а для 
x1

0 0 15= .  – уже 1.45%. Погреш-
ность же, даваемая асимптотикой 
(5.3), составляет для этих расстояний 
уже 12 и 8%, соответственно. Прием-
лемые результаты она дает лишь до 
x1

0 0 4= . , где значение относитель-
ной погрешности составляет 0.35%. 
Поэтому при расчетах необходимо 
в разложении (5.2) удерживать боль-

шее количество членов. Так, для достижения точности 0.5% для x1
0 0 1= .  

необходимо удержать минимум 11 членов.
Зависимости нормализованных значений КИН в зависимости от коорди-

наты x1  приложения пар сил представлены на рис. 4. 
В работе [33] для случая нагружения парой нормальных сил (рассмотрен-

ный случай FD) была предложена аппроксимационная формула, в исполь-
зуемых обозначениях записываемая в виде (здесь использовано значение δ  
посчитанное в [43], в работе [33] было использовано значение 0.673):
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Согласно проведенным расчетам ее погрешность не превышает 1% (в ра-
боте [33] ее погрешность оценивалась не более 1.1%).

5.2. Силы, приложенные на продолжении линии трещины. Значения КИН 
рассчитываются подстановкой в (3.8) выражения (4.25) для x1 0 1≥ .  либо 

Рис. 6. Зависимости нормализованных значений К1 – (a) и К2 – (b) от действия сил, при-
ложенных на внешней границе х2 = 1 и линии, параллельной границе и отстоящей от 
линии трещины х2 = 0.1 в зависимости от координаты х1 точек их приложения. Сплош-
ные линии – от действия нормальной силы х2 = 1; пунктирные линии – от действия про-
дольной силы х2 = 1; штрих-пунктирные линии – от действия нормальной силы х2 = 0.1; 
точечные линии – от действия продольной силы х2 = 0.1.

K1h1/2

F2(1)
F1(1)
F2(0.1)
F1(0.1)

1‒0.5 0.5

1

0
0

2

3

‒1

‒1

x1

K2h1/2

F2(1)

F1(1)

F2(0.1)

F1(0.1)

1‒0.5 0.5

1

0
0

‒1

‒1

‒2

x1

(a) (b)



КОЭФФИЦИЕНТЫ ИНТЕНСИВНОСТИ НАПРЯЖЕНИЙ...� 63

(4.28)–(4.33) при θ = 0  для x1 0 1≤ . . Поскольку точки приложения сил явля-
ются внутренними точками, решение становится зависящим от коэффициен-
та Пуассона. Расчеты проводились для ν = 0 3. . Зависимости для ненулевых 
КИН представлены на рис. 5.

Представленные расчеты показывают, что при стремлении точки прило-
жения сил к вершине трещины значения КИН отличаются в зависимости от 
того, стремиться ли координата точки приложения к нулю справа или слева. 
Пределы оказываются различны. Это обусловлено наличием корневой осо-
бенности поля производных смещений в вершине трещины. 

5.3. Силы, приложенные к внешним границам либо к внутренним точкам по-
лосы. Значения КИН рассчитываются подстановкой в (3.8) выражений (4.24)– 
(4.26) для x1 0 1≥ .  либо – для − ≤ ≤ ≤0 1 0 1 0 11 2. . , .x x , либо по общим фор-
мулам (4.22), (4.23) для − ≤ ≤ ≤ ≤0 1 0 1 0 1 11 2. . , .x x . Зависимости для КИН 
представлены на рис. 6. Для внутренних точек решение становится зависящим 
от коэффициента Пуассона. Расчеты для x2 0 1= .  проводились для ν = 0 3. .

5.4. Распределенная нагрузка вблизи вершины трещин; связь с моделью когези-
онной зоны. Когезионные модели предполагают наличие некоторых, обычно 
малых, зон вблизи вершины трещины, в пределах которых действуют силы не-
которой природы, достаточно большой интенсивности, компенсирующие син-
гулярность в вершине [54–56]. Для моды нормального отрыва эти силы сжи-
мающие, для сдвиговой моды – продольные, противоположно направленные. 

Пусть в пределах зоны − ≤ ≤a x1 0  действуют когезионные силы 
� �22 1 12 1

c cx x� � � �, . Их вклад в КИН можно вычислить интегрированием вы-
ражений для асимптотики ближнего поля – с помощью первой и третьей 
формул (5.4) с весами � �22 1 12 1

c cx x� � � �,  соответственно. При весьма малом 
a  достаточно лишь ведущих членов асимптотического разложения, опреде-
ляемых КИН, в противном случае, можно удержать еще один или два члена 
асимптотического разложения (5.4). 

6.  Приложение: поле вблизи вершины трещины; несколько старших чле-
нов разложения. 6.1.  Разложения производных смещений в окрестности вер-
шины трещины с нецелыми степенями. Для бесконечного тела с трещиной
x x1 20 0⊂ − ∞ =] , ],  решения, удовлетворяющие условиям отсутствия нор-
мальных и касательных напряжений на берегах, выраженные через комплекс-
ные потенциалы Φ Ψz z z x ix rei( ) ( ) = + =, , 1 2

θ  [57], могут быть представлены 
в виде:
	 Φ Ψz A z A r e z B zk

k
k

k i k

k
k

k( ) = = ( ) =−
−

−
− −( )

−
−∑1 2

1 2
1 2

1 2 1 2
1 2

1
/

/
/

/ /
/,θ //

/
/ /2

1 2
1 2 1 2

k
k

k i k

kk

B r e∑ ∑∑ = −
− −( )θ	

	Φ Ψz A z A r e z B zk
k

k
k i k

k
k

k( ) = = ( ) =−
−

−
− −( )

−
−∑1 2

1 2
1 2

1 2 1 2
1 2

1
/

/
/

/ /
/,θ //

/
/ /2

1 2
1 2 1 2

k
k

k i k

kk

B r e∑ ∑∑ = −
− −( )θ ,	  (6.1)

где A Bk k− −1 2 1 2/ /,  – комплексные константы. Случай k = 0  соответствует 
сингулярному полю напряжений, характеризуемому КИН, k < 0  – членам с 
более высоким порядком сингулярности, не рассматриваемым здесь. 

Напряжения и производные смещения выражаются следующим образом [57]:
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где κ ν= −3 4  для плоской деформации; µ  – модуль сдвига. Для k = 1 2,  ре-
шения, удовлетворяющие условиям 

 	 � � � � � �22 22
1 2 1 2

12 12
1 2 1 20 0r r r rk k k k, , ,( / ) / ( / ) /�� � � �� � �� � � �  	  (6.3)

и отсутствия нормальных и касательных напряжений на берегах трещины
 	 � � � � � �22 12 0r i r, ,� �� � � � �� � �  	  (6.4)

после несложных алгебраических преобразований приводятся к виду (4.31), 
(4.32).

6.2. Коэффициенты при дробных степенях разложения решения по расстоянию 
от вершины трещины в вспомогательных задачах о трещине в полосе. Лаплас-об-
разы нормальных и касательных напряжений, действующих на продолжении 
трещины, имеют вид (4.6), (4.5). Их асимптотическое разложение на беско-
нечности представляется в виде рядов:

q p

M
Op I p I p p



2 2
2

3 2
2

2 5 2 7 26 8 3 8 3
6

8
6

128
� �

� � � �� �� � � �� �� � � �/ / / /� � ,	(6.5)

q p

T
Op I p I p p



1 1 2
1

3 2
1

2 5 2 7 22 8
2

8
8

2
128

� �
� � � �� �� � � �� �� � � �/ / / /� � ,	  (6.6)

где I I2 1,  – главные члены асимптотических разложений при p → ∞  инте-
гралов, входящих в функции H p H p2 1

+ +( ) ( ),  (4.12), (4.9), которые находятся 
по формулам [35, 58]
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При выводе (6.5), (6.6) использовано свойство симметрии подынтеграль-
ных выражений функции H p H p2 1

+ +( ) ( ),  (4.12), (4.9), приводящее к равенству 
нулю следующего члена разложения интегралов, входящих в (4.12), (4.39). 

Разложения оригиналов нормальных и касательных напряжений вблизи 
нуля находится применением обратного преобразования (4.2) к разложению 
образов (6.5), (6.6):
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Здесь главные члены разложения соответствуют, как и ожидалось, полю от 
КИН, вычисление коэффициентов при следующих членах разложений дает (4.33).

6.3. Регулярные члены разложения производных смещений в окрестности вер-
шины трещины. Коэффициенты U U U U U U1
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с учетом того, что нерегулярные члены не дают вклада в поле производных 



КОЭФФИЦИЕНТЫ ИНТЕНСИВНОСТИ НАПРЯЖЕНИЙ...� 65

смещений на берегах трещины непосредственным использованием (4.22), 
(4.2) и свойства дифференцирования оригинала:
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Остальные величины в (4.30) находятся из комбинаций условий равенства 
нулю нормальных и касательных напряжений на берегах трещины (а следова-
тельно и их производных по x1), уравнений равновесия (а также производных 
от них по координатам), в которых напряжения и деформации выражены че-
рез комбинации производных смещений.

7. Обсуждения и выводы. В настоящей работе рассмотрена двумерная зада-
ча теории упругости об изотропной полосе с центральной полубесконечной 
трещиной. Нагрузка в виде сосредоточенной силы предполагается приложен-
ной в произвольной точке: на одном из берегов трещины, на внешней гра-
нице полосы либо к внутренней точке полосы. Решение для произвольной 
нагрузки, таким образом, в силу линейности задачи может быть получено су-
перпозицией. С использованием инвариантных взаимных интегралов (напри-
мер, [44–46]) и решения для полосы, нагруженной изгибающими моментами 
и продольными силами [35, 52], приложенными на бесконечности, получены 
выражения для коэффициентов интенсивности напряжений (КИН) для рас-
сматриваемой задачи. В общем случае выражения для КИН представлены в 
виде двойных интегралов, посчитанных численно. Рассмотрены случаи сил, 
приложенных к берегам трещины, границам полосы и внутренним точкам 
полосы. 

Получены асимптотические выражения для случаев приложения сил вдали 
от вершины трещины в виде рядов по убывающим экспонентам, сходящим-
ся тем быстрее, чем дальше точка приложения силы от вершины трещины. 
Коэффициенты рядов получены в виде однократных интегралов от алгебра-
ических функций, посчитанных численно. Также получены асимптотические 
выражения для КИН в случае сил, приложенных к берегам трещины вблизи 
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ее вершины, в виде рядов по полуцелым и целым степеням расстояния до 
вершины. 

Показаны совпадения полученных решений с известными решениями для 
частных случаев: нагрузки в виде пары нормальных сил, приложенных к бере-
гам трещины и сил, приложенных вдали от вершины трещины. 

Рассмотрена связь полученных решений с моделью когезионной трещины.
Отметим, что “нефизичность” некоторых полученных результатов, таких 

как различие значений КИН при стремлении к нулю расстояния между точ-
кой приложения силы и вершиной трещины в зависимости от направления, 
по которому эти точки сближаются, объясняется асимптотическим характе-
ром самого сингулярного решения для поля напряжений и смещений вблизи 
вершины. В действительности, безусловно, бесконечных напряжений и де-
формаций существовать не может: при приближении к вершине и росте на-
пряжений наступит момент, когда начнут влиять нелинейность, неупругость, 
дискретность структуры либо какие другие факторы. Однако все эти процес-
сы будут управляться локальным полем, которое вполне можно определить из 
упругого решения, в частности представленного в работе. 

Работа выполнена при финансовой поддержке госзадания (№ госрегистра-
ции 124012500441-6).
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Abstract. A two-dimensional problem of elasticity theory on an isotropic strip with a 
central semi-infinite crack is considered. The load in the form of a concentrated force 
is assumed to be applied at an arbitrary point of the strip. Using invariant mutual 
integrals and solutions for a strip loaded with bending moments and longitudinal 
forces applied at infinity, expressions for stress intensity factors (SIF) for the problem 
under consideration are obtained. The cases of forces applied at the crack faces, at 
the strip boundaries and at the internal points of the strip are considered. Asymptotic 
expressions are obtained for the cases of application of forces far from the crack tip 
and forces applied at the crack faces near its tip. The obtained solutions are shown to 
coincide with known solutions for special cases: loads in the form of a pair of normal 
forces applied to the crack faces and forces applied far from the crack tip.

Keywords: analytical solution, bi-lateral Laplace transform, Wiener–Hopf 
method, reciprocity theorem, invariant reciprocal integrals
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