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Разработана микроструктурная модель катушечного композитного 
пьезоволоконного дискового (FibrCD) актюатора, который образован 
намоткой большого числа витков тонкого электродированного пьезо-
электрического волокна в виде экранированного одножильного кабеля с 
радиально поляризованным пьезоэлектрическим межэлектродным сло-
ем с последующей пропиткой и континуализацией витков полимерным 
связующим. Получено точное аналитическое решение для электрическо-
го и деформационного полей осесиметричной связанной краевой задачи 
электроупругости на элементарной составной ячейке «пьезоэлектриче-
ский кабель/оболочка связующего». Далее, точное решение для электро-
упругих полей внутри составной ячейки, нагруженной электрическим 
напряжением на электродах кабеля, использовано для нахождения точ-
ных аналитических решений для тензоров эффективных коэффициен-
тов пьезоэлектрических напряжений и линейного пьезоэлектрического 
расширения (деформаций) волоконного композита как гомогенного 
с цилиндрической анизотропией дискового FibrCD-актюатора в рамках 
известной полидисперсной модели структуры композита. Осуществлен 
расчет и численный анализ характеристик FibrCD-актюатора при раз-
личных значениях его макроскопических и структурных параметров, 
в частности, толщины диска (кольца), разности внешнего и внутреннего 
радиусов кольца, относительных размеров радиуса электропроводной 
жилы и толщины прослойки связующего между соседними витками ка-
беля. Подтверждена эффективность FibrCD-актюатора в сравнении с ха-
рактеристиками традиционных актюаторов.
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1. Введение. Пьезоэлектрические элементы широко применяются в каче-
стве сенсоров, генераторов, силовых приводов, преобразователей механиче-
ской энергии в электрическую и наоборот и имеют форму пластин, цилин-
дров, дисков, колец, трубок, сфер из поляризованной керамики, например, 
PZT, ЦТС или полимера PVDF [1–5]. Для расширения функциональных воз-
можностей и увеличения диапазона смещений и/или блокирующих усилий 
используют актюаторы с композитными, в частности, слоистыми структура-
ми типа «пакет» из чередующихся тонких слоев пьезокерамики и электродов, 
например, пьезоэлектрических дисков или колец с электродированными (ме-
таллизированными) поверхностями по границам их соединения. Количество 
слоев в пакетных пьезоэлектрических актюаторах может составлять от 5 до 
200 штук и определяется требуемой амплитудой рабочих перемещений; тол-
щина керамического слоя в пределах 20–100 мкм при толщине внутренних 
поверхностных электродов 3–4 мкм. В пакетных пьезоэлектрических актюа-
торах слои соединены механически последовательно, а электрически парал-
лельно, при этом соседние слои пьезокерамики поляризованы в противопо-
ложных направлениях, поэтому результирующее относительное смещение 
торцов пакета сумма таких смещений всех слоев. Для снижения величины 
управляющего электрического напряжения Ucon между электродами умень-
шают толщину пьезоэлектрических слоев до 0.3–0.6 мм с учетом допустимых 
значений напряженности электрического поля пьезокерамики 1–2 кВ/мм.

Принцип создания «объемных» композитных пьезоэлектрических актюа-
торов пакетного типа ( наличие взаимообратных поляризаций большого числа 
тонких пьезоэлементов, разделенных близко расположенными электродами 
и соединенных в «пакет» механически последовательно, а электрически па-
раллельно) может быть применен к созданию перспективных «пленочных», 
в частности, микроволоконного MFC (Micro-Fiber Composite) [6], мембран-
ного MDS [7], цилиндрического CDS [8, 9], эллипсоиданных, сферических 
и тороидальных [10] пьезоэлектрических актюаторов. MFC-актуаторы [6] 
представляют собой композитный пьезоэлектрический слой с близко уло-
женными в один ряд однонаправленными пьезокерамическими (PZT-5A) 
волокнами в полимерном (эпоксидном) связующем и находят широкое при-
менение в различных областях науки и техники, в частности, в авиации для 
управления геометрией аэродинамических поверхностей лопасти вертолета. 
На верхней и нижней поверхности пьезоэлектрического слоя MFC-актуатора 
установлены друг под другом пленочные «встречно-гребенчатые» взаимодей-
ствующие электроды (IDE). На поверхности пьезоэлектрического слоя рас-
стояние между соседними разнонаправленными прямолинейными узкими 
и тонкими полосками электродов 0.5 мм, при этом полная толщина такого 
пленочного MFC-актуатора 0.3 мм [11–14]. Дополнительное улучшение ра-
бочих характеристик MFC-актюатора возможно с использованием вместо по-
ликристаллических керамических волокон уникальных монокристаллических 
пьезоэлектрических волокон [12]. Этот же «пакетный» принцип расположе-
ния и взаимодействия большого числа чередующихся пьезоэлементов и элек-
тродов использован в мембранном MDS [7], цилиндрическом CDS [8, 9] и 
других криволинейных форм [15] пленочных пьезоэлектрических актюаторах 
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с двойными плоскими или цилиндрическими спиралями взаимодействую-
щих поверхностных или встроенных по толщине пьезоэлектрической пленки 
[16] электродов. Эффективность MDS-актюатора подтверждена результата-
ми численного моделирования в [17], в том числе и при наличии у актюато-
ра периферийного «кольца поджатия» [18]. Представляет интерес обобщение 
принципов функционирования MDS, CDS и др. актюаторов [7, 8, 16] с двой-
ными спиралями взаимодействующих электродов на более мощные объемные 
«катушечные» дисковые пьезоэлектрические FibrCD (Fibrous piezo Composite 
Disk) актюаторы [19], образованные намоткой большого числа витков тонкого 
экранированного одножильного кабеля [20, 21] с радиально поляризованным 
пьезоэлектрическим слоем между электродами) с последующей пропиткой и 
отверждением полимерным связующим, при этом в локальных областях кон-
такта соседних витков также реализуются взаимообратные направления поля-
ризаций. Для изготовления FibrCD-актюаторов [19] могут быть использованы 
различные экранированные одножильные «сигнальные» кабели, например, с 
металлической токопроводящей жилой и полимерным PVDF пьезоэлектри-
ческим слоем [20] или с полимерной токопроводящей жилой с композитным 
пьезоэлектрическим слоем [21–23].

Математическое моделирование функционирования пьезоэлектрических 
устройств: сенсоров и актюаторов различных типов основывается на поста-
новке и решении аналитическими [24–31] или численными методами, напри-
мер, методом конечных элементов [32–35] связанной краевой задачи элек-
троупругости для заданной расчетной области с учетом ее конструктивных 
особенностей, наличия анизотропии, структурной и, как следствие, поляри-
зационной неоднородности пьезоэлектрика при заданных условиях электро-
механического нагружения устройства. Так в [31] получено точное аналити-
ческое решение нестационарной связанной краевой задачи термоэлектро-
упругости для длинного полого пьезокерамического цилиндра, где в качестве 
нагрузки используется температурное поле. Точные аналитические решения 
возможно получить лишь для ограниченного круга задач электроупругости, 
как правило, канонических форм расчетных областей и такие решения эф-
фективно используются для уточненного описания процессов функциониро-
вания, анализа и поиска оптимальных конструктивных параметров разраба-
тываемых устройств и верификации решений, полученных приближенными 
численными методами.

Цель – разработка микроструктурной математической модели катушеч-
ного композитного FibrCD –актюатора [19], постановка и точное аналитиче-
ское решение связанной краевой задачи электроупругости на элементарной 
цилиндрической составной ячейке с пьезоэлектрическим слоем и управляю-
щими электродами, вычисление и анализ эффективных упругих модулей и 
коэффициентов пьезоэлектрических напряжений и линейного расширения 
его трансверсально-изотропной волоконистой структуры.

2. Пьезоволоконный дисковый актюатор. Разрабатываемый пьезоволокон-
ный дисковый (FibrCD) актюатор (рис. 1) [19] представляют собой круговую 
катушку в виде мотка (скрепленного полимерным связующим) гибкого «од-
ножильного экранированного» пьезоэлектрического кабеля (рис. 2), который 
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имеет структуру цилиндрического конденсатора из двух соосных цилиндри-
ческих электродов, разделенных диэлектрическим пьезоэлектрическим слоем 
толщиной d



. Поляризация (рис. 2, а) пьезоэлектрического слоя по радиаль-
ной координате r  ≡ x3 (ось симметрии электроупругих свойств пьезоэлектри-
ка в его главных осях x1, ...,3, табл. 1) осуществляется в результате приложения 
поляризующего значения электрического напряжения Upol к выходам элек-
тродов (рис. 2, b) в цилиндрической системе координат , ,2 1r zq ≡ x ≡ x , где 
ось z совмещена с центральной продольной осью пьезоэлектрического кабеля. 
Определяющие соотношения для пьезоэлектрического слоя составной ячейки 
(рис. 3, а) [1, 2] 

	 ij ijmn mn nij nc e Es = e -


, i imn mn in nD e E= e + l
 

	 (2.1)
или в виде

	 ij ijmn mn nij ns d Ee = s +


, ( ) ,s= s + li imn mn ninD d E
 

	 (2.2)
где s, e – тензоры напряжений и деформаций, ,D



 E


 – векторы индукции и 
напряженности электрического поля, c, s – взаимообратные тензоры упругих 
жесткостей и податливостей, e, d – тензоры пьезоэлектрических модулей, l, 
l(s) тензоры диэлектрических проницаемостей с учетом выражений тензора 
упругих податливостей s ≡ c-1, компонент тензора диэлектрических прони-
цаемостей ( )

in ipq npqin e dsl = l +  при s = 0, компонент nij ijpq npqd s e≡  тензора d 
деформационных пьезомодулей пьезоэлектрического слоя. Электроупругие 
свойства пьезоэлектрического слоя считаем трансверсально-изотропными 
с характеристиками керамики PZT-5 (табл. 1) [1, 2] и матрицей пьезоэлек-
трических модулей 
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31 31 33

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0
ij

e

e e

e e e

= 	 (2.3)

Ucon Ucon

(а) (b)

Рис. 1. Дисковый (a) и кольцевой (b) пьезоволоконные FibrCD-актюаторы.

Рис. 2. Поперечное сечение с радиальными направлениями поляризации p (a) пьезоэлек-
трического волокна (кабеля) с электродами 1,2 и однородным (b) или композитным (c) 
полимерным пьезоэлектрическим слоем 3.

Ucon Ucon

(а)

p 1
3 2

1
3 2

(b) (c)
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в главных координатных осях x1, ...,3, где тензорные и матричные индексы свя-
заны между собой соотношениями: 11 → 1, 22 → 2, 33 → 3, 23 и 32 → 4, 13 и 
31 → 5, 12 и 21 → 6, в частности, используем обозначения: c11 = c1111, c12 = c1122, 
c13 = c1133, c33 = c3333, e31 = e311, e33 = e333, l1 = l11, l3 = l33. Пьезоэлектрический 
слой также может быть изготовлен из полимерного пьезоэлектрика PVDF 
(рис. 2, b) [20] или композитного материала (рис. 2, c) [21], в частности, поли-
мера PVDF с высоким наполнением пьезокерамическими частицами. Поля-
ризация композитного пьезоэлектрического слоя (рис. 2, c) также (как и для 
случая однородного пьезоэлектрического слоя) осуществляется в результате 
приложения поляризующего значения электрического напряжения Upol к вы-
ходам электродов пьезоэлектрического кабеля. Композитные FibrCD-актюа-
торы (рис. 1) с волоконной микроструктурой (рис. 1, 2) можно моделировать 
однородным на макроуровне диском (кольцом) с эффективными анизотроп-
ными электроупругими свойствами, характеризующимися тензорами упругих 
c*, пьезоэлектрических e* и диэлектрических l* свойств. Тензоры c*, e*, l* вы-
числяются методами механики композитов, в частности, на ячейке периодич-
ности в рамках модели идеальной периодической, например, гексагональной 
укладки (в плоскости поперечного сечения) соседних витков [36, 37], квази-
периодического случайного расположения витков [22, 23] или, с целью полу-
чения аналитических решений, в рамках полидисперсной модели (рис. 3) [38]. 

Получим точное аналитическое решение связанной краевой задачи элек-
троупругости на составной ячейке (рис. 3, а) и c использованием которого, 
далее, найдем эффективные коэффициенты линейного пьезоэлектрического 
расширения aij*  и пьезоэлектрических напряжений bij*  композитной волокни-
стой структуры FibrCD-актюатора (рис. 1) в рамках полидисперсной модели 
[22, 23, 38] (рис. 3, b). Искомые пьезоэлектрические коэффициенты aij* , bij*  
входят в определяющие соотношения [39] на макроуровне композита в виде

	 * * ,conij ijmn mn ijs Ue = s + a , * * ,conij ijmn mn ijc Us = e - b 	 (2.4)

где c*, s* – взаимообратные тензоры эффективных упругих жесткостей и по-
датливостей, < s >, < e > – тензоры макронапряжений и макродеформаций 
соответственно, < ... > – оператор осреднения по представительному объему 
композита области элементарной составной ячейки (рис. 3, а) при соответ-
ствующих условиях ее нагружения.

Рис. 3. Элементарная составная ячейка (a) полидисперсной модели (b) волокнистой 
структуры пьезокомпозита.

a
a0 b

(а) (b)
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3. Математическая постановка задачи электроупругости на составной ячейке. 
Используем цилиндрическую систему координат r,θ,z, где ось z совмещена 
с центральной продольной осью составной ячейки (рис. 3, а). Область ячейки 
состоит из концентрически расположенных и контактирующих между собой 
цилиндрических подобластей: электропроводной жилы (0 < r  < a0), пьезоэлек-
трического слоя (a0 < r  < a) и внешнего полимерного слоя (a < r  < b) с бесконеч-
но тонкой электродированной прослойкой экранирующим электродом меж-
ду пьезоэлектрическим слоем и полимерным слоем при r  = a. Рассматриваем 
лишь осесимметричное электромеханическое нагружение составной ячейки 
(рис. 3, а) через приложение электрического потенциала φ• = Ucon к электро-
прводной жиле и механическое нагружение внешнего контура при r  = b ячей-
ки нормальным напряжением s• или радиальным смещением u•. При этом 
на внешнем экранирующем электроде при r  = a и внутри внешнего полимер-
ного слоя (a < r  < b) электрические потенциалы равны нулю. Электропровод-
ную жилу и внешний полимерный слой считаем пьезопассивными, упруги-
ми и изотропными. Требуем выполнения условий идеального механического 
контакта, т.е. непрерывности поля перемещений и вектора напряжений на 
межфазных поверхнстях при r  = a0,a составной ячейки. В результате, с уче-
том наличия осевой симметрии для геометрической формы, электроупругих 
свойств (в частности, цилиндрической анизотропии пьезоэлектрического 
слоя) и условий контакта слоев составной ячейки имеем осесимметричную 
краевую задачу электроупругости для области составной ячейки, в целом, от-
носительно искомых деформационного и электрического полей как функций 
радиальной координаты r и с учетом ограниченности решения в центре при 
r  = 0. Отличными от нуля являются лишь радиальная компонента ur векто-
ра перемещения, напряжения srr, sqq, szz, деформации err, eqq, потенциал φ, 
напряженность rE



 и индукция rD


 электрического поля. 
Радиальные srr и окружные sqq напряжения удовлетворяют уравнению 

равновесия

	 ,qqs - ss
+ = 0rrrrd

dr r
	 (3.1)

а радиальные err и окружные eqq деформации выражаются

	 r
rr

du
dr

e = , ru
rqqe = 	 (3.2)

через радиальные перемещения ur как функции от r. Радиальные компоненты 
индукции rD



 и напряженности rE


 электрического поля удовлетворяют урав-
нениям электростатики

	 0r rdD D
dr r

+ =
 

, / .rE d dr= - φ


	 (3.3)

Для пьезоэлектрического слоя определяющие соотношения (2.1) примут 
вид
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	 33 13 33rr rr rc c e Eqqs = e + e -


, ,13 11 31rr rc c e Eqq qqs = e + e -


	 ,13 12 31zz rr rc c e Eqqs = e + e -


	 (3.4)

	 33 31 3r rr rD e e Eqq= e + e + l
 

с учетом радиальной поляризации и трансверсальной изотропии электроупру-
гих свойств пьезоэлектрика (табл. 1) при равенстве нулю компонент 

	 ,0r r rz zr z zq q q qs = s = s = s = s = s =  .0zD Dq= =
 

Для изотропных упругих областей электропроводной жилы и внешнего по-
лимерного слоя определяющие соотношения 

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,11 12e rr e e rr e ec c qqs = e + e  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,12 11e e e rr e ec cqq qqs = e + e  

	 ( ) ( ) ( ) ( )( ),12e zz e e rr ec qqs = e + e  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,11 12m rr m m rr m mc c qqs = e + e  

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,12 11m m m rr m mc cqq qqs = e + e  ( ) ( ) ( ) ( )( ),12m zz m m rr mc qqs = e + e

как частный случай (3.4), где ( ) ( ),11 12e ec c  и ( ) ( ),11 12m mc c  независимые упругие 
константы этих областей, нижние индексы «e» и «m» указывают на принад-
лежность к электропроводной жиле и внешнему полимерному слою (матрице) 
соответственно. Поля напряжений, деформаций и перемещений в электро-
проводной жиле: s(e)rr, s(e)qq, e(e)rr, e(e)qq, u(e)r и во внешнем полимерном слое: 
s(m)rr, s(m)qq, e(m)rr, e(m)qq, u(m)r являются функциями координаты r и удовлетво-
ряют аналогичным (3.1), (3.2) уравнениям равновесия (3.1) и соотношениям 
малых упругих деформаций (3.2).

Электромеханическое нагружение составной ячейки осуществляется через 
задание значений электрического потенциала
	

0 conr a U=φ = , 0r a=φ = 	 (3.5)

напряжения

	 ( )m rr r b •=s = s 	 (3.6)

или перемещения

	 ( ) ,m r r bu u•= = 	 (3.7)

условия идеального контакта на межфазных поверхностях

	 ( ) ,
0 0e rr r a rr r a= =s = s  ( ) ,

0 0e r r a r r au u= == 	 (3.8)

	 ( ) ,rr r a m rr r a= =s = s  ( ) .r r a m r r au u= == 	 (3.9)
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4. Решение задачи электроупругости на составной ячейке.
4.1. Общее решение для пьезоэлектрического слоя. Для пьезоэлектрическо-

го слоя составной ячейки (3.1)–(3.4) имеем систему двух дифференциальных 
уравнений [28]

	
( )

,
2 2

1 2 32 2 2

2 2

3 42 2

0

1 0

r r r

r r

d u du u d d d
a a a

rdr rdr rdrdr r dr

d u du d d
a a

rdr rdrdr dr

 φ φ φ
+ - + + - =  

 
 φ φ

+ + + + =  
 

	 (4.1)

относительно искомых полей перемещения ur(r) и электрического потенциала 
φ(r) как функций радиальной координаты r, где коэффициенты

	 / ,1 11 33a c c=  / ,2 33 33a e c=  / ,3 31 33a e c=  / .4 3 33a e= -l 	 (4.2)
В системе (4.1) первое уравнение домножим на a4, а второе – на a2 и, далее, 

вычтем второе из первого, и в результате получим

	 ( ) [ ( )]
2

3 4 4 2 4 2 3 1 42
1r r rd u du ud

a a a a r a a a a a
dr dr rdr

φ
= - + - + - 	 (4.3)

или после дифференцирования левой и правой частей уравнения (4.3) по r 
в виде 

  ( ) ( ) .
3 22

3 4 4 2 4 2 2 3 1 4 1 42 3 2 2
2 2r r r rd u d u du ud

a a a a r a a a a a a a a
rdrdr dr dr r

φ
= - + - - - + 	 (4.4)

Далее левую и правую части уравнения (4.3) поделим на r и сложим их с 
соответствующими частями уравнения (4.4), что дает

	

( ) ( ) [ ( ) ]

2

3 4 2

3 2

4 2 4 2 2 3 4 2 3 1 43 2
3 3 1r r r

d d
a a

rdrdr

d u d u du
a a r a a a a a a a a a

rdrdr dr

 φ φ
+ =  

 

= - + - - + - + -

или в виде

	
( ) ( )

[ ( ) ( )]

3 2

4 2 4 2 2 3 33 2

4 2 3 1 4 3 3

3 3

1 1 0

r r

r

d u d u
a a r a a a a a

dr dr

du
a a a a a a a

rdr

- + - - + +

+ - + - + + =

с учетом выражения 

	 ( ) ,
22

4 32 2
1r rd u dud d

a a
rdr rdrdr dr

 φ φ
+ = + +  

 
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которое следует из второго уравнения (4.1). Таким образом, приходим к ре-
зультирующему виду дифференциального уравнения

	
3 2

3 2 2
0r r rd u d u duA B

r drdr dr r
+ + = 	 (4.5)

относительно искомой функции радиальных перемещений ur, где 
коэффициенты

	
,

( ) ( )( )

2
3

4 2

4 1 3 2 3

4 2

1
3

1 1

a
A a

a a

a a a a a
B

a a

-
= +

-
- + - +

=
-

	 (4.6)

с учетом (4.2). Частные решения дифференциального уравнения (4.5) ищем 
в виде ur = rn, после подстановки которого в (4.5) получим характеристическое 
уравнение
	 ( )( ) ( )1 2 1 0n n n An n Bn- - + - + =

или в виде

	 [ ] ,2 1 0n n B+ - = 	 (4.7)
корни которого

	 ,1 0n =  ,2 3 1n B= ± - 	 (4.8)
с учетом (4.6). В рассматриваемом случае (для пьезоэлектрической области) 
имеем действительные значения корней n2,3 (4.7), (4.8), поэтому искомое ре-
шение –
	 .32

1 2 3
nn

ru С r С r С= + + 	 (4.9)
Далее в результате подстановки найденного решения (4.9) в уравнение 

(4.3) получим 

	
{( ) ( ) [ ( )] }

{( ) ( ) [ ( )] }

2

3

1
3 4 4 2 2 2 4 2 3 2 1 4 1

1 1
4 2 3 3 4 2 3 3 1 4 2 1 4 3

1 1

1 1

n

n

d
a a a a n n a a a n a a C r

dr

a a n n a a a n a a C r a a C r

-

- -

φ
= - - + - + - +

+ - - + - + - -

или в виде

	 ,32 11 1
1 2 3

nnd
A C r B C r D C r

dr
-- -φ

= + +′ ′ ′

решение которого –

	 ln ,32
1 2 3 4

2 3

nnA B
C r C r C D r C

n n
′ ′

φ = + + +′ 	 (4.10)

где коэффициенты
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,

,

24 2 2 1
2 2

3 4 4 3

24 2 2 1
3 3

3 4 4 3

1

3

a a a a
A n n

a a a a

a a a a
B n n

a a a a

a
D

a

-
= - -′

-
= - -′

= -′

	 (4.11)

с учетом (4.2), C1, ..., C4 константы интегрирования. 
Таким образом, найденные функции ur, φ радиального перемещения ur 

(4.9) и электрического потенциала φ (4.10) являются общим решением осе-
симметричной связанной краевой задачи электроупругости (4.1) для пьезо-
электрического трансверсально-изотропного цилиндрического слоя с ра-
диальной поляризацией. Соответствующие найденным полям ur, φ общие 
решения для деформаций (3.2)

	
,32

32

11
1 2 2 3

11 1
1 2 3

nn
rr

nn

С n r С n r

С r С r С r

--

-- -
qq

e = +

e = + +
	 (4.12)

и электрической напряженности

	 32 11 1
1 2 3

nn
rE C A r C B r C D r-- -- = + +′ ′ ′


	 (4.13)

и, далее, с учетом (3.4) для напряжений

	
( ) ( )

( ),

32 11
1 13 2 33 33 2 13 3 33 33

1
3 13 33

nn
rr С r c n c A e C r c n c B e

С r c D e

--

-

s = + + + + + +′ ′

+ + ′
	

(4.14)

	
( ) ( )

( ),

32 11
1 11 2 13 31 2 11 3 13 31

1
3 11 31

nnС r c n c A e C r c n c B e

С r c D e

--
qq

-

s = + + + + + +′ ′

+ + ′
	 (4.15)

	
( ' ) ( ' )

( ' )

32 11
1 12 2 13 31 2 12 3 13 31

1
3 12 31

nn
zz С r c n c A e C r c n c B e

С r c D e

--

-

s = + + + + + +

+ +
	 (4.16)

и электрической индукции

	
( ' ) ( ' )

( ' ).

32 11
1 31 2 33 3 2 31 3 33 3

1
3 31 3

nn
rD С r e n e A C r e n e B

С r e D

--

-

= + - l + + - l +

+ - l



	 (4.17)

4.2. Общие решения для жилы и внешнего слоя. Общие решения для изотроп-
ных областей электропроводной жилы (0 < r  < a0) и внешнего полимерного 
слоя связующего (a < r  < b) запишем как частные случаи полученных ранее 
решений (4.9), (4.12), (4.14) (4.16) с учетом равенств: a1 = 1, a2 = a3 = 0 (4.2), 
A = 3, B = 0 (4.6), n2,3 = ±1 (4.8) для этих случаев. В частности, с учетом ограни-
ченности решения в центре (r = 0) для электропроводной жилы имеем
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

,

,

( ),

( )

1

1

1 13 33

1 12 13

e r e

e rr e e

e rr e e e e

e zz e e e

u С r

С

С c c

С c c

qq

qq

=

e = e =

s = s = +

s = +

	 (4.18)

и для внешнего полимерного слоя (матрицы)

	 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,

, ,

1
1 2

2 2
1 2 1 2

m r m m

m rr m m m m m

u С r С r

С С r С С r

-

- -
qq

= +

e = - e = +
	 (4.19)

	
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) ( ) .

2
1 13 33 2 13 33

2
1 11 13 2 11 13

2
1 12 13 2 12 13

m rr m m m m m m

m m m m m m m

m zz m m m m m m

С c c C c c r

С c c C c c r

С c c C c c r

-

-
qq

-

s = + + -

s = + + -

s = + + -

	 (4.20)

4.3. Определение констант интегрирования. Константы интегрирования: 
C1, ..., C4 (4.9), (4.10), (4.12) (4.17), C(e)1 (4.18), C(m)1, C(m)2 (4.19), (4.20) опреде-
лим из 3-х условий электромеханического нагружения (3.5) (3.7) по заданным 
значениям управляющего электрического напряжения Ucon на электродах, ме-
ханического напряжения s• или перемещения u• на внешнем контуре и 4-х 
условий идеального контакта на межфазных поверхностях (3.8), (3.9).

Таким образом, из условия s(e)rr = srr (3.8) при r  = a0 с учетом вида решений 
(4.14), (4.18) следует равенство

	
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ,

-

- -

′- + + + + +

′ ′+ + + + + =

2

3

1
1 13 33 1 13 2 33 330

1 1
2 13 3 33 33 3 0 13 330 0

n
e e e

n

С c c С a c n c A e

C a c n c B e С a c D e
	

(4.21)

из условия u(e)r = ur (3.8) с учетом (4.9), (4.18) при r  = a0 

	 ( ) ,- + + + =32
1 0 1 2 30 0 0nn

eС a С a С a С 	 (4.22)

из условия srr = s(m)rr (3.9) с учетом (4.14), (4.20) при r  = a 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ' ) ( ' )

( ' ) ( ) ( ) ,

--

- -

+ + + + + +

+ + - + - - =

32 11
1 13 2 33 33 2 13 3 33 33

1 2
3 13 33 1 13 33 2 13 33 0

nn

m m m m m m

С a c n c A e C a c n c B e

С a c D e С c c C a c c
	

(4.23)

из условия ur = u(m)r (3.9) с учетом (4.9), (4.19) при r  = a 

	 ( ) ( ) ,-+ + - - =32 1
1 2 3 1 2 0nn

m mС a С a С С a С a 	 (4.24)
из условия φ = Ucon (3.5) с учетом (4.10) при r  = a0 

	
' ' ' ln32

1 2 3 0 4 con0 0
2 3

nnA B
C a C a C D a C U

n n
+ + + = 	 (4.25)
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из условия φ = 0 (3.5) с учетом (4.10) при r  = a 

	 ln ,32
1 2 3 4

2 3
0nnA B

C a C a C D a C
n n
′ ′

+ + + =′ 	 (4.26)

из условия s(m)rr = s• (3.6) с учетом (4.20) при r  = b 

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ,2
1 13 33 2 13 33m m m m m mС c c C c c b- •+ + - = s 	 (4.27)

или из условия u(m)r |r = b = u• (3.7) с учетом (4.19) 

	 ( ) ( ) .1
1 2m mС b С b u-

•+ = 	 (4.28)

Константы интегрирования: C1, ..., C4 (4.9), (4.10), (4.12) (4.17), C(e)1 (4.18), 
C(m)1, C(m)2 (4.19), (4.20) определим из системы семи линейных алгебраических 
уравнений (4.21) (4.27)

	
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

,

...
,

11 1 12 1 13 2 14 3 15 4 16 1 17 2 1

71 1 72 1 73 2 74 3 75 4 76 1 77 2 7

e m m

e m m

a С a C a C a C a C a С a С b

a С a C a C a C a C a С a С b

+ + + + + + =

+ + + + + + =
	 (4.29)

где отличные от нуля компоненты матрицы [a] и вектор-столбца {b}:

	 ( ) ( )11 13 33e ea c c= - - , ( ' )2 1
12 13 2 33 330

na a c n c A e-= + + ,

	 ( ' )3 1
13 13 3 33 330

na a c n c B e-= + + , ( ' )1
14 0 13 33a a c D e-= + ,

	 21 0a a= - , 2
22 0

na a= , 3
23 0

na a= , 24 1a = ,

	 ( ' )2 1
32 13 2 33 33

na a c n c A e-= + + , ( ' )3 1
33 13 3 33 33

na a c n c B e-= + + ,	 (4.30)

	 ( ' )1
34 13 33a a c D e-= + , ( ) ( )36 13 33m ma c c= - - , ( ) ( )( )2

37 13 33m ma a c c-= - - ,

	 2
42

na a= , 3
43

na a= , 44 1a = , 46a a= - , 1
47a a-= - ,

	
'

2
52 0

2

nA
a a

n
= , 

'
3

53 0
3

nB
a a

n
= , ' ln54 0a D a= , 55 1a = , 5 conb U= ,

	
'

2
62

2

nA
a a

n
= , 

'
3

63
3

nB
a a

n
= , ' ln64a D a= , 65 1a = ,

седьмая строка для случая 

	 ( )m rr r b •=s = s , 

	 ( ) ( )76 13 33m ma c c= + , ( ) ( )( ) 2
77 13 33m ma c c b-= - , 7b •= s ,	 (4.31)
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или для случая ( )m r r bu u•= =  (3.7) – 

	 76a b= , 1
77a b-= , 7b u•= .	 (4.32)

Отметим, что для пьезоэлектрического слоя выполняется равенство

	
0

con

a

r

a

E dr U=∫


.

5. Эффективные пьезоэлектрические коэффициенты. Тензор эффективных 
пьезоэлектрических напряжений (2.4) композитного FibrCD-актюатора

	 * / conU≡ -b s 	 (5.1)
определим через осредненные или «макроскопические» осесимметричные 
напряжения 〈s〉 составной ячейки

	 ' ' ' ' ' ' ' ' '( )3 3 3i j i j i js = sd + s - s d d 	 (5.2)
для случая 〈e〉 = 0, т.е. при неподвижном внешнем контуре (u• = 0) и непо-
движных торцов составной ячейки (4.32); здесь индекс 3′ соответствует 
направлению продольной оси r3′ ≡ z пьезоэлектрического кабеля и совпадает 
с окружной координатной линией диска актюатора, r1′r2′ плоскость изотро-
пии эффективных трансверсально-изотропных электроупругих свойств во-
локнистого композита, di ′j ′ символы Кронекера. В формуле (5.2) использова-
ны обозначения

	
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

' ( ) ' ( ) ' ( ) '

( ) ( ),2
1 13 33 2 13 33

3 3 3 3

m m m m m mm rr r b

e e p p m m

С c c C b c c

c c c

-
=s ≡ s = + + -

s = s + s + s
	 (5.3)

для случая u• = 0, Ucon ≠ 0 (3.5), (3.7), (4.32). Тензор пьезоэлектрических напря-
жений (5.1) допускает выражение своих компонент

	 * * * *
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '/ ( )con 1 3 1 3 3i j i j i j i jUb ≡ - s = b d + b - b d d 	 (5.4)

через независимые эффективные продольный b3′
*  и поперечный b1′

*  коэффици-
енты. В (5.3) макроскопическое продольное напряжение s3′ это осредненное 
по поперечному сечению составной ячейки значение, которое рассчитывается 
через величины: ( ) '3es , ( ) '3ps , ( ) '3ms  осредненные по каждой из подобластей: 
жиле, пьезоэлектрическому слою и внешнему полимерному слою значения 
ранее полученых решений s(e)zz (4.18), szz (4.16), s(m)zz (4.20) с учетом равенств 

( ) ' ( ) ' ( )3 3e e e zzs = s = s


 в силу однородности напряженно-деформированного 
состояния электропроводной жилы. Осредненное по пьезоэлектрическому 
(a0 < r  < a) слою величина продольных напряжений имеет вид 

	 ( ) ' ( ' ) ( ' ) ( ' ),3 1 1 12 2 13 31 2 2 12 3 13 31 3 3 12 31p p p pС c n c A e C c n c B e С c D es = κ + + + κ + + + κ +

с учетом (4.16), где коэффициенты
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относительные объемные доли 

	
2

0
e

a
c

b
 =  
 

, 
2

p e
a

c c
b

 = - 
 

, 1m e pc c c= - - 	 (5.6)

элементов структуры (слоев) составной ячейки (рис. 3). Эффективный ко-
эффициент пьезоэлектрического расширения в плоскости изотропии r1′r2′ 
композита

	 *
( ) / conm r b Uqq =a = e 	 (5.7)

для случая con 0U ≠ , 0•s =  (3.6), (4.31). Полученное осесимметричное реше-
ние (4.9) (4.32) для области составной ячейки (рис. 3, a) может быть использо-
вано для нахождения лишь двух из пяти независимых эффективных упругих 
констант FibrCD-актюатора

	 * * *
' ' ' '( ) / /( )1 1 1 2 2 2k c c •≡ + =< s > e , * *

' ' ' ' /( )1 3 2 3 2zzc c •= =< s > e 	 (5.8)
при заданных значениях: e• ≡ u•/b ≠ 0, Ucon = 0 с учетом ezz = 0 (3.5), (3.7), (4.32), 
где k* объемный модуль плоской деформации в плоскости r1′r2′ , использованы 
обозначения: * *

' ' ' ' '1 1 1 11 1c c= , * *
' ' ' ' '1 2 1 12 2c c= , * *

' ' ' ' ' '2 3 2 2 3 3c c=  компонент *
' ' ' 'i j m nc  тен-

зора эффективных упругих свойств в координатных осях ',..., '1 3r , '3r  ось сим-
метрии свойств, выполняется равенство * * *

' ' ' ' ' ' ' ' .i j i j m n m ncb = a  Отметим, что пье-
зоэлектрические коэффициенты a*, b* входят в определяющие соотношения 
(2.4) подхода термоаналогии [39], согласно которому величина управляющего 
электрического напряжения Ucon, приложенного к выходам электродов актю-
атора, отождествляется с приращением температуры DT, т.е. «нагревом» го-
могенной области, например, дискового или кольцевого актюатора (рис.1) с 
эффективными “термоупругими” свойствами.

6. Результаты численного моделирования. Осуществим расчет и численный 
анализ упругих и электрических полей внутри составной ячейки при различ-
ных случаях ее электромеханического нагружения (s•, u•, Ucon) и прогнозиро-
вание эффективных упругих k *, c*

1′3′ и пьезоэлектрических a*, b*
1′, b*

3′ констант 
(5.1) (5.8) композитного FibrCD-актюатора (рис.1). Электроупругие посто-
янные керамики PZT-5 приведены в табл. 1 [1, 2], модули Юнга и коэф-
фициенты Пуассона изотропных упругих свойств электропроводной жилы: 
E(e) = 80 ГПа, n(e) = 0.37 (серебро) и эпоксидного связующего: E(m) = 20 ГПа, 
n(m) = 0.35. На рис. 4–6 даны графики распределений электроупругих полей 
по радиальной координате r при значенииях радиусов: a0 = 0.1 мм, a = 0.15 мм, 
b = 0.17 мм и различных условиях нагружения: s• =10 МПа, Ucon = 0 В (рис. 4), 
Ucon ≠ 0 (рис. 5, 6) составной ячейки. На рис. 5 графики функций, полученные 
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Рис. 4. Функции перемещения ur [мкм] (a), электрического потенциала φ [В] (b), напря-
женности rE



 [кВ/мм] (c) и индукции rD


 [мКл/м2] (d) по радиальной координате r пье-
зоэлектрического слоя составной ячейки при s• = 10 МПа, Ucon = 0 В.
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Рис. 5. Функции перемещения ur [мкм] (a), радиальной err и окружной eqq деформаций (b) 
по радиальной координате r составной ячейки при Ucon = 1500 В.
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для различных граничных условий: s• = 0 или u• = 0 на внешнем контуре со-
ставной ячейки при Ucon = 1500 В, обозначены маркерами с заливкой (цвет-
ные) и без заливки (белые) соответственно. При этом для случаев на рис. 6 

(а)
Еr

Dr

r/b r/b

r/b

(b)

(c)
�

�φ
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Рис. 6. Функции электрического потенциала φ [кВ] (a), напряженности rE


 [кВ/мм] (b) 
и индукции rD



 [Кл/м2] (c) по радиальной координате r пьезоэлектрического слоя при 
Ucon =1500 В (○), 500 В ( ); пунктирная линия –линейная аппроксимация (для сравнения).

Рис. 7. Эффективный коэффициент a* [мкВ-1] пьезоэлектрического расширения компо-
зита при a0= 0.1 (○), 0.05 (Δ), 0.01 ( ) [мм].
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(Ucon = 1500 В, 500 В) установлено, что на графики электрического потенциала 
φ (рис. 6,a), напряженности rE



 (рис. 6, b) и индукции rD


 (рис. 6, c) прак-
тически не влияет различие задаваемых граничных механических условий: 
s• = 0 или u• = 0 на внешнем контуре составной ячейки. В табл. 2 численные 
значения эффективных упругих и пьезоэлектрических констант композита 
(рис. 3,b) также получены для случая a0 = 0.1 мм, a = 0.15 мм, b = 0.17 мм. На 
рис. 7, 8 даны графики зависимостей эффективных коэффициентов пьезо-
электрического расширения a* (рис. 7) и пьезоэлектрических напряжений 
b*

1′, b*
3′ (рис. 8) композита от структурного параметра q  = a/b при различных 

значениях радиуса электропроводной жилы a0 с учетом области допустимых 
значений ( ; )0 1q q∈ , где начальное значение q0 = a0/b.

Для случая традиционных схем размещения электродов на поверхностях 
однородных пьезоэлектрических пластин, например, при установке электро-
дов на основаниях пьезоэлемента в виде круглой пластины с поляризацией 
по ее толщине вдоль оси r3 при e33 = 0 аналог коэффициента a* (5.7) запишем 
в виде

(а)

β1

(b)
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Рис. 8. Эффективные коэффициенты b1′
*  (a), b3′

*  (b) [МПа/В] пьезоэлектрических напря-
жений композита при a0= 0.1 (○), 0.05 (Δ), 0.01 ( ) [мм].

Таблица 1. Электроупругие свойства пьезокерамики PZT-5

Упругие постоянные, ГПа
Относительные 

диэлектрические 
постоянные

Пьезоэлектрические 
постоянные, Кл/м2

c11 c12 c13 c33 c44 l1/l0 l3/l0 e31 e33 e15

121 75.4 75.2 111 21.1 916 830 -5.4 15.8 12.3
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	 ( ) /31 13 33d d ha ≈ + n 	 (6.1)
где значения деформационных пьезомодулей: d33 = 0.3732 нм/В,  d31 = 
= -0.1704 нм/В (2.2), коэффициент Пуассона n13 = 0.383 для керамики PZT-5 
(табл. 1). Аналоги: 1b , 2b , 3b  коэффициентов * *

1 2b = b , *
3b , где в цилиндриче-

ской системе координат индексы 1 и 2 соответствуют радиальному и осевому, 
а индекс 3 – окружному направлениям координатных линий диска (рис. 1) 
запишем для двух случаев размещения электродов. В первом случае электроды 
установлены на верхнем и нижнем основаниях (торцах) дисковой (рис. 1, a) 
или кольцевой (рис. 1, b) пластины с поляризацией по толщине

	 / ,1 3 31e h′ ′b = b ≈   / ,2 33e h′b ≈ 	 (6.2)
а во втором случае на внутренней и внешней цилиндрических поверхностях 
кольцевой пластины с поляризацией по радиусу (рис. 1, b)

	 '' /1 33 Reb ≈ D , '' '' /2 3 31 Reb = b ≈ D  	 (6.3)
где h – толщина пластины, DR – разность внешнего и внутреннего радиусов 
кольцевой пластины. Преимущество предложенного пьезоэлектрического ка-
тушечного композитного FibrCD-актюатора перед подобными традиционны-
ми дисковыми актюаторами оценим по значениям коэффициентов эффектив-
ности вида: */ ,z ≡ a a  ' * '

' /i i iz ≡ b b  и '' * ''
' /i i iz ≡ b b , в частности, для актюаторов 

с торцевыми плоско-параллельными электродами

	
*

' '1
1

31
h

e
b

z = , 
*

' '1
2

33
h

e
b

z = , 
*

' '3
3

31
h

e
b

z = 	 (6.4)

или концентрическими цилиндрическими электродами

	
*

'' '1
1

33
Re

b
z = D , 

*
'' '1
2

31
Re

b
z = D , 

*
'' '3
3

31
Re

b
z = D 	 (6.5)

где e33, e31 пьезомодули керамики PZT-5 (табл. 1). Например, при значениях 
параметров: h = ΔR = 10 мм имеем для FibrCD-актюатора значения коэффи-
циентов эффективности: z ≈ -107, z1′ = z2′′ ≈ -70, z2′ = z1′′ ≈ 24, z3′ = z3′′ ≈ 105 с уче-
том данных в табл.1, 2; при этом знак этих коэффициентов может быть изме-
нен сменой знака управляющего электрического напряжения Ucon на выходах 
электродов.

Заключение. Разработана микроструктурная модель композитного пье-
зоволоконного катушечного дискового FibrCD-актюатора (рис. 1, 2) [18] и 
с использованием подхода [28] получено точное аналитическое решение 

Таблица 2. Эффективные упругие и пьезоэлектрические константы композита

k* c13
*  = c23

* a* b1
* b3

*

ГПа мкВ-1 МПа/В
64.011 48.295 0.2939 0.0376 –0.0567
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связанной краевой задачи электроупругости для деформационного и электри-
ческого полей внутри его элементарной составной ячейки типа «пьезоэлек-
трический кабель/оболочка связующего» (рис. 3, а) в рамках полидисперсной 
модели (рис. 3, b) волоконной структуры актюатора. Электромеханическое 
нагружение составной ячейки осуществляется приложением управляющего 
электрического напряжения Ucon к электродам кабеля и граничными условия-
ми (s•, u•) на его внешнем контуре. Точные решения для электроупругих полей 
(4.9), (4.10), (4.12)–(4.17) как функций радиальной координаты r внутри со-
ставной ячейки (рис. 3, а) использованы далее для нахождения аналитических 
решений (2.4), (5.1) (5.7) эффективных коэффициентов пьезоэлектрического 
линейного расширения a* и пьезоэлектрических напряжений b*  FibrCD-ак-
тюатора (рис. 1) с цилиндрической анизотропией, когда ось симметрии эф-
фективных электроупругих свойств волокнистонго катушечного композита 
ориентирована по окружной координате актюатора. Графики на рис. 4 ил-
люстрируют существенную нелинейность распределения электрического по-
тенциала φ по радиальной координате r для случая растяжения напряжением 
s• в поперечной плоскости составной ячейки при отсутствии управляющего 
электрического напряжения, Ucon = 0. Установлено, что большие значения за-
даваемого управляющего электрического напряжения Ucon, в частности, 500 
или 1500 В на электродах обусловливают близкое к линейному распределение 
электрического потенциала φ по радиальной координате r (рис. 6, a). Осуще-
ствлен расчет и численный анализ коэффициентов a*, b*

ij FibrCD-актюатора 
в сравнении с аналогичными характеристиками традиционных актюаторов 
(6.1)–(6.5) при различных значениях макроскопических и структурных гео-
метрических параметров FibrCD-актюатора, в частности, толщины h диска 
или кольца, разности внешнего и внутреннего радиусов DR кольца, относи-
тельных размеров толщины слоя полимерного связующего (как минимальной 
гарантированной прослойки связующего между витками) составной ячейки и 
радиуса электропроводной жилы a0 пьезоэлектрического кабеля. Выявлено, 
что при значениях управляющего электрического напряжения Ucon > 0 состав-
ная ячейка, в целом, осесимметрично расширяется, но при этом жила вну-
три ячейки находится в состоянии всестороннего сжатия в трансверсальной 
плоскости (рис. 5). При смене знака управляющего электрического напря-
жения, т.е. при Ucon < 0 имеем сжатие составной ячейки и растяжение жилы в 
трансверсальной плоскости. Зависимости эффективных коэффициентов a*, 
b1

*
′ составной ячейки от параметра q  = a/b относительного значения толщины 

пьезоэлектрического слоя имеют монотонный характер (рис.7, 8, a). Немоно-
тонный характер зависимости от параметра q имеет лишь величина b3

*
′ (рис. 8, 

b) с наличием ярко выраженных экстремумов. Выявлено увеличение абсо-
лютных значений всех коэффициентов a*, b1

*
′, b3

*
′ при уменьшении толщины 

пьезоэлектрического слоя при фиксированном значении внешнего радиуса 
составной ячейки (рис. 7, 8).

Результаты получены при выполнении государственного задания Мини-
стерства науки и высшего образования Российской Федерации на выполне-
ние фундаментальных научных исследований (проект № FSNM-2023-0006).
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ELECTROELASTICITY OF DISC PIEZOFIBROUS ACTUATOR

A. A. Pan’kov a, * 
aPerm National Research Polytechnic University, Perm, Russia

Abstract. A microstructural model of a coiled composite piezofiber disc (FibrCD) 
actuator has been developed. The actuator is formed by winding a large number of 
turns of thin electrode-coated piezoelectric fiber, designed as shielded single-core 
cable with radially polarized piezoelectric interelectrode layers The winding is then 
impregnated and consolidated with a polymer binder. An exact analytical solution 
was obtained for the electrical and deformation fields of an axisymmetric coupled 
boundary problem of electroelasticity on the elementary composite cell "piezoelec-
tric cable/binder shell." This exact solution for the electroelastic fields within the 
composite cell, subjected to an electric voltage applied to the cable electrodes, was 
subsequently used to derive exact analytical solutions for the tensors of effective 
piezoelectric stress coefficients and linear piezoelectric expansion (strain) of the 
fiber composite. These calculations treat the composite as a homogeneous mate-
rial with cylindrical anisotropy, characteristic of the disc-shaped FibrCD actuator, 
based on the well-known polydisperse composite structure model. Calculations 
and numerical analysis of the FibrCD actuator’s characteristics were performed for 
various values of its macroscopic and structural parameters, including the thick-
ness of the disc (ring), the difference between the outer and inner radii of the ring, 
and the relative dimensions of the conductive core radius and the thickness of the 
binder layer between adjacent cable turns. The effectiveness of the FibrCD actua-
tor was confirmed in comparison with the characteristics of conventional actuators.

Keywords: piezoelectric FibrCD actuator, electroelasticity, signal cable, fiber 
composite, effective properties, polydisperse model, numerical modeling.
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